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85° Integralrechnung.

U. S. W.,
so dass also / , / "  bekannte Functionen von x  und y  sind. Diese Werthe

*) Weitere Beispiele findet man in dem citirten MALMSTEN’schen Aufsatze.

§ 24. Integration der Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei Veränderlichen. 851

kann man dazu verwenden, y  in eine TAYLOR’sche oder MACLAURiN’sche Reihe zu ent­
wickeln. Wird einem Anfangswerthe * 0 eine beliebige Ordinatey 0 zugeordnet, so ist

2. y =  y 0 +  +  T l( * 0 , yo) . . .

Setzt man insbesondere x 0 =  0 und schreibt b für y 0 , so erhält man

3‘ y  =  b 9 (0, b) • ~  -+- <p, (0, b) J T 2 +  f 2 (0, b) +  * •

Nach Berechnung der Coefficienten fy (x 0 , y 0) hat man die Grenzen für die 
Convergenz festzustellen.

Die Entwicklung 3. wird man zumeist mit Vortheil nach der Methode der 
unbestimmten Coefficienten vornehmen; man setzt

y  — A 0 -\- A XX +  A 2x 2 +  . . . . 
also . _ /  =  A t H- 2 • A 2X +  3 • A 3x 2 +
substituirt beide Reihen in die Differentialgleichung und bestimmt die Ak so, dass 
dieselbe identisch erfüllt wird. Wenn eine der Functionen <p*(0, b) unendlich 
gross ist, so ist die Entwicklung n a ch  der MACLAURm’sch en  Reihe nicht zulässig; 
in diesem Falle wird man zur TAYLOR’schen Reihe greifen und x 0 , y 0 so wählen, 
dass alle Functionen <pk(x0 , y 0) endlich sind.

Aus der Differentialgleichung
r =  ? ( x >y)

f ^ x
folgt y  =  00 für x  — 0, sobald 9 (x , y)  für x  =  0 nicht verschwindet. Man kann 
daher das Integral dieser Gleichung nicht nach der Maclaurin’sehen Reihe ent­
wickeln. Setzt man x  =  1 +  £, so erhält man

dy
d\ ~  1  +  \ •

Wenn nun 9 für x  =  1 nicht unendlich gross ist, so kann man unter Um­
ständen y  in eine Reihe nach steigenden Potenzen von £, d. i. in eine TAYLOR’sche 
Reihe nach steigenden Potenzen von jy — 1 entwickeln.

36. Es kann der Fall eintreten, dass man nicht das allgemeine Integral, 
sondern nur ein particuläres erhält, wenn man nach der MACLAURiN’schen Reihe 
entwickelt. So führt z. B. die Differentialgleichung

, __ 2 x  y
 ̂ x ( l  -h x  -j-y)

bei der Annahme
y  =  A 0 H- A . x  H- A qX2

auf die Gleichung
(Ai +  2 A.2x -\- 6 A 3 x 2 h-  ..)  [(A0 +  \)x +  (Ai +  1 ) x 2 -f- A 2 x 3 +  A3x* -+- ..]

— — Ao — (A i +  2)x  — A 2x 2 — A 3x 3 — A 4 x * — . . . .
Hieraus folgen die Werthe

Ao =  0, A x =  —  1, A g =  A 3 =  A  ̂ =  . . . =  0,
also ergiebt sich das Integral

y  — — x,
das nicht das allgemeine sein kann, da es keine willkürliche Constante enthält. 
Die Herstellung des allgemeinen Integrals hat keine Schwierigkeit, da man sich 
leicht überzeugt, dass die Differentialgleichung einen integrirenden Faktor hat, 
der eine Function von x  -ff y  ist.

37. Die Ricoati’sehe Differentialgleichung (No. 13).
1. y 1 -\- b y 2 =  cxm
wird, indem man by  durch y  ersetzt, in die Gleichung verwandelt
2. y 1 - j -  y2 =  y x m , 7 =  cb .

5 4  *
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Das allgemeine Integral dieser Gleichung lässt sich als Q u o tien t zw eier 
P o te n z re ih e n  herstellen. Macht man nämlich die Annahme y  =  ^ (# ): <$>(#), 
indem man unter  ̂ und cp zwei Potenzreihen versteht, so erhält man aus 2.

(ad)' —  ihm' - f -  th2
---------- --------------=  ~{Xm .

Nimmt man =  cp', so vereinfacht sich diese Gleichung zu
c p "  =  ~(<pXm.

Hierin ersetzen wir cp durch A 0 +  A 1 x  +  A%x2 +  . . . und erhalten 
1 • 2 • A 2 h-  2 • 3A%x -+- 3 • 4A4x 2 +  . . .  =  7 (X öx m A xx m+1 -+- A i xm+‘i -f- ..) .

Hieraus folgen die Gleichungen
A% =  A ̂  — A  ̂ — . . =  Am-̂ -i — 0.

(m -t- \)(m -f- 2)Am+2 =  i A 0 , {tn +  2)(m  -t- 3)Am+$ =  -{A1,
■ A m + 4 : =  X « + 5  == • • ==  -^2a*-+-3 ==  0 ,

(2w +  3)(2m -f- 4)^2«+4 =  7^»h-2> (2w H- 4)(2;« +  5)X 2,„+5 =  7X«+3,
■/^ - 2 t n + 6 == == • • = :  -^3w+5 === 0 ,

so ergiebt sicn
*P — A qU -h A t V;

daher ist, wenn der willkürliche Quotient X j : X 0 mit bezeichnet wird, das 
allgemeine Integral der R iccati’sehen Gleichung

U' c V  
y  ~  U  +  <r H *

38. T r a je c to r ie n . Eine Curvengleichung cp(jc, jp, Q == 0 enthalte eine will­
kürliche Constante giebt man derselben nach einander alle möglichen Werthe, 
so wird ein System von unendlich vielen Curven erzeugt. Eine Curve, welche 
alle diese Curven unter demselben Winkel schneidet, wird als T r  aj e c to r ie  des 
Curvensystems bezeichnet. Der einfachste Fall tritt ein, wenn die Trajectorie 
die Curven der Schaar o rth o g o n a l schneidet, eine O rth o g o n a lcu rv e  der 
Schaar ist.

Für irgend einen Punkt x, y  der Curve 
1. y(x , y ,  0  =  0
bestimmt sich die Richtung der Tangente aus der Gleichung

d(a 7 dep r
r x d x  +  r y d y  =  0 ,

daher folgt für die diesen Punkt enthaltende Orthogonalcurve

9 . _  h . h .
y  d y  ' c x ’

Eliminirt man c aus den Gleichungen 1. und 2., so erhält man die 
Differentialgleichung der Orthogonalcurve; wie man sieht, ist dieselbe von der 
ersten Ordnung.

39. Für eine Orthogonalcurve von
y  — yxm

ergiebt sich zunächst

y  _________ 1___

§ 24. Integration der Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei Veränderlichen. 853

Die Elimination von 7 aus beiden Gleichungen führt zu
, 1

y  y  H----- x  — 0 ;m
hiervon ist das allgemeine Integral

— x 2 -h y2 =  c . m
Ist m >  0, so sind die gegebenen Curven parabolisch und die Orthogonal- 

curven Ellipsen; ist m — 1, so sind die gegebenen Curven Strahlen eines 
Büschels, dass den Nullpunkt zum Träger hat, und die Orthogonalcurven sind 
concentrische Kreise; ist m <  0, so sind die gegebenen Curven hyperbolisch und 
haben die Achsen zu Asymptoten, die Orthogonalcurven sind Hyperbeln; für 
m =  — 1 insbesondere bilden die gegebenen Curven sowohl, wie die Orthogonal­
curven Büschel von gleichseitigen coaxialen Hyperbeln, die Achsen des einen 
Büschels sind die gemeinsamen Asymptoten des anderen.

40. Um die Orthogonalcurven der Kreise eines Büschels zu erhalten, legen 
wir die X-Achse durch die Centren, die Y -Achse in die Chordale des Büschels; 
die Gleichungen aller Büschelkreise sind dann von der Form 

f  =  (x — d)2 y 2 -4- b 2yx — 0
wobei y von Kreis zu Kreis sich ändert. Für eine Orthogonalcurve hat man 
daher zunächst

folglich hat die Differentialgleichung einen integrirenden Faktor, der eine 
Function von y  allein ist; er ergiebt sich aus der Gleichung d F :  F  =  — 2 d y :y

und erhält hieraus das allgemeine Integral der Ditterentialgleichung, wenn die 
willkürliche Constante mit 2 c bezeichnet wird,

x 2 -h y2 — b
- -----------------  =  2 c ,

y
oder x 2 - h y 2 — b — 2 cy  =  0 .

Dies bestätigt den in der analytischen Planimetrie entwickelten Satz, dass 
die Orthogonalcurven eines Kreisbüschels die Kreise eines Büschels sind, deren 
Centren auf der Chordale des gegebenen Büschels liegen und deren Chordale 
mit der Centralen desselben zusammenfällt.

41. Die Ellipsen
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sind confocal; um die Differentialgleichung ihrer Orthogonalcurven zu erhalten, 
hat man a  und b aus 1. und 2. und aus der Gleichung

, y x
y

zu eliminiren; man erhält

Die erste liefert in 4. substituirt das particuläre Integral t =  0 .  Aus der 
zweiten und aus 4. eliminirt man /' und erhält 
6. (h ±  x )2 -b y 2 =  0 .
und diese Gleichung ist nur durch die beiden Brennpunkte x  — ±  h, y  — 0 , der 
Schaar confocaler Ellipsen zu befriedigen. Die dritte der Gleichungen 5. führt zu

/' =  c .
Wird dies in 4. substituirt, so erhält man

2  •> h ~ c

J  1 +  f
das allgemeine Integral von 3.; hieraus folgt, dass die Orthogonalcurven confo- 
cale Hyperbeln sind, was auch in der Differentialrechnung nachgewiesen worden 
ist. Zu bemerken ist noch, dass die Gleichung 6. der Differentialgleichung 3. 
genügt und daher das singuläre Integral derselben ist.

§ 25. Differentialgleichungen höherer Ordnung mit zwei Veränderlichen.
h Eine Function <p von x und y  enthalten « Constante c1 , c2, c3 . . . c„. 

Die Gleichung

E p̂(x>y> G > 2̂ > G • • • *̂) == 0
wollen wir «m al differenziren; dadurch entstehen nach einander «Gleichungen 
von der Form

? i 0 :> y ,yK, ct . . .  cH) =  o ,
?2(x,y,y',y"; c1 . . .  c„) =  0 ,

2- ? 3 i*> y ,y ' ,y n,y"') c x . . .  cn) =  o ,

? u ( * ,y , o  . . .  cn) =  o.
Eliminiren wir die « Grössen c t . . . cn aus den « +  1 Gleichungen 1. und 2., 

so entsteht eine Resultante von der Form 
3. F ( x ,y )y\y",y"\ . . ./«)) =  0 .
also eine Differentialgleichung «ter Ordnung, — vorausgesetzt dass sich die Con- 
stanten nicht bereits aus 1. und aus den ersten k  Gleichungen von 2. eliminiren 
lassen, in welchem Falle die resultirende Differentialgleichung nur von der £ten 
Oidnung sein würde. Wir schliessen daher: W enn e in e  G le ic h u n g  z w isch en

855§ 25. Differentialgleichungen höherer Ordnung mit zwei Veränderlichen.

den V a ria b e in  x  und y  « C o n s ta n te  e n th ä lt , so gen ü g en  d ie m it ih r 
v ere in b aren  W erth sy ste m e von x , y , y\ y", y"' . . .  im A llg e m e in e n  
einer D if fe re n tia lg le ic h u n g  « ter O rd nung, w elch e d ie se  C o n s ta n te n  
n ich t en th ä lt.

Denkt man sich die Differentialgleichung 3. gegeben, so wird derselben 
durch die Gleichung 1. genügt unabhängig von den Werthen, die man den Con­
stanten beilegen mag; wenn es sich also darum handelt, die Differentialgleichung 
zu integriren, d. i. aus ihr eine von Differentialquotienten freie Beziehung 
zwischen den Variabein abzuleiten, so haben die c den Charakter von w illk ü r ­
lich e n  C on stan ten .

B e isp ie le . A. Die Gleichung
y  =  aex -f- be~ x

liefert durch zweimalige Differentiation
y" =  a e x -t- be~ x ;

hieraus folgt die Differentialgleichung zweiter Ordnung
y"  =  y-

Aus der allgemeineren Gleichung
y  =  a emx H- b e,lx,

folgen /  =  m aetnx -+- n benx,
und y"  =  m2 a emx -+- n2be’lx .

Die erste und zweite Gleichung ergeben
y' — ny — (ni — «) aemx, 

aus der zweiten und dritten folgt
y" — ny' =  m(in — «) a emx,

daher ergiebt sich die von den Constanten a  und b freie Differentialgleichung 
y"  — (« -t- ni)y' -+- m ny — 0 .

2. Unter dem a llg e m e in e n  In te g ra le  e in e r  D if fe r e n t ia lg le ic h u n g  
«ter O rdnung
1. f ( x ,  y,  /  • • y (n)) =  0
versteht man eine Gleichung <p(x, y) =  0 von der Beschaffenheit, dass jedes 
Werthsystem x ,y , y', . . y(*\ das der Differentialgleichung genügt, auch die 
Gleichung y (x ,y )  =  0, sowie die durch « aufeinanderfolgende Differentiationen 
daraus folgenden Gleichungen erfüllt

«PiC*>y>y') =  °>
9a(*>y>y'ty") =  °>

y ,y ' ,y " ,y " \  • • • y {n)) =  °>
und umgekehrt.

In der Differentialgleichung 1. kann man x, y, y',y", • ■ y(H~V ganz willkür­
liche Werthe geben; alsdann ist der höchste Differentialquotient/») durch die 
Gleichung 1. bestimmt. Es müssen daher das allgemeine Integral und die daraus 
abgeleiteten Gleichungen

?! =  0, ? a =  0 , ? 3 =  0, • • • <?(«—!) =  0 
so beschaffen sein, dass sie durch jedes willkürliche für die Grössen x, y, y ' ,y ' , 

. y(n-1) substituirte Werth System erfüllt werden können. Hieraus folgt, dass 
die Function 9 « unbestimmte Constante c x, c2 . . cn enthalten muss, und zwar 
in solchen Verbindungen, dass durch geeignete Wahl dieser Constanten den an­
gegebenen Bedingungen genügt werden kann. Wir erhalten hieraus: D as a l l ­
gem eine In te g r a l  e in e r  D if fe r e n t ia lg le ic h u n g  « te r  O rdnung e n th ä lt  
n w illk ü rlich e  C o n sta n te .
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Wenn eine Gleichung 9 =  0 so beschaffen ist, dass alle Werthe von 
x, y, y  . . . jA«), die den Gleichungen

?  =  0, <pj =  0, cp2 =  0, • . . 9« =  0 
genügen, auch die Differentialgleichung erfüllen, 9 aber nicht « willkürliche Con- 
stante enthält, so wird 9 =  0 als ein p a r t ic u lä re s  In te g ra l bezeichnet, wenn 
es aus dem allgemeinen Integrale durch Specialisirung einiger Constanten hervor­
geht; in jedem andern Falle wird es als s in g u läre s  In te g ra l bezeichnet.

3. Eine Gleichung <p(x,y,y',y", . . . y('l~ 0) — 0 wird als ein a llg e m e in e s  
e rs te s  In te g ra l einer Differentialgleichung «ter Ordnung bezeichnet, wenn jedes 
Werthsystem x, y, y' . . . y(*), welches der Differentialgleichung genügt, auch die 
Gleichung  ̂ =  0 und die durch einmalige Differentiation daraus hervorgehende 
<|q =  0 erfüllt. Aus dem Umstande, dass in der Differentialgleichung die Grössen 
x, y, y' . . . y » —i) beliebig gewählt werden können, folgt, dass die Function  ̂ eine 
willkürliche Constante enthalten muss. E in  a llg e m in e s  ers te s  In te g r a l  
e in e r  D iffe re n tia lg le ic h u n g  « te r  O rd nung e n th ä lt  e in e  w illk ü r lic h e  
C o n stan te . Ausser den durch Specialisirung der Constanten aus einem allge­
meinen ersten Integrale hervorgehenden kann es noch weitere erste Integrale 
<j> =  0 geben, so dass alle =  0 und <jq =  0 befriedigenden Werthe von x ,y , . . .y *) 
auch die Differentialgleichung erfüllen; diese werden als s in g u lä re  e rs te  I n t e ­
g ra le  bezeichnet.

Ein allgemeines erstes Integral einer Differentialgleichung «ter Ordnung ist 
eine Differentialgleichung (n — l)ter Ordnung. Ein allgemeines erstes Integral 
dieser Gleichung wird als ein allgemeines zweites Integral der gegebenen 
Differentialgleichung bezeichnet u. s. f.; ein allgemeines zweites Integral enthält 
somit zwei, ein drittes drei Constante, u. s. w. Das allgemeine «te Integral 
enthält n Constante und keinen Differentialquotienten; es fällt mit dem bereits 
definirten allgemeinen Integrale zusammen.

B e is p ie le . A. Die Differentialgleichung
y" — (m -F n)y' -+- mn — 0 

hat das allgemeine erste Integral
<]; =  y  — ny — (tu — n )ae,nx — 0; 

denn durch Differentiation ergiebt sich 
CiL d<b C<b

=  I x  +  Ty y' +  W  y" =  y ~  ny' ~  ~~ ^  mae"tX =  ° '
und durch Elimination von a aus =  0 und <Jq =  0 folgt die Differential­
gleichung. Dieselbe hat noch ein allgemeines erstes Integral, das sich aus No. 1, 
3 und 4 durch Elimination von a ergiebt, nämlich

y  — my — (« — m) benx =  0 .
Eliminirt man b aus dieser Gleichung und aus der durch Differentiation aus 

ihr hervorgehenden
y" — my' — ( « — m )n benx — 0 ,  

so erhält man ebenfalls die gegebene Differentialgleichung.
B. Die Differentialgleichung erster Ordnung 

3. y  — xy' =  9 yx  ,
in welcher 7 als willkürliche Constante gilt, ist ein allgemeines erstes Integral 
der Differentialgleichung zweiter Ordnung, die man durch Elimination von 7 aus
3. und aus der durch Differentiation abgeleiteten Gleichung erhält

4. — xy" =  — ,
2 y x

also der Gleichung 5. 2x 2y" — xy' +  y  =  0 .

§ 25. Differentialgluchungen höherer Ordnung mit zwei Veränderlichen. 857

Zu 3. gehört das allgemeine Integral (§ 24, No. 8)
6. y  =  c x  -4- 27 yx\  
diese Gleichung giebt nach „r differenzirt

7. V' =  c +  A = .
y x

Eliminirt man 7 aus 6. und 7., so folgt 
8. 2xy' — y  =  c x ,
und diese Gleichung ist das andere allgemeine erste Integral von 5.

4. Eliminirt man aus dem allgemeinen Integrale 9 (x, y, c v c2 . . c„) =  0 einer 
Differentialgleichung «ter Ordnung und aus der durch einmalige Differentiation 
abgeleiteten Gleichung — 0 eine Constante so erhält man eine Differential­
gleichung I. O. mit (« — 1) Constanten; wie man sofort sieht, ist dieselbe ein 
allgemeines (« — l)tes Integral der gegebenen Gleichung. Da man nun jede der 
« Constanten eliminiren kann, so ist ersichtlich, dass man « allgemeine (« — l)te In­
tegrale erhält.

Differenzirt man ein solches (« — l)tes Integral und eliminirt man aus dem 
Resultate und aus der ursprünglichen Gleichung eine weitere Constante, so erhält 
man ein allgemeines (« — 2)tes Integral u. s. w.

Eliminirt man zwei Constante aus
d  cp ff2 cp

?  =  0  ’ I x  =  ° ’ dx*  =  °  ’ 

erhält man ebenfalls ein allgemeines (« — 2)tes Integral.
Man erkennt leicht, dass es nicht zwei verschiedene (« — 2)te allgemeine 

Integrale geben kann, die dieselben (« — 2) willkürlichen Constanten enthalten. 
Denn gesetzt

ty(x ,y ,y',y"  c2 ■ ■ 0 - 2) =  0 
und vXx >y>y'>y"> • • ^*-2) =  °
wären wesentlich verschieden, so dass also eine dieser beiden Gleichungen nicht 
eine nothwendige Folge der andern wäre. Differenzirt man die erste Gleichung, 
so erhält man

und diese (n — 2) Gleichungen enthalten die grossen x, y ,y  . . . G ' c2> G
. . cn. Fügt man hierzu noch die Gleichung y =  0, so kann man aus diesen 
n — 1 Gleichungen die Ck eliminiren, und behält eine Gleichung zwischen 
x , y , y , y " , . . y « - b  übrig, im Widerspruche damit, dass ein allgemeines 
( « — 2)tes Integral durch jedes System von x, y, y' . . . y«-b muss befriedigt 
werden können.

Man erhält somit dasselbe allgemeine ( « — 2)te Integral e rs te n s , indem 
man Ci und Ck aus 9 =  0, 9' =  0 und 9" =  0 eliminirt; zw eiten s, indem man Ci 
aus 9 =  0 und 9' =  0 eliminirt, die Resultante 9/ =  0 differenzirt und Ck aus 
9; =  0 und 9/ =  0 eliminirt; dr i t t ens ,  indem man Ck aus 9 =  0 und 9' =  0 
eliminirt, die Resultante 9* =  0 differenzirt, und c, aus 9  ̂ =  0 und <]u-' =  0 
eliminirt.

Aehnlich, wie den Satz, dass es nicht zwei verschiedene allgemeine (« — 2)te 
Integrale mit denselben (« — 2) willkürlichen Constanten giebt, beweist man, dass 
es nicht zwei (« — k)te  Integrale mit denselben (« — k) willkürlichen Constanten 
geben kann.

Hieraus schliessen wir weiter, dass es soviele (« — £)te verschiedene Integrale
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giebt, als sich die n willkürlichen Constanten des allgemeinen Integrals zu k 
gruppiren lassen; es giebt daher

n ( ? i -  1) (« — 2) — k  +  1)
„ . , F O T T ~ T 7T k

allgemeine (n — k) te Integrale.
Wenn man aus den allgemeinen n ersten Integralen die Grössen/ , y", / "  

■ V "  1 ehminirt, so erhält man eine von Differentialquotienten freie Gleichung 
zwischen x, y  u n d «  willkürlichen Constanten, also das a l l g e m e i n e  I n t e g r a l  
der vorgelegten Differentialgleichung «ter Ordnung.

5. Das allgemeine Integral einer Differentialgleichung «ter Ordnung lässt 
sich durch Reihenentwicklung nach dem TAYLOR’schen Satze erhalten. Wir 
denken uns die Differentialgleichung auf den höchsten Differentialquotienten yM  
algebraisch reducirt und berechnen aus

y™ -  %, =
die höheren Differentialquotienten; indem wir bei jeder durch Differentiation 
erhaltenen neuen Gleichung den Werth fürjW  aus 1. substituiren, erhalten wir alle 
höheren Differentialquotienten als Functionen von * , y ,y ' . . ./ «); es ergiebt sich 
zunacnst

d"+2y j u+3

d ^ + 2  =  / » ( * »  • -y (n)) > ĵ r+z =  f - i ( x > ■ • • y {n)) , • • • •

Nehmen wir nun die zu einem beliebigen Ausgangswerthe x 0 gehörigen 
erthe der abhängigen Variabein und ihrer Differentialquotienten bis zum 

1) ten willkürlich an, so sind y 0(*+U, y 0(»+V . . . .  durch die Gleichungen 
2. und 3. bestimmt. Werden die willkürlich angenommenen Werthe der Reihe
nach mit a, ß, 7, . . . tc bezeichnet, so ergiebt sich schliesslich die gesuchte 
Fntwicklung

§ 25. Differentialgleichungen höherer Ordnung mit zwei Veränderlichen. 859

B. Is t  e i ne  F u n c t i o n  von a l l e i n ,  also
4- / ' = / 0 ’)>

so setze man 

dadurch entsteht aus 4.
y'dy' =  f ( y )  d y , 

und hieraus fol t ein allgemeines erstes Integral 
5. y  ' 2 =  2 J f ( y )  dy +  C , oder y ’ — V'2 f f ( y ) d y  +  C .

Hier lassen sich wieder die Variabein sondern und man erhält

und es erübrigt nun noch die Integration dieser Differentialgleichung erster Ord­
nung. Man kann indess dieselbe umgehen, da man das andere allgemeine erste 
Integral bestimmen kann.

Setzt man in 7. y" =  y'dy' : dy, so erhält man
y'dy' — f{y ' )  dy\

hieraus ergiebt sich

9.

Das allgemeine Integral von 7. erhält man nun durch Elimination von y' 
aus 8. und 9.

D. E n t h ä l t  die  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  n u r / , ) 1' und x, also y  nicht 
explicite, ist sie also von der Form
10. f(j">y'> x) =  0 ,
so bemerke man, dassy" — dy' : dx] man erkennt nun, dass 9. eine Differential­
gleichung erster Ordnung zwischen y' und x  ist. Die Integration derselben führt 
auf eine Gleichung von der Form
11. <p(y, x, C) =  0 ;
das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung erster Ordnung ist das all­
gemeine Integral von 10.

E. E n t h ä l t  die D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  nur y", y' und y, also nicht x  
explicite, so hat sie die Form
12. f(y",y',y) =  o.

Ersetzt man hier y '  durch y'dy’ : dy, so ergiebt sich

also eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen y ’ und y. Das allgemeine 
Integral derselben
13. ?(y',y, 0  = 0
ist eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen y  und x ; das allgemeine 
Integral von 13. ist auch das allgemeine Integral von 12.

7. G e o me t r i s c h e  Anwendungen.  Die Aufgabe, eine Curve durch ihre 
Krümmungshalbmesser zu definiren, führt auf eine Differentialgleichung II. O.,
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sobald der Krümmungshalbmesser als Function der Coordinaten, oder ausserdem 
als Function der Tangente, Normale, Subtangente oder Subnormale gegeben ist.

A. E in e  Curve so zu b es tim m en , dass der K r ü m m u n g s h a lb m e s s e r  
in je d e m  P u n k te  p ro p ort ion al dem C ubus der N o rm a le  ist.

Aus den bekannten Formeln für den Krümmungshalbmesser p und die 
Normale v

p =  Y(\ 4 - / 2)3 V  = J> ]/ l H- y'2
folgt, wenn a  ein constanter, gegebener Faktor ist, die Differentialgleichung des 
Problems

Schreibt man diese Gleichung in der Form
— a 2C *(x  — C xy  -h a 2 Cy2 — 1 = 0 ,  

so erkennt man, dass die Aenderung von C\ nur auf eine Verschiebung der 
F-Achse hinauskommt; von dem Vorzeichen von C  hängt es ab, ob die Curve 
eine Ellipse oder eine Hyperbel ist.

B. D ie Curve zu b es tim m en, für w elch e  der K r ü m m u n g s h a lb m e s s e r  
p ro p o r t io n a l  der T a n g e n te  ist.

Die Differentialgleichung des Problems ist

oder

Wir setzen hierin y"  =  /  dy' : dy und erhalten
dy' dy

1 + y 2 = äy]
daher ist ein erstes allgemeines Integral

i
arctangy' =  lC y a .

Hieraus ergiebt sich schliesslich
f  dy

J tang{j,Cya) 1
C. D er K rü m m u n g sh a lb m esse r  sei p ro p o r t io n a l  der N orm alen . 
Ist n ein constanter Faktor, so hat man jetzt

„ ( ± ± f l  =  y V T T T
oder einfacher

n{ 1 + y 2) =  yy".
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Hier setzen wir wieder y" = y ' d y ’ : dy und erhalten
y' dy' dy

r + y > = n ~ j y
daher ergiebt sich ein erstes allgemeines Integral

woraus folgt

Für n — — 1 ergiebt sich ein K r e is ,  dessen Centrum auf der Abscissen- 
achse liegt; für n — 1 eine K e t t e n l in ie ;  für n — — \ eine C y c lo id e ;  für 
n =  \ eine P a ra b e l .

D. So ll  der  K r ü m m u n g sh a lb m e sse r  eine g e g e b e n e  F u n c t io n  <p der 
A bsc isse  sein , so hat man

(1 +  y 2)̂ ' =  y > ( * )  •
Hieraus folgt

C dy1 dx
J  y^r+yiys ~~J ?(x) •

Die Integration links kann man ausführen und erhält

Wird das Integral rechts zur Abkürzung mit X  bezeichnet, so ergiebt sich
, X - h Cy  =

y i - ( A T - + - 0 2
und hieraus folgt schliesslich

J  Y 1 — ( x -+- O2
8 . L in e a r e  D i f fe r e n t ia lg le ic h u n g e n .  Unter einer linearen Differential­

gleichung ntex Ordnung versteht man eine Gleichung von der Form

die aus 1. hervorgeht, wenn man X  =  0 setzt, wird als r e d u c ir te  lineare 
Differentialgleichung bezeichnet. Wir betrachten diese zunächst. Für dieselbexr 
gilt folgender Satz:

Wenn eine re d u c ir te  l i n e a r e  D i f fe r e n t ia lg le i c h u n g  die p a r t ic u lä re n  
In teg ra le  h a t

y = y  1 , y = y 2> y  =  y 3> ■ ■ y  =  y*>
so wird ihr au ch  durch die F u n c t io n  genügt 
3. y  =  c xy x 4- c^y^ -t- c3j 3 - + - . . .  -f- Ckyk,
wobei cx, c% . . . c/c w i l lk ü r l ic h e  C o n sta n te  sind.

Denn setzt man 3. in 1. ein, und fasst die Glieder zusammen, die mit dem­
selben c multiplicirt sind, so erhält man

') Weitere Beispiele findet man u. A. in S c h l o e m i l c h , Compendium, 1. Bd., Cap. XVIII.
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G 0 T W +  X x X n rl y\ 4 - X„y i)
+  G O V ^  +  X\ y * (n- l) -F • • • +  X n-\y\  4- X „y2)
4 - ........................................................................
+  ck {ykW +  X xy,Sn~V -4 . . .  4- X n-\y'k 4- X ny k) == 0 .

Da nun • yk der Gleichung 1. genügen, so verschwinden links alle
Klammerausdrücke, also ist die Gleichung identisch erfüllt. K e n n t man « p ar- 
tic u lä r e  In te g r a le  und sind n ich t zwei od er m ehr d urch  e in e Id e n t itä t  
von der F orm  verbunden

yi s  *y% + by% + gg + • • • 
so y  =  c\y\ ~f  g jg  ~p g y% +  • • • +  c„yn
das a llg e m e in e  In te g ra l der lin e a re n  D if fe r e n t ia lg le ic h u n g . Denn der 
gegebene Werth von y  befriedigt die Gleichung und enthält willkürliche Con- 
stante. Tritt hingegen der ausgeschlossene Fall ein, ist z. B. y x == ay 2 4- byz , 
so hat man

y  =  (« +  G )y% +  (P +  c2) y 3 +  c4y 4 4- . . 4- cny n, 
und diese Function enthält nur (« — 1) willkürliche Constante, nämlich (a 4- cx), 
ip "F G)> ^ ^  5 • • • cu.

9. In die lin e a r e D if fe r e n t ia lg le ic h u n g m itc o n s ta n te n C o e f f ic ie n te n
yW 4- a xy(n~x) -t- a 2y(fl~'2') -4 . . 4-  any  =  0 

substituiren wir versuchsweise j  und erhalten
(X” 4- X,i—l 4- d 2 \n~- -f- . . . 4- du) &'x =  0 .

Diese Gleichung wird identisch erfüllt, sobald man für X eine Wurzel der 
Gleichung nimmt

X" 4-  d 4 4-  d 2\n~  ̂ 4-  . . . -4 dn =  0 .
Hat diese Gleichung n verschiedene Wurzeln Xlf X2 . . . X„, so erhält man 

« verschiedene particuläre Integrale

y  =  ellX, ty  =  ex‘jX , . . . y  =  
daher ist das allgemeine Integral

j  =  cxh x 4- c2ex'iX 4- . . .  4- cneX”x .
Sind unter den Wurzeln X conjugirt complexe, so ersetzt man die Exponential- 

functionen durch goniometrische. Die Methode versagt, wenn die Gleichung 
für X zwei oder mehrere gleiche Wurzeln hat; wir werden später sehen, wie man 
in diesem Falle das allgemeine Integral findet.

10. Der Gleichung
, . d t d 2 a n

y(u) +  J L y ln -1) 4-  —f - y(u—2) 4- . . • 4- —  y  =  0

lässt sich durch die Annahme genügen y  =  x v-; man erhält durch Substitution 
dieses Werthes
[h-O — 1). • ( j i— n 4- 1 )4 - « 1[a(|x— 1). . (fi — » 4-2) 4- . .  4- a„-i|A 4- a„]xfi-» =  0,
hat also für jjl eine Wurzel der Gleichung zu nehmen
P(4 — 1) • • (P — « +  1) -h a x fr(fi — 1) • . (p. — n 4- 2) 4- . . 4- a n-\ |x 4- a„ =  0.

Hat diese Gleichung n verschiedene Wurzeln jx1 , . . . p.„, so erhält man
n particuläre Integrale und aus diesen das allgemeine

y  — 4- C2XV-* 4- C3XV-3 4- . . .  4- CnXV-n .
11. K e n n t m an ein  p a rtic u lä re s  In te g ra l e in e r  re d u c ir te n  lin e a re n  

D if fe re n tia lg le ic h u n g  n ter O rdnung, so w ird das a llg e m e in e  In te g r a l 
aus e in e r  D iffe re n tia lg le ic h u n g  ( n — l)ter O rd nu ng g efu n d en .

Ist y  =  yj das gegebene particuläre Integral, so ist auch y  — c-r\ ein Integral, 
wenn c constant ist; es liegt nun nahe, zu untersuchen, unter welchen Bedingungen
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man der Gleichung durch einen variabeln Werth von c genügen kann. Ersetzen 
wir c durch z, setzen also y  — zrj, so haben wir die höheren Differentialquotienten 
des Produkts zt] nach den bekannten Regeln der Differentialrechnung zu bilden 
und diese entwickelten Werthe in die Differerentialgleichung einzusetzen. Wir 
erhalten dann eine Differentialgleichung, welche keinen höheren Differential­
quotienten von z enthält als «W. Die Glieder, welche z enthalten, sind 

_ (n{n) -F X x YjO-1) 4-  X 2 T)(«-2) 4-  . .  4- X n -ir f  4- X ^ )  z ; 
da nun rj ein particuläres Integral ist, so verschwindet der Klammerinhalt, und 
die Differentialgleichung für z ist somit von der Form

4- Pz(»~ 0 -4  Qz(”-V  4- . . .  4- Tz" 4- Uz' =  0 .
Setzt man hier

so erhält man für v die Gleichung
v { n - \ )  _j_ p i f r - 2) +  q v(h- 3) 4- . . 4- Tv' 4 - Uv —  0 , 

also in der That eine Differentialgleichung ( n — l)ter Ordnung.
Hat man das allgemeine Integral dieser Gleichung, so wird zu den (n — 1) 

willkürlichen Constanten desselben durch die Integration
z = f v d x

noch eine hinzugefügt, und es ist daher
y =  zrl

das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung.
12. Dieser Satz führt zunächst dazu, e in e  re d u c ir te  lin e a re  D if fe r e n t ia l­

g le ich u n g  II. O. von der F orm  No. 9 od er No. 10 a llg e m e in  zu in te g rire n , 
wenn die G le ic h u n g e n  für X und p. g le ic h e  W u rzeln  haben.

Bei der Gleichung
1- y" — 2 ay' 4- d 2y  =  0
ergiebt die Substitution y  — eXx für X die Gleichung

X2 — 2d\  4- =  0 ,
also zwei zusammenfallende Wurzeln X =  a. Macht man nun in 1. die Sub­
stitution

y  =  zeax,
so erhält man für z die Gleichung

z" — 0 , a lso  z =  C1x  4 -  C .
Folglich ist das allgemeine Integral der vorgelegten Gleichung 

y  =  eax(Cx x  4- C ) .
Setzt man ferner in die Gleichung

Um das allgemeine Integral zu erhalten, haben wir zu setzen
1 — a

y  =  z x  2
und erhalten

_a + l  1—a

z' • x  2 4- z" • x  2 = 0 ,  oder z' 4- xz" =  0 . 
Hieraus folgt v =  C : x  und z =  C lx  4 -  C j; daher ist

1 — a

y  =  x  2 (C lx  4- Cx)
das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung.
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13. Hat bei der linearen Differentialgleichung «ter Ordnung mit constanten 
Coefficienten

y(n) Ü1  y(u-1) 4 -  a 3y (n~2) 4- . . - l -  a,ty  =  0 , 

die Gleichung für X
/ ( X )  X "  4 - X « I  4- 2  -f- . . 4- rz« =  0 ,

r  gleiche Wurzeln X =  v, so liegt es nahe, von dem für Gleichungen zweiter 
Ordnung erhaltenen Resultate ausgehend zu vermuthen, dass der gegebenen 
Gleichung durch die Annahme genügt werde 
1. y  — erX{cxr 1 4- c1x r~‘i  +  cr- 1) ,
wobei c, cx, c2 • • O—l willkürliche Constante sind.

Um die Richtigkeit dieser Vennuthung nachzuweisen, bemerken wir zunächst, 
dass, wenn die Function /(X) =  0 den Faktor (X — v)r enthält, alsdann in der 
Function /'(X) =  0 der Faktor (X — \)r~ ]1 enthalten ist; denn aus der Voraus­
setzung

/(X) =  (X v)r • cp (X)
folgt /'(X) =  r(X — v)^-i • <p(X) 4- (X — v)r cp'(X).

Wenn daher v eine rfache Wurzel der Gleichung
/(X) =  0

ist, so sind für X =  v auch die Gleichungen erfüllt
/'(X) =  0 , /"(X) =  0 ,  A -b (X )  =  0 .

Setzt man
cxr- 1 +  c x x r~ ‘2 4- . . .  4- cr-\  =s cp,

so erhält man

e~'txy{k) — V/<-rp 4- ^2^ ’

Substituirt diese für k  =  n, n — 1, n — 2, . . .  2, 1 gebildeten Werthe in 
die Differentialgleichung und unterdrückt den Faktor e'ik, so erhält man

verschwinden daher sämmtlich; folglich ist 1. ein Integral der Differentialgleichung. 
14. Der linearen Gleichung zweiter Ordnung

1. / ' 4- +  k *y  =  0

suchen wir durch eine Potenzreihe zu genügen; setzen wir 
y  == 4- 4- A 2x^ ,

also y 1 =  A t 4- 2A2x  4- 3 A ^x2
y" — 2 A 2 4- 2 • 3 ^ 3a: 4- 3 • 4 • A ± x 2 ,

so erhalten wir

4- 2 • 3^2 4- k 2A0 4- (3 • 4^ 3 4- ^ A ±) x  4- (4 • 5 ^ 4 4- W A ^ x *  +  . . .

. . . .  4 - [n{n 4- 1) An 4- k* A n~2] x n~2 4- . . . . e=s 0 .
Hieraus ergeben sich
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Um das allgemeine Integral der Gleichung
y" 4- X xy' +  X 2y  — X

zu finden, liegt es nahe, zunächst die reducirte Gleichung zu mtegnren
2. y" 4- X x y' H- X 2y  =  0 ,
und dann zu versuchen, ob man der Gleichung 1. vielleicht dadurch genügen 
kann, dass man in dem allgemeinen Integrale von 2,
3. y =  c\y\ .
die willkürlichen Constanten durch passend gewählte Functionen von a: eise s .  
Diese Methode, das Integral einer Gleichung aus dem Integral einer einfacheren 
herzustellen, wird als V a ria tio n  d er C o n sta n te n  bezeichnet; wir haben von 
derselben bereits in § 24 No. 8 und § 25 No. 11 Gebrauch gemacht.

Setzen wir nun in 1.
4 y =  u\y\ -+■ ^2^2 »
wobei also y x und ,y2 bekannte Functionen sind, welche den Gleichungen genügen 

yx 4- X xy x 4- X 2y x =  0, 
j 2" 4  X xy 2 4- X 2y 2 =  0,

so erhalten wir zunächst
ux {yx" 4- X xyx’ 4- X 2y x) 4- u2(y2" 4- X xy 2 4- X 2y 2)

e- +  AT, (« ,> , +  # , '* )  +  2 (» i> i' H- 4 4 )  +  " i '> i  + * •  •’’» •
Die erste Zeile verschwindet nach der Voraussetzung. Machen wir nun für 

ux und ti2 die Annahme
7 ux y x 4- u2 y 2 =  0 ,
so folgt zunächst durch Differentiation dieser Gleichung 
g. u x y x 4- u2 y 2 =  — (ux"yx 4- u2"y2) .

Durch 7. und 8. reducirt sich 6. auf
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das allgemeine Integral
y =  x 2(Cx — fx X d x )  4- x ‘i {C2 4- f x 2 X d x ) .

17. Um das allgemeine Integral der Gleichung
L y(n) +  X x/,*-V  4 - . . .  4- x n-xy' 4- X ny =  X
zu erhalten, setzen wir voraus, es sei

y =  c\y\ ^̂ y 2 +  ^%y3 4 - . .  4- c„yu
das allgemeine Integral der reducirten Gleichung

y{n) 4  X xy(n-D +  . . . +  X n- Xy' 4- X„y =  0, 
und suchen nun ux, u2, u3, . . .  un als Functionen von x  so zu bestimmen, dass
2> y =  u\yx +  * ay 9 +  • • • 4- u„yn
das allgemeine Integral von 1 . wird.

Wenn man den Werth 2. und die daraus folgenden Werthe y \ y " ,y '" , jy(«)
in 1. substituirt, so erhält man eine Gleichung für die n unbestimmten Functionen 
uk', um dieselben zu bestimmen, kann man daher noch (n — 1) Gleichungen 
beliebig annehmen. Wir wählen diese Gleichungen so, dass in den Werthen 
J'> y  > y  • .y (,L~0 keine Diflerentialquotienten der aq. Vorkommen; alsdann ent­
hält die Differentialgleichung nur die ersten Differentialquotienten dieser Functionen 
und die Bestimmung derselben wird dadurch thunlichst erleichtert. Aus y folgt 
zunächst

y' =  uxy x 4- . . 4- uny n' 4-  ux y x 4-  . . .  4-  u„'y„.
Um Diffeientialquotienten der u in y' zu vermeiden, setzen wir 

y xux' 4- y 2 u2 4- . . 4- y „u „' =  0 , 
und erhalten unter dieser Voraussetzung

y  =  u \y\ +  v%y% 4- . . 4- uny „ '.
Ferner setzen wir

y x u x 4- y 2 u2' 4-  . . .  4- y j v n '  =  0 , 
und erhalten dadurch

y" =  uxy x" +  u2y 2" 4- . . .  4- u „y „" .
So weiter gehend, erhalten wir schliesslich

yx(n-V u x' 4- j 2( « - 2) « 2 ' 4-  . . 4-  y„(n-Vun' =  0 , 

y (u~1} =  »1 y / n~V 4- u2yyn~\) 4  . . 4- uHy„(”- b.
Aus der letzten Gleichung ergiebt sich

y(n) =  uxy xW 4  u2y 2(n) 4  . . .  4  unyj»)
4- y x(»-Vux' +  y a(«-i)ua' 4 - . . 4 j „ ( * - i W .

Setzt man nun diese Werthe für y, y', y" . . y(») in die Differentialgleichung

55*

Hieraus ist der auch direkt leicht erw eisliche  Satz ersichtlich : D as a l l g e ­
m ei n e  I n t e g r a l  e i n e r  nicht re d u ci r t e n  l i n e a r e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  

zwei ter  O rd nun g wird erh al ten ,  inde m man zu e i n em  p a r t i c u l a r e n  
I n t e g r a l e  das a l l gemeine  In t eg ra l  der  e n t s p r e c h e n d e n  re d u c i r t e n  
G l e i c h u n g  fügt.

Bei der Verwendung der Formel 10. wird man unter Umstanden mit Vortheil 

berücksichtigen, dass , , \
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ein und berücksichtigt, dass y v y 2, . . . y» der reducirten Differentialgleichung 
genügen, so erhält man

wobei 7 t , y2 . . . y„ bekannte Functionen von a: sind. Hieraus folgt 
ux =  dx H- C j, =  f x 2 ̂  +  C2, • • • =  fX” dx  +  C« >

Haber ist schliesslich das gesuchte allgemeine Integral
jy = _yt fyx dx + . . + JV* + ••■ +■  c«y«-

Man ersieht hieraus noch: Das a llg e m e in e  In te g ra l e in e r  n ic h t 
re d u c ir te n  lin e a re n  D iffe re n tia lg le ic h u n g  w ird aus e in em  p a rt ic u lä re n  
In te g ra le  g efu n d en , indem m an zu d iesem  das a llg e m e in e  In te g ra l 
der en tsp re ch e n d e n  re d u cirte n  G le ic h u n g  fügt.

18. Ueberblickt man die soeben vollendete Rechnung, so erkennt man 
leicht, dass derselbe Gedankengang auch dann förderlich sein wird; wenn man 
nicht das allgemeine Integral der reducirten Gleichung kennt, sondern nur eine 
beschränkte Anzahl von particulären Integralen. Sind r particuläre Integrale y 1. 
y 2' y yr bekannt, zwischen denen keine linearen Indentitäten bestehen, so
setzen wir das allgemeine Integral der nicht reducirten Gleichung

y  =  u\y\ ~f  u ŷ<i ■+■ • • • ~f  uryr•
Wir bilden nun die entsprechenden Bedingungsgleichungen für die ut wie 

im vorigen Falle; da wir aber nur ur unbekannte Functionen haben, so dürfen 
wir ausser der Differentialgleichung nur (r — 1) Gleichungen ansetzen. D ie­
selben seien

y x ux' -4- y2 H- . . 4- y x ur =  0 , v
y x Ux 4- y2 UcL ~F • • “F yr Ur —  0 ,

i.  y \"u\ ~f  y*"u% ~f  • • y- yr" ur —  o ,
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Hieraus folgt

Führt man dies in 4. ein, so entsteht zunächst
dy  _ —J'Ydy —fxdx  

=  Ce • e
dx

In dieser Differentialgleichung I. 0 .  kann man die Variabein trennen und 
erhält das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung

Je dy =  C je  d x  +  Cx .
20. An Stelle der Gleichung %

1 . (1 — x 2)y" — 2xy' -y X y'3 =  0 ,  
worin X  nur x  enthält, untersuchen wir zunächst die einfachere
2 . (1 — x^)y" -  2 xy' =  0 ;
diese hat das erste Integral

Hieraus folgt das allgemeine Integral 
1 _ 9 f  X d x  

t > - \ !  (i _*» )»  +
und daher schliesslich das allgemeine Integral von 1.

(' z d x
y = J  y z t * . * +  6  > •

21. Die soeben behandelte Gleichung ist ein besonderer Fall von
f  + x 0y  + x x? «  = 0

Ein allgemeines erstes Integral von
y" +  x 0y  =  0

— l'Xndx
ist y  =  Ce •

Sucht man nun der gegebenen Gleichung durch das erste Integral zu genügen
- j X 0d x

y  =  ze
so erhält man zur Bestimmung von z die Gleichung

- ( f i - 1)  fX 0d x
z' -y Xxzue ‘ =  0 .

Hieraus folgt, sobald n von -+- l verschieden ist,

Führt man den hieraus folgenden Werth von z in y' ein, so erhält man y' 
als Function von * ,  und gewinnt y  durch nochmalige Integration.

22. Das allgemeine Integral der Gleichung
1. y  + r0y» + Yt y -  = o,
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worin Y0 und Yx Functionen von y  allein sind, wird aus einem allgemeinen 
ersten Integrale der Gleichung gefunden

y " h- Y 0y '2 =  0.
Ersetzt man y"  durch y'dy' : d y , so erhält man hieraus

y  =  - Y , d y

und hieraus
, SYody

y  =  Ce
Wir suchen nun der gegebenen Gleichung durch

, SYody
2. y  =  ze
zu genügen, worin z eine Function von y  allein bedeute. Bildet man unter dieser 
Voraussetzung

wobei zur Abkürzung
v =  —  J Y 0 dy

gesetzt worden ist, so erhält man aus 1.

Hieraus folgt

3.

worin die Variabein gesondert sind. Hat man hieraus z als Function von y  er­
halten, so giebt 2. durch eine Integration x  als Function von y. Die beiden 
Constanten treten bei der Integration der Gleichungen 3. und 2. ein.

23. Mitunter gelingt es, durch Einführung von ein oder zwei neuen Variabein 
eine Differentialgleichung in eine einfachere überzuführen. Die Gleichung 
1 . y"  =  a 2x  —  l^y
lässt sich als nicht reducirte lineare Gleichung integriren; noch rascher kommt 
man zum Ziele, wenn man setzt
a?x  —  b'ty =  t, also — b 2y" =  t". Dadurch erhält man aus 1.

t"  =  —  bU\
das allgemeine Integral hiervon ist

t =  Cx cos b x  -E C2 sin b x , 
daher ist das allgemeine Integral von 1.

§ 26. Differentialgleichungen zwischen mehr als zwei Variabein. 
Bestimmte Systeme.

1. Aus der Gleichung zwischen drei Variabein
1. f ( x ,y ,  z) =  c ,
worin c eine willkürliche Constante bezeichnet, folgt durch Differentiation

d f  c f  , d f  J
2 2— d x  -y 5— dy +  —  dz =  0 .* dx  cy  cz

Diese Gleichung hat man sich durch eine der verschwindenden Grössen dx,

*) Weitere Ausführungen siehe L acroix. Traite du calcul differential et du calcul integral, 
Paris 1800, 2. vol. Auf die Theorie der singulären Integrale von Gleichungen höherer Ordnung 
einzugehen, müssen wir uns versagen; man vergl. L acroix, Traite, 2. vol. No. 667. B oole, 
A Treatise on differential equations, 4. ed. 1. vol. Ch. X.

Ersetzt man hier z durch y dz : d y , so erhält man in Rücksicht auf 4
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dy, dz  dividirt zu denken, so dass an die Stelle verschwindender Faktoren Quo­
tienten treten, die einen bestimmten Grenzwerth haben.

Ist umgekehrt eine Gleichung gegeben
P d x  h-  Qdy -+- R d z  — 0 ,

worin P, Q, R  Functionen von x, y, z bezeichnen, so fragt es sich, ob dieselbe 
ein Integral von der Form

y, z) — c
hat, und wie dieselbe gefunden werden kann.

2. Sollen alle Werthsysteme von x, y, z, welche die Differentialgleichung 
erfüllen
B P d x  -+- Q dy y- R d z  =  0
der Gleichung genügen
2. f ( x ,  y, z) — c ,
so muss 1. mit der durch Differentiation aus 2. genommenen

d f  d f  d f
5— dx  +  -K- dy -+- ~  dz — 0dx  dy J  dz

übereinstimmen; es muss daher einen Faktor v geben, für welchen

3- v P  r= VQ =  ÖL  vR  _  ° f
cx  ^ dy ’ dz

Berechnet man d2f : d x d y  aus der ersten und zweiten Gleichung, d * f :d y d z  
aus der zweiten und dritten, c2/  : d zd x  aus der dritten und ersten und setzt die 
erhaltenen Werthe einander gleich, so ergeben sich die Bedingungsgleichungen

Multiplicirt man die erste Gleichung mit R, die zweite mit P, die dritte mit 
Q und addirt, so erhält man nach geeigneter Umstellung folgende v nicht ent­
haltende Bedingung

3. Die Bedingung ist nicht nur n o th w en d ig  sondern auch a u sre ich e n d . 
Wir weisen dies nach, indem wir zugleich zeigen, wie das Integral der vorgelegten 
Differentialgleichung gefunden werden kann.

Die Werthe von jc und y, die der Gleichung No. 2, 1 bei constantem 2 ge­
nügen, erfüllen die Differentialgleichung 
B P dx  -t- Qdy — 0;
aus dem allgemeinen Integrale dieser Gleichung 
2- V(x,y) =  r
kann man das Integral der gegebenen Gleichung erhalten, indem man in 2. die 
Constante c durch eine passend gewählte Function von z ersetzt. Nehmen wir 
an, V — 9 (0) sei das Integral der Gleichung

P d x  4- Q dy  -+- R d z  =  0 .
Durch Differentiation folgt aus
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!).

ist.

Setzt man dies in 10. ein und unterdrückt den Faktor v2, so erhält man in 
der That No. 2, 4.

Um nun 9 (2) zu erhalten, hat man in 8. links die Variabein x  und y  durch 
V zu verdrängen und V durch 9 zu ersetzen; man erhält dann eine Differential­
gleichung erster Ordnung für 9. Durch das allgemeine Integral dieser Gleichung 
tritt in das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung eine willkürliche Con­
stante ein.

B e isp ie l. a 1 x d x  +  b 2y  dy — c y a 2jc2 -t- £2jy2 — 1 dz — 0 .

Da hier rechts eine Function von z allein steht, so muss dasselbe auch 
links der Fall sein.

Durch die Gleichung V =  9(z) ist 2 als Function von V definirt; die Be­
dingung, dass d V : dz — v R  eine Function von 2 allein sei, ist daher erfüllt, 
wenn dieser Ausdruck in Anbetracht der Variabein x  und y  eine Function von 
V ist. Die ausreichende Bedingung hierzu ist bekanntlich

Von dieser Bedingung lässt sich leicht zeigen, dass sie mit No. 2, 4 identisch 
Durch Ausführung der Differentiationen folgt zunächst aus 9.
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Hier ist v =  2 , V =  a "1 x ‘2 4- b'2y'2\ daher ist
d V ,______________________________
-k— — vR  =  2 ct/ö!2 :̂2 -t- <52y2 — 1 .
r  er “

Dies ist eine Function von V, folglich lässt die gegebene Differentialgleichung 
eine einzelne Integralgleichung zu. Man hat weiter

Hieraus folgt

3.

6.

l) Weitere Beispiele siehe Boole, A treatise etc., Ch. XII.
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Somit ist die Gleichung durch zwei Gleichungen (5. und 6.) integrirt, die 
eine willkürliche Function (9) enthalten.

5. Um die Bedingungen zu erhalten, unter denen die Differentialgleichung 
zwischen vier Variabein
1. P d x  4-  Qdy  4- R d z  4- S d t  — 0 
durch eine einzige Gleichung
2. t =  ^ {x ,y ,z )  
integrirt werden kann, leiten wir aus 1 . ab

P  Q , R  ,
dt — — -j=r d x  — dy — dz  .

Die gesuchten Bedingungen ergeben sich zunächst in der Form

3.

Führt man die Differentiationen aus, und bezeichnet partiale Difterential- 
quotienten nach x, y, z, t durch entsprechende Indices, so erhält man, wenn 
man die partialen Dififerentialquotienten von t aus 3. substituirt,
4 S(QX -  Py) 4- P(Sy -  Qt) 4- Q(Pi -  Sx) =  0 ,
5. S(PZ —  Rx) 4 -  P(Rt -  Ss) 4 -  R{SX -  Pt) =  0 ,

6. S(Qg -  Ry) 4- Q(Rt ~  Sz) 4-  R{Sy -  Qt) =  0 .

Reducirt man 1. auf das Differential einer anderen Variabein, als aut dt, so
erhält man ausser den Gleichungen 4., 5., 6. noch die Gleichung
7. P(QZ -  Rj) 4- Q(RX -  Ps) 4- R(Py -  Qx) =  0 .

Wie man sich leicht überzeugt, ist diese Gleichung eine Folge der Gleichungen 4., 
5., und 6. enthält also keine neue Bedingung für P, Q, R, S.

6. Wenn die Bedingungen No. b, 4 bis 7 erfüllt sind, so wird der Gleichung
1. P d x  4-  Q dy  4- R d z  4- S d t  — 0
durch ein einziges Integral genügt. Nimmt man zunächst t als constant an, so 
geht die Differentialgleichung über in
2. P d x  4- Q dy  4- R d z  — 0 .

Da No. 5, 7 erfüllt ist, so lässt diese Gleichung ein einziges Integral zu
3. f { x , y , z , t )  =  c,
wobei t als Parameter auftritt, sofern es in P, Q, R  enthalten ist, und c die 
Integrationsconstante bezeichnet. Man kann nun c als Function der Variabein t so 
bestimmen, dass 3. der gegebenen Differentialgleichung genügt. Denn aus 3. folgt

Da nun 3. das Integral von 2. ist, so ist für einen bestimmten Faktor v 
5. f x  =  v P ,  f y == v Q ,  f s =  v R ;
ferner ist zufolge 1.

P d x  4- Qdy  4-  R d z  =  — S d t .
Führt man dies in 4. ein, so erhält man

de
-  v S  + / ,  -  J t  =  0 .

Hieraus folgt

ment ertunen, wenn es also Reine r  lacnentamme j ( x ,  y, z, c) =  v gieot aerarr, 
dass jede unendlich kleine Verschiebung eines Punktes längs irgend einer dieser 
Flächen der Differentialgleichung genügt, so lassen sich doch auf jeder beliebigen 
Fläche <p(x, y, z) — 0 unzählige Linien so ziehen, dass jede unendlich kleine 
Verschiebung eines Punktes längs jeder solchen Gurve die Differentialgleichung 
erfüllt.

Aus der Gleichung <p(x}y, z) — 0 möge hervorgehen 
2. z = / ( x , y ) ;
hieraus folgt für jede Verschiebung entlang der Fläche cp

Setzt man 2. und 3. in 1. ein, so bleibt eine Differentialgleichung erster 
Ordnung zwischen x  und y\ das allgemeine Integral derselben sei
4. <\>(x, y, C) =  0 ,
wobei C eine willkürliche Constante bezeichnet; diese Gleichung ergiebt eine 
Schaar von Gylinderflächen, deren Mantellinien der Z-Achse parallel sind; der 
Schnitt jedes dieser Cylinder mit der Fläche 9 =  0 befriedigt die Gleichung 1.

Man kann nun sagen, die Gleichung 1. sei durch den Verein der beiden 
Gleichungen 2. und 4. integrirt.

Man kann in diesem Falle die Integralgleichungen auch in folgender Weise 
darstellen. Ist

V(x, y, z) =  c
das Integral von P d x  4-  Qdy =  0 unter Voraussetzung eines constanten z, so ist
5. V(x, y, z) =  9 O ),
worin 2 eine ganz willkürliche Function von z bedeutet, ein Integral der gege­
benen Differentialgleichung für a l l e  We r t h e  der  V a r i a b e i n  x, y, z, we l c h e  
der  G l e i c h u n g  ge nüg e n  (No. 3, 8)
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Soll nun c als Function von t allein bestimmbar sein, so muss die rechte 
Seite dieser Gleichung eine Function von t und c allein sein, sobald man in der­
selben  ̂ gemäss 3. durch x, y, c, t ausgedrückt substituirt. Dies tritt ein, wenn 
nach der Substitution die Differentialquotienten der rechten Seite, genommen nach 
x  und y, verschwinden.

Daher hat man, wenn man den Erfolg der Substitution durch die Buchstaben 
f, v, S andeutet, die Bedingungen

Rvx — P vz =  v{Ps — R \-) ;  
benutzt man dies, so erhält man schliesslich

S (P Z -  R x) +  P{R ( -  S t) -+- R (S X - P i )  =  0 ,  
d. i. die Gleichung No. 5, 5. Als ausreichende Bedingung für 7. erhält man 
ebenso die Gleichung No. 5, 6.

W enn d ah er die B ed in gu n gen  No. 5, 4. bis 7 e r fü llt  sind , so e r m it te le  
man das In te g ra l
9. _ _ f ( x ,  y, g ,t)  =  c
d er D iffe re n tia lg le ic h u n g

P dx  —f- Q dy —|— R  dz =  0 ,
und b estim m e h ie ra u f c als F u n c tio n  von 2 aus d er D if f e r e n t ia l ­
g le ich u n g  I. O.

d c  C f - Tt =  v S - f' -
fü h rt man d ie se  F u n ctio n  in 9. ein, so ist 9. das In te g ra l der G le ic h u n g  

P d x  +  Qdy h-  R d z  -t- S d t  — 0 .
7. B e stim m te  System e s im u lta n e r  D if fe re n tia lg le ic h u n g e n . Unter 

einem bestimmten Systeme simultaner Differentialgleichungen versteht man ein 
System von n Gleichungen welche ( » +  1) Variable und Differentialquotienten 
von n derselben in Bezug auf eine — die unabhängige Variable — enthalten.

Wir werden zeigen, wie ein solches System durch Differentiation und 
successive Elimination auf ein System von n Differentialgteichungen reducirt 
wird, deren jede ausser der unabhängigen Variabein nur e in e abhängige und 
ihre Differentialquotienten enthält.

Sind sämmtliche Gleichungen von der ersten Ordnung, so können sie auf 
die Differentialquotienten

dx^ d x  g dx.A d x H
d x  ’ d x  ' d x  ' ‘ ‘ dx

der abhängigen Variabein x t , x 2 , x 3 . . , x n reducirt werden; bringt man diese 
Gleichungen in die Form
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d x  j d x  2 -R 2 dx„ Rn
d x  X  ’ d x  X  ’ dx  X

Setzt man in diese Gleichungen die Werthe der (n — 1) Differentialquotienten 
von aq ausgedrückt durch x , x 1 . . .  x„, ein, so erhält man n Gleichungen mit 
n willkürlichen Constanten Cl , C2 . . Cn, die Integralgleichungen des Problems.

8. Ehe wir die Betrachtung bestimmter Systeme fortsetzen, ergänzen wir, 
gestützt auf das in No. 7 Entwickelte, die in No. 1 bis 6 enthaltenen Untersuchungen, 
indem wir nachweisen:

Wenn die B ed in g u n g en  No. 5, 4 bis 7 n ich t e r fü llt  sind , so wird 
der D if fe re n t ia lg le ic h u n g

P d x  -t-  Qdy -\- R d z  -+- S d t  — 0
durch den V e re in  zw eier G le ich u n g e n  genügt, w elch e  e in e  w illk ü r­
lich e F u n ctio n  e n th a lte n .

Werden die linken Seiten der Gleichungen No. 5, 4 bis 7 der Reihe nach mit 
9i, £), © bezeichnet, so erkennt man die Identität
1. — P?ß -+- (P £  +  ^  V© ^  0 ;
daher wird der gegebenen Differentialgleichung durch die Proportion genügt 

d x  : dy■: dz : d t  =  — «ß : £  : : © .
Diese Proportion ist gleichbedeutend mit dem simultanen Systeme

2 .
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Die Integrale dieser drei Gleichungen seien
x  =  cp (/, Ct , b , e ) ,

3. y  =  <KG b y C ) y

z — f(t, a,  b, e ) ,
wobei a, b, e die Integrationsconstanten bezeichnen.

Durch 3. wird die gegebene Gleichung integrirt; diese Lösung des Problems 
ist aber nur eine particuläre; wir werden zeigen, wie man von ihr zur allge­
meinen Lösung übergehen kann, indem man statt der Constanten a,  b, c geeignet 
gewählte Functionen der Variabein setzt.

9. Differenzirt man No. 8, 3. nach allen darin enthaltenen Grössen, so 
erhält man

d x  =  cp/ dt  cpa da  -I- cp/, dl) -f- cpCd c ,
]. d y  =  dt -t- <̂ad o  -f- cj>i, db  H- de ,

dz =  m/t dt ‘/ n d a  '/j, db  -+- f c de  .
Führt man dies in die gegebene Differentialgleichung ein, so erhält man

2. (Pyt Q'\t -+- R fi N) dt  -(- a di7 H- db  -t- 7 de  =  0 ,
wobei

a =  P^a +  Q'ptr ~F R'/ji >
3. ß =  P^b Q fy  -f  Rfj> >

7 =  ~f  (?4*c -f  Ry.c •
Die Gleichungen No. 8, 3 genügen unter Voraussetzung constanter a, b, c 

den Gleichungen No. 8, 2; folglich ist
«ß D 9i

4- ?t — — @ » +< — ©  » P  ~  ©  »

7Jcp/ -t- (L-p/ H- AP// 4- »S =  ^  (— -+- Q -+• APK -t- S ä ) — 0 .

Die Gleichung 2. reducirt sich hiernach auf
5. ada  H- §db  +  7de  — 0 .

Ersetzt man in P, Q, R  die Variabein x, y, z gemäss der Gleichungen 
No. 8, 3 durch t, a, b, e, so enthalten a, ß, 7 nur noch die Variable t\ d iese  
V a r ia b le  kom m t in a, ß, 7 nur in ein em  g em ein sam en  F a k to r  vor.

Wenn in P, Q, R, S  die Variabein x, y, z durch t, a, b, c ersetzt sind, so 
deuten wir dies durch die Buchstaben P, Q, R, S an. Alsdann ist

6. d~t =  dt ^ 'G  ~F Q'K* "F R 7«) •

_  p ü l _  . O  -1- R  g 2 '/-
d a d t  ^  c a d t  d a c t

-+- (P i H-  P-x 'fi -+- P ytyt “F P z  f i )  Cp„
+  (Qi -F Qat̂ I -h Qytyi +  Qzf i ) ^
-f- (R/ -+- R.v'fl +  Ry tyt -(- Rz ft) fa  •

Die Differentialgleichung
P d x  -f- Qdy +  R d z  -f- S d t  =  0 

wird identisch erfüllt, wenn die Gleichungen gelten
x  =  <p , y  =  , z — f  ,

dx  : dy : dz \ d t — <p* : <|<*: 7/ : 1 .
Wenn man aus diesen Gleichungen x, y, z durch t, a, b, e ausdrückt und 

in die Differentialgleichung substituirt, so erhält man daher die Identität 
P cp/ -F Q^/ +  R '// =  —  S .

Diese Gleichung ergiebt

§ 26. Differentialgleichungen zwischen mehr als zwei Variabein. Bestimmte Systeme. 879
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Diese Gleichung lässt nicht ein einziges Integral zu; denn wenn dies der 
Fall wäre, so könnte man a, b, c aus den Gleichungen

x  =  <p (/, a, b, c) ,
y = W> a> c)»
2 =  {(t, a, b, c) ,

als Functionen von x, y, z, t berechnen und in das Integral substituiren; man 
hätte dann die gegebene Differentialgleichung durch ein einziges Integral integrirt, 
entgegen der Voraussetzung, dass die Bedingungen No. ö, 4 bis 7 nicht eriüllt sind.

Hat man 10. durch zwei Gleichungen integrirt, die eine willkürliche Function 
enthalten, und substituirt darin a, b, c als Functionen der Variabein, so erhält 
man die Integralgleichungen der gegebenen Differentialgleichung*).

10. Die in No. 7 entwickelte allgemeine Methode kann man in besonderen 
Fällen durch einfachere, den besonderen Umständen angepasste Wege ersetzen; 
es gelingt mitunter die Integration einer Differentialgleichung nter  Ordnung durch 
Integrationen von Gleichungen niederer Ordnung zu ersetzen.

Die Differentialgleichungen

Wir bestimmen nun m und n so, dass 
A : B  : C — 1

Alsdann giebt es eine Zahl X, so dass 
3. A  =  X, B  — m \ , C =  n\ .

Der Verein dieser drei Gleichungen wird durch das Verschwinden der 
Determinante bedingt

Sind X,, X2, X., die Wurzeln dieser cubischen Gleichung, so erhält man aus 
3. drei zusammengehörige Werthepaare m v nx; m2, n 2\ m 3, n3. Jedes dieser 
Paare führen wir in 2. ein und erhalten z. B. für m x, n x

* )  R a a b e , Ueber die Integration der Differentialgleichungen von der Form 
dz ■==. H dx  -f- Kdy -f- Ldp  -f- Aldq -f- ATdr u. s. w.

C r e l l e ’ s  Journal, Bd. 14, pag. 123, 1825. Die allgemeine Auflösung des Problems gab P f a f f  

in den Denkschriften der Berliner Akademie der Wissenschaften aus den Jahren 1814 und 1815.
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Vertauscht man hier m x, nv  \v  Cx mit w2, » a, X2, C2, bez. ms, n3> X3, C3, 
so erhält man die drei Integralgleichungen des Problems.

Wenn zwei Wurzeln X gleich sind, so erhält man auf diesem Wege nicht 
alle Integialgleichungen; man kann sich in diesem Falle der allgemeinen Methode 
bedienen.

11. Das Problem, die Gleichungen zu integriren 
2 d x  • dy : dz  =  (a x  +  by -+- cz +  d) : (a x x  -t- bxy  -f- cxz +  </x)

: (a2x  b 2y  +  c2z d 2) ,
lässt sich auf das soeben behandelte zurückführen. Bezeichnet man die rechts 
stehenden Polynome der Reihe nach mit Mf M x, M 2 und fügt eine neue Variable 
t hinzu, welche der Proportion genügt

d x  : dy : dz : dt  =  M : M x : M 2 : 1 ,
so hat man für x, y, z, t dieselben Gleichungen, wie in No. 10. Hat man diese 
integrirt, und eliminirt dann aus zwei Paaren der drei Integralgleichungen die 
Htilfsvariable /, so erhält man die beiden Integralgleichungen des Problems. 

Macht man in den Gleichungen
d\ dr\ d£

2 .

C — a 2x  H- b 2y  -4- c2z +  d 2 , JD =  a 3x  -+- b-Ay  -+- c 3z H- d 3 . 
Aus den vorigen Gleichungen erhält man

x d x  xdy xdz
A — x D  B  — y  D  C  — z D ’ 

und hieraus durch Division mit r das System
„ d x  _ dy dz

A  — x D  B  — y  D  C  — z D ‘
Die Integralgleichungen dieses Systems werden somit erhalten, indem man 

das System 2. integrirt und alsdann ;, rj, £ durch xx, yx, zx ersetzt, und t  zwischen 
zwei unabhängigen Paaren der drei Integralgleichungen von 2. eliminirt.

Auf demselben Wege kommt man zum Ziele, wenn die Differentialgleichungen 
ebenso gebaut sind, wie in No. 6 und 7, aber mehr Variable enthalten.

12. Um die Gleichungen zu integriren*)

in denen P, P\ Q} Q ', V, V  nur die unabhängige Variable t enthalten, multipliciren 
wir die zweite mit einer noch unbestimmten Function £ der unabhängigen 
Variabein und addiren dann beide Gleichungen: dies ereiebt

1.

* )  S t u r m , Cours d’Analyse, No. 633; L a c r o i x , Traite, Bd. II. pag. 383. 
Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 5̂



882 I n t e g r a l r e c h n u n g .

Setzen wir nun r  — x  4~ zy, so ist
dx  dy d r  dẑ
~dt +  2 dt ~  dt y  d t '

und aus 1. wird

2. *L  _  ^  +  ( P + z P ' )  (r -  zy) +  (Q + z Q ' ) y  =  V +  * V  •
\ ut (tt r

Bestimmen wir nun z so, dass

3. Yt +  (p + zP')z -  Q -  z<2' =  0, 
so geht die Gleichung 2. über in

4 - J l  -+■(?-+- z p ) r  —  V  —  z  V  —  0 •dt
Die Gleichung 3. enthält nur z und t und ist erster Ordnung. Sind z x und 

* o zwei particuläre Integrale dieser Gleichung, so setze man jedes derselben in 
42 ein; man erhält dann zwei lineare Differentialgleichungen I. O. für r ,  und 
gewinnt daraus zwei Integrale r  =  r x und r  =  r 2, jede mit einer willkürlichen 
Constanten; hieraus ergeben sich schliesslich die Integralgleichungen des Problems 

x  zxy  =  r x , x  -+- z 2y  =  r 2 .
B e isp ie l.

x ' - y 5 x - j - y  =  t ,  
y' — x  -h 3y  ~  t 2.

Die Gleichung für z ist
z' +  2z  — z 2 — 1 =  0 ,

und ergiebt das allgemeine Integral

z =  ------ , +  1 •c — t
Für c =  oo und c =  0 erhält man die particulären Integrale

Die Integrale dieser Gleichungen sind
r x =  e -u  [Cx +  /(/ +  t2)e il d t ,

= 1

Beide Integrale lassen sich nach früher mitgetheilten Regeln (§ 5, No. 2) leicht 

ausführen.
Die Endgleichungen des Problems sind

x  +  y  =  r i , tx  +  (t 1 )y  =  )
aus welcher man noch, wenn erwünscht, jede der beiden abhängigen Variabein 
x  und y  durch t allein aüsdrücken kann.

13. S im u lta n e  Sy stem e von D if fe re n tia lg le ic h u n g e n  h ö h e re r  O rd ­
nung werden durch einen sehr einfachen Kunstgriff auf Systeme von Gleichungen 
erster Ordnung reducirt.

Um die höheren Differentialquotienten z. B. der abhängigen Variabein *  m 
Bezug auf die unabhängige t zu beseitigen, fügt man neue Variable x x, x 2, x 3 . . 
durch die Gleichungen erster Ordnung hinzu

26. Differentialgleichungen zwischen mehr als zwei Variabein. Bestimmte Systeme. 883

dx  _  d x x d 2x  _  dx2 _  d 3x
dt — Xl ’ dt ~~ dt2 ~~ X2’ ~dt =  ~dP =  Xa ’ • ' •

Statt der Differentialquotienten x", x'", . . . xM  des ursprünglichen Systems 
hat man in dem neuen Systeme, das aus den durch die Substitutionen 1. modi- 
cirten gegebenen Gleichungen und den Gleichungen 1. besteht, die Variabein 
x x, x 2, . . x n- 1 und deren erste Differentialquotienten. In gleicher Weise be­
seitigt man die höheren Differentialquotienten der übrigen abhängigen Variabein.

Hierauf integrirt man das neue System, und eliminirt dann die neu einge­
führten Variabein.

Hat man z. B. zwei Gleichungen zwischen den abhängigen Variabeln x, y  
und der unabhängigen t, und sind die höchsten Differentialquotienten die in 
beiden Gleichungen Vorkommen

dmx  dny
~r.— und —7— , dtm d tn

so erhält man auf dem angegebenen Wege
2 -+- (tn — 1) -F (11 — 1) =  m -+- n

Gleichungen erster Ordnung zwischen ( « - + - » +  1) Variabein; hieraus erhält man 
(m +  n) Integralgleichungen, mit zusammen (in -+- n) willkürlichen Constanten. 
Eliminirt man aus diesen Gleichungen die neu eingeführten Variabein, deren An­
zahl (m +  n — 2) ist, so ergeben sich zwei Gleichungen zwischen x , y ,  und t, 
die Lösungen des Problems.

Wie immer, wird man auch hier in jedem gegebenen Falle die allgemeine 
Methode zu vermeiden und kürzere Wege zu entdecken suchen. Man wird sich 
bemühen, durch geschickte Combination der Differentialgleichungen neue 
Gleichungen zu erhalten, deren Integrale bekannt sind.

14. Wir geben hierzu ein B e is p ie l aus d er th e o re t isc h e n  M ech an ik . 
Die Theorie der Bewegung eines einzelnen Massenpunktes oder eines Systems 
von Massenpunkten (z. B. eines starren Körpers) ist nur ein Theil der Theorie 
simultaner Differentialgleichungen zweiter Ordnung; und umgekehrt hat die 
Theorie von Systemen gewisser Differentialgleichungen zweiter Ordnung durch 
das Interesse, welches die theoretische Mechanik an ihnen nahm, wesentlich an 
Ausbau gewonnen. Wir ziehen es vor, ohne auf die Feststellung der mechanischen 
Begriffe und die Begründung der Differentialgleichungen an dieser Stelle einzu­
gehen, letzteren ihre mechanische Einkleidung vollständig zu belassen; losgelöst 
von derselben würden die Untersuchungen und Resultate an Anschaulichkeit sehr 
verlieren und zu abstract erscheinen.L i m a  a u o u a v , i

Wenn ein freibeweglicher Massenpunkt P y dessen Coordinaten x , y , z sind, 
von einem festen Centrum O, dem Nullpunkte des Coordinatensystems, angezogen 
oder abgestossen wird, und zwar so, dass die Anziehungskraft nur von der Ent­
fernung O P  =  r  abhängt, und wenn dieselbe beim Abstande r  die Grösse f ( r )  
hat, so gelten für die Coordinaten des Punktes die Differentialgleichungen 
1 d * x  f t   ̂ x’• 53--= / w -7.

2 .

3.

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit d x , d y , dz , so 
erhält man, wenn man d x  : dt, d y  : dt, dz : dt, die Geschwindigkeitscomponenten 
des Punktes, mit x', y', z' bezeichnet,

56
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f  dx' dy' , dz'\ ./(r)
r  Tt +  Tt +  2 Tt) dt =  ~T (*ix  +  •

Die linke Seite ist das vollständige Differential von
\ (x'2 4- y '2 4 - z' 2) ;

die rechte Seite ist ebenfalls ein vollständiges Differential, denn man hat 
r 2 =  x 2 4- y 2 4- z2, also x d x  4- y d y  4- zdz =  r d r .

Hieraus erhält man folgendes erste Integral des Systems
4. (x'2 +  y'2 4- z'2) — 2 f / ( r ) d r  4- h ,  
wobei h die willkürliche Constante ist.

Bezeichnen v die Geschwindigkeit des Punktes und 9, <]>, 7 die Winkel, die 
sie augenblicklich mit den Achsen bildet, so ist

x' — vcosy, y' =  v costy, z' — v cos-/, also x '2 4 - y'2 4- z'2 =  v2) 
daher kann man 4. ersetzen durch
5. v — 2 J f ( r )  d r  4-  h .

Nach welchem Gesetze daher auch die Einwirkung des Centrums auf den 
bewegten Punkt P  erfolgen, und in welcher Richtung und mit welcher Anfangs­
geschwindigkeit derselbe seinen Lauf beginnen mag, immer ist die Geschwindig­
keit nur eine Function des Radius vector r\ wenn sich der Punkt im Laufe der 
Bewegung wiederholt in demselben Abstande von O befindet, so hat er in allen 
diesen Momenten dieselbe Geschwindigkeit.

Man kann noch auf anderem Wege zu ersten Integralen des Systems 
gelangen. Multiplicirt man 1. mit y, 2. mit .r und subtrahirt, so ergiebt sich 
G xy" — y x"  =  0 .

Da nun

- ( x y '  — y x 1) =  xy" 4- x'y' — yx"  — y'x' =  xy"  — yx",

so folgt aus 6. durch Integration
7. x y 1 — y x '  =  c ; 
ebenso erhält man die Integrale
8 . y z ’ — zy' — cx ,
9. zx' — xz ’ =  r2 , 
wobei c, cx, c2 willkürliche Constante sind.

Multiplicirt man die Gleichungen 7., 8., 9. der Reihe nach z, x ,  y  und 
addirt, so erhält man links identisch Null; daher folgt die Gleichung

cxx  4- c^y 4-  cz — 0 .
Dies ergiebt: D ie Bew egung e r fo lg t  in e in er E b e n e , d ie d urcb  das 

A n zieh u n g scen tru m  geht.
Wählt man diese Ebene zur X  F-Ebene, so bleiben für das Problem nur die 

beiden Differentialgleichupgen

10. * "  =  / ( > ) •  7 ,  y " = A r ) - y >

wobei r 2 =  x 2 4- y 2 ,
und die beiden ersten Integrale
11. v2 =  S f f ^ d r  4-  h ,
12. xy' — yx'  — c .

Die letzte Gleichung vereinfacht sich durch Einführung von Polarcoordinaten.- 
Man hat

x  =  rcosy, x' — r'cosy — r  siny • 9 ' 
y  == rsiny, y' — r'sin9 4-  r  cos9 - 9' .

§ 27. Partiale Differentialgleichungen erster Ordnung. 885

Daher ist
v2 —  r '2 4 -  r 2 y 2 , 

x y '  —  y x '  =  r 2 9 '  .

Ist d f  der verschwindend kleine Sector, den der Radius r  in der Zeit dt 
beschreibt, so ist 2 d f  — r 2d(p, daher folgt aus 13.

V - L  f - L t + c
dt ~~ 2 ’ 7  — 2 +

D ie vom R ad iu s v e c to r  des P u n k te s  b e s c h r ie b e n e n  F lä c h e n  sind  
daher den h ie rb e i v e r flo s s e n e n  Z e iten  p ro p o rtio n a l.

Setzt man zur Abkürzung
j / ( r ) d r  =  U, 

und führt auch in 11 . Polarcoordinaten ein, so entsteht

Durch diese Gleichungen ist das Problem vollständig gelost; insbesondere 
giebt die letzte Gleichung die Bahn, welche der Punkt beschreibt; die Con- 
stanten h , c, und -y2 bestimmen sich in jedem gegebenen Falle aus der 
Anfangslage, der Anfangsgeschwindigkeit und der Anfangsrichtung des Punktes, 
Setzt man nämlich fest, dass zur Zeit t — 0 die Grössen r ,  9 , v die Werthe 
r 0, 90, v0 haben sollen, und dass zu dieser Zeit die Bahn mit dem Radius r 0 
den Winkel a bilden soll, so erhält man durch Einführung der Werthe r 0 und 
v0 in 11. und 14. die Constanten h und 7t . Berechnet man aus der Bahn­
gleichung 15. den Winkel er der Bahntangente gegen den Radius vector, für 
welchen man hat

d r
IG. tan ga =  r  \ -y-,

und setzt in 15. und 16. r  =  r 0, 9 =  f 0, er =  a, sowie den vorher gefundenen
Werth von h, so erhält man c und y2 durch die Anfangszustände ausgedrückt.

§ 27. Partiale Differentialgleichungen erster Ordnung.
1. Unter einer p a r tia le n  D if fe r e n t ia lg le ic h u n g  versteht man eine 

Gleichung zwischen unabhängigen Yariabeln, abhängigen Variabein und den par­
tialen Differentialquotienten der letzteren. Wir beschränken uns auf Gleichungen 
mit einer abhängigen Variabein.

2. Wenn eine partiale Differentialgleichung nur partiale Differentialquotienten 
rücksichtlich einer unabhängigen Veränderlichen enthält, so bietet sie nichts 
wesentlich Neues; sie ist zu integriren, als ob die übrigen Variabein Constante 
wären; die Integrationsconstanten sind durch willkürliche Functionen der übrigen 
unabhängigen Variabein zu ersetzen.
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B.
c

Setzt man hier z — e

dz
"iaxi 4-  2 b y z  ~~ =  cc x

B e isp ie le . A.

Die Gleichung

liefert a x 3 4- b y z 2 =  cx  4- f  ( y ) ,
wobei die Function f  unbestimmt bleibt.

d2z dz
5 5 -  +  2 = °-
emx, so erhält man die Gleichung 
m2 — 3_y/« 4- 2 j 2 =  0 ,  

welche die Wurzeln tnx = y  und m2 =  2 y  hat; das Integral ist daher
2 =  f ( y)  • h- g(y) ■ &y*\

es enthält zwei willkürliche Functionen f  und g.
3. Ehe wir an die Integration partialer Gleichungen der ersten Ordnung 

herantreten, werfen wir einen Blick auf ihre Erzeugung. Betrachten wir zunächst 
den einfachsten Fall, eine Gleichung zwischen drei Variabein, x, y, z, von denen 
wir x  und y  als unabhängige Variable ansehen.

E in e  p a r t ia le  D iffe re n tia lg le ic h u n g  I. O. e n ts te h t  durch E l im i­
n ation  zw eier w illk ü rlich en  G o n sta n te n  a, b aus e in e r  G le ich u n g  
f ( x , y , z , a ,  b) =  0 und ihren p a r t ia le n  A b le itu n g en .

Eliminirt man a und b aus den Gleichungen 
f ( x , y ,  z, a , b) =  0 ,

_U n dJL _  n
d x  dz d x  ’ dy  dz dy  ’

so erhält man in der That eine Gleichung, die ausser den Variabein auch 
dz  : c x  und dz : dy  enthält.

Enthält eine Gleichung /  =  0 drei Constante, die durch eine Gleichung 
g (a , b, c) — 0 verbunden sind, so erhält man eine partiale Differentialgleichung, 
indem man a , b, c aus den Gleichungen

, d f  d f  dz d f  o f  dz
/  ~  Ü ’ T c +  T z '  dx  ~  F y ^  T z '  d x =  0 ’ s  =  0

eliminirt.
B e is p ie le :  A. Eine Ebene, die einer gegebenen Richtung a, ß, 7 parallel

ist, hat die Gleichung
f  Ax -f- B y  4- C z — 1 =  0 ,  

wobei die Constanten A, B, C die Bedingung erfüllen
g  =  Acosa -h Bcosfi 4-  Ccos'i =  0 .

Um die zugehörige partiale Differentialgleichung zu erhalten, hat man A, B , C  
aus den Gleichungen zu eliminiren

wenn zur Abkürzung-

gesetzt wird.
Die Elimination

B. Eine Ebene, die einen gegebenen Punkt /, m, n enthält, hat die Gleichunr
/  == Ax 4 - B y  4- Cz — 1 =  0 , 

wobei für die Constanten A, B, C die Gleichung besteht 
g  ~  A l 4- B m  4 - Cn — 1 =  0 .

i

§ 27. Partiale Differentialgleichungen erster Ordnung. 887

Die Elimination erfolgt aus diesen beiden Gleichungen und aus 
A  4- Cp =  0 ,  B  4- Cq — 0 .

Da f  — g  =  A(yc — /) 4- B ( y  — tri) 4 - C(z — n) =  0 , 
so hat man, um die resultirende Gleichung zu gewinnen, nur in der Schluss­
gleichung des vorigen Beispiels cosv., cos$, co s j der Reihe nach durch x  /, 
y  — m, z — 11 zu ersetzen; man erhält

(ä: -  /) P 4- (y — m) q — (z — n) =  0 .
C. Für Ebenen, die eine Kugel berühren, deren Halbmesser e. ist, und dessen 

Centrum die Coordinaten a, b, c hat, erhält man das System
A x  4- B y  4-  Cz — 1 =  0, A  4-  Cp =  0, B  4- Cq =  0,

A a  4- B b  4- Cc — 1 =  e ]/ A 2 4- B 2 4- C 2 .
Aus den ersten drei Gleichungen folgt

C =  1 : (z — xp  — y q ) , A — — p  : (z — x p  — yq), B  =  — q : (z — xp  — yz).
Setzt man dies in die letzte ein, so entsteht __

(x — d) p  4- ( j  — b) q — (z — c) =  e ]/1 4- / 2 4-  q 2 ■
D. Die Gleichung einer Kugel

1. (# — a)2 4- (y — l>)2 4-  (z — c)2 =  r 2
enthält vier Constante a, b, c, r. Liegt das Centrum auf einer gegebenen Geraden, 
so sind a, b, c durch zwei lineare Gleichungen verbunden
2. a  =  mc 4- n , b — [ic 4 - v .

Durch Differentiation der Kugelgleichung folgt
x  — a  4- {z — c) p  =  0 , 
y  — b 4- (z — c) q — 0 .

Setzt man hier für a  und b die Werthe aus 3. ein und vergleicht die 
resultirenden Werthe für c, so erhält man schliesslich

(lxz — y  4- y)p  — (tnz — x  4-  n) q 4- \x(x — v) — m (y  — v) =  0 .
4. E in e  p a r t ia le  D if fe re n tia lg le ic h u n g  I .O . e n ts te h t fe rn e r , wenn 

man aus e in er G le ich u n g  F\x, y, z, <p(<J>)] =  0, — worin F  und 41 bekannte 
Functionen sind und <p eine willkürliche Function von 41 bezeichnet, — sow ie 
aus ihren  p a rtia le n  A b le itu n g e n  die w illk ü r lic h e  F u n c tio n  cp e lim in irt . 

Durch Differentiation erhält man

3.
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Es ist bemerkenswert!), dass diese Gleichung in Bezug aufp  und q linear ist. 
-3. Die willkürliche Function kann auch in anderer Verbindung auftreten. 

Aus der Gleichung
< & (/ » * )  =  0 ,

worin /  und g  bekannte Functionen von x, y  und z sind, während <I> eine will­
kürliche Function ist fnlcrt

Die Elimination von <I> ergiebt die partiale Differentialgleichung

n g  einer willkürlichen Function 9 derSetzt man die gegebene Function 
gegebenen /  gleich, so dass also<g =  '■?(/), so kommt man zu dem vorigen Falle 
zurück; denn aus <!>(/,/) =  0 folgt, dass g  eine willkürliche Function von /  ist.

6. Partiale Differentialgleichung der Cylinderflächen. Sind a, ß, 7
die Richtungswinkel der Mantellinien, so ist die Gleichung des Cylinders von der 
Form (Differentialrechn. § 6, 2)

Q>(xcos'i — zcosa , ycos-{ — zcosß) =  0 .
Setzt man in No. 5, 2.

f  =  xcos'i — zcosa , g  == ycos~{ — zcosß ,
so erhält man

j  | P <1 —  1
I cost  0 — COSfL mm COSa • / +  COS$ • q — COS7 =  0 .
I 0 COS'f — cos$

7. 1 a r t ia le  D iffe re n tia lg le ich u n g  der K e g e lf lä c h e n . Es seien l, m, n 
die Coordinaten der Kegelspitze, so ist die allgemeine Form der Kegelgleichung

8. P a r t ia le  D iffe re n tia lg le ic h u n g  der R o ta tio n s flä c h e n . Wir nehmen 
der Einfachheit wegen an, dass die Achse der Fläche durch den Nullpunkt des 
Coordinatensystems geht. Construirt man um den Nullpunkt Kugeln, und normal 
zur Rotationsachse Ebenen, und setzt irgend eine Abhängigkeit zwischen dem 
Kugelradius a  und dem Abstande b einer Normalebene zur Achse vom Nullpunkte 
voraus, so erfüllen die gemeinsamen Punkte der Kugeln und der zugehörigen

§ 2 7 .  Partiale Differentialgleichungen erster Ordnung. 889

Ebenen eine Rotationsfläche. Die Gleichung einer Kugel um den Nullpunkt 
ist x 2 -t- y 2 -+- z 2 =  a 2, und die Gleichung einer Normalebene zur Achse 
xcosa  -t- ycosß  +  z c o s j =  b ,  wenn ot, ß, 7 die Richtungswinkel der Achse sind; 
daher ist die allgemeinste Form der Gleichung einer Rotationsfläche 

<1>(*2 y- z 2, xeoso. y  cos $ -+- zcos  7)  =  0 .

Wir haben daher in No. 5, 2.

9. Wenn eine Gleichung f ( x ,  y, z, a, b) =  0 zwei willkürliche Constante 
enthält, und wenn diese Gleichung im Verein mit

dx d z r  cy  dz 2
durch Elimination von a  und b auf die Gleichung

F {x , y, z, p, q) =  0
führt, so wird f — Q als v o lls tä n d ig e s  In te g ra l der p a rtia le n  D if fe r e n t ia l­
g l e i chung I. O. F =  0 bezeichnet.

Wir wollen nun zunächst sehen, ob ähnlich wie die singulären Integrale 
gewöhnlicher Differentialgleichungen so auch neue Lösungen der Gleichung 
F  — 0 dadurch erhalten werden, dass man die Constanten a  und b durch passend 
gewählte Functionen von x  und y  ersetzt.

Wir denken uns für diese Untersuchung das vollständige Integral auf z 
reducirt, also von der Form
1. * =  f ( x , y ,  a, b ) .

Sind a  und b variabel, so erhält man durch Differentiation

Sollen diese Gleichungen mit denen übereinstimmen, die aus 1. unter 
Voraussetzung constanter a  und b hervorgehen, so müssen a  und b den B e­
dingungen genügen

Um den Gleichungen 3. zu genügen, hat man zu setzen: entweder 
da da cb  db
c x  dy dx  dy

oder
6. D  =  0 ,
wobei die Gleichungen 3. sich auf eine reduciren, die mit 6. zu combiniren ist; oder
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7. =  0v  = 0 v
Die Annahme 5. führt auf constante Werthe von rz und b, also auf das voll­

ständige Integral zurück.
Wenn die Bedingung D  =  0 erfüllt ist, so ist b eine Function von a) setzen 

wir b — 9 (0), so ist
üb da ob  da
dx   ̂ 05 d x  ’ dy  ̂ ^  dy ’ 

daher gehen beide Gleichungen 3. in die Gleichung über
c f  d f

8 ‘ d a +  d b ’ * ^  =  ° »

in welcher b durch y(a) zu ersetzen ist.
Die Elimination von a  aus den Gleichungen 8. und 1. kann nur in seltenen 

Fallen ohne eine bestimmte Annahme über die willkürliche Function 9 erfolgen.
D as In te g ra l d er p a rtia len  D if fe re n t ia lg le ic h u n g , w elch es aus dem 

V ere in  der G le ich u n g en  1., b — <p(a) und 8. b e s te h t ,  und w elch e s durch 
das A u ftre ten  e in e r  w illk ü rlich en  F u n ctio n  9 c h a r a k te r is ir t  is t, h e iss t 
das a llg e m e in e  In te g ra l der G le ich u n g .

Durch Elimination von a und b aus den Gleichungen 1. und 7. erhält man 
ein s in g u lä re s  In te g ra l der D if fe re n t ia lg le ic h u n g  

B e isp ie l. Nach No. 6 hat die Gleichung
9. cosa • p -b cos$ • q — cosy —  0 
das vollständige Integral
10. A x  -t~ B y  ~b Cz — 1 = 0 ,
wobei die Constanten A, B, C durch die Gleichung verbunden sind
11. A cos a -t-  B  cos ß -b U cos 7 =  0 .

Durch Elimination von C aus 10. und 11 . entsteht
12. (A x By) cos 7 — (A cos a -b B  cos 3) z — cos 7 =  0 ,

Denkt man sich für 9 irgend eine Function gesetzt und die Gleichung nach 
a  aufgelöst, so erhält man jedenfalls a  in der Form

a  =  1\>(xcosß— y  cosa),
wo nun <]/ ebenso willkürlich ist wie 9 ; setzt man dies in 9 (a) ein, so erfolgt 
für b

b — -/ (x cos ß — y  cos a),
wobei aber y durch <{> bestimmt ist. Beide Werthe für a  und b setzen wir in 
das vollständige Integral und erhalten

§ 27. Partiale Differentialgleichungen erster Ordnung. 891

z 1 y
cos 7 T cosft v 1 y ' '■ cos ß

Die beiden ersten Glieder der rechten Seite sind zusammen eine willkürliche 
Function von (x cosfi— y  cosa); daher hat man 
13. z cos§ —■ y  cosy =  f ( x  cosß — y  cosct) ,
wobei f  eine willkürliche Function bezeichnet. Aus

x  cosß — y  coso. s= — — [(A cos7 — 2 cosa) cosß -b (z cos[i — y cosy) cos a]

erkennt man, dass man 13 ersetzen kann durch
<I> (jc cos7 — s cosa, z cosfi — y  cos7) =  0 , 

wobei eine willkürliche Function ist, in Uebereinstimmung mit No. 6.
Da in unserm Beispiele

dz
da  =  ~  C0S^

so kann es kein singuläres Integral geben.
10. W enn e in e  G le ic h u n g  z — g ( x )y) d ie p a r t ia le  D if fe r e n t ia l­

g leichu ng  I. O. F (x , y, z, p , q) — 0 b e fr ie d ig t, und n ich t durch b e so n d e re  
W erthe für a  und b aus e in em  v o lls tä n d ig e n  In te g r a le  z = f ( x , y , a , b )  
h erv o rg e h t, so g e h ö rt d ie se  G le ich u n g  zu dem v o lls tä n d ig e n  In te g ra le  
en tw ed er a ls  a llg e m e in e s  od er a ls s in g u läres  In teg ra l.

Denn wenn man f ( x ,y ,  a, b) nicht durch Specialisirung der Constanten a 
und b in g (x ,y )  verwandeln kann, so kann man doch jedenfalls für a  und b 
solche Fäinctionen von x  und y  setzen, dass f ( x ,  y, a, b )s= g (x , y) wird.

Aus den Untersuchungen in No. 5. folgt hieraus sofort, dass g(x, y) entweder 
ein zu f  gehöriges allgemeines oder singuläres Integral ist.

Ein vollständiges Integral, das dazu gehörige allgemeine sowie das zugehörige 
singuläre Integral bilden also ein vollständiges Lösungs-System einer partialen 
Differentialgleichung erster Ordnung mit zwei unabhängigen Variabein.

11 . Wir wenden uns nun zur In te g ra tio n  der lin e a re n  p a r t ia le n  
D iffe re n tia lg le ic h u n g e n  I. O.; und zwar zunächst zu Gleichungen mit zwei 
unabhängigen Variabein. Unter einer linearen Gleichung versteht man eine 
solche, in welcher die partialen Differentialquotienten der abhängigen Variabein 
nur in der ersten Potenz Vorkommen; bei drei Variabein also eine Gleichung 
von der Form

wobei P, Q, R  constant oder Functionen von x, y, z sind.
Die Integration dieser Gleichung hängt aufs Flngste mit der Integration de 

Systems zusammen

Da nun f  ein Integral von 2. ist, so erfüllen die x, y, z, dx, dy, dz, die der 
Gleichung 3. genügen, auch die Gleichungen 2., man kann daher in 3. die 
Differentiale dx, dy, dz der Reihe nach durch die Functionen P, Q, R, ersetzen, 
denen sie nach 2. proportional sind; folglich hat man

Hat man nämlich ein Integral f ( x ,  y, z) =  a  dieses .Systems gefunden, wobei 
a eine willkürliche Constante bezeichnet, so ist für alle Werthe, die dieser 
Gleichung genügen
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Hieraus folgt, dass f{pc, y, 2) =  a ein particuläres Integral von 1 ist. 
Dieselbe Schlussweise kann auch rückwärts durchlaufen werden: Istf ( x ,y ,z )  

=  a  ein Integral der Gleichung P p Qq  — R  — 0, so ist es auch ein Integral 
des Systems 2.

S ind  f ( x ,y ,  z) =  a  und g(x, y, z) =  b zwei In t e g r a le  des S y s te m s  2., 
so ist das a l lg e m e in e  In te g r a l  der G le ic h u n g  1.

® { f g )  =  0 ,
w obei <I> eine w il lk ü rl ich e  F u n ct io n  b ez e ic h n et .

Um dies zu beweisen, haben wir zu zeigen, dass 0  der Differentialgleichung 
genügt

ao  ̂a<t> _ ao
5. F  ~  H- Q ■+■ R  o —  0 ,dx  ^ dy dz
die an die Stelle von 1. tritt, wenn 2 durch die Gleichung <I> =  0 als unent­
wickelte Function von y  und x  bestimmt ist. Nun ist

$0 d<I> d f  d<$> dg
dx  d f  dx  dg  d x ’
d<i) d$> d f  d(I) dg
dy ~ ' d f  ' oy ^  dg dy ’
ad> _  ad> d f  a<h dg
cz  d f  ' dz dg d z ’

Da nun nach der Voraussetzung die beiden rechts stehenden eingeklammerten 
Polynome verschwinden, so folgt, dass in der That die Gleichung 5. erfüllt ist. 

Wir haben somit folgende Regel: Um die G le ic h u n g  zu in te g r ir e n
P p  -t- Qq =  R ,

bilde man das Sy stem  g ew ö h nlich er  D i f fe r e n t ia lg le i c h u n g e n
d x  dy_ _  dz_ ,
~P ~~Q ~~ R ’

sind f i x ,  y, z) — a  und g (x ,y , z) =  b zwei I n t e g r a le  d ie ses  S y stem s, so ist
<*>(/,£> =  0

das a l lg e m e in e  I n te g r a l  der v o rg eleg ten  G le ich u n g .
12. Sind f ( x , y , z )  =  a ,  g { x ,y t z) =  b ,  und h ( x ,y ,z )  =  c p a r t ic u lä re  

In te g ra le  von
Pp +  Qq =  R ,

so ist h e in e  F u n c t io n  von f  und g.
Nach der Voraussetzung gelten die Gleichungen

§ 27. Partiale Differentialgleichungen erster Ordnung. 893

folglich ist h eine Function von f  und g  (Differentialrechnung § 4, No. 5).
Die Gleichung h ( f ,  g) — c fällt unter $>{f, £0 =  0; es ist a l s o j e d e  L ö su n g  

der  p a r t ia le n  l in e a r e n  D if fe r e n t ia lg le i c h u n g  in der F o rm  ^ ( f ,  g) =  0 
enthalten.

13. Wir geben hierzu einige B e isp ie le .
A. Um die Gleichung zu integriren

cos ol • p  +  cos$ • q — cos~{ == 0
bilde man das System

d x  : d y  : dz — cosol : zwß : cos7 .
Zwei Integralgleichungen desselben sind

xcos~i — zcoso. =  c x , ycos-( — zcosß =  c2; 
daher ist das allgemeine Integral der partialen Gleichung

<l)(xcosy — zcoso. ycos~\ — zcosß) =  0 .
B* (x  — l)p  +  Qy — m)q — (z — n) =  0 .
Hierzu gehört das System

d x  : dy : dz  =  (x — /) : (y — m) : (2 — n) , 
mit den Integralgleichungen

Bezeichnet man den gemeinsamen Werth dieser drei Verhältnisse mit dt, so 
erhält man

daher verschwindet die Determinante derselben
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d x  =  (y cos 7 — z c o s$ )d t , 
dy =  (z cos a — xcos-') d t , 
dz =  (x cos ß — y c o s a )d t .

Multiplicirt man diese Gleichungen zunächst nacheinander mit x, y, z, dann 
mit cost, cosfi, cos'(, und addirt, so erhält man

x d x  +  y d y  +  zd z  — 0 ,  cosa • d x  -ff cosfi • dy -ff cos'\ • dz  =  0; 
hieraus folgen die beiden Integrale des Systems

Da nun links nach 4. der Klammennhalt für jeden Werth i  =  1, 2, 3, . . , n 
verschwindet, so ist diese Gleichung identisch erfüllt, w. z. b. w.

Wir wollen die Ausführung eines Beispiels unterlassen; es genüge, darauf 
hinzuweisen, dass jedes integrable System

§ 27. Partiale Differentialgleichungen erster Ordnung. 895

grosse p  ist eine bunction von x  und y\ sie kann indess auch als 
Function von x, y  und z aufgefasst werden, wobei z als unbekannte Function 
von x  und y  zu betrachten ist; q wird durch 1. als Function von x, y, z, i) 
definirt.

Sucht man nun unter diesen Voraussetzungen p  und q als Functionen von 
x, y, z, so zu bestimmen, dass

\ o y )  \ ö x )
wobei durch die Klammern angedeutet wird, dass die Differentialquotienten unter 
der \ oraussetzung gebildet sind, dass z durch x  und y  ersetzt ist, so wird der 
Ausdruck

im setzt man nienn q aus 1. durch p , so enthält diese Gleichung nur x, y, 
z, p , ist also eine lineare partiale Differentialgleichung für p  als abhängige und 
x, y, z als unabhängige Variable. Gelingt es, ein particuläres Integral herzu­
stellen, durch welches p  von x, y, z abhängig gemacht wird und das eine will­
kürliche Constante a  enthält, so hat man dies in 1. einzusetzen, und erhält dann 
aus 1. q durch y, z, a  ausgedrückt. Beide Werthe hat man in z = p d x  +  qdy  
einzusetzen und dann zu integriren. Das Integral enthält ausser a  noch eine 
willkürliche Constante, ist also ein v o lls tä n d ig e s  Integral; in bekannterWeise 
kann man dann das zugehörige allgemeine und das singuläre Integral herstellen.

16. B e is p ie le . A. Aus der Gleichung
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Wenn man diese Werthe für p  und q in z =  p d x  4- qdy  emsetzt, so 
erhält man

dz =  (y  4- a) d x  4- j z ^ a d y '

Hiernach ist
dz
Tx = y  + a’

0 =  (y H- a) x  4- f { y ) ,
wobei f { y )  eine unbestimmte Function von y  bezeichnet. Führt man diesen 
Werth von s ein in

dz z
dy ~~ y  +  a ’

so ergiebt sich
f ( y )

f ( y )  =  y ^ T a '

woraus durch Integration hervorgeht
f { y )  —  b(y  -+ ■  a) •

Das vollständige Integral der partialen Differentialgleichung ist daher
z =  {y H- d) (x y- b) ;

das allgemeine Integral geht durch Elimination von a  aus den Gleichungen hervor
2 =  (y y- a) (x 4- <p [«]) 

x  4- <f(d) 4- (y 4- d) {a) =  0 ,  
worin cp eine willkürliche Function bezeichnet.

B. px  -y- q y  p q  — z =  0 .
Hieraus folgt

also /  =  b <J +  <*)■
Daher ergiebt sich das vollständige Integral

% =  a x  4- by 4- a b .

§ 27. Partiale Differentialgleichungen erster Ordnung. 897

Das allgemeine Integral besteht aus den beiden Gleichungen
z =  a x  4-  (y a) <p(<z) , 

x  4- ?(a) 4- (y 4- a)cp\a) =  0 ,
worin cp willkürlich ist.

Für ein singuläres Integral hat man die Gleichungen 
x  y- b =  0 , y  -i- a  =  0;

werden die hieraus folgenden Werthe von a  und b in das vollständige Integral 
eingesetzt, so erhält man das s in g u lä re  In te g ra l

z =  — x y ,
das, wie man sich leicht überzeugt, der gegebenen Differentialgleichung genügt.

Das singuläre Integral stellt ein hyperbolisches Paraboloid dar; das voll­
ständige für bestimmte Werthe von a  und b eine Tangentenebene dieser F läche; 
das allgemeine irgend eine abwickelbare Fläche, die der singulären Lösung um­
geschrieben ist, deren Tangentenebenen also eine Auswahl aus den dem voll­
ständigen Integrale entspringenden bilden.

17. Die Integration einer nicht linearen Differentialgleichung mit drei 
Variabein kann auch mit der Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung 
von der Form
}• P d x  4-  Q dy  4- R d z  4- S d p  =  0
in Zusammenhang gebracht werden.

Der gegebenen Differentialgleichung entnimmt man den Werth von q und 
substituirt ihn in

d z  — p d x  4-  qdy  .
Die Gleichung 2. geht hierdurch in eine Gleichung von der Form 1. über. 

Man integrirt dieselbe durch zwei Gleichungen, die eine willkürliche Function 
enthalten und eliminirt dann p  aus diesen Gleichungen.

B e is p ie l.  Die Differentialgleichung
p q  — 0 =  0

giebt p^ d x  4- zd y  — p d z  — 0 .
Daher ist, wenn man in § 26, No. 8 t durch p  ersetzt,

a =  0  , ß =  / 2 , 7 —  a p 2 .
Unterdrückt man den Paktor^^, so erhält man daher fiir<?, b, c die Differential­

gleichung (§ 26, No. 9, 10)
db  4-  a d e  — 0 .

Diese wird durch das System integrirt
b 4- a c =  <p (cpj ,* 

c =“ ? » •
Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II.
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Ersetzt man hierin a, b, c durch die Variabeln, so erhalt man
2 z (  z \  

x  +  zy — j -  =  v \ j>2 J >

y -  P =  ?' (̂ -j •
Durch Elimination von f  aus beiden Gleichungen ergiebt sich das allgemeine 

Integral der gegebenen partialen Differentialgleichung.
^Denselben Gedankengang kann man befolgen, um eine mchtlmeare partiale 

Differentialgleichung mit mehr als drei Variabein zu integriren. Man wird von 
einer partialen Differentialgleichung mit «unabhängigen Variabeln x v  . . x H 
und der abhängigen *  auf eine Differentialgleichung von der Form geführt 

dx  =  p \ d x x -+- p 2 dx  2 H- p %d x  3 +  • • +  pndx„,  
wobei Pi =  dx : dx, , und für einen dieser Differentialquotienten sein aus der 
Differentialgleichung folgender Werth zu substituiren ist*).

§ 28. P a r t i a l e  D if fe re n tia lg le ic h u n g e n  z w e i t e r  O rd n u n g .

1. In der Differentialgleichung

Hieraus folgt (Differentialrechnung § 4, No. 5), dass q eine Function von 
p  ist; und umgekehrt, sobald dies der Fall ist, ist 3. und daher auch 1. erfüllt. 
Wir setzen daher
5. ? =  ?(/) * .
wobei 9  eine willkürliche Function bezeichnet. Durch Differentiation nach x  

erhält man hieraus

CX T dx
folglich nach 3. - „ ,

op _  ° ±
6.  ̂ ^  dx  '

Dies ist eine lineare partiale Differentialgleichung I. O. für p. Der Vergleich
mit § 27, No. 11. ergiebt

P  =  * '(/ ), Q - = -  1 .  P  =  0 .
Folglich ist das System gewöhnlicher Differentialgleichungen zu integriren 

dx  +  =  0 ^  — A

•) Eine Zusammenstellung der Integrationsmethoden für partiale Differentialgleichungen I. O 
mit ausführlichen Literaturnachweisen enthält M a n s i o n , Theorie des equations aux derivees par­

tielles du premier ordre. Paris, 1875.

§  28. Partiale Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

Aus der letzten Gleichung folgt das Integral

und mit Hülfe dessen., aus der ersten

■ * +  <?'(P)y =  b,
wobei a und b willkürliche Constante bezeichnen. Das Integral von 6. ist daher
7 * x  +  ? '( / )  • y  =  HP ) f
wobei eine willkürliche Function ist. Ersetzt man in dieser Gleichung

<?'(p)dp =  d g ,
so erhält man
8- xdp  H - y d q  — ty(p)dp .

Da nun

* zs a  \r j 9
Das Integral enthält zwei willkürliche Functionen.
Fs lässt sich leicht nachweisen, dass das Integral eine a b w ic k e lb a r e  F l ä c h e  

darstellt. Denn aus der Gleichung der Tangentenebene

folgen die Coordinaten von T

Daher ist

Die Tangentenebenen der den willkürlichen Functionen <p und y zugehörigen 
Integralfläche berühren daher die beiden Flächen 11. und 12.; hierdurch ist die 
Integralfläche als abwickelbare Fläche charakterisirt (Analyt. Geom. des Raumes, 
§ 10, No. 1 u. f.).

2. Um u als Function der unabhängigen Variabeln x  und t so zu be­
stimmen, dass

57*

Setzt man dies in die ersten beiden Gleichungen 10., so erhält man für die 
Ebenencoordinaten der eine Integralfläche berührenden Tangentenebenen die
L o irto n  v o n  P in ar iH p r m i p K l i ö n m r v a n

899

11.
12.
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1 .

setzen wir
2 . u =  F(w)
wobei F  eine willkürliche, w eine noch zu bestimmende Function von x  und t 
bezeichnet. Substituirt man 2. in 1. so erhält man

Dieser Gleichung wird unabhängig von der willkürlichen Function F  genügt, 
wenn man w so bestimmt, dass

jx =  ax 4- ß, v =  ^x 4- 8,
wobei a, ß, 7 , 8 Constante bezeichnen. Hiernach ergiebt sich

w =  axt 4 - ßf 4- ^x 4 - 8 .
Substituirt man dies in 5., so erhält man

ax  4- ß =  ±  a (at 4- 7) .
Da diese Gleichung unabhängig von x  und t erfüllt sein soll, so folgt 

a =  0 , ß =  ±  ar\.
Man erhält daher c

w =  p (x i  ä/) 4- 8 .
Man kann wegen der Unbestimmtheit der Function F  den Faktor ß und 

das Glied 8 in w unterdrücken. Bedenkt man ferner, dass, wenn
u =  u0 und u —  u x

particuläre Lösungen von 1. sind, alsdann auch 1. durch
U  =  U  q  4-  u  ^

genügt wird, so erkennt man, dass das allgemeine Integral der gegebenen 
Differentialgleichung durch die Gleichung dargestellt wird 

u — F ( x  4 - at) 4- G (x  — at').
Man kann die willkürlichen Functionen F  und G  immer so bestimmen, dass 

für t =  0 die Functionen u und da: ct  sich in gegebene Functionen von x 
verwandeln.**)

Verlangt man, dass

*) In der mathematischen Physik wird gezeigt, dass dies die Differentialgleichung ist, 
welche die Gestalt einer schwingenden elastischen Linie bestimmt, wobei x die Abscisse, u die 
Ordinate eines Punkts der Linie und t die Zeit bezeichnet.

**) d. i. so, dass für den Anfang der Bewegung die Form der gespannten Linie sowie die 
Anfangsgeschwindigkeiten aller ihrer Punkte gegebene Werthe haben.

•  ̂̂
u == f ix ) ,  ~Yt  =  für t =  0 .

so kann man zunächst u0 so bestimmen, dass es der ersteren, und ux so, dass 
es der anderen dieser beiden Bedingungen genügt, und dass 

dun
-fj-  —  0 , ux —  0 , für t  =  0 .

Man sieht sofort, dass man für 0 zu nehmen hat
uo =  i  [ f(x  H~ a?) +  f ( x  — a?)] •

Denn es ist

=  i  a l f \ x  -Fa t)  —  f \ x  — at) } ,

für t =  0 hat man daher

u0 =  f ( x ) ,  - j f  =  0 .

Ebenso erkennt man sogleich, dass die für u x gegebenen Bedingungen von 
der Function erfüllt werden

Durch Addition von u0 und u x erhält man das allgemeine, den gegebenen 
Bedingungen genügende Integral

x-\-at

4. Die Differentialgleichung
d2 u c 2 u
d x 2 dy2

geht aus der soeben integrirten hervor, wenn man in der letzteren t, x ,  a der 
Reihe nach durch x,  y , i  ersetzt; das allgemeine Integral derselben ist daher 

u =  F (x  4-  iy) 4- G(x. — iy) .
5. In die Differentialgleichung

1.

substituiren wir versuchsweise
u  _  eax+ßi-

wir erhalten für a und ß die Bedingung
ß =  a2 a 2 .-

Daher hat 1 . das particuläre Integral
U =  (MX+a? r f  t '

Ersetzen wir hierin a durch dz ia,  so entstehen die beiden Lösungen
2 a, , .  2 a,g - a  a t + i  • ax^ g —a  <x l—z • a x  _

Man erhält hieraus neue Lösungen, wenn man diese Grössen mit beliebigen 
Faktoren multiplicirt und addirt. Nimmt man die Faktoren ^ e-*'•«>' und  ̂el ‘ aK, 
so erhält man

• e~ai°*l cosa (x — X) .
Ertheilt man hierin a und X der Reihe nach alle möglichen Werthe, multi-

*) Von dieser Gleichung hängt die Temperatur u der Punkte eines Körpers ab, wenn 
vorausgesetzt wird, dass dieselbe sich nur parallel der X -Achse ändert; t ist die Zeit.
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plicirt jedes so entstehende particuläre Integral mit einer von x  und t unab­
hängigen Grösse jx und addirt alle diese doppelt unendlich vielen Produkte, 
so ist diese Summe ein Integral der vorgelegten Differentialgleichung. Um eine 
unendlich grosse Summe zu vermeiden, nehmen wir g. unendlich klein, und setzen

p. =  Aty (X) du d\ .
Alsdann geht die Summe in ein Doppelintegral über, und man erhält

CO CO

2. u — A j  J e ~ ‘a~a~(cosu (x — X)tj> (X) du d \ .
0 — OO

Für die untere Grenze der Integration nach u ist 0 und nicht — o o  gewählt 
worden, weil die zu integrirende Function eine gerade Function für u ist; A be­
zeichnet eine willkürliche Gonstante.

5. Man kann die willkürliche Function <]> (X) so bestimmen, dass u für t — 0 
sich in eine gegebene Function verwandelt. Nach § 11 No. 15, 4 ist

Setzt man in No. 4, 2 t =  0, u =  F(x)  so erhält man
C O  oc

F(x)  =  A f  f i e s  u (x — X) (X) du dX .
0 -OO

Dies wird mit 1. identisch, wenn

A =  \ ,  =

Die Function u, welche der Differentialgleichung genügt

und die sich für t — 0 auf die Function reducirt
u — F [ x ) ,

ist dalie

*) Weiteres findet man in R i e m a n n ’ s  Vorlesungen ü b e r  partielle Differentialgleichungen 
und deren Anwendung auf physikalische Fragen, hrsg. von H a t t e n d o r f , Braunschweig 1869.

Ausgleichungsrechnung
bearbeitet von

Dr. Richard Heger,
Gymnasiallehrer u. a. o. Hon .-Professor am Kgl. Polytechnikum zu Dresden.

§ 1. Einleitung.
1. Zu zwei gegebenen realen Zahlen a  und b kann man die Z ahl |x su ch en , 

d ie a  und b m ö g lic h st n ahe lieg t. Als Lösung dieser Aufgabe betrachten 
wir das arithmetische Mittel von a  und b
1. ix =  +  b)>
weil dasselbe um Differenzen von gleichem absoluten Werthe von a  und b ab­
weicht. Ebenso wird das arithmetische Mittel ;x von n gegebenen Zahlen a x, 
a 2 . - . ein allgemein als die Zahl betrachtet, die den Zahlen a x, a 2 . . . d n 
möglichst nahe liegt, denn bei der Gleichung

2. [X =  — (ci! -+- d 2 +  . . -+- d n )

sind die gegebenen Zahlen gleichmässig betheiligt und für den Fall n =  2 kommt 
man auf 1. zurück.

Sollen die gegebenen Zahlen einen v e r s c h ie d e n  g ro sse n  E in flu ss  auf 
die Zahl [x haben, so kann man denselben derart abschätzen, dass man sich in 
den Zahlpunkten d x, d 2, d z . . . der Reihe nach p x, p 2, p-A . . • Zahlpunkte von 
gleichem Einflüsse vereinigt denkt; alsdann erhält man 

_  ^ i gi P i a i +  P z a z
 ̂ ~  Pi +P2 +P-s  +  • • •

Wirken an einem Hebel gleiche Gewichte in den Abständen d x, d 2, d 3 . . . 
vom Unterstützungspunkte, so können dieselben durch ein Gewicht von «facher 
Grösse ersetzt werden, das am Hebelarme 2. wirkt. Sind die Gewichte ungleich 
Pi> P2 > P • • • t s o  werden sie durch ein Gewicht ersetzt, das ihrer Summe 
gleich ist und den Hebelarm 3. hat

In Rücksicht auf diese mechanische Anwendung bezeichnet man die Faktoren 
P v  P2> Ps • • • a*s G e w ich te  der Zahlen a v  d 2, d.A . . .

2. Um d ie G e ra d e
y  =  a x  -t- b

zu bestimmen, die n w illk ü r lic h  g eg eb en e n  P u n k ten  F x, F 2> . . . F nm ö g lic h s t 
nahe lie g t , bilden wir die Differenzen Xp X2 der zu den Abscissen x v  x 2 . . . 
der gegebenen Punkte gehörigen Ordinaten der Geraden und derOrdinatenj^, y 2 . . .

Die Forderung, dass die Gerade den Punkten möglichst nahe liegen soll, 
wird ihren mathematischen Ausdruck darin finden, dass eine bestimmte Function F

1 .
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der Differenzen Xt , X2 . . , die zur Abschätzung der Abweichung der Geraden 
von P x, P 2 . . . dient, einen möglichst kleinen Werth erreichen soll. Wenn, wie 
wir zunächst voraussetzen, die Punkte alle dasselbe Gewicht haben, so wird für F  
eine sy m m etrisch e  Function der X zu wählen sein. Nehmen wir ferner den 
Grundsatz an, dass nur der absolute Werth, nicht das Vorzeichen der X ent­
scheidend sein soll, so darf F  nur gerade Potenzen der X enthalten.

Die Bedingungen für das Minimum von
F(X i, X2 • • •), 'kr =  (ixr -p b — y r

sind

Wir stellen nun noch die Forderung, dass die Coefficienten a  und b durch 
die Gleichungen 1. lin e a r  bestimmt sein sollen.

Hieraus folgt, dass d F :  d\r eine lineare Function der \r sein muss.
Wir erhalten daher für F  eine symmetrische quadratische Function der Xr, 

die nur die Quadrate der \r enthält. Da ein gemeinsamer Faktor oder ein von 
den kr unabhängiges Glied ohne Einfluss auf den Eintritt eines Minimums sind, 
so ergiebt sich für F  die Function
2- F  ^  'k? +  X22 +  X32 -+. . . +  X2„.

Bezeichnen wir \r als die A bw eichung der Geraden vom Punkte P r , so 
lie g t  h ie rn a ch  d ie je n ig e  G erade den P u n k ten  P t , P 2 . . . P„ m ö g lic h st 
n ah e, für w elch e  die Sum m e der Q u a d ra te  der A b w eich u n g en  von den 
P u n k ten  P lt P^ . . ein  Minimum wird.

Aus 2. folgt
1 d F
££ ' =  C =  (IXy H- t> --- y r .

Setzt man zur Abkürzung
Pl<?l +  P 2̂ 2 +  • • • +  pn<ln =  [/</],

P\ +  P2 d“ • • • +  pn =  [p\ ,
so ergeben sich zur Bestimmung von a  und b die Gleichungen 
3. • [xx] a -I- [x] b =  [xy] ,
4- [x] a -p nb — [y ].

Aus 4. folgt, dass die durch 3. und 4. bestimmte Gerade den Punkt enthält, 
der die Coordinaten hat

1 , . 1
*  =  -  ( * i  +  * 2 +  • •)» y  =  -  ( j i  +  y 2 +  • • •);

dies ist der Schwerpunkt der gegebenen Punkte.

3, Zur B estim m u n g  der E b en e  T, w elche n g e g e b e n e n  P u n k ten  
P l , P 2, . . P n m ö g lic h st nahe lie g t, genügen die zur Lösung der vorigen 
Aufgabe getroffenen Bestimmungen. Die Ebene T  wird durch die Forderung 
definirt
I F  =  kp  +  X22 +  . . +  X«2 — Minimum,

\r == (ixr H- byr ü- c — zr ) 
wenn 7 ’ die Gleichung hat

z =  ax  H- by -|- c.
Hieraus folgen die Gleichungen

§ I. Einleitung.

Zur Bestimmung von a, b, c hat man daher das lineare System
\xx] a -h [xy] b +  [x] c =  [xz],
[xy] a +  f^ ]  b +  [y]c =  [yz] ,
[x] a +  [y] b +  nc — [z] .

Die letzte Gleichung zeigt, dass T den Schwerpunkt von P x, P 2> . . P n enthält. 
4. Die lineare Function

im Allgemeinen nicht die gegebenen Werthe

y y 2 i  y • y>i
annehmen. Die hunction 1., welche für das System 2. solche Werthe annimmt, 
die den Zahlen 3. möglichst nahe liegen, kann durch geeignete Erweiterung der 
in No. 2 durchgeführten Betrachtungen ohne neue Annahmen bestimmt werden; 
nämlich aus der Forderung

^i8 +  ~E -p . . . +  X2« =  Minimum, 
ky =  a xx Xy H- a 2x 2r -h ■ . . +  am—\xm—\}r a m — y r .

Aus 4. ergiebt sich zur Bestimmung der unbekannten Coefficienten a x, a 2, . . a ,n 
das lineare System

4.

a i +  lx 2] a 2 +  . . . H- [xm- i]  +  n am =  [ j , ] .
Zufolge der letzten dieser Gleichungen wird die Gleichung

a \x \ ~E a2X2 +  • • +  Um-lXm-\ -f- am =  y
befriedigt, wenn man statt x v x 2, x 3, . . .  y  die Werthe

2_ / . 1  ]
n ( Xl l  -+* x t 2 H- • •) , — («1 2 +  x 2 2 +  • • •)» • • • — (yj ■+■ y  2 4 - . .) ,

d. i. die arithmetischen Mittel der für die x v x 2, . . . y  gegebenen Zahlen setzt. 
5. Durch {in h-  1) Punkte ist eine Curve C  von der Gleichung 

y — ao +  djX  H- a2x 2 -p . . -F amx m 
unzweideutig bestimmt. Sind n Punkte gegeben und ist n >  m -F 1, so kann
man nach der Curve C fragen, welcher die gegebenen Punkte möglichst nahe 
liegen.

Da die Curvengleichung die zu bestimmenden Constanten a0, a lt . . . a m 
linear enthält, so wird man die bisher angewandte Methode auch auf den vor-

905
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liegenden Fall ausdehnen, und die Curve als Lösung der Aufgabe betrachten, 
für welche

4- X22 4- X32 4- . . 4- X2„ =  Minimum,
\r == -h a ^ r  -h a2X^r +  ••-+■ <*mXrm — JV •

Setzt man die Differentialquotienten von 1. in Bezug auf <z0, <*,, • • a,n
gleich Null, so erhält man zur Bestimmung der ak das System 

n a 0 -t- [x] a x -t- [w2] a 2 4- . . 4- [xm] am =  [y] ,
[*] a 0 4- [*2] a x 4- [*»} ä2 + . .  +  [*w+1] M  »
[_r2] « 0 4- [^3] ci\ 4~ [^4] a 2 . -V- [^7"+2] Um =  >

[#>«] a 0 4-  a1 4- [xm+'i\ a 2 4- . . 4- [vV2w] <z,« =  [xmy\.
6. Die periodische Curve C

y =  a 0 4- a x cos x  4- a 2 co s2 x  4- • • 4 - amcos m x
-\- bx sin x  4- b2 sin 2 x  4-  . . 4- bm sin nix

ist durch 2 m -t- 1 Punkte bestimmt.
Sind n Punkte gegeben (» >  2m  4- 1) und bestimmt man eine diesen Punkten 

möglichst gut sich anschliessende Curve C  wieder durch die Bedingung
+  X32 +  . . +  i 2u -- Minimum,

\r =5 <Zq +  a x cos xr 4- . . 4- b x sin x r . . .  yr  > 
so erhält man für die Coefficienten a0, a x, . . . b x, . . . die Gleichungen 

[cospx] a 0 4-  [cosx cospx] a x 4 - [cos2x cospx] a 2 4- . • 4- [cosmx cospx] a m
+  [sinx cospx] bx -h [sin 2 x  cospx] b 2 4- . . 4 - [s in m x cospx] bm

=  [y cospx] ,
h  [sinpx] a 0 4-  {cosx sinpx] a x 4- [cos2 x  sinpx] <*8 4- . . +  [cosmx sinpx] ani

4- {sinx sinpx] bx 4- [sin2x sinpx] b 2 4- . . 4- [sinmx sinpx] bm
=  [y sin px ] ,

J> =  0, 1, 2, 3, m .
Diese Gleichungen lassen in einem besonderen Falle eine einfache Lösung 

zu. Sind nämlich die x  so gewählt, dass
xr+i =  ry  , f  =  2 k : n ,

so erhalten die Gleichungen Coetficienten von der Form
[cospx cosqx ] == \-t-cosp9 cosqy-4 cos2py cos2qy  4- • . -\-cos(n— \ )pycos(n— \)qy, 
[cospx sinqx] =  cospy sinqy  4- cos2 p y sin 2 qy  4- . .  4- cos{n — 1 )p y sin (n  -  l ) q y ,  
[sinpx sinqx\ =  sin p y sin qy  4- sin 2py  s in 2 qy  4- . • 4- sin{n — \)py sin{n — \)qy- 

In diesen Reihen setzen wir
cosol cos$ =  \[cos{a — ß) 4- cos{* Hr ß)], « « «  w»ß =  \ [ ^ ( a — ß) ~  cos^  +  ß)l»

cos a W«ß =  ^ [.r/#(a 4- ß) — sin(y. ß)] >
und erhalten

l " _ l ]
[cospx cosqx] =  — y) ? 4-  ̂2 j o s k  {p  4- q) <p ,

^0  0
1 1

2. [cospx sinqx] =  4- y) 9 4 / 4)*% *

1 '1 | 1
[sinpx sinqx] =  -x ^ Jo s k {p  — q) ? — ^  +  ^  '

" 0  °
Setzt man in

(1 _  2«) : (1 _  z) =  ] 4-  2 4- z '2 4-  23 4- • • 4-
für z die complexe Zahl

2 =  cos[p ± ? ) ?  +  *« » (/  ±  <P»

§  2. Beobachtungsfehler. 9°7

so ist, wenn die ganzen Zahlen p  und q nicht gleich sind, 1 — z von Null ver­
schieden und zn — 1; daher ist

1 4- 2 4- 22 4- . . 4- zn~ l =  0 .
Die Sonderung des Realen und Imaginären giebt

n — l n—1
3- 'y^cosk(p dz q) tf =  0, y'jpisink(j) ±  q) «p =  0 .

0 1
Für den Fall p  =  q erhält man aus 2. unter Rücksicht auf 3.

4. [cos-px] — \n , [sin^px] — \n .
Mit Hülfe von 2., 3., 4. ergeben die Gleichungen 1. die Auflösungen

1 2  2 
a Q =  ~  [y] > ak =  ~  [y cos k x ] , bk =  -  [y sin kx] .*)

G. Die M eth od e der k le in s te n  Q u ad ra te  (Quadratsummen), die wir in 
den Abschnitten No. 2 bis ö angewandt haben, lässt sich auch in den Fällen 
No. 1 verwenden. Wird zu den gegebenen Zahlen a v  a 2 . . . a,L eine Zahl jx so 
bestimmt, dass

A,2 4- X22 4-  . . 4- iy n =  Minimum,
\ y  --- fX Cly ,

so folgt zur Bestimmung von jx die Gleichung
(fx a x) 4 - (|x — a 2) 4- (fx — a 3) 4- . • 4- ([x — a n) — 0 , 

aus welcher man erhält

1 / \IJ' — n \a \ 4 - a 2 4-  #3 4- . . . 4- ein).

§ 2. Beobachtungsfehler.
1. Bei keiner Messung kann man mit Sicherheit behaupten, dass das durch 

sie gewonnene Resultat vollkommen genau sei. Auch das sorgfältigst gearbeitete 
Instrument hat Fehler; auch der vortrefflichste Beobachter, dessen Sinne und 
Urtheil auf’s Beste beanlagt und geschult sind, gelangt an Grenzen, an welchen 
sein Urtheil anfängt, unsicher zu werden.

Die Fehler einer Messung theilt man ein in c o n s ta n te  und in z u fä llig e  
Fehler. Unter constanten Fehlern versteht man Fehler, die durch solche Ab­
weichungen vom idealen Baue des Instruments herrühren, welche während einer 
hinlänglich grossen Zeit sich nicht merklich ändern, sowie die von der Individuali­
tät des Beobachters abhängigen Fehler, sofern sie sich immer in einem bestimmten 
Sinne geltend machen. Alle übrigen Fehler, die von den wechselnden äusseren 
Umständen (Handhabung, gegenseitiger Lage der Theile des Instruments, Tem ­
peratur der Luft, Bestrahlung durch die Sonne u. s. w.) in einer Weise abhängen, 
dass sich die Bestimmung ihres Einflusses der Beurtheilung entzieht, werden als 
zufällige bezeichnet.

Die constanten Instrumentfehler, sowie die constanten Fehler des Beobachters 
müssen zunächst möglichst scharf bestimmt werden; dies erfolgt durch Messungen, 
die genaue Prüfungen der Resultate zulassen; diese Messungen werden unter 
möglichst günstigen Umständen und mit der grössten Sorgfalt ausgeführt, so dass 
man sicher sein kann, dass dabei die zufälligen Fehler auf ein Minimum herab-

*) Weitere Ausführungen, auch in Bezug auf Curven von gegebenem Charakter, die zwischen 
gegebenen Abscissen einer gegebenen Curve möglichst nahe liegen, sowie historische und kritische 
Bemerkungen über die verschiedenen Methoden, die Ausgleichungsrechnung zu begründen, findet 
man bei Henke, D ie M ethod e d er k le in ste n  Q u a d ra te . Inauguraldissertation. Leigzig 1868.
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gedrückt sind. Die zufälligen Instrumentfehler, sowie die zufälligen Fehler des 
Beobachters fassen wir unter der Bezeichnung z u fä llig e  M e s s u n g s le h le r  
zusammen.

Wir nehmen in allen folgenden Betrachtungen an, dass die bestimmbaren 
constanten Fehler ermittelt und die Beobachtungsresultate dementsprechend ver­
bessert worden sind; so dass nur noch die Ausgleichung der zufälligen Messungs­
fehler erübrigt.

2. Hat man eine Grösse direkt wiederholt gemessen, oder hat man zur Be­
stimmung mehrerer Unbekannten mehr Gleichungen durch Messung bestimmt, 
als zur Ermittelung der Unbekannten nöthig sind, so werden die für eine Un­
bekannte direkt erhaltenen Werthe, bez. die für mehrere Unbekannte aus ver­
schiedenen Combinationen der Gleichungen abgeleiteten Werthe zufolge der 
zufälligen Messungsfehler nicht vollständig übereinstimmen; es k om m t nun 
d a ra u f an, für die U n bekan n ten  so lc h e  W erth e  zu e rm itte ln , d ie den 
M e ssu n g sre su lta te n  sich  m ö g lic h s t gut a n sch lie sse n .

Die Berechnung dieser Werthe führt den Namen A u sg le ich u n g sre ch n u n g .
Dieselben Gründe, welche uns bei den Aufgaben des vorigen Paragraphen 

auf die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate geführt haben, sind auch 
für die Ausgleichungsrechnung maassgebend*); wir stellen daher als Princip der 
Ausgleichungsrechnung den Satz auf: D ie aus g eg li ch e n e n  W erth e  der U n ­
b e k a n n te n  sind so zu wählen, d ass die Sum m e d er Q u ad ra te  der A b ­
w eich u n gen  im M inimum w ird, wobei wir unter Abweichung den Unterschied 
des Werthes einer Function, den sie für die durch die Ausgleichung gefundenen 
Werthe der Unbekannten annimmt, und des durch Beobachtung gefundenen Be­
trags der Function verstehen.

§ 3. Ausgleichung direkter Beobachtungen.
1. Hat man durch n direkte Messungen für dieselbe unbekannte Grösse die 

mit den zufälligen Fehlern behafteten Bestimmungen x x, x 2, x v  . . . erhalten, 
und hat man keine Veranlassung, diesen Beobachtungen ungleiche Gewichte zuzu­
erkennen, so ist der ausgeglichene Werth der Unbekannten (§ 1, 1)

1 / Nx  =  -  u . H- x 2 +  +  . . . -h x„) .n v 1
Die Abweichungen sind

\x ==— x  — x j , Xg — x^ x , . . . .
U n te r  der m ittle re n  A bw eichu ng X v e r s te h t m an die Z ah l, d ere n  

Q u ad rat das a rith m e tisch e  M itte l d er e in z e ln e n  A b w eich u n g e n  ist. 
Hiernach ist

X2 =   ̂ (Xx2 +  X22 H- . . . -+- X„2) .

Die mittelbare Abweichung dient dazu, die Uebereinstimmung der Beob­
achtungen x x, x 2, . . abzuschätzen; je kleiner X bei verschiedenen Beobachtungs­
reihen für dieselbe Unbekannte sich ergiebt, um so grössere Uebereinstimmung 
zeigen die Beobachtungen der betreffenden Reihe.

2. B e isp ie l.
Für die geographische Breite der Ofener Sternwarte fand L ittrow folgende 

10 Resultate**)

•) Diese Begründung der Ausgleichungsrechnung g a b  H e n k e , a .  a .  O.
* * )  L i a g r e , Calcul des probabilites et theorie des erreurs, Bruxelles 1852. pag. 204.
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Da die Xk nur in den Sekunden-Einern abweichen, so genügt es, zur Be­
rechnung von x  die Einer und Zehntel zu addiren (die Summe beträgt 20) und 
den zehnten Theil der Summe zu 47° 29' 10" zu addiren.

Aus der letzten Golumne folgt
[X2] == 2,42.

Daher ist X == -j/2,42 : !Ö =  dh 0,49.
3. Wenn man Grund hat, einzelne Beobachtungen einer Reihe für wesent­

lich zuverlässiger (oder minder zuverlässig) zu halten als die anderen, so drückt 
man diesen Unterschied dadurch aus, dass man den Beobachtungen u n g le ich e  
G ew ich te  beilegt.

H aben  die B e o b a c h tu n g e n  x x, x 2, x a, . . . d er R e ih e  n a ch  die G e ­
w ichte p 1} p 2, p 3, . . . ,  so ist der ausgeglichene Werth

x  __ P \ x \ P z x 2 ~f~ P z x ?, ~f~ • •
. P\ A- p 2 +  • • •

Die aus der Gleichung

X2 —  ^  P i P ‘-->
P i  +  7*2 A~ p 3 +  • • •

bestimmte Zahl bezeichnet man in diesem Falle als die m ittle re  A bw eich u n g  
der G ew ich tse in h e it.

4. B e isp ie l.
Bei einem Repetitionstheodoliten ist ausser dem Fernrohre auch der horizon­

tale Theilkreis um eine verticale Achse drehbar; man kann daher das Fernrohr 
für sich allein um die Verticale drehen, während der Theilkreis feststeht, kann 
aber auch den Theilkreis in fester Verbindung mit dem Fernrohre drehen. Um 
den Winkel zwischen den Verticalebenen zweier Objecte A  und B  zu bestimmen, 
richtet man das Fernrohr auf A  und liest die Stellung des Nonius ab; dreht dann 
äuf B, verbindet das P ernrohr mit dem 1 heilkreise und dreht beide zusammen 
zurück, bis ersteres auf A  gerichtet ist u. s. f. Nachdem die Drehung des Fern­
rohrs von A  nach B  genügend oft wiederholt worden ist, liest man die Stellung 
des Nonius ab und addirt zur Ablesung die Anzahl ganzer Umdrehungen, die 
der Nonius während der Beobachtungen auf dem horizontalen Theilkreise zurück­
gelegt hat. Zieht man von der so gewonnenen Zahl die erste Stellung des 
Nonius ab und dividirt die Differenz durch die Zahl p, welche angiebt, wie oft 
das Fernrohr von A nach B  gedreht worden ist, so erhält man den gesuchten 
Winkel. Durch eine grössere Anzahl von Repetitionen eliminirt man fast ganz den 
Einfluss des Theilungsfehlers des Instruments, so dass nur noch der Einfluss der
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Visurfehler übrig bleibt; man kann einen durch p  Repetitionen gemessenen 
Winkel als das arithmetische Mittel aus p  Einzelmessungen betrachten und setzt 
daher das Gewicht desselben der Zahl p  proportional.

Man hat einen Winkel 14 mal durch Repetition gemessen und betrachtet 
die Repetitionszahlen p  als die Gewichte der Beobachtungen; die Zahlen p,  die 
Messungsresultate, den ausgeglichenen Werth des Winkels, die damit berechneten 
XA> X/,2 und p k W  sind in folgender Tafel zusammengestellt; die mit p kx k über- 
schriebene Columne enthält der Kürze wegen nur die Secunden von xk mit pk 
multiplicirt

Die letzte Zeile enthält die Summen
[P)> [.Px

Aus derselben ergiebt sich 

x  =  17° 56'

[/**]•

1830",00 =  17° 56 '3 9 ",7 8  ,
46

X =  dh 5",037 .
5. Man habe durch direkte Messungen und Ausgleichung für k  Zahlen die 

ausgeglichenen Werthe X v X 2, X 3,
weichungen
X xt X 2 , .
sammen

Ai, A
und gegebener Coefficienten a x, a 2 , . . .  in der Weise linear zu-

und die zugehörigen mittleren Ab­
erhalten; setzt man eine Grösse X  mit Hülfe der

3 ^ 3 -pX  =  a j^i +  2̂ X% „ 
so fragt es sich, w ie gross d ie m ittle re  Ab we i c h u n g  A di e s e r  l i n e a r e n  
F u n c t i o n  ist,  wenn man unter einer einzelnen Abweichung den Unterschied 
der mit Hülfe der ausgeglichenen Werthe hergestellten Zahl X  und der mit Hülfe 
irgend einer Combination der Beobachtungswerthe hergestellten bezeichnet.

T Q t  i x r, X „ v  .  eine Combination einzelner Abweichungen der X x ,  

X  X  , , SO ist die dazu gehörige einzelne Abweichung der linearen bunction

§  3 - Ausgleichung direkter Beobachtungen. 9 1 1

Wir ersetzen hierin Xia , X23 , . . . der Reihe nach durch jede Combination 
der einzelnen Abweichungen und nehmen das arithmetische Mittel aller so ent­
stehenden Werthe A l  .

“Ihr--
Sind nx, n2 , n 3 . . . Beobachtungen zur Bestimmung von X x , X 2, X 3 . . . 

gemacht worden, so ist die Anzahl aller Combinationen

A *

Aus dem Begriffe des arithmetischen Mittels folgt, dass die algebraische 
Summe der Abweichungen aller einzelnen Beobachtungen vom Mittel verschwindet, 
also ist

== 2 X 2 ß =  A X3Y =  . . . =  0.
Berücksichtigt man noch, dass

2X22« =
so ergiebt sich schliesslich

_ A 2 =  a * A 2  +  a 2 A 2 +  a 2 A 2 H- . . .
6. Ist X  keine l i ne a r e  Function der Xk, so kann man unter den Voraus­

setzungen, dass der TAYLOR’sche Satz auf X  für die Werthe der X k , welche 
innerhalb der durch Beobachtung gewonnenen Zahlen liegen, anwendbar ist, und 
dass man nur die erste Potenz der Abweichungen zu berücksichtigen braucht, 
setzen

■ lapY-- == ~P 2̂ X2? “P <7s X3Y ~p . . .
wobei

_  d_x
ai =  dX i  ’

wenn man in diesen Differentialquotienten für X x, X 2 , . . die ausgeglichenen 
Werthe setzt.

7. Be i spi e l .  Man hat in einem Dreiecke A B C  die Seiten B C  =  a  und 
die Winkel C B A  — ß und B C A  =  7 bestimmt; diese Werthe seien mit den 
mittleren Abweichungen A a, Aß, AY behaftet. Für den dritten Winkel a,  den 
Halbmesser r  des eingeschriebenen Kreises und die beiden andern Seiten b und 
c hat man

a =  180° — ß — y,

r  =  W  —
Die mittlere Abweichung von a ist

A« =  l/Aß2 +  A y2-
Da man hat

d r  _ 1 e r  a  cosa
d a  ~  2 s i n n ’ da ~~ 2 sin2*. ’

0 ist

Ar =  2 sin2 a V sin* a • A«2 +  a'1 cos'1* • A«2 • 
Ferner ergeben sich

Az =  2 ]/sin2 ß • A,-2 H- r 2 ß • Aß2, 

Ac =  2 }/sin21 • A A  -p r 2 cos2  ̂• AY2.
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§ 4. Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen.
1. Für die gegebenen Coefficienten

> b \ i c j , . . . .
# 2  t  ^ 2  > ^ 2  > • • • ’

& n t b n  ,  Cn i  • * • •

habe man die Wertlie
U  i  y  U  2 ;  ^  3 f  * * * *

der linearen Functionen
ßjA 4 “ 4“ C ẑ 4- . . . .
a^x 4 - b^y -h c2z - + - • • • •

a„x 4- bny  H- cnz 4- ■ • • •
b e o b a c h te t ; a lle n  B e o b a c h tu n g e n  sei d a s s e lb e  G e w ich t zu erk an n t. 
Die Anzahl der Unbekannten x, y , z, . . sei kleiner als n. Die ausgeglichenen 
Werthe der Unbekannten erhält man durch die Bedingung (§ 1, No. 4),

Xp* 4- X22 4- X32 4- . • 4- X„2 =  Minimum 
\r == arx  4- bry 4- crz 4- . . . ur

aus dem linearen Systeme
[aa\x 4- [ab]y 4- \ac\z 4- . . . .  =  [au] ,
[ab]x  4- [bb\y -t- \bc\z 4- • • • =  [bu],
[a c\x 4- [bc\y 4- [cc]z 4-  . . . =  [cu\,

Diese Gleichungen werden nach G auss als die N o r m a l g l e i c h u n g e n  be­
zeichnet. In der Determinante

haben symmetrisch zur Hauptdiagonale stehende Glieder denselben Coefficienten. 
Bezeichnet man den Coefficienten des kten  Gliedes der z'ten Zeile mit «,*, so 
folgen aus 1. die ausgeglichenen Werthe

„r =  ([«»] alx 4- [bu] a 2 t 4- [cu\ a 31 4- . • •) »

y  =  t s ([«^]*i 2 +  \bu\ a 22 +  [cu] a32 +  •••)>
2. JJ

Z =  ([#«] «1 3 4" [bu\ a2 3 4" [cu] a 3  3  +  • • •) >

2. Mit Hülfe der soeben berechneten Werthe erhält man für die Abweichung 

einer Beobachtung
X,- =  -+- bry  4- 4- • ■ • •

Für die mi t t l er e  Abwei chung hat man

X2 — -  (Xt2 4- X22 4-  X32 4- . . 4- X„2).

Ersetzt man in den Lösungen No. 1, 2 die ur überall durch
1/'r  Ur  4“ Xr ,

§ 4- Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen. 9 ^

. nicht, denn die ausgeglichenen Werthe erfüllenso ändern sich die x, y, z, . . 
die Gleichungen

a \x  "F y  4- c1z 4-  . . . =
Ä2-r  4-  / ;2_y 4 -  _|_ . . . —  u

a nX 4- 4- cnz 4- .  .  .  =  Un ,

sind X y, z, . . . die Werthe, welche sich aus diesem Systeme durch die 
Methode der kleinsten Quadrate ergeben, also die Werthe, welche aus No. 1 2 
hervorgehen, wenn man darin die ur durch die ur' ersetzt.

Um die Schärfe der Bestimmung jeder einzelnen Unbekannten abzuschätzen, 
kann man an jeder Beobachtung ur eine Correction anbringen, die dem abso­
luten Werthe nach der mittleren Abweichung X gleich ist, und die zu diesen 
corngirten u gehörigen corngirten x, y, g . . nach No. 1, 2 berechnen. Da man 
keine Veranlassung hat, positive Correctionen vor den negativen auszuzeichnen, 
so wird man alle möglichen Vorzeichencombinationen für X wählen, und aus den 
resultirenden Correctionen der Unbekannten mittlere Abweichungen \x, \v 
berechnen. ' y ' ’

In der Gleichung

ist das Mittel aus 4- X und u,! -  X; zur Bestimmung von X, kann man 
caiei  die Gleichung für A § 3, No. 5 benutzen Setzt man in derselben

so erhält man 1 2 '  ’ k ’

I .  B  - X , 2 =  X2 [ ( « 1 « n  4 - ^ a ) 2  4 -  . .)2 4 -  (rtr2 a i  x 4 -  b2 a 12 4 -  . . ) 2 4 -  . . ] .  
Setzt man

airJ-\ 1 4 -  b;<x12 4 -  . . .  —  Az-,
multiplicirt die hieraus für / =  1, 2, 3, . . . hervorgehenden Gleichungen der Reihe 
nach mit A lt A 2, A s, . . . ,  und addirt, so erhält man 
3- . . .  M H i  4- [bA] a 12 4- . . . =  [AA\.

Multiplicirt man die Gleichungen 2. mit a,- und addirt, so entsteht 
M a n  +  [ab]a  12 4 -  . . .  — [aA ] .

Die linke Seite dieser Gleichung ist die Determinante £>; daher folgt
[aA] =  D .

Multiplicirt man dagegen 2. mit bit bez. ...........so erhält man

. D*e ^nken Seiten dieser Gleichungen verschwinden identisch. Folglich 
ergiebt sich aus 3.

Daher hat man schliesslich

und ebenso

Scm.OKMri.CH, Handbuch der Mathematik, lld. U.
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Je schärfer die Bestimmung einer Unbekannten, je kleiner also die auf sie 
gemäss dieser Gleichungen entfallende mittlere Abweichung ist, ein um so 
grösseres Gewicht hat man derselben beizulegen.

W ir b e z e ic h n e n  das R e c ip ro cu m  vom Q u a d ra te  der m itt le r e n  A b ­
w eich u n g  d ire k t a ls  G ew icht der U n b e k a n n te n  und haben daher, wenn 
die Gewichte mit px, py, pz, • • • bezeichnet werden ,

1 D __ 1 D_
5. Px =  p  * 1 > Py -  X2

6.

4 2
J_  1 . 1 ,

p x  \ p y \ p z  = ------- —  a n  : a 22 ‘ a 33

3 . Numerische Aufstellung und Auflösung der Normalgle ichungen.
Zur Berechnung der Coefficienten der Normalgleichungen bedient man sich 

mit Vortheil hinlänglich ausführlicher Quadrattafeln. Aus denselben entnimmt 
man zunächst direkt die Glieder der Summen

[aa] , [bb\} [cc], . . . .
Um auch die übrigen Summen

[ab] , [ac], [bc], . . . .
zu erhalten, kann man von einer der Gleichungen Gebrauch machen 

ab  =  * [ ( « +  b y  -  (a - b y ] , 
ab  =  %[(a +  b y  -  a 2 -  b* ] ,  
ab  =  bb b* -  ( « - ^ ) 2]-

Wenn man die Normalgleichungen auflösen und zugleich die Gewichte der 
einzelnen Unbekannten bestimmen will, so wird man am zweckmässigsten das 
folgende Verfahren zur Auflösung eines allgemeinen linearen Systems einschlagen. 

Das System sei
(11 • 1)* !  +  (12 -1)^2 +  (13 * 1 ) * 3 +  • • • _t~ ‘ 1) * ” =  ( lw ’ 1) ’
( 2 1  • 1) -4- (22 • 1)^2 +  (23 ' +  • • • +  @ n ' ^  Xn =  ^  ’
(31 • l ) x 1 -b (32 • l)x.2 -b (33 - *3 -+*••• +  (3n ‘ =  (3u ' ] ) ’

(in\ . 1) * !  +  (»2 • 1)# 2 +  («3 • 1) * 3 -b . . .  +  (nn • \)xn =  (««  • 1) • 
Hierin sind die Coefficienten der Einfachheit wegen durch in Klammern 

geschlossene Ziffernzusammenstellungen angedeutet; ( i k  • 1) bedeutet den Coeffi­
cienten von x k in der i t en Gleichung des 1. Systems; letztere Unterscheidung 
ist notwendig, weil noch mehrere Systeme behufs der Auflösung des gegebenen 
aufgestellt werden; (tu - 1) bedeutet die rechte Seite der z-ten Gleichung des

1. Systems.
Aus der Elemententafel

(11 • 1) (12 -1) (13 • 1) . . .  ( l n -  1) (1 u • 1),
(21 • 1) (22 • 1) (23 • 1) . . . (2 n • 1) (2 u • 1) ,

1 . (31 - 1) (32 - 1) (33 • 1) . . . (3» • 1) (3«  - 1 ) , '

(n\ - 1) («2 • 1) (n3 • 1) . . . (nn • 1) (nu • 1)

Derechnen wir eine neue Tafel,
(22-2)  (23-2) . . .  (2zz . 2) ( 2 « - 2 ) ,
(32 -2 ) (33 *2) . . . (3 n • 2) (3 u • 2 ),

(«2 • 2) (»3 -2) . . .  ( n n - 2) (nu-  2) ,
Dei welcher

3.

§ 4. Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen.
9 U

Wählend wir die ( ik - 2) vollständig berechnen, wollen wir die (tu - 2) als 
meare Functionen der («» • 1) dargestellt lassen. Die Tafel 2. gehört zu dem 

Systeme, welches durch Elimination von * ,  aus der ersten Gleichung in Ver­
bindung mit der zweiten, dritten, u. s. w. Gleichung hervorgeht.

In derselben Weise, wie man von 1. zu 2. übergeht, gelangt man von 2 zu 
einer neuen Coefficiententafeh 3., von dieser zu einer vierten Tafel u. s w Wie 
man sofort sieht, erhält man durch genügend häufige Wiederholung dieses Ver- 
faluens schliesslich die Gleichung
4' . (nn - n ) x H =  (nu - n ) .

Hierbei ist die rechte Seite eine lineare Function der (tu • 1), in welcher

lösung 0611 C° efficienten h  hat VerSleicht man die aus 4. hervorgehende Auf-

0.

mit

wobei D  die Determinante des Systems 1. und aMH den Coefficienten von (nn - V 
in dieser Determinante bezeichnet, so ergiebt sich

(nn - n) =  .

Dividirt man die Glieder der ersten Zeile der Determinante

D

uuiou • JJ, mumpiicirt dann die Zeile der Reihe nach mit
(2 1 * 1), (31 • 1), . . . .  (# i • 1)

und subtrahirt diese Zeilen von Produkten der Reihe nach von der 2. 3. . n ten 
Zeile, so erhält man

(2 2 - 2) ( 23- 2 )  . . .  ( 2 n - 2)
______( 32- 2)  ( 33 - 2 )  . . .  ( 3 n - 2)

(11 • 1)

| (n 2 • 2) (n 3 • 2) . . . (n n - 2)
Dividirt man hier wieder die Elemente der ersten Zeile mit dem ersten 

Elemente, multiplicirt dann mit den Anfangselementen der 2., 3., . . .  Zeile und 
subtiahirt diese Produkte nach einander von den Elementen der 2., 3. Zeile 
so entsteht

D  (33 * 3) (34 • 3) . . . j
(11 • 7 7 ( 2 2 ^ 2 )  =  ( 4 3 ' 3 ) ( 4 4  ’ 3) . . . j .

Wenn man dieses Verfahren genügend oft wiederholt, so erhält man
o e e l i  /■*!-*

D
( l f .  1) ( 22- 2 )  ( 33- 3 )  777(7

schliesslich

also ist
1, n — l • n — ]) (̂n n . fl) ;

S8

('*•  2) =  ( ! « . , ) .
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7. D  =  (11 • 1) (22 • 2) (33 • 3) . . .  (nn ■ n ) , 
und daher mit Rücksicht auf 6.
8. == (1 1 *1 ) (22 • 2) (33 • 3) . . . (n -  1, n — 1 • n -  1).

Ohne von dem numerischen Werthe der (tu • 1) Gebrauch zu machen, sub- 
stituirt man 5. in die erste Gleichung des (n — l)ten  Systems; diese Gleichung 
enthält ausser x n noch *„_U nach der Substitution erhält man * » - i  als lineare 
Function der (tu • 1).

In die erste Gleichung des (n — 2)ten Systems setzt man nun die aufge­
fundenen Werthe von x n und *« _ i u. s. f., bis man endlich alle x  als lineare 
Functionen der (tu • 1) ausgedrückt hat.

Multiplicirt man die Coefficienten, welche (tu ■ 1) in diesen Functionen haben, 
mit der unter 7. gefundenen Determinante D, so erhält man die Coefficienten 
welche die Elemente (ik  • 1) in D  haben.

Handelt es sich um die Auflösung von Normalgleichungen, so sind die 
Coefficienten der (tu • i) den Gewichten p i  der Unbekannten proportomal; die 
in No. 2 definirten Gewichte werden aus den Coefficienten der (tu • i) durch 
Division durch das Quadrat der mittleren Abweichung X erhalten.

Setzt man schliesslich für die (tu • 1) die Werthe in die für xk gefundenen 
Ausdrücke, so hat man die Auflösung des gegebenen Systems beendet.

Kommt es nur auf diese Auflösung an, und nicht auf die Bestimmung dei 
aikf so kann bereits vom Beginne der Rechnung an von den numerischen Werthen 
der (tu • 1) Gebrauch machen.

4. W enn die B e o b a ch tu n g e n  u n g le ic h e  G e w ic h te  h a b e n , p x, p 2, 
p % . . . p n, so hat man die Summe

p x\? +  22 +  P ^ i  +  • • +  pnX2„
zu einem Minimum zu machen. Aus dieser Bedingung ergeben sich die N o rm a l­
g le ich u n g e n  für den F a l l  u n g le ic h e r  G ew ich te  zu

[pad\ x  -+- [pab]y  -+- \j>ac\ z +  • • =  [p ^ a ] ,
1. [pab] x ■ + \pbb\y [p bc] z =  \pu b\,

[pac\ x  -t- [pb c\y 4- \pc c\z 4- . . =  \pu c] ,

wobei z. B.
[pac\ — p\U\C\ +  p  i a ‘i c ‘i +  P%a 'ic% +  • • •

Hat man diese Gleichungen nach No. 3. aufgelöst und mit Hülfe dieser 
Auflösungen die Abweichungen der einzelnen Beobachtungen bestimmt, so erhält 
man aus der Gleichung

2 _  +  p 9 -+- p % -t- . • •
Pi +  P t  +  P z  +  • • *

die m itt le r e  A bw eichu ng X der G e w ic h tse in h e it.
Um die mittleren Abweichungen X.r , X,,, . . . der ausgeglichenen Werthe der 

Unbekannten zu erhalten, hat man den vorliegenden Fall dadurch mit dem Falle 
gleicher Gewichte in Uebereinstimmung zu bringen, dass man annimmt, man 
habe anstatt lauter verschiedener Bestimmungen Gruppen von der Reihe nach 
P Pt Ps ■ ■ ‘ identischen Bestimmungen erhalten. Alsdann kann man sofort 
die Gleichungen No. 2, 4 benutzen, indem man für D  die Determinante des 
Systems 1. und für a,y den Coefficienten des zten Diagonalgliedes dieser Deter­
minante setzt.

§ 4. Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen. 917

5. B e is p ie l.
Zwischen den vom Punkte M  ausgehenden Strahlen M A, M B , AIC, M D , 

wurden folgende Winkel gemessen
=  d ,B  =  48° 17' 1",4 mit dem Gewichte p x — 30 ;

» p  2 =  20 ;
>> Pz =  26 ,
>y p 4 — 25 ;
n P  5 =  28 ,
>> P<ö —  4 4  .

Werden die drei ersten Winkel mit $, 7],  ̂ bezeichnet, PP 
so sind die sechs beobachteten Grössen durch sechs 
lineare Gleichungen

-h bkt\ +  C}& =  Wk
verbunden, wobei au, bk, Cu die Werthe haben

w x
=  A ,C  =  96 52 16,8 

w3 =  A ,D  = 1 5 2  54 6,8 
w x =  B ,C  =  48 35 14,3 
zv. =  B ,D  = 1 0 4  37 7,8
w % =  C,D  =  56 1 48,9

<*kx H- bky  +  CkZ =  uk ,
wobei die ctk, bk, Ck die Werthe 1 . haben, während die Uk sind

ux =  u2 =  =  0 ;
4̂ B l »  u 5 =  2, 4 ;  Wg =  H-  1, 1 .

Die zur Aufstellung der Normalgleichungen nöthigen Zahlen sind

Daher sind die Normalgleichungen
83.* — 25_y — 282 =  — 39,7

— 2 5 *  -+- 89.y — 442 =  20,9
— 2 8 *  — 44y  -p 98^ =  18,8 .

Die Auflösungen dieses Systems sind
*  =  — 0 " ,3 4 , y  =  0 " ,2 4 , 2 =  0",20 .

Die ausgeglichenen Werthe der sechs Winkel sind daher 
A, B  — 48° 17' 1",06 ,
A, C =  96 52 17,04,
A ,  D =  152 54 7,00,
B , C  =  48 35 15,98 ,
B , D  = 1 0 4  37 5,94,
C, D  =  56 1 49,96 .
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Die Summe [/XX] ist 222,44; für das Verhältniss der Gewichte ergeben sich 
die abgerundeten Zahlen

px : py : p z =  55 : 50 : 55 , 
also sind die Gewichte nahezu gleich gross.*)

G. Einige Schriftsteller empfehlen zur Erleichterung der Berechnung der 
Coefficienten der Normalgleichungen das gegebene auszugleichende System 

a xx  -H b xy  +  c xz -+- . . =  u x ,
1 • a 2x  -f- b gy  —f- c 2z -l— . . =  u2 ,

durch das folgende zu ersetzen

Haben die Beobachtungen die Gewichte p 2, . . . pH) so ist die Bedingung 
zur Bestimmung der Unbekannten aus dem Systeme 2.

Die Bedingung für die Ausgleichung des gegebenen Systems 1. ist 
4. P\(P\X -+- • • — « j) 2 +  / 2 (a 2 x  +  • • — l ) 2 H- . . — Minimum.

Vergleicht man 3. und 4., so erkennt man, dass die Ersetzung des Systems 1. 
durch das System 2. gleichbedeutend damit ist, den Beobachtungen anstatt der 
gegebenen Gewichte

P\> P^’ P'A’ • • • Pn
die Gewichte zuzuschreiben

H iera u s  fo lg t, d ass es n ic h t s ta tth a ft is t ,  das S y stem  1. d u rch  2. 
zu e rse tz e n ; sow ie, dass es ü b erh au p t n ic h t s ta tth a ft  is t, d ie d u rch  
die B e o b a c h tu n g e n  g eg eb en en  G le ic h u n g e n  m it u n g le ic h e n  Z a h le n  
zu m u ltip lic ire n .

Wenn man indess bedenkt, dass die Bestimmung der Gewichte niemals eine 
scharfe ist, sondern immer nur auf mehr oder minder unsicheren Abschätzungen 
beruht, so kann man, wenn man im Interesse einer Abkürzung der Zahlenrechnung 
es für sehr wünschenswerth halten sollte, die gegebenen Gleichungen 1. unbe­
denklich mit Zahlen multipliciren, deren Verhältnisse nicht viel von der Einheit 
abweichen; insbesondere kann man 2. für 1. setzen, wenn die iik : Ui für jedes k  
und i  nahezu — 1 ist. Die auf diesem Wege berechneten ausgeglichenen Werthe 
werden dann nur sehr wenig von dem durch Verwendung des Systems 1. ge­
wonnenen abweichen.

7. Wenn F u n c tio n e n
?  i(x >y> z> • ■ •)> ?2 (x > y> 2> • • •)> ? 3  Ou z> • • •)>

deren Werthe

*) Me y e r , Vorlesungen über Wahrscheinlichkeitsrechnung, deutsch von C z u b e r , Leipzig 1859, 
Pag- 3° 5-
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U x, U 2, U ‘.j, . . . .
man beobachtet hat, n ic h t lin e a r  sind, so wähle aus den Gleichungen

<p* (x, y, z, . . .) =  Ui
so viele aus, als Unbekannte vorhanden sind und löse dieses System in geeigneter 
Weise auf. Es wird dabei genügen, solche Annäherungswerthe für die Unbe­
kannten zu erhalten, für welche die Abweichungen der berechneten m  von den 
beobachteten nicht mehr betragen wie die bei der Ausgleichung zu erwartende 
Abweichung dieser Grössen. Die so für x, y, z, . . gefundenen Zahlen können als 
die angenähert richtigen Werthe gelten.

An denselben hat man geeignete Correctionen £, tq, £ . . . anzubringen, um 
die ausgeglichenen Lösungen x', y', z', . . . zu erhalten. Unter den Voraus­
setzungen, dass innerhalb des Betrages dieser Correctionen der i  a y l o r  sehe 
Lehrsatz auf alle Functionen cp anwendbar ist, und dass die £, t), so klein
sind, dass man nur die erste Potenz dieser Correctionen zu berücksichtigen hat, 
ersetzt man jede Function cp durch

c cp
cp =  c p < A ,jc ,  * , • • )  +

Hierin hat man rechts für x, y, z, 
Hierdurch erhält man für £, yj, £,

dq> $cp
• s  ■+• % ■  ’ i +  d i ' ' +  • ■ ■

. . die Annäherungswerthe zu setzen. 
. . . die linearen Gleichungen

aus denen man zur Bestimmung der £, rj, £ . . . die Normalgleichungen ableitet.
8. B e isp ie l.
Um die Lage des Punktes K  gegen die Basis A C  zu bestimmen, misst man 

die Strecken A B  und B  C, sowie die Winkel P C K , P B K , P A K .
Setzt man j {

tan g P C K  =  u v tang P B K  — u2, tang P A  K =  u-A,
K P K  AC, AC  =  d x, A B  =  d 2, A P = x ,  P K = y ,  
so hat man zwischen den gesuchten und den beob­
achteten Grössen die Gleichungen

(M. 579.)

also eine überzählige Gleichung.
Sind x', y  Näherungswerthe der Unbekannten, so erhält man für die daran 

anzubringenden Correctionen £, rt die Gleichungen

nachdem man alle neun Coefficienten dieses Systems berechnet hat, leitet man 
die Normalgleichungen ab.
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§ 5. Ausgleichung direkter und vermittelnder Beobachtungen mit 
Bedingungsgleichungen.

1. Hat man durch einfache Messung für die Winkel x , y, z eines ebenen 
Dreiecks die Werthe c, rlt C gefunden, so wird die Summe \ 4-  q +  £ nicht genau 
180 betragen. Die Verbesserungen, welche man an den gemessenen Werthen 
anbringen muss, um die genaue Winkelsumme herzustellen, bestimmen sich nach 
der Methode der kleinsten Quadrate in folgender Weise.

Sind y, z die verbesserten Winkel, so sind x  — y  — yj, z — r die 
Abweichungen. Die Summe der Quadrate derselben muss ein Minimum werden 
unter der Bedingung

f = x - \ - y - y - z  — 180° =  0 .
Dahei hat man (Dififerentialrechng., § 14, No. 14) das Minimum der Function 

F  — (x  — t y  -h (y — T])2 H- (z — Q2 +  2k f  
zu bestimmen. Hierzu ergeben sich die Gleichungen

x  ;  4- k  =  0 ,
y — H +  k =  0 ,

* — C H- k  =  0 ,
x  -h y  -h z =  180°.

Subtrahirt man die letzte von der Summe der andern, so folgt
k = K5 + >1 + Z — 180°).

Hieraus folgen die gesuchten Winkel
x  =  l —  ^(S +  rj +  C— 180°),

u  . y  =  *1 —  |(S +  7] +  :  — i8o°),
*  =  " — +  r) +  c — 180°).

Der Ueberschuss der gemessenen Winkelsumme über der theoretischen ist 
daher in drei gleiche 1 heile zu theilen und jeder der gemessenen Winkel um 
diesen Theil zu vermindern.

Kleinere Dreiecke auf der Erdoberfläche kann man als ebene und ihre 
Wmkelsumme daher als nicht verschieden von 180° betrachten. Bei grösseren 
Dreiecken, wie sie bei Landesvermessungen Vorkommen, bestimmt man den 
sphärischen Excess s in Secunden mit hinlänglicher Genauigkeit, indem man den 
Flächeninhalt A nach den Formeln für ebene Dreiecke ermittelt, und alsdann 
von der Formel Gebrauch macht

£ =  — - 206205.

Hierin ist R  der Halbmesser der Kugel, für mittlere geographische Breiten 
und für Meter ist daher

logR — 8 ,80484.
Bei der Ausgleichung der Winkel eines spärischen Dreiecks hat man in 1. 

statt 180° zu setzen 180° 4-  e.
2. Hat man für jeden der Winkel eines ebenen Dreiecks n Messungen

t’i> • • • hi i Wj, \)2, . . . 31; g2, . . . g„
gemacht, die gleiches Gewicht haben, so werden die ausgeglichenen Winkel aus 
den Bedingungen erhalten

m

2  K* — h ) 2 +  (y  — tv)2 4- {z — 3*-)2] H- 2 k (x  y- y  +  Z — 180°) =  Min.

Hieraus folgen die Gleichungen
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x  —H y  -|— z — 180 ,
wobei mit ?, t], die arithmetischen Mittel der für x, y, z beobachteten Winkel 
bezeichnet worden sind. Dieses System hat dieselben Lösungen, wie das ent­
sprechende System in L , wenn in 1. k  durch k  : m ersetzt wird.

3. Hat man für x, y, z der Reihe nach ///, n, r  Beobachtungen gemacht, 
alle von demselben Gewichte, so erhält man zur Bestimmung der ausgeglichenen 
Werthe die Bedingung
m n r

2  (*  -  L-)2 +  2  0  -  9/)2 +  2  0  -  3*)2 +  M ix  4- y - h z -  180°) =  Min.
1 1 1

Bezeichnet man wieder mit £, rj, '£ die arithmetischen Mittel der für x, y, z 
durch Messung gefundenen Winkel und mit in, 11, r die Reciproken von m,.n, r, 
so folgen zur Bestimmung der ausgeglichenen Werthe die Gleichungen

x  — $ 4- Ul k  — 0 , 
y  — r] 4-  n k  — 0 , 
z — £ 4- xk — 0 , 
x  4- y  4~ z =  180 .

• Aus denselben erhält man, wenn man
111 4- 11 4" l’ == ö und z ~l— rj 4— £ — 180 — d  

setzt, die Lösungen

x  =  5 — • d , y  =  r) — -  • d ,

4. Sind x, y, z nicht Winkel eines Dreiecks, sondern Seiten eines recht­
winkeligen Dreiecks, so gilt für dieselben die Bedingung
1 . x 2 — y 2 — z 2 =  0 .

Die arithmetischen Mittel ’z, yj, £ kann man als Annäherungen betrachten, 
so dass man nur die erste Potenz der Correctionen zu beachten braucht; für 
dieselben folgt aus 1 .

2£ • X — 27) • g — 2£ • v =  — $2 +  n 2 4- £2 .
Die Unbekannten X, ja, v bestimmen sich aus der Bedingung

m n r

y ,(5 + * -  ^  +  S o i  + v- -9.02 +  2 « +  v -  v>"
4- 2 / ^ ( 2 U  — 2 r jfA — 2£v +  — rj2 — C2) =  Min.

Man erhält die Gleichungen
X 4-  2 ui • k\ =  0 ,
ja —  2  ti • k~t\ =  0 ,
v —  2  r  • K  =  0 ,

2;X —  2 yj ja —  2Cv =  —  \2 +  r]2 4 -  C2 •
Hieraus folgt

4£(m $2 4- iir)2 4- r^2) =  E2 — r)2 — C2.
Setzt man

£2 — T)2 — c2 =  2 d,  111E2 +  nyj2 4- ri:2 =  i ,  
so ergeben sich die ausgeglichenen Werthe



922 Ausgleichungsrechnung.

X =  l  +  X =  £ ^1 —

2 =  £ -F  v =  £ ^1 4 -  — .

5. Nach diesen Beispielen wenden wir uns zu einem allgemeineren Falle. 
Sind für die Unbekannten x x, x.2, x A durch direkte Beobachtung die Werthe 

\2> »3 > ■ • • den Gewichten p x, p 2, p % . . . gefunden worden und werden 
die x  durch q lineare Bedingungen verbunden

f i  653 a xxx x 4- a 2xx 2 -t- a 3Xx ;i 4- . . . — b x — 0 ,
1 • f 2 =  Cl j  2 X ̂  —F CI 2  2 X 2  4“ & 3  2 X  g  —(— .  .  .  — b 2  =  0  ,

so hat man zur Bestimmung der Unbekannten
Pi (-Ti — n )2 +  P 2(^2 — ^ )2 +  . . 4 - % k\fi -F 2/£2/ 2 4- . . =  Minimum. 

Hieraus ergeben sich die Gleichungen
p xx x — p 2 \x -+- [kcii] =  0 ,

—• p 2x 2 p  2 ?2 ~F —  0 ,

Die unbekannten Grössen kx , k 2 , . . . bezeichnet man nach G auss als 
C o rre la te n .

Aus 2. berechnet man die Grössen x x, x 2 . . . und setzt dieselben in 1. ein, 
Dadurch erhält man q lineare Gleichungen zur Bestimmung der Correlaten. Nach 
Auflösung dieses Systems erhält man aus 2. die Unbekannten.

6. Sind einige unter den Bedingungsgleichungen cp =  0,  ̂ =  0, . . . nicht 
linear, so betrachtet man die beobachteten Werthe der Unbekannten als An­
näherungen und bestimmt deren Verbesserungen; unter der Voraussetzung, dass 
nur erste Potenzen der Verbesserungen zu berücksichtigen sind und dass inner­
halb der Werthe der Verbesserungen die Functionen und ihre ersten Differential­
quotienten endlich und stetig sind, ersetzt man cp durch

da „ dq>
<(, +  ä y X i + ^ X2 +  - -  - =  0 ’

worin die Unbekannten x x, x 2, . . . durch die beobachteten Werthe zu ersetzen 
sind. Hierdurch kommt man auf den Fall lin e a re r  Bedingungsgleichungen 
zurück (Vergl. das Beispiel in No. 4).

7. B e isp ie l.
A. Zur Bestimmung der Fläche eines Dreiecks hat man dessen Seiten 

x', y ,  z', sowie die zugehörigen Höhen u', v', w' gemessen, und die Werthe erhalten
x, y , z, u, v, w .

Die zu bestimmenden Grössen sind durch die beiden Gleichungen verbunden 
j x' u' — y'v' — 0 ,

x' u' — z' w' — 0 .
Bezeichnet man die an x, y  . . . anzubringenden Verbesserungen mit

h 9» b u > » ,  w,
so hat man für dieselben die aus 1. folgenden Gleichungen

f  =  uy. -f  xu  — — _yt> -F x u  — y v  =  0 .
cp s= uyi -f  xu — w i — zXü -F x u  — zw  — 0 .

Zur Bestimmung der Correctionen, sowie der Correlaten k x und k2) folgen 
aus der Bedingung
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y  +  y  -F a2 -F U2 4 - b2 4- tu2 4- 2 k xf  4- 2X’ 2cp =  Minimum. 
die Gleichungen

X -F u(kx 4- £ 2) — 0 ,
X) — v k x =  0 ,

„ 3 — w k 2 =  °>
U 4" x ( k x -F k %) == >
u — y k x =  0 ,
U) — zk  2 =  0 .

Die aus diesen Gleichungen folgenden Werthe von l), 5, it, b, ib setzt man 
in 2. ein; dadurch erhält man

(&2 -F x 2 4 - v2 4- y f k x 4 - {u2 4 - x 2) k 2 —  x u  y v ,
(«9 4 - x 2) k x 4- (u2 4- a:2 4- 7£/2 -F  z 2) k 2 =  x u  — zw .

Aus diesen beiden Gleichungen berechnet man die Correlaten k v b2, setzt 
die für dieselben gefundenen Werthe in 3. ein, so erhält man die Correctionen

X, 9c b  «, b, w.
Mit Hülfe derselben ergeben sich die ausgeglichenen Werthe 

x' =  x  4 -  X, y  =  y  4- 9 > z ' —  z "F j , 
u' =  u 4 - u, v1 =  v 4- b , w' =  w  \x>.

Die aus denselben berechneten Produkte
x 'u ' , y 'v ' , z'w'

stimmen bis auf Grössen erster Ordnung in Bezug auf die Correctionen mit­
einander überein.

B, In einem Dreiecke hat man für die Seiten x', y ', z' und die gegenüber 
liegenden Winkel u1, v', w' durch direkte Beobachtungen von gleichem Gewichte 
die Grössen x, y, z, u, v, w gefunden.

Zwischen den zu bestimmenden Grössen bestehen die Gleichungen 
u' 4 - 2/ 4 - w' — 180° =  0 ,

3. x' cos v' 4 - y  cos u' — z' =  0 ,
x 1 cosw' 4- P cos u' — y' =  0 ,

von denen nur die erste linear ist. Bezeichnet man die an den beobachteten 
Grössen anzubringenden kleinen Verbesserungen der Reihe nach wieder mit

und setzt

so erhält man für die Verbesserungen die Bedingungsgleichungen 
f  == lt —F b —F U3 4- ci — 0 ,

4. y  cos v • x  —  x  sin v • b 4 - cos u • X) —  y  sin u • it —  3 4 -  b  =  0 ,
'j/ === cosw  • x  —  xsin w  • w 4- cos u • 3 — z sin u • it —  t) -F c —  0 .

Aus der Bedingung
X2 -F 92 4- 32 4- lt2 4- b2 4- lb2 4- 2 k xf  4- 2 Z>2 cp 4- 2k s <\i =  Min.

folgen die Gleichungen
X - f  k 2 cos v 4- k 3 cos w  =  0 ,
9 4 - k 2 cos u — k 3 =  0 ,
8 —  ^ 2 + ^ 3 cos  ̂ =  0  ,
U 4— k x — k 2 ■ysin u  — k 3 • zsinu — 0 ,
D 4 - k x — k 2 • xsin v  =  0 ,
W 4 - k x — k 3 • xsin w  =  0 .

Substituirt man die aus 5. folgenden Werthe der Verbesserungen in 4., so
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ergeben sich drei lineare Gleichungen für die Correlaten k x, k 2, k 3 und nach 
Auflösung derselben aus 5. die Unbekannten.

8. Hat man zur Bestimmung der Unbekannten

die Werthe
x ,  y ,  z, . . . .

der Functionen

beobachtet, und bestehen

» 2̂ > • • • > U>i

«Pi ( - D J U  z, . . .),
*»•••) »

OöJU * »•••)
zwischen den u die Bedingungsgleichungen

so hat man zunächst die Beobachtungen der m nach dem bisher Mitgetheilten 
auszugleichen und mit Benutzung dieser ausgeglichenen Werthe das in § 4 an­
gegebene Verfahren einzuhalten.

9. Sind zur Bestimmung der Unbekannten
x ,  y ,  z, . . .

die Werthe
U\} ^2> ^3 > • • • >

der l i ne a r e n  F u n c t i o n e n
a xx  4- bxy  4 - cxz H- . . . 

. a 2x  -4- ^2 ^ "+• ^ 2  ̂ 4 -  . . .

anx  +  bny  +  cnz 4 - . • .
beobachtet worden, haben diese Beobachtungen die Gewichte

P\ > Pzi Pz > • • • • pn
und be s t e h e n  zwi s c he n  den U n b e k a n n t e n  die l i ne a r e n  G l e i c h u n g e n  

f\ B  0 4* 4- ß, y 4- 4- . . =  0,
2. / 2 =  « 2 ^ +  Pi)1 +  120 +  ■ • ■ =

so haben die Unbekannten die Werthe, für welche
„ P\ ^i2 +  P i^  32 ~ F / 3 ^32 +  • • • +  2-£1/ 1 4- 2 k 2f 2 4 - . . . =  Minimum,

\r =  OrX 4 - bry  4~ ■ • — •
Aus 3- folgen für # , j ,  z, . . , und für die unbekannten Correlaten die 

Gleichungen
[paa\x  4 - \pab\y 4- [pac\z 4 - . . 4 - [a£] =  [ua] ,
[pab] x  4 - \pbb\y 4- [pbc\z 4 - . . 4 - [ß b] — [ub],
\pac\x 4 -  \pbc\y 4- [/ ^c\ z -+- . . 4 - [?£] =  |W],

- Die Anzahl dieser Gleichungen ist gleich der Anzahl der Unbekannten
x, y ,  z, . . . ; im Verein mit den Bedingungsgleichungen, deren Anzahl mit der 
der Correlaten k x, k 2, . . . übereinstimmt, genügen sie zur Bestimmung aller 
darin vorkommenden unbekannten Grössen.

10. Sind einige der Functionen u x, u2, 3̂ • • • fz> • • • nicht linear, 
so wählt man aus den Beobachtungen und den Bedingungsgleichungen so 
viele aus, als Unbekannte x, y, z, . . zu bestimmen sind. Man wird dabei 
darauf achten, dass die Bestimmung der Unbekannten möglichst geringe Schwierig-
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keiten macht. Man berechnet nun x, y ,  z, . . aus den ausgewählten Gleichungen 
durch ein geeignetes Annäherungsverfahren bis zu einem genügenden Genauigkeits­
grade, und reducirt dann mit Hülfe des TAYLOR’schen Satzes die durch Beob­
achtung gefundenen Gleichungen sowie die Bedingungsgleichungen auf lineare 
Gleichungen für die an den berechneten Näherungswerthen anzubringenden 
Verbesserungen.

11. Die in den vorstehenden Abschnitten mitgetheilte Darstellung der Grund­
linien der Ausgleichungsrechnung weicht von der üblichen Darstellungsweise 
insofern ab, als die meisten Schriftsteller nach G auss und L aplace die Aus­
gleichungsrechnung mit Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen verbinden.

Statt der von uns zu Grunde gelegten Forderung: D ie  U n b e k a n n t e n  so 
zu b e s t i mme n ,  dass  mi t  den B e o b a c h t u n g e n  ei ne mö g l i c h s t  gute 
U e b e r e i n s t i m m u n g  erziel t  und die Au s g l e i c h u n g  l e d i g l i c h  dur ch 
Auf l ös ung l i n e a r e r  G l e i c h u n g e n  be wi r kt  wird,  — geht man alsdann von 
der Forderung aus: D ie wahrscheinlichsten We r t h e  der  U n b e k a n n t e n  zu 
bes t i mmen.  Um derselben zu genügen, muss man wissen, wie gross die Wahr­
scheinlichkeit ist, bei einer Beobachtung einen Fehler von gegebener Grösse zu 
machen, oder wenigstens, wie sich die Wahrscheinlichkeiten gegebener Fehler zu 
einander verhalten.

Eine aus allgemeinen Betrachtungen fliessende, von nicht zu bestreitenden 
und auf alle vorkommenden Fälle passenden Voraussetzungen ausgehende E r­
ledigung dieser Frage ist bis jetzt nicht gegeben worden und wird wohl nicht 
möglich sein; die werthvolle Arbeit H agen’s *) geht von Voraussetzungen über 
die Zusammensetzung von Fehlern aus unzählig vielen unbemerkbar kleinen 
Fehlern aus, die kaum jemals genau und in sehr vielen Fällen nicht einmal an­
genähert zutreffen.

Den entgegengesetzten Weg hat G auss, der Erfinder der Methode der 
kleinsten Quadrate**) eingeschlagen. G auss geht von der Annahme aus, dass 
bei direkten Beobachtungen von gleicher Genauigkeit das arithmetische Mittel 
unbestreitbar der wahrscheinlichste Werth der Unbekannten sei; er zeigt, dass 
diese Annahme genügt, um das Gesetz der Fehlerwahrscheinlichkeit zu bestimmen, 
und findet für die Wahrscheinlichkeit w d x  einen Fehler vom Betrage x  zu begehen, 
den Ausdruck

wobei h eine von den besonderen Verhältnissen der Beobachtung abhängige von 
x  aber unabhängige Zahl bezeichnet. Die Wahrscheinlichkeit W d x x, d x 2, d x 3, . . . 
dass bei einer Reihe von Beobachtungen die Fehler x x, x 2> x 3,
treffen, ist das Produkt der für das Eintreffen von x x, x 2, ^ 3 , 
geltenden Wahrscheinlichkeiten, also ist

zusammen- 
. . einzeln

W  wird ein Minimum wenn
x p  4 -  x p  4 -  x p  4 -  . . . =  Minimum.

Hiergegen kann eingewendet werden, dass man von Alters her zwar das 
arithmetische Mittel an die Stelle gleich guter von einander abweichender

*) Hagen, Grundzüge der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Berlin 1837. 
**) Gauss, Theorie motus corporum coelestium, Hamburg 1809.
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Messungen derselben Grösse gesetzt hat, gewiss aber ohne je  dabei daran zu 
denken, dass man dadurch einen wahrscheinlichsten Werth gewinnen wollte, 
sondern wegen der Einfachheit der Rechnung. Man hat daher kein Recht, von 
der unbestrittenen Anwendung des arithmetischen Mittels aus einen Schluss auf 
das Gesetz der Fehlerwahrscheinlichkeit zu machen.

Zur Bestimmung der Fehlerwahrscheinlichkeit w  hat man auch folgenden 
Weg eingeschlagen.

Unter allen Fehlern ist gewiss der Fehler x  =  0 der wahrscheinlichste, die 
Function w  hat daher für x — 0 ein Maximum.

Man darf ferner annehmen, dass entgegengesetzt gleiche Fehler gleich wahr­
scheinlich sind; hieraus folgt, dass w  eine gerade Function ist. Für Fehler, die 
verhältnissmässig sehr klein sind, ist die Wahrscheinlichkeit nahezu — 1. Von 
einer gewissen, von den Besonderheiten jeder Beobachtungsreihe abhängigen 
Grösse x  an nimmt die Wahrscheinlichkeit rasch ab, und verschwindet für Fehler, 
die eine gewisse Grenze überschreiten.

Die Wahrscheinlichkeit, irgend einen Fehler zu begehen, ist
OO

j w d x ;

—  OO

da es nun gewiss ist, irgend einen Fehler (0 mit eingerechnet) zu machen, so folgt

Die Ausführung der Integrationen ergiebt
v  — y * '

Substituirt man Polarcoordinaten, so erhält man

Diese Bedingungen genügen noch nicht, um die unbekannte Function w  
vollständig zu definiren. Da man mehr Eigenschaften nicht anzugeben vermag, 
so ergreift man das Auskunftsmittel, für w  unter den bekannten Functionen, welche 
den Bedingungen genügen, die einfachste auszuwählen. Als solche empfiehlt sich

w — A e ;
sie hat für x  — 0 das Maximum w — A\ sie ist eine gerade Function; die Curve, 
deren Abscissen und Ordinaten x  und w  sind, hat die Wendepunkte

h A
x  =  ±  - 7 = ,  w =  -7 = f

V2 Y ‘
und nähert sich von da an asymptotisch sehr rasch der Abscissenachse. Aus der 
Bedingung

Diese inductive Methode zur Bestimmung von w  verdient vor jeder andern 
jedenfalls den Vorzug; die Willkür, welche bei der Bestimmung von w  waltet, 
tritt bei derselben ganz unverhüllt hervor.

Gegen alle Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen in der Ausgleichungsrechnung 
ist der jedenfalls wesentliche Einwand zu erheben, dass es sich bei fast allen 
Fällen der Ausgleichungsrechnung nur um eine verhältnissmässig kleine Anzahl 
von Beobachtungen handelt, und dass es bedenklich ist, auf eine Gruppe von 
wenig Fällen Folgerungen aus den für grosse Zahlen geltenden Sätzen anzu­
wenden.

so ergiebt sich

§ 5 . Ausgleichung direkter und vermittelnder Beobachtungen mit Bedingungsgleichungen. 927
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bearbeitet von

Dr. Richard Heger
Gymnasiallehrer u. a. o. Hon.-Professor am Kgl. Polytechnikum zu Dresden.

§ 1. Lebenswahrscheinlichkeit.
1. Unter allen unserer Beobachtung zugänglichen Ereignissen sehen wir 

mit Recht diejenigen als von einer unübersehbaren grössten Mannigfaltigkeit von 
Ui Sachen bedingt an, die das Schicksal der Menschen ausmachen, insbesondere 
die, welche vom menschlichen Willen direkt abhängen. Wir begeben uns daher 
jedes Urtheils über unser eigenes Schicksal und über die Zukunft unserer Mit­
menschen, und suchen das aus diesem Verzicht fliessende peinvolle Gefühl der 
Unsicherheit zu überwinden.

Wenn nun auch die Zukunft des Einzelnen sich unserem Urtheile entzieht, 
so hat sich doch ergeben, dass bei hinlänglich grossen Bevölkerungsgruppen in 
mehrfachen Beziehungen Regelmässigkeiten vorhanden sind, die einen ziemlich 
sicheren Schluss in die nächste oder selbst in die fernere Zukunft gestatten.

Bei einer einzelnen Familie ist z. B. die Anzahl der Todesfälle innerhalb 
bestimmter Zeitabschnitte scheinbar ganz regellos; bei einer Gemeinde von 
einigen Tausend Einwohnern ist diese Zahl schon von Jahr zu Jahr nahezu die­
selbe, so dass gewisse, von dieser Zahl abhängende Einrichtungen mit Sicherheit 
vorher getroffen werden können; in einer grösseren Stadt von mehr als hundert­
tausend Einwohnern ist bereits die Zahl der wöchentlichen Todesfälle nahezu 
constant, oder doch insofern gleichmässig, dass auf dieselben Kalenderwochen 
mehrerer auf einander folgender Jahre dieselbe Anzahl von Sterbefällen kommt. 
Bei grösseren Bevölkerungsgruppen (Provinzen, Reichen), zeigen sich nicht bloss 
die 1 odesfälle selbst ihrer Zahl nach unveränderlich, sondern es sind auch die 
verschiedenen häufiger vorkommenden Todesursachen immer in nahezu demselben 
Verhältnisse an den Todesfällen betheiligt; ebenso bleibt bei der Zahl der 
jährlichen Todesfälle der Procentsatz derer, die ein bestimmtes Alter erreicht 
haben, wesentlich unverändert.

Auch bei den Ereignissen, die direkt vom Willen abhängig sind, zeigt sich 
eine unverkennbare Gleichmässigkeit. So kamen im Königreiche Preussen *) in 
den Jahren 1821 1875 jährlich auf das Tausend der Bevölkerung durchschnittlich
17,79 Eheschliessungen; von dieser Durchschnittszahl weichen die fünfzigjährigen

•) P re u s s is c h e  S ta t is tik . (Amtliches Quellenwerk). Herausgegeben in zwanglosen 
Heften vom Kgl. statistischen Bureau in Berlin. XLVIII. A. 1879. pag. 135.

Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II.
59
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Durchschnitte nur um ungefähr ±  1 ab; die grösste Ziffer (1871 — 1875) beträgt 
18,06, die kleinste (1851—55) 16,75.

Auf 100000 zu Anfang eines Jahres Lebende kamen in Preussen im Laufe 
des nächsten Jahres in dem Zeiträume 1851—70 durchschnittlich 5 Personen 
durch Selbstmord um; die Durchschnittsziffer wird in 10 Jahren dieses Zeitraums 
erreicht; in 8 Jahren beträgt sie 4, in den beiden letzten 6. Vom Jahre 1830 
bis 1853 war diese Ziffer unverändert in jedem Jahre 4*).

Nach Q u etelet’s mustergültigen Untersuchen wurden in Frankreich von einer 
Million Bewohnern im Zeiträume 1826—30 jährlich durchschnittlich 135 wegen 
begangener Verbrechen verurtheilt, 1831—35 130, 1836—40 150, 1841—45 140, 
so dass selbst in diesen von Zufällen ganz besonders abhängigen Ereignissen eine 
auffällige Gleichmässigkeit sich ausspricht.

Seit der Erkenntniss der Gleichmässigkeit solcher Ereignisse ist erst eine 
wissenschaftliche Statistik möglich, ist dieselbe zugleich eine unentbehrliche 
Grundlage für jede auf das Ganze einer Bevölkerungsgruppe gerichtete Thätigkeit 
geworden.

2. Die statistischen Erhebungen haben insbesondere gezeigt, dass das Ver- 
hältniss der Anzahl derer, die das ßte  Lebensjahr erreichen, zu der Anzahl 
derer, die im Laufe des /£ten Lebensjahres sterben, im Wesentlichen nur von 
der Zahl k  abhängt. Man hat diese Verhältnisse durch mehrere in weit aus­
einander liegenden Zeiten angestellte Zählungen bestimmt und nur verhältniss- 
mässig sehr geringe Aenderungen gefunden. Man hat daher das Recht, auf eine 
Reihe von Jahren hin für alle auf die Lebensdauer bezüglichen Rechnungen 
diese Verhältnisszahlen als nur von k abhängige, übrigens aber constante Zahlen 
anzusehen.

Auf Grund dieser Wahrnehmung hat man Tafeln construirt, welche angeben, 
wie Viele von einer gewissen Anzahl Geborener das 1., 2., 3., . . . Lebensjahr 
erfüllen. Die am Schlüsse dieser Abhandlung angeführte Tafel giebt diese Zahlen 
für 100000 männliche und für 100000 weibliche Lebendgeborene für das König­
reich Preussen an.**)

3. Bezeichnet cik die in der Tafel enthaltene Anzahl der Personen, die das 
£te Lebensjahr erfüllen, so werden von ax ^jährigen Personen ay y  Jahre alt 
oder älter. Daher ist die Wahrscheinlichkeit w, das eine .vjährige Person das 

y te  Lebensjahr erfüllt,
ay

w =  — .ax
Die Wahrscheinlichkeit, dass sie vor Erfüllung des jrten Jahres stirbt, ist

Von ay Personen, die das Ende des jyten Lebensjahres erreichen, sterben 
ay — a z vor Erfüllung des sten Jahres. Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass eine

®) P r e u s s i s c h e  S ta t is t i k.  XLVIII. A. Tabelle XLVII.
**) Mit von Seiten der Direction des Königlich Preussischen statistischen Bureaus gütigst 

gewährter Erlaubniss geben wir in dieser Tafel einen auszugsweisen Abdruck der im Jahrgang 1880  
der Zeitschrift des Königlichen statistischen Bureaus veröffentlichten Tafel »Absterbeordnung, 
Mortalitätstafel, Tafel der Lebenserwartung und durchschnittliche Lebensdauer der Bevölkerung 
des Preussischen Staates.« Nach einer an den Verfasser ergangenen brieflichen Mittheiluug 
besteht die Absicht, die Tafel im nächsten Jahre auf Grund des Materials aus anderweiten drei 
Beobachtungsjahren, sowie der durch die letzte Volkszählung ermittelten Altersvertheilung der 
Bevölkerung neu zu berechnen.
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.vjäluige Person das yte, Lebensjahr erfüllt, aber vor Erfüllung des aten stirbt 
ist daher

Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass zwei Personen P  und Q die heute a und 
y  Jahre alt sind> n°ch wenigstens p  Jahre lang leben, ist das Produkt die Wahr­
scheinlichkeit dafür, dass P  in p  Jahren noch lebt, mit der, dass Q noch lebt, 
also ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit

w  —  a x +fi , ay+p 
d x  (ly

Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass P  noch lebt, Q aber verstorben ist, ist

Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass beide verstorben sind, ist

4. Halbirt man die. Anzahl a x der das x te  Jahr vollendenden Personen 
und sucht das Lebensalter £ auf, welches von \ax Personen erreicht wird, so ist 
die Wahrscheinlichkeit einer ^jährigen Person, das £te Lebensjahr zu vollenden, 
gleich 1 : 2; man bezeichnet daher £ als die w a h rsc h e in lic h e  L e b e n sd a u e r  
e in er g e g e n w ä rtig  a; Ja h re  a lten  P erso n .

So ist z. B. für eine männliche Person
a 35 =  51372 , \ a  35 =  25686.

Die letztere Zahl liegt zwischen den beiden zu 63 und 64 Jahren gehörigen 
3 =  26658, a 64 =  25378.

Man denkt sich nun die bei den a ft 3 Personen im Laufe des 64. Lebensjahres 
eintretenden Todesfälle auf das Jahr gleichmässig vertheilt; unter dieser Voraus 
setzung würden

«6 3 —  i  « 3  5 =  26658 — 25686 =  972 
Personen vom 64. Lebensjahre noch den Bruchtheil 

« 6 3  1 « 3 5  _  9 7 2  _
*6 3 — «6 4 1280

verleben; daher ist die wahrscheinliche Lebensdauer einer im 36. Lebensjahre 
stehenden Person

63,76 .
5. Zum Zwecke einer vereinfachten Berechnung der Tafeln für Renten­

versicherungen wurde bereits im Jahre 1724 von Moivre der Versuch gemacht, 
eine Formel aufzustellen, welche die Zahlen ax als Function des Lebensalters 
angiebt; gestützt auf die älteste von Halley 1693 entworfene Sterblichkeitstafel 
schlug Moivre die Formel vor

dx  — 86 — x ,
durch welche die Zahl derer angegeben werden sollte, welche von 86 gleichzeitig 
Geborenen das x te  Lebensjahr erfüllen.

Weder dieser Versuch, noch eine grössere Anzahl nachfolgende Versuche 
können als gelungen bezeichnet werden.

Von einer berechtigten theoretischen Grundlage ausgehend, kam G ompertz 
zu einer Formel, die zwar noch nicht die Tabellen genügend deckte; es gelang 
aber im Anschlüsse an G ompertz’s Grundgedanken Makeham und L azarus, das 
GoMPERTz’sche Gesetz so zu ergänzen, dass die Sterblichkeitstafeln mit völlig 
genügender Genauigkeit dadurch dargestellt werden.

59
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6. Nach G om pertz*) denkt man sich den Widerstand einer grossen Anzahl 
gleichaltriger menschlicher Organismen gegen die Zerstörung mit der Zeit der­
gestalt abnehmend, dass er im Verlaufe jedes verschwindend kleinen Zeitelementes 
sich auf denselben Bruchtheil des ursprünglichen Betrags vermindert. Setzt man 
den anfänglichen Betrag dieses Widerstandes w, und nimmt an, dass derselbe 
bis zum Ende des ersten Zeitelementes auf p w  (p  <  1) herabgesunken ist, so ist 
er am Ende des 2., 3., 4., . . . wten Zeitelementes

wp , Wp2 , w p z , . . . Wpm .
Nimmt man an, dass eine Zeiteinheit (Jahr) n Elemente enthalte, und dass 

am Ende eines Jahres der Widerstand den Betrag
w p x

habe, so ist
Px =  Pn,

und nach x  Jahren ist der Widerstand
w p xx .

Das Reciproke der Widerstandskraft bezeichnet G ompertz als Todeskraft,
und nimmt an, dass die Anzahl derer von axxyJLhrigen Personen, die im nächsten
Zeitelemente dx sterben, durch das Produkt von d x  mit ax und der Todeskraft
gewonnen werde, also den Betrag habe

ax ,—-— d x  . w p xx
Ersetzt man hier 1 : w  und 1 : p x bez. durch b und q, so erhält man

ax • bqx d x .
Diese Anzahl ist aber auch, wenn man die Sterblichkeitsliste für verschwindend 

kleine Intervalle dargestellt denkt, entgegengesetzt gleich dem Differentiale d ax . 
Daher hat man die Differentialgleichung

dax =  — ax • bqx d x .
Aus derselben ergiebt sich sofort

lü x —
und daher
1 .
wenn man zur Abkürzung setzt

Bei geeigneter Wahl der Constanten c, K  und q verträgt sich das GoMPERTz’sclie 
Gesetz (1.) sehr gut mit den vorhandenen Sterblichkeitstafeln für die Lebens­

jahre 20 bis 60, ergiebt aber stärkere Abweichungen für die Sterblichkeit im 
früheren und im späteren Alter.

7. Um diese Abweichungen zu beseitigen, nahm Makeham neben der von 
G ompertz eingeführten vom Alter abhängigen Todeskraft noch eine während des 
ganzen allmählichen Absterbens des Complexes von gleichaltrigen Personen 
beständig wirkende an.

Wird dieselbe mit ß bezeichnet, so ergiebt sich

und hieraus folgt
—- dax — ax ($ d x  -f- ^  qx ĵ d x ,

ax =  • K ? x hx ,

*) Gompertz, On the nature of the function expressive of the law of human mortality 
and a new method of determining the value of life contingencies. Philos. Transact. 1 8 2 5 .
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wenn man e ß durch h ersetzt. Dieses Gesetz ist als das GoMPERTz-MAKEHAM’sche 
S t e r b l i c h k e i t s g e s e t z  bekannt. Dasselbe stellt sehr gut die Sterblichkeit vom 
15. Lebensjahre an aufwärts dar.

Um auch für die ersten 15 Lebensjahre Uebereinstimmung zwischen dem 
Gesetze und den Tabellen zu erzielen, ergriff L azarus ( 1867) das Auskunftsmittel, 
zu der veränderlichen Todeskraft

dx qx
noch andere mit abweichendem Dignanden zu nehmen, so dass die Todeskraft 
dargestellt wird durch die Summe

ß -h  b xqx H- b 2q xx +  b3q 2x +  . . .
Es erwies sich als vollkommen genügend, diese Reihe auf die ersten drei

Glieder zu beschränken. Wie man sieht, ergiebt sich hieraus, wenn man c~Tq~x 
mit H  bezeichnet

ax =  c • hx KVX H<? *  m  *  .
Diese letzte Formel stellt bei geschickter Wahl der darin enthaltenen sechs 

Constanten die Zahlen der Sterblichkeitslisten mit durchaus hinlänglicher Ge­
nauigkeit für alle Lebensalter dar.*)

§ 2. Zinseszins- und Rentenrechnung.
1. Ein Kapital vermehrt sich durch Z in zesz in s, wenn die nach einem 

bestimmten Zeiträume fälligen Zinsen mit dem Kapitale vereinigt werden, so dass 
sie im nächsten Zeitabschnitte zu gleichem Zinsfusse sich verzinsen. Wir nehmen 
zunächst an, dass die Zinsen alljährlich kapitalisirt werden.

Ein Kapital c bringt in einem Jahre zu p% die Zinsen cp : 100, w äch st a lso  
an auf

wenn man den D is c o n tfa k to r

abkürzungsweise mit r  bezeichnet. Das Endkapital e r  des ersten Jahres ist das 
Anfangskapital des zweiten; daher ist das Endkapital am Ende des 2. Jahres

e r  • r  — e r 2 .
Mit jedem neuen Verzinsungsjahre tritt ein Faktor r  hinzu; daher wächst das 

Kapital c durch jährlichen Zinseszins in 71 Jahren zu p% an auf das Endkapital 
L k  =  c • r n.

Wenn das Kapital über n Jahre hinaus noch sich während eines echten 
Bruchtheils t eines Jahres verzinst, so wächst es auf den Betrag an

Wie man sofort sieht, gelten diese Formeln auch dann, wenn die Z insen  
n icht jä h r l ic h  k a p ita lis ir t  wer de n,  sondern wenn andere, kürzere oder 
längere Verzinsungsfristen gelten; nur hat man dann für p  nicht die jährlichen 
Zinsen auf das Hundert, sondern die auf die Verzinsungsfrist entfallenden zu 
setzen und für 71 die Anzahl der Verzinsungsfristen. Wenn also z. B. die

* )  Amthor, Das GoMPERTz-MAKEHAM’sche Sterblichkeitsgesetz und seine Anwendung bei 
der Lebensversicherungs- und Rentenrechnung. Festschrift, Herrn Oberbürgermeister Pfotenhauer 
u. s. w. gewidmet vom Lehrercollegium der Kreuzschule. Dresden, 1874. pag. 20.
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und hieraus den Zinsfuss.
Ist t  von Null verschieden, so liefert die Gleichung 1. eine e rs te  A n ­

näh eru n g  p x zur Bestimmung des Zinsfusses. Da f l  -+- gegen r u nur klein

ist, so wird dieser Faktor ziemlich genau erhalten, wenn man p  durch p x ersetzt. 
Man erhält mit Benutzung dieses Werthes eine zweite Annäherung p 2 aus

und in gleicher Weise weitere Näherungswerthe

Hieraus folgt, dass die Näherungswerthe
Pl> Pi’ P%’ P4> ' ' •

sich einer bestimmten Grenze nähern; auf so viele Decimalstellen zwei folgende 
Näherungswerthe übereinstimmen, auf ebenso viele Stellen stimmen sie mit dem 
gesuchten Zinsfusse p  überein. %

B e isp ie l. Wie gross ist der Zinsfuss, zu welchem 20000 Mark bei jährlichem 
Zinseszins in 18 Jahren 4 Monaten auf 43000 Mark anwachsen?

so ergiebt sich n aus dieser Gleichung als die ganze Zahl des Quotienten
(log k  — log c) : log r ,

der Divisionsrest ist

lag ( ' +  Im )  ’
und liefert den Zeitrest t .

B e isp ie l. In wie viel Jahren wächst ein Kapital durch jährlichen Zinseszins 
zu 4|{j- auf den 3 fachen Betrag an?

Aus log{k\c) =  0,47712, log r  =  0,01912 folgt
log(k  : c) =  24 • lo g r  H- 0,01824, also n =  24.

Da nun 0,01824 =  log  1,0429,
und 4,29 : 4,5 =  0,95,
so ergiebt sich als Antwort 24,95 Jahre.

5. Bezeichnet man mit p  die Verzinsung auf Hundert und ein Jahr, und 
werden die Zinsen am Ende jedes wten Theiles eines Jahres kapitalisirt, so ist 
nach n Jahrer Ar'e'

Wächst m unendlich, werden also die Zinsen continuirlich kapitalisirt, so 
erhält man

pn

k  —  C • £100 .
Von der Annahme einer continuirlichen Kapitalisirung macht man bei einigen 

Aufgaben mit Vortheil Gebrauch.
6. Wenn man sich für n auf eine ganze Anzahl von Jahren, bez. auf eine 

ganze Anzahl solcher Zeitabschnitte beschränkt, nach deren Verlauf die Zinsen 
kapitalisirt werden, so giebt die Formel

k  — c • r H
sowohl den Werth an, den ein Kapital c nach Verlauf von n Jahren erreicht, 
als den Werth, den ein vor n Jahren ausgeliehenes Kapital haben musste, um 
bis jetzt zu dem Betrage k  anzuwachsen, wenn nur in diesem Falle die Zahl n  — 
entsprechend einer Zeitbestimmung in der Richtung der Vergangenheit — n eg ativ  
gerechnet wird.

Soweit es sich um Kapitalien handelt, bei denen für die in Frage kommenden 
Zeitabschnitte eine Vermehrung durch Zinseszins bei gleichbleibendem Zinsfusse

Kapitalisirung vierteljährlich 20 Jahre lang erfolgt, und das Kapital sich zu 5$ 
verzinst, so hat man in den Formeln 1. und 2.

zu setzen.
In dem Faktor 1 -+- t p  : 100 hat man auch in diesem Falle für p  die jährlichen 

Procente zu nehmen, da t  die über eine ganze Anzahl von Verzinsungsfristen 
hieraus verzinste Zeit in Bruchtheilen eines ganzen Jahres angiebt.

2. Die Formel No. 1, 2 löst die Aufgabe, aus dem  A n fa n g sk a p ita le , 
dem Z in sfu sse  und d er Z eit das E n d k a p ita l zu finden.

B e isp ie l. Verzinsen sich 8500 Mark durch halbjährlichen Zinseszins zu 4£ 
12 Jahre 8 Monate lang, so ist -o:

§ 2. Zinseszins- und Rentenrechnung, 935
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stattfindet, hat man sich den Werth eines Kapitals in stetiger Veränderung 
begriffen zu denken; der nach Ablauf einer ganzen positiven oder negativen 
Anzahl von Jahren erreichte Werth einer Summe, die heute c Mark beträgt, ist

k  =  c • r n
Diesen Werth k  bezeichnet man als den Z eitw erth  der Summe c, und zwar 

als den V orw erth  oder N acnw erth , je  nachdem n p o sitiv  oder n e g a tiv  ist.
7. A n sta tt e in e  Z ahlung c zu e in e r  b es tim m ten  Z e it zu le is te n , 

kann m an an e in em  um «(positive oder negative) Ja h r e  davon e n tfe rn te n  
Z e itp u n k te  den für d iesen Z e itp u n k t b e r e c h n e te n  Z e itw erth  von c, 
d- i. c r ’1 zahlen, handelt es sich um einen Vorwerth, so kann der Gläubiger 
vom Schuldner billigerweise nicht mehr verlangen; im Falle eines Nachwerths 
muss der Gläubiger so viel verlangen, wenn er nicht Schaden haben soll.

Aus diesem Grundsätze ergiebt sich sofort folgende R e g e l für d ie  A equ i- 
v alen z von Z ah lu n g en :

E in e  R e ih e  Zahlungen, die zu b e s tim m te n  Z e iten  zu le is te n  s in d , 
kann  d u rch  e in e  andere R e ih e  von Z a h lu n g en , die zu a n d ere n  b e ­
stim m ten  Z eiten  g e le is te t  w erd en , e rse tz t w erd en , wenn nur für b e id e  
R e ih e n  von Z ah lu n g en  die für ein en  b e lie b ig  g ew äh lten  Z e itp u n k t 
b e r e c h n e te n  Sum m en der Z e itw erth e  e in a n d e r  g le ich  sind.

Hat man nach tl , t2, /3, . . . tr Jahren die Summen a v  «2, a 3, . . . a r zu 
bezahlen, so kann man dafür nach tx, t2, t3, . . . tg Jahren die Summen at , a2, 
rt3, . . . dg zahlen, wenn die für das Ende des xten Jahres berechneten Zeitwerthe 
gleich sind

ni rZ~tl d" 2 +  Ci3''T~ts +  • ■ =  -+- a 2 +  a 3r^~( 3 - + - . . .
Wenn diese Gleichung für irgend einen Werth von t identisch ist, so ist es 

auch für jeden andern; denn wenn man t durch eine andere Zahl <j ersetzt, so 
ändern sich alle Glieder der Gleichung um denselben Faktor

v * — T .

8. Werden mehrere gleiche Zahlungen R  (R en ten ) in jährlichen Zwischen- 
räumen im Ganzen «mal geleistet, so ist deren Werth bei Auszahlung der letzten 
Rente

Dieselbe Formel ist auch dann verwendbar, wenn die Rente nicht jährlich 
gezahlt wird, sobald dabei die Zinsen nicht jährlich kapitalisirt werden, sondern 
an denselben Terminen, an welchen die Renten zahlbar sind; der Zinsfuss p 
hat dann eine entsprechend veränderte Bedeutung.

Werden z. B. 20 Renten von je 1500 Mark in vierteljährlichen Abständen 
bezahlt, und die Zinsen zu 5# vierteljährlich kapitalisirt, so ist der Zeitwerth aller 
Renten bei der Auszahlung der 20ten

•S =  — 1)25 - (F012520- i).
9. Wird ein Kapital C (Mise) zu jährlichem Zinseszins zu ß% angelegt, und
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von demselben in jährlichen Abständen, beginnend ein Jahr nach Anlegung der 
Mise, eine Rente R  bezogen, so ist der Kassenbestand K  unmittelbar nach der 
Auszahlung der «ten Rente vermehrt um den Zeitwerth aller n Renten gleich 
dem Zeitwerthe der Mise, alles berechnet für die Auszahlung der letzten Rente. 
Daher hat man die Gleichung

10. In letzterem Falle kann eine vollständige Verzehrung der Mise eintreten; 
aus der Bedingung K  =  0 ergiebt sich folgender, als R e n te n g le ic h u n g  be- 
zeichneter Zusammenhang zwischen C, R , p  und «

Hieraus folgt

die M ise 

die R e n te

11. Eine gegebene Mise C  kann durch eine gegebene Rente R  bei gege­
benem Zinsfusse ß  im Allgemeinen nicht vollständig aufgezehrt werden; die 
Auszahlung von Renten wird solange erfolgen, bis ein Kassenbestand K  übrig 
ist, der mit den einjährigen Zinsen zusammen weniger als R  beträgt. Man hat 
alsdann die Aufgabe zu lösen, die grösstmögliche Anzahl von Renten, sowie den 
nach Auszahlung der letzten Rente verbleibenden Kassenrest zu bestimmen.

Die Gleichung No. 9 ergiebt

Nach der Voraussetzung ist

und dient zur Bestimmung des Kassenrestes K.
B eisp ie l. Eine Rentenanstalt gewährt für eine bei Vollendung des 

18. Lebensjahres eingezahlte Summe von 344,28 Mk. vom Ende des 50. Lebens­
jahres an lebenslänglich jährlich 100 Mk. Rente; auf wie viele Jahre ist der
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Genuss der Rente berechnet und wie gross ist nach Verlauf dieser Zeit der 
Kassenrest, wenn die Gesellschaft die Verzinsung zu 4g- ansetzt r 

Die Mise beträgt

in diese Gleichung setzt man versuchsweise
P  — 1) 2 ; 3; 4; 5 , . . .

also r  =  1,01; 1,02; 1,03; 1,04; 1,05; . . .
und setzt diese Versuche so lange fort, bis man zu zwei auf einander folgenden 
Werthen p x und p 2 von p  gelangt, für welche die linke Seite der Gleichung 1., 
die wir abkürzungsweise mit y  bezeichnen wollen, entgegengesetzte Werthe erhält. 
Man kann r  als Abscisse, y als Ordinate eines Punktes betrachten. Die Curve

schneidet alsdann die Abscissenachse in einem zwischen r-, und r 0 gelegenen
Punkte. Man erhält die Abscisse des Schnittpunktes angenähert, wenn man den 
zwischen den Abscissen r x und r 2 enthaltenen Curvenbogen mit der durch seine 
Enden bestimmten Sehne verwechselt. Die Abscisse r 3 des Schnittpunkts der 
Sehne mit Abscissenachse erhält man aus der Prnnnrfinn

Hierauf berechnet man die zu r 3 
gehörige Ordinate y 3, und wiederholt 
dann dasselbe Verfahren, indem man 

y  3 mit derjenigen der beiden Ordinaten 
P x P x und P 2 P^ zusammen nimmt, welche mit y 3 nicht dasselbe Vorzeichen 
hat u. s. w. bis man durch diese fortgesetzte Interpolation zu einem Werthe /-gelangt 
ist, für welchen der zugehörige Werth vonj; hinlänglich genau mit Null übereinstimmt.

(M. 580.;

für p  =  3; 4; 5;
folgt y  =  -+- 0,00299; Hh 0,00034; — 0,00349.

Ersetzt man in der für r 3 gegebenen Interpolationsformel r 2 — r x durch 
0,01, y x durch 0,00034, y 2 durch 0,00349, so erhält man

r 3 =  1,0489.
Der zugehörige Werth von y  ist +  0,00001, also mit Null hinlänglich genau 

übereinstimmend. Daher ist
p  =  4,89 .

13. Wenn die am Ende jedes Jahres zahlbare Rente K  durch m gleich 
grosse in gleichen Zwischenräumen zahlbare Renten R' ersetzt werden und die 
erste Zahlung 1 : m Jahr nach Einlegung der Mise erlolgen soll, so hat man R  
so zu wählen, dass die Summe aller Einzelzählungen R' , jede vermehrt um die 
bis zum Jahresschlüsse von ihr gebrachten Zinsen, gleich der jährlichen Rente R  
ist. Man hat daher die Gleichung
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14. Für manche Aufgaben aus dem Versicherungswesen ist die Betrachtung 
iiner continuirlichen Rente unter gleichzeitiger Anwendung continuirlicher 
Aapitalisirung der Zinsen von Bedeutung. Bei continuirlicher Verzinsung (No. 5) 
vächst die Einheit des Kapitals in x Jahren an auf

wenn ^ :10° mit v bezeichnet wird.
Bezeichnet p die Summe aller der Beträge (ohne Rücksicht auf Zeitwerth), 

die während einer Zeiteinheit als Rente gewährt werden, so ist die in dem Zeit­
elemente dy  erfolgte Rentenzahlung

p d x ,
und daher der Werth der in .vjahren bezahlten continuirlichen Rente, berechnet 
für den Zeitpunkt der Auszahlung der letzten Rente

o
Die Summe R  der Zeitwerthe aller im Laufe eines Jahres gezahlten Renten, 

für das Ende des Jahres berechnet, entsteht hieraus, wenn man x  — 1 setzt; 
man erhält
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Die unmittelbar vor Beginn der Auszahlung dieser Rente eingezahlte Mise C 
hat sich in x  Jahren vermehrt auf

Cvx .
Vergleicht man dies mit dem für S  gegebenen Werthe, so erhält man die 

R e n te n g le ic h u n g  für den F a l l  der c o n t in u ir l ic h e n  R e n te

15. Die Z u rü ckzahlu ng (T ilg u n g , A m o rtisa tio n ) e in e r  A n le ih e  C 
erlolgt in der Regel so, dass der Schuldner (Staat, Gemeinde, Actiengesell- 
schaft u. s. w.) eine bestimmte, unveränderliche Summe R  alljährlich auf Ver­
zinsung und Zurückzahlung verwendet; was man von dieser Summe nicht zur 
Bezahlung der Zinsen auf den noch nicht zurückgezahlten Theil der Anleihe 
braucht, wird zur Zurückzahlung eines Theils der Schuld verwendet.

Der Zusammenhang zwischen C, R , dem Zinsfusse p  und der Dauer n der 
Amortisation ergiebt sich aus der Bemerkung, dass man die Gesammtheit der 
Gläubiger als einen Rentengläubiger ansehen kann, der jährlich die Summe R  
so lange erhält, bis das Kapital C aufgezehrt ist. So lange nur die Zinsen des 
Kapitals an die Gläubiger bezahlt werden, ändert sich die Schuld nicht; daher 
ist die Schuld C  die Mise für die Rente R  und man hat

Hat man ein System von zusammengehörigen Werthen C, R , p  und n er­
mittelt, so gilt es nun, den T ilg u n g sp la n  zu entwerfen; in demselben ist anzu­
geben, wie viel jährlich zur Verzinsung des Anleiherestes und wie viel zur 
Tilgung zu verwenden ist. Hierbei setzen wir voraus, dass die Schuld in Ab­
schnitte (Staatsschuldscheine, Prioritätsobligationen u. s. w.) zerlegt ist, von denen 
wir der Einfachheit wegen annehmen, dass sie alle auf den gleichen Betrag A 
lauten.

Man hat bei der ersten Tilgung noch die Zinsen der ganzen Anleihe zu 
bezahlen, also pC \  100, und kann daher zur Tilgung verwenden

pC_
100 '

R  —

Ist q x die ganze Zahl des Quotienten

und pj der Rest, so werden q x Schuldscheine im Gesammtbetrage q x A getilgt, 
und der Rest pj zu /$ verzinslich angelegt. Am Ende des zweiten Jahres hat 
man die Zinsen auf

C q x A
zu bezahlen; zur Tilgung ist daher verfügbar

R -  (C q x A)
und ausserdem noch der durch die Zinsen eines Jahres vermehrte Tilgungsrest p1? 
also zusammen

R  — (C — <1\ -d) pi r •
Man tilgt hiernach am Ende des 2. Jahres so viele (y2) Schuldscheine, als 

die ganze Zahl des Quotienten beträgt
[R  — ( C — q xA) -+- pl r ] :  A 

und überträgt den Rest p2 auf das nächste Jahr.
Dieses Verfahren ist bis zur vollständigen Tilgung der Anleihe zu wiederholen.
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Den 1 ilgungsresten, die jedes Jahr in den Händen des Schuldners bleiben, 
stehen gleich grosse, noch ungetilgte Beträge in den Händen der Gläubiger 
gegenüber; die für die letzteren zu zahlenden Zinsen gleichen sich gegen die zu 
Gunsten des Schuldners verzinsten Tilgungsreste aus, so dass durch die Tilgungs­
reste der Abschluss der ganzen Tilgung nur insoweit beeinträchtigt werden kann, 
als durch die von Jahr zu Jahr zu berechneten Zinsen der Tilgungsreste eine Un­
genauigkeit in den letzten Stellen hervorgerufen werden kann, die indess als un­
wesentlich zu betrachten ist.

B e is p ie l. Eine Anleihe von 50000 Mark soll durch 10 gleiche jährliche 
Zahlungen zu 4$ verzinst und getilgt werden; wie viel ist jährlich hierfür aufzu­
wenden und wie gestaltet sich der Tilgungsplan, wenn die Schuld in 500 Ab­
schnitte von 100 Mark eingetheilt ist?

Aus der Gleichung

folgt R  =  6164,6 .
Die Zinsen der Anleihe betragen 2000 Mk.; aus der Differenz 

6164,6 — 2000 =  4164,6
ergiebt sich, dass 41 (y1) Schuldscheine getilgt und 64,6 Mk.(pj) Tilgungsrest auf 
das nächste Jahr übertragen werden. — Am Ende des 2. Jahres sind zu ver­
zinsen 500 — 41 =  459 Schuldscheine, also an Zinsen auszugeben 1836,0 Mk.; 
da px durch die Zinsen eines Jahres auf 67,2 Mk. anwächst, so verbleiben zur 
Tilgung

6164,6 h-  67,2 — 1836,0 =  4395,8.
Folglich werden am Schlüsse des zweiten Jahres 43 Schuldscheine getilgt 

und 95,8 Mk. auf das nächste Jahr übertragen.
Auf diese Weise ergiebt sich der nachstehende T ilg u n g sp la n . In der Spalte 

K a p ita l re st ist angegeben, welches Kapital im nächsten Jahre zu verzinsen ist.

Der schliessliche Kapitalbestand (0,7 Mk.) lässt sich nur dadurch herabdrücken, 
dass man die Rechnung mit grösserer Genauigkeit, als hier, durchführt; ist 
aber praktisch ganz ohne Bedeutung.

16. Den in der ungleichmässigen Gütervertheilung wurzelnden sozialen Miss­
ständen kann man unter anderem dadurch entgegenarbeiteu, dass man die An­
sammlung grosser, milden Zwecken aller Art bestimmter Kapitalien in den 
Händen von Staats- oder Gemeindeverwaltungen oder von gemeinnützigen Ver­
einen möglichst befördert. Je mehr es die Staatsregierungen für eine ihrer
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wesentlichen Aufgaben ansehen, die Nothstände in den untersten Volksschichten 
durch Ausdehnung der Haftpflicht der Arbeitgeber, durch Einführung obliga­
torischer Kranken- und Invalidenversicherung möglichst abzuschwächen, um so 
mehr werden dann die der Wohlthätigkeit zugewiesenen Stiftungsgelder zui Aus­
gleichung bei Nothlagen auch in den übrigen Bevölkerungsschichten, zur Unter­
stützung von Lernenden aller Art, zur Beihülfe in Krankheitsfällen, zur Gewährung 
von Asylen für vereinsamte oder der sittlichen Anleitung bedürftige Personen u. s. w. 
verwendbar sein.

Die Grundlagen zur Ansammlung grosser Kapitalien zu diesen Zwecken 
müssen nach wie vor durch Schenkungen und Vermächtnisse erfolgen.

E s k ön n en  le ic h t  M ittel an g eg eb en  w erd en , durch  w elch e  s o lc h e  
K a p ita lie n , ohne w esen tlich e B e e in trä c h tig u n g  d es Z w eck es, zu dem 
sie  g e s t i f te t  w orden sind, zur K a p ita l V erm ehrung b e n u tz t w erden 
k önnen.

Als einfachstes Mittel empfiehlt es sich, dass für die Verwaltungen von 
Stiftungen folgende Grundsätze angenommen werden:

A. Man b e h ä lt  sich  bei der U e b ern a h m e je d e s  für m ilde Z w ecke 
g e s tif te te n  K a p ita ls  vor, dessen Z in sen  n ich t so fo r t im S in n e  der 
S tiftu n g  zu v erw end en , son d ern  es zuvor w äh ren d  e in e r  R e ih e  von 
Ja h r e n  durch Z in se sz in s  sich v erm eh ren  zu la ssen .

Es würde sich empfehlen, diese W a rtez e it der Kapitalien im Allgemeinen 
vorher zu bestimmen, etwa so, dass man 5 oder 10 Jahre wählt, je  nachdem es 
mehr oder weniger dringend erwünscht ist, dass die Zinsen des Kapitals stiftungs- 
gemäss verwendet werden.

B. N ach A b la u f d er W arteze it wird n ic h t der g anze Z in se rtra g  
des K a p ita ls  stiftu n g sg em äss v erw en d et, so n d ern  nur ein  bestimmter  
B ru c h th e il d e s s e lb e n , etwa zw ei D r it te l ;  das le tz te  D r it te l  d ien t zur 
K a p ita l Vermehrung.

C. D e r  zur K a p ita lv e rm e h ru n g  d ie n e n d e  B ru c h th e il d er Z in sen  
wird zu näch st für e in e b estim m te R e ih e  von Ja h r e n  der S tiftu n g  
zu gew iesen , aus w elch e r  er f lie sst. D ie V erw altu n g  b e h ä lt sich  das 
R e c h t vor, n ach  A blau f d ieser Z e it den g e n a n n te n  B e tra g  n ach  
fre iem  E rm e sse n  an d eren  m ilden S tiftu n g e n  zuzuführen.

Nimmt man an, dass Stiftungsgelder nach Abzug der Verwaltungskosten eine 
Verzinsung von 4,25$ zulassen, so wächst ein Kapital C in 5 bez. in 10 Jahren 
an auf

K  =  1,04255 • C,  bez. 1,0425™ . C , 
d. i. auf den l,23fachen, bez. l,52fachen Betrag.

Hieraus ist ersichtlich, dass nach 5jähriger Wartezeit das Kapital bereits im 
G. Jahre zu f  • 4,25 =  2,83$ nur um den 10. Theil weniger stiftungsgemäss ver­
wendbare Zinsen bringt, als wenn es ohne Wartezeit sofort die vollen Zinsen zu 
4,25$ für die Stiftung abgeworfen hätte; nach 10jähriger Wartezeit betragen die 
Zinsen im 11. Jahre zu 2,83$ ebensoviel wie die des ursprünglich gestifteten 
Kapitals zu 4,3 $.

Wird der dritte Theil des jährlichen Zinsbetrags zur Kapitalvermehrung ver­
wendet, so wächst das Kapilal durch Zinseszins zu 4,25 : 3 =  1,417$.

Nach Ablauf von n -h 5 bez. « -t- 10 Jahren nach der Stiftung erreicht das 
Kapital bei 5. bez. 10jähriger Wartezeit den Betrag

1,04255 • 1,01417" • C,  bez. 1,0425’ 0 • 1,01417" • C .
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Die folgende Tafel enthält für einige Werthe von « die Faktoren, mit denen 
man C  multipliciren muss, um den Endwerth nach «jähriger stiftungsgemässer 
Verwendung, (d. i. « -+- 5 bez. « -+- 10 Jahre nachdem das Kapital gestiftet 
wurde) zu erhalten:

Wenn man es nicht räthlich finden sollte, die vorgeschlagene auf Kapital- 
vermehrung gerichtete Verwaltung von Stiftungsgeldern ganz allgemein einzu­
führen, so könnte doch durch Gesetz eine solche Verwaltungsart als zu lässig  
erkannt werden. Man könnte dann bestimmen, dass die zur Verwaltung einer 
Stiftung bestimmten Behörden nach der Uebernahme derselben bei einer Ober­
behörde um die Erlaubniss nachsuchen können, das Kapital während einer be­
stimmten Zeit — vielleicht G0 bis 70 Jahre lang — auf Vermehrung verwalten und 
die durch die Vermehrung geschaffenen Kapitalien in bestimmter Weise auch für 
andere, verwandte, näher anzugebende Zwecke verwenden zu dürfen; nach Ab­
lauf dieser Zeit hätte dann die Oberbehörde Gelegenheit zu prüfen, ob eine 
Fortsetzung der vermehrenden Verwaltung in dem vorliegenden Falle angezeigt 
erscheint oder nicht.

Dabei wäre als Grundsatz auszusprechen, dass man das Einverständniss des 
Stifters mit der vermehrenden Verwaltung voraussetzt, wenn nicht ausdrücklich 
das Cxegentheil erklärt wird; hierdurch dürften alle juristischen Bedenken ge­
hoben sein.

B is  zur g e se tz lic h e n  R e g e lu n g  d ie se r  A n g e le g e n h e it w äre es zu 
w ü n sch en , dass P e rso n e n , d ie d ie A b sich t h a b e n  e in e  S tiftu n g  zu 
e r r ic h te n , für d ie h ie r  g e m a c h te n  V o rs c h lä g e  erw ärm t w erd en , so 
dass sie  die v erm eh ren d e V erw a ltu n g  für d ie zu b eg rü n d e n d e*S tiftu n g  
a u sd rü ck lich  z u la sse n *).

§ 3. Berechnung der Prämien für Renten-, Lebens- und Aussteuer­
versicherung.

1. Wenn eine Summe R  nach Verlauf von « Jahren unter der Voraussetzung 
zahlbar ist, dass ein Ereigniss eingetreten ist, dessen Eintritt die Wahrscheinlich­
keit w  hat, so ist der heutige Werth der Summe

R  • — • w .
y  11

Denn ist z. B. jede von ax heute x  jährigen Personen verpflichtet, nach 
« Jahren, im Falle, dass die Person diesen Zeitpunkt erlebt, R  zu zahlen, so 
wird die Summe nur von ax+n Personen bezahlt; der auf heute berechnete Zeit­
werth aller wirklich geleisteten Zahlungen beträgt daher

R  ’  7 * 7  '  a -v+ n >

und der durchschnittlich auf eine Person entfallende Betrag ist

R  • —  • ------  =  R  • —  • w  ,r n ax r n
wenn w  die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, dass eine heute x  Jahre alte Person 
noch « Jahre lebt.

*) Aehnliche Vorschläge macht Möllinger, Das cyclische Verwaltungssystem. Zürich 1879.
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2. Hat eine heute n jährige Person lebenslänglich eine Jahresrente vom 
Betrage 1 (Mark, Gulden, Franken) zu beziehen, und e r fo lg t d ie Z ah lu n g  am 
E n d e je d e s  Ja h r e s , so ist der auf heute berechnete Werth der lebenslänglichen 
Rente

1? ^»4-1 1 ßn-\-2 1 ßn-\-3  *

1 a n r  an du r*
Diese Reihe hört auf, sobald in der Sterblichkeitstafel a„-1-2 =  0 ist.
Wird die Rente p raen u m eran d o  gezahlt, so vermehrt sich die Reihe 1. 

um die heute zahlbare Rente; bezeichnet man die praenumerando zahlbare Rente mit

so hat man daher 

2. l-“- — * 1 “ i ■
Wenn eine n — s jährige Person heute eine Summe C  bezahlt, um damit 

eine nach Vollendung des «ten Lebensjahres beginnende lebenslängliche jährliche 
Rente 1 zu erwerben, so hat man durch Vergleichung der auf heute berechneten 
Zeitwerthe

denn der heutige Werth der 1., 2., 3., . . . Rente ist

3. Eine Person macht zu verschiedenen Zeiten ungleiche Einzahlungen, um 
dadurch eine am Ende des nten  Lebensjahres beginnende jährliche Rente zu 
erwerben; wie gross ist dieselbe?

Die »gesuchte Rente wird gefunden, indem man nach No. 2, 3 für jede ein­
zelne Einzahlung die Rente berechnet und alle diese Renten addirt. Die am 
Ende des {n — *)ten Jahres geleistete Einzahlung C gewährt die jährliche Rente 
G, wenn1 1 a  11

C —  ~s ’ ~ ~ ' G • \R',f s a n—j
daher hat man

G  =  —  • r * C :  XR .
an

Sind die Einzahlungen C, D , E , . . . am Ende der Lebensjahre n — s, n — t, 
n — erfolgt, so ist daher die dafür erworbene Rente

11
G =  {(ln—sfs G -f— C ln— D “P dn— n^11 E  -p  • • ) • \R dn‘

4. Eine n — s jährige Person will durch e gleiche jährliche Einzahlungen P  
{e <  s), die am heutigen Tage beginnen sollen, eine jährliche Leibrente 1 erwerben, 
die nach j  Jahren zum ersten Male ausgezahlt werden soll. Wie viel beträgt P  
(die Präm ie)?

Wenn anstatt P  die Zahlung 1 jährlich erfolgte, so würde der auf heute be­
rechnete Werth der Zahlungen der Unterschied einer heute beginnenden lebens­
länglichen Rente n_ s

und einer nach Vollendung des (n — s -P Qten Jahres beginnenden sein. Der 
heutige Werth der letzteren ist
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11— s-\-e n  .u n — s-\-e. # ,
& n — s

Daher hat man zur Bestimmung von P  die Gleichung

(
11—s n  . 1 n — / » 1 n

R -  L  , \ =  _ f i_  . 1

an—s r e )  (in—s

Setzt man zur Abkürzung
Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 60

Diese Reihe ist nur soweit fortzusetzen, als die Differenz C — positiv ist, 
denn die Bank zahlt nur so lange an die Erben, als die baar gezahlten Renten 
zusammen weniger betragen, als die Einlage C. Ist daher i  die ganze Zahl des 
Quotienten C : 91 (so dass also C  : 9i aus der ganzen Zahl i  und einem echten 
Decimalbruche besteht), so ist die gesammte Leistung H  der Bank an die Erben,

ö. Lei den m JNo. 2, o, 4, angegebenen Pormem ist vorausgesetzt worden, 
dass beim Tode einer versicherten Person die Erben keinen Anspruch an die 
Bank machen, sondern die Bank der Erbe der an sie geleisteten Zahlungen ist. 
Wenn der Versicherte stirbt, ehe er in den Rentengenuss eingetreten ist, oder 
erst kurze Zeit nach Eintritt in denselben, nachdem er also auf seine Einzahlung 
hin sehr wenig an Rente zurückerhalten hat, so werden die Erben offenbar 
benachtheiligt. Man hat daher solche Versicherungen eingerichtet, bei denen 
beim frühzeitigen Tode des Versicherten von der Bank eine entsprechende 
Zahlung an die Rechtsnachfolger geleistet wird. Wir wollen annehmen, dass 
sich die Bank verpflichtet, beim Tode des Versicherten die baar eingezahlten 
Prämien (ohne Zinsen) zurück zugewähren, wenn der Versicherte stirbt, ehe er 
in den Rentengenuss eingetreten ist; wenn er bereits einige Renten bezogen 
hatte, so soll der Unterschied der baar gezahlten Prämien und der Renten 
zurückgewährt werden.

Wir beschränken uns hier darauf, unter diesen Voraussetzungen die Zahlung 
C auszurechnen, die eine (n — s) jährige Person zu leisten hat, um eine vom 
Ende des nten  Jahres beginnende Rente 9i zu erwerben.

Wenn die Person im 1, 2, 3, . . . Hen Jahre nach Abschluss des Versicherungs­
vertrags stirbt, so hat die Bank die volle Einzahlung C zurückzugeben; die auf 
heute berechneten Zeitwerthe aller dieser Zahlungen sind

f  n . , 1 \ 1 /  n . n \ 1 / „ \ 1 H
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A  • C  -+- B  • 9t,
so hat man daher zur Bestimmung von C  die Gleichung

C =  A ■ C +  £  ■ M ■ XR -  SU.
^  & 1I — S

6. Zwei P e rso n e n  A  und B ,  die e rs te  m Ja h re  a lt ,  d ie  a n d e re  
n J a h re ,  b ez ie h e n  vom Ende des n ä c h s te n  J a h r e s  an e in e  R £rite 1 , 
d ie  so la n g e  a u sg e z a h lt  wird, als b e id e  P e r s o n e n  am L e b e n  sind; 
wie gross  is t der h eu tig e  Werth d ie se r  P e n t e ?

Die Wahrscheinlichkeit, dass beide Personen nach i  Jahren noch leben, ist
dm +i dn+ i  _ 

dm dn
folglich ist der gesuchte Werth

”'d ‘ dm-\-1 än+ 1 1 d/u-lr2 dn-\- 2 1
K  x =  ------  • ------  • — H- ------  • • —z • • •

1 am an r  am an r l
Soll die Rente praenumerando gezahlt werden, so ist der heutige Werth

m, n m, n
 ̂R  =  1 +  R  x ,

da zu den obigen Zahlungen noch die heute fällige Zahlung 1 addirt werden muss.
Man kann das Paar A, B  als ein Ganzes ansehen und sich eine Sterblichkeits­

tabelle für Paare, deren Theilnehmer heute m und n Jahre alt sind, entwerfen; 
wenn dieselbe mit dem Produkte

dni, n —  dm CIn

beginnt, so würde, falls alle B  am Leben blieben, nach i  Jahren infolge Ab­
sterbens der Personen A die Anzahl der noch lebenden Paare

d m + i Mil

sein; da aber von an Personen B  nur noch d„+2- am Leben sind, so vermindert 
sich die Anzahl der lebenden Paare in demselben Verhältnisse, also erhält man 
für die Zahl der nach i  Jahren noch lebenden Paare

dm+i, n + i  —  dm+ 2 • ,

Hieraus folgt sofort, dass alle in Bezug auf Rentenversicherung einer einzelnen 
Person geltenden Formeln auch auf Rentenversicherung für P a a re  gilt, wenn 
man nur statt der Zahlen dn+s die Zahlen am+St n+s setzt.

7. I s t  die R e n te  zah lbar ,  so la n g e  von den b e id e n  P e r s o n e n  ü b e r ­
h a u p t n o ch  eine le b t ,  also bis zum Tode der zuletzt sterbenden, so ist in
n

R x an Stelle der Zahlen an+s : a„ die Wahrscheinlichkeit dafür einzuführen, dass 
nach s Jahren noch eine der beiden Personen am Leben ist. Diese Wahrschein­
lichkeit ist

dn+s  \  dm-\-s dn+s dm+s,

dn )  dm a„ dm> n
Daher ist der gesuchte heutige Werth der Rente

nt n n
R x -f- R x — R x .

I s t  die R e n te  zah lb ar ,  so lan g e  B  le b t ,  b e g in n t  a b e r  die Z a h lu n g  
erst ,  wenn A g e s to rb e n  ist, so ist an+s : an durch die Wahrscheinlichkeit 
dafür zu ersetzen, dass B  lebt und A gestorben ist, also durch

dn-\-s 

dn

Hieraus ergiebt sich sofort für den gesuchten Werth
7ii m, ii

R i — R\-
8. D re i  P e r s o n e n  A, B , C im A lte r  von m, n, p  J a h r e n  v e r s ic h e rn  

h e u te  e in e  R e n te  1, zahlbar vom E n d e  des n ä c h s t e n  J a h r e s  an, so
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lan g e  n och  a lle  drei P e rso n e n  am L e b e n  sind, a lso  b is  zum T o d e  d er  
zu erst s te tb e n d e n .  Um den heutigen Werth der Rente zu finden, hat man

m R r die Lebenswahrscheinlichkeit an+s : an zu ersetzen durch die Wahrschein­
lichkeit, dass die Gruppe A, B , C noch vollzählig ist, also durch

§ d/n-\-s dn-\-s Up-\-s
dn dp

ani dn cip r  am an ap r l 
Deiselbe kann ebenfalls angesehen werden wie eine auf das Leben einer ein­

fachen Person versicherte Rente, wenn nur eine Sterblichkeitstafel zu Grunde 
gelegt wird, die statt der Zahlen an+s die Produkte

d/n+S '  dn - (- j • dp-\-s
enthält. Man kann daher auch auf diesen Fall die übrigen in No. 2 bis 5 gegebenen 
Formeln übertragen. B e g in n t  die R e n t e  erst,  n a ch d e m  A und B  g e s to rb e n  
sind und d au ert  bis zum T od e von C (Rentenversicherung für Kinder für 
den Fall ihrer gänzlichen Verwaisung), so hat man statt der Lebenswahrschein­
lichkeit zu benutzen

(
] _  f  ̂ __  ap+s

dm )  V  dn J  dp
inaner ergieDt sich

m, n,pP m,p n,p
R\ R 1 — R  j +  R  j .

S o l l  die R e n te  so lan g e  g e z a h lt  w erden, a ls  B  und C  le b e n ,  a b e r  
erst  nach  dem A b le b e n  von A, so hat man statt der Lebenswahrschein­
lichkeit zu setzen

(j  djn-\-s \ d n-\-s dp-\-s

d m  )  d „  d p  ’
Iraner erhält man

11, p  m ,n ,p

R 1 -  * 1  •
W ird die R e n t e  so lan g e  f o r tg e z a h l t ,  b is  a l le  d re i P e rso n e n  g e ­

s to r b e n  sind, so benutzt man die Wahrscheinlichkeit
d p + s ]

, . . ..  \ S \ —n /  \  dp
und erhalt

™ ”  P  m ,n  vt, p  11, p  m, 11, p
R \ +  R \ +  R x — R x — R x — R\ A- R x .

9. Wird die J a h r e s r e n t e  1 ra te n w e is e  g ezah lt ,  n ä m lich  j e  1 : t nach 
A b la u f  von 1 : t J a h r e n ,  so bedarf man zur Berechnung des heutigen Werthes 
einer Sterblichkeitstafel, die nicht von Jahr zu Jahr fortschreitet, sondern für das 
Intel vall 1 . t construirt ist. Eine solche Tafel erhält man mit einer für den 
vorliegenden Zweck ausreichenden Genauigkeit, wenn man die gegebenen Tafeln 
durch I n t e r p o la t io n  unter der Annahme ergänzt, dass das Absterben im Laufe 
eines Jahres g le i c h m ä s s ig  erfolgt.

Von d m Personen, die das m t Q  Lebensjahr erfüllen, sterben im Laufe des 
nächsten Jahres d „ ,  Personen, im /ten Theile des Jahres sterben daher

~J ( d ,n d m -\-1 )  ,

und in X : t Jahren

" y  (d m  d m -\-1 )  .

6 0*

^ 1)1 Up

Daher ist der gesuchte Werth
' j p ‘  __ d  111+1 '  ^ « + 1  d p + i  1 d mp-s d np-s d p + s 1

a . . .  n . .  n . '  v  ' n  ‘  ‘  Z ä  “ P  ■
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Die Anzahl derer, die das Alter m -+- X : / erreichen, ist
X , _ \ 7  — X) am -+- 'kam+1
y  (̂ »2 d t f f i + l )  —   ̂ •

Die Wahrscheinlichkeit einer «jährigen Person, das Alter m 4 - X : t zu 
erfüllen, ist folglich

(/ X) cim -|— X 1

Da wir voraussetzen, dass die Kapitalisirung der Zinsen nur an den Jahres­
schlüssen erfolgt, so muss eine um X : /Jahre vom Jahresanfang entfernte Zahlung 
zunächst durch den Faktor

auf den vorhergehenden Jahresanfang und dann in bekannter Weise auf den 
heutigen Tag zurückdiscontirt werden. Der heutige Werth der an die m +  X : t 
jährige Person zahlbaren Rente 1 : t ist daher

1 (/ X) <xm —(- X <xm-ir\ 1
’ 7 'ta„

Die Rechnung nach dieser genauen Formel ist wegen des veränderlichen 

Divisors 1 +  unbequem. Eine bequemere, hinlänglich genaue Formel wird

erhalten, wenn man die zur Zeit m +  X : / fällige Ratenzahlung durch den Faktor
/ — X p

~  ‘ 1ÖÖ1 +  ~ T
auf das Ende des laufenden Jahres und die so erhaltene Summe dann rückwärts 
auf den heutigen Tag discontirt. Dadurch erhält man als discontirten Werth 
der im (m -f- 1) ten Lebensjahre des Rentners zahlbaren Renten
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ersetzen, das Produkt ausführen und darin das mit p 2 multiplicirte Glied unter­
drücken. Hierdurch erhält man

p  t +- 
300

Hieraus kann man einen An n ä h er u n g sw e rt h  für e ine c o n t i n u i r l i c h e
11

R e n t e  R  erhalten, indem man / =  00 setzt; vom genauen Werthe weicht der so
OO

berechnete infolge der Annahme gleichmässiger Vertheilung der Sterbefälle inner­
halb eines Jahres ab; ferner ist zu bemerken, dass in dem so erhaltenen Werthe 
die Voraussetzung enthalten ist, dass die Verzinsung im Laufe eines Jahres nur 
einfach (ohne Zinseszins) erfolgt. Nimmt man neben der continuirlichen Renten­
zahlung auch eine continuirliche Kapitalisirung der Zinsen an, so erhält man einen

11
abweichenden Werth, für welchen man indess den Werth R  als genügende An-

OO

näherung betrachten kann. Durch die Substitution t =  00 ergiebt sich
« » 1 / p \

=  ^  +  2 ( l  3CKy '
Dieselbe Formel ist auch auf die Renten

m, n m, n, p

R ,  R ,
OC OO

sowie auf die übrigen in No. 6 bis 9 betrachteten Fälle anwendbar, da alle diese
11 11

Renten sich als Renten R x oder XR  ansehen lassen, denen verschiedene Sterb­
lichkeitstafeln zu Grunde liegen.

10. Der genaue heutige Werth einer an eine «jährige Person zahlbaren, so­
fort beginnenden, stetigen Rente ergiebt sich (§ 2, 14), wenn die Summe der in 
einem Jahre baar gezahlten Beträge 1 ist, und stetige Kapitalisirung der Zinsen

5.

Um diese Integrale berechnen zu können, muss a„+x als Function von n -+ x  
bekannt sein. Legt man das GoMPERTZ-MAKEHAM’sche Gesetz zu Grunde (§ 1, 
No. 7), so hat man

a,l+x =  c K ?  Xhn+X, an =  cR
t> q *

& U+X  -D )l J X

~ 7 T  ~  B H
wenn zur Abkürzung gesetzt wird

=  b h.
Hierdurch verwandeln sich die Formeln L, 2. und 3. in

4. R  =  o  f B nqX(hv)x d x y 
00 &11 J

0
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6.

m, n m, n, p
R ,  R
oo oo

hat man nicht nöthig, die Rechnung für alle einzelnen Combinationen m, « und 
ni, n, p  zu führen. Bei Benutzung der soeben gegebenen Formeln genügt es, 
die Renten für Personen gleichen Alters zu berechnen. Hat man nämlich für 
jedes vorkommende Lebensjahr s die Tafeln der Werthe

s, s s ,s ,s
R ,  R
OO oo

berechnet, so bestimme man die Zahl s aus der Gleichung 
7. ZG2 =  bez. B B  =  B mB uB p ;
alsdann ist offenbar

m, n s, s m, n, p  s ,s ,s
R  =  R , bez. R  =  R  .
oo oo oo oo

Ergiebt sich für s aus einer der Gleichungen 7. keine ganze Zahl, so hat 
man den zugehörigen Werth von

S, S S, SyS
R  bez. R
OO oo

durch Interpolation aus der für die Reihe der ganzen Zahlen s berechneten 
Rententafel zu bestimmen.

11. Wenn man nach No. 10 die Berechnung der stetigen Renten durch­
geführt hat, so ergeben sich hinlänglich gute Annäherungswerthe für die jährlichen 
Renten aus der Gleichung (No. 9, 5)

vveruen uie jxaien praenumeranuo gezamc, so isc aer wenn aer Keilte

tR  =  R t +  ~ ,

12. E in fa c h e  L e b e n sv e rs ich e ru n g  au f den T o d e s fa ll  m it e in m a lig e r  
P räm ien zah lu n g . Eine «jährige Person A  zahlt bei der Versicherungsbank ein 
Kapital C ein; dafür zahlt die Bank beim Tode der versicherten Person eine 
Summe S  an die Hinterlassenen aus.

Es wird angenommen, dass die versicherten Summen S  für alle im Laufe 
eines Lebensjahres Verstorbenen am Ende dieses Jahres ausgezahlt werden. 
Alsdann hat die Bank am Ende des arten Jahres (von heute an gerechnet) die 
Summe S  unter der Voraussetzung zu zahlen, dass A  im (« -+- a jten  Lebensjahre 
stirbt; die Wahrscheinlichkeit hiervon ist

d u + x —1 &ti -f-x

Folglich ist der heutige Werth dieser Zahlung

§  3 . Berechnung der Prämien für Renten-, Lebens- und Aussteuerversiclierung. 9 5 1

ßn-\-x—1___ dn-Vx 1 £
~än r * '

Die Gesammtleistung der Bank im Interesse dieser Versicherung ist die 
Summe dieser Glieder von x  =  1 bis zur Grenze der Sterblichkeitstafel. Dahei
h a t  m a n  rlip D l p i r h n n a

13. E in fa c h e  L e b e n s v e rs ic h e ru n g  mit  jä h r l ic h e r  P rä m ie n z a h lu n g . 
Gewöhnlich erfolgt die Lebensversicherung nicht durch eine einzige Einzahlung,

sondern durch jä h r lic h e  Z ah lu n g  e in e r  b es tim m ten  Sum m e Z* (1 1 äm ie), 
die erste Zahlung wird sofort beim Abschlüsse der Versicherung bezahlt.

Der heutige Werth aller an die Bank von dem Versicherten zu zahlenden

Prämien ist das P  fache der Rente ±R =  R x +  L Daher hat man, wenn C 
und S  dieselbe Bedeutung haben wie in No. 12,

P \ R 1 +  l )  =  C ,
mithin

14. L e b e n s v e rs ic h e ru n g  für zw ei v erb u n d en e L eb e n . Eine /«jährige 
Person A und eine «jährige Person zahlen an die Bank ein  K a p ita l 6 , und 
verlangen dafür die Auszahlung einer Summe S, zahlbar n ach  dem l o d e  d er 
zu erst s te rb e n d e n  P e rso n  an die Ueberlebende.

Nach No. 6 bestehen von am ■ an Paaren von Personen A, B  nach x  Jahren 
noch am+x • a n+x Paare. Daher lösen sich im x  Jahre, von heute an gerechnet,

t im + x —1 & n+x— 1   a» i + x  ein-hx

Paare auf; die Wahrscheinlichkeit, dass das Paar A, B  sich im Laufe des ^ten 
Jahres auflöst, ist hiernach

<&m + x —\ Cln+x—1 eim \x (ln + x
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15. S o ll das v e r s ic h e r te  K a p ita l e rs t n ach  dem T o d e  d er z u le tz t 
s te rb e n d e n  P e rso n  au sg ezah lt w erden (Lebensversicherung von Eltern zu 
Gunsten ihrer Kinder für den Fall der gänzlichen Verwaisung derselben), so 
kommt die Wahrscheinlichkeit in Rptmrbf riass nach x Jahren beide Personen 
gestorben sind; dieselbe ist

tu n m, 11
1 +  Wj  —  Wj

16. U eb erleb e n sV e rsich eru n g . Eine Person A  versichert ein Kapital 
S  zu Gunsten einer Person B] das Kapital soll beim Tode von A  an B  ausge­
zahlt werden, wenn B  A überlebt; stirbt B  vor A, so fällt das von A  eingezahlte 
Kapital, bez. die bis zum Tode von B  eingezahlten Prämien, an die Bank.

Wir betrachten zunächst den Fall, dass die Versicherung der Summe S  durch 
eine einmalige Zahlung C erfolgt. Wir denken uns jedes Jahr in t gleiche Theile 
getheilt, und machen die Annahmen, dass das Absterben im Verlaufe eines 
Jahres gleichmässig erfolgt; in Bezug auf die Person A wollen wir ferner an­
nehmen, dass das Absterben nicht an den Enden der kleinen Zeitabschnitte, 
sondern im Verlaufe derselben erfolgt; bezüglich des Absterbens der B  setzen 
wir umgekekrt voraus, dass es nur am Ende der Zeitabschnitte erfolgt. Nehmen 
wir dann t =  oo, so weichen beide Voraussetzungen von der Wahrheit nicht 
ab. Alle Ausgaben, die die Bank im Laufe eines Jahres zu machen hat, dis- 
contiren wir vorwärts auf das Ende des nächsten Jahres und dann rückwärts auf 
heute.

Die Wahrscheinlichkeit, dass A von heute an noch x  \ \ t Jahre lebt, aber 
nach x  +  (X H- 1)/ Jahren nicht mehr lebt, ist

ta„, ’

§ 3. Berechnung der Prämien für Renten-, Lebens- und Aussteuerversicherung. 953

denn von a n heute lebenden «jährigen Personen sterben (am +x— am+x+\) : t in 
jedem /ten Theile ihres {n +  x  -P l)ten Lebensjahres. Die Wahrscheinlichkeit 
dafür, dass B  nach x  - p  X : t Jahren noch lebt, ist

( f  X ) r H-  X Clti-\-x J r  1 
t a fl

Die Wahrscheinlichkeit für das Zusammentreffen beider Ereignisse ist das 
Produkt der einzelnen Wahrscheinlichkeiten. Die auf diesen Zeitraum bezügliche 
Leistung der Bank ist daher

17. A u sste u e rv ers ich e ru n g , Hierunter wollen wir alle die Arten der
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Versicherung begreifen, bei welchen der Versichernde in den ersten Lebens­
jahren eines Kindes ein Kapital einzahlt, oder die Verpflichtung zu einer jähr­
lichen Prämienzahlung eingeht, während die Bank sich verpflichtet, an einem be­
stimmten Termine ein bestimmtes Kapital S  auszuzahlen, vorausgesetzt, dass das 
Kind diesen Termin erlebt.

Man hat diese Versicherungen verschieden eingerichtet; die Prämienzahlung 
hört entweder mit dem Tode des Versichernden auf, oder sie ist bis zum Jahre 
vor der Auszahlung des Kapitals zu entrichten; beim frühzeitigen Tode des 
Kindes fallen die eingezahlten Prämien und Kapitale der Bank anheim, oder sie 
werden vollständig (ohne Zinsen) oder verkürzt zurückbezahlt.

Versicherungen mit Prämienrückgewähr haben im Wesentlichen nur die Wirkung 
von Sparkassen; sie gewähren vor diesen nur den Vortheil, dass sie die Ver­
wendung der versicherten Gelder zu einem anderen Zwecke ausschliessen; ver­
binden aber damit den Nachtheil, dass die eingezahlten Beträge die Verwaltungs­
kosten und den Gewinn der Bank mit zu tragen haben.

D iese  A rt der V ersich e ru n g  kö n n te seh r zw eckm ässig  im In te r e s s e  
der T a u sen d e  von E lte rn  und E rz ie h e rn , d ie  sich  ih rer b e d ie n e n  
w ollen , durch e in e  seh r e in fa c h e  M o d ific a tio n  an E in la g e b ü c h e rn  der 
ö ffe n t lic h e n  S p a rk a sse n  e rse tz t w erden.

Man treffe die Einrichtung, dass Eltern und Erzieher Sparbücher erwerben 
können, die sie auf den Namen eines Kindes ausstellen lassen, und w elch e 
den a u sd rü c k lich e n  V erm erk  e n th a lte n , d ass A u szah lu n g en  vor ein em  
b estim m ten  T a g e  nur dann e r fo lg e n , w enn d er T o d  der P e rs o n , au f 
d eren  N am en das B u ch  la u te t, u rk u n d lich  n a ch g ew iesen  wird.

Ein Vater, der für die Aussteuer seiner Tochter sparen will, würde ein 
solches Buch auf den Namen der Tochter ausstellen und als Auszahlungstermin 
z. B. den Tag eintragen lassen, an welchem die Tochter das- 18. Lebensjahr 
vollendet. Alle auf das Buch gemachten Einzahlungen würden alsdann erst an 
diesem Tage erhoben werden können, ausgenommen, wenn die Tochter vorher stirbt.

Diese Art der Kinderversorgung würde sich alsdann von der bei Ver­
sicherungsanstalten mit Prämienrückgabe nur dadurch nachtheilig unterscheiden, 
dass bei letzterer der Zwang regelmässiger Prämienzahlung besteht; dagegen 
würde man den erheblichen Vortheil haben, zu jeder Zeit noch so kleine B e­
träge einzahlen zu können; unzweifelhaft würde die vorgeschlagene Einrichtung 
sehr stark verwendet werden und viel Nutzen stiften.

18. Wir betrachten hier nur die Form Aussteuerversicherung, welche das 
eigentliche Wesen der Versicherung — nämlich eine Sicherheit auch gegen die 
ungünstigsten Zufälle zu gewähren, — am deutlichsten zeigt. Wir nehmen an, 
eine ///jährige Person A (Vater) versichert zu Gunsten einer //.jährigen Person ß  
(Kind) ein Kapital S, zahlbar nach k  Jahren in dem Falle, dass B  alsdann noch 
lebt; die Versicherung erfolgt durch jährliche Prämien, die längstens k  mal ge­
zahlt werden; die Prämienzahlung hört bereits früher auf, wenn während der 
nächsten k  — 1 Jahren eine der beiden Personen stirbt; (der Vater zahlt also 
die Prämie so lange das Kind lebt längstens k  mal, oder, wenn er vorher stirbt, 
bis zu seinem Tode).

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine //jährige Person das Lebensalter // k  
erreicht, ist

Cln+k

an

19. Zur Deckung der Verwaltungskosten und bei Gesellschaften, welche 
Actienunternehmungen sind, zur Erzielung einer Dividende, setzt man die jähr­
lichen oder einmaligen Prämien höher an, als sie sich durch die obigen t  ormeln 
ergeben, in welchen auf Verwaltung und Gewinn keine Rücksicht genommen 
worden ist. Dabei geht man von dem Grundsätze aus, den Beitrag, den man 
von jeder einen Versicherungsvertrag abschliessenden Person zu Kosten und Ge­
winn fordert, proportional den Leistungen der Bank an die Person zu bestimmen.

Setzt man fest, dass für Verwaltung etc. das jxlache der aus den Formeln 
folgenden Leistung zu zahlen ist (;x <  1) und bezeichnet die w irk lich e  (ein­
malige oder jährliche) P rä m ie  mit J3, die re in e  (aus den Formeln folgende) 
wieder mit P , so ist bei allen V e rs ic h e ru n g e n  oh n e P rä m ie n rü c k g e w ä h r

$  =  (1-E
Denn wenn der auf heute discontirte Werth aller theoretischen Prämien­

zahlungen mit a P  bezeichnet wird, so ist der Ueberschuss, den die Bank macht 
a sß — a P  =  [x • a P  =  \>.S ,

wehn S  die auf heute discontirte Leistung der Bank bezeichnet.
Anders verhält sich die Sache bei Versicherungen mit Prämienrückgewähr. 

Die Leistung der Bank setzt sich hier aus zwei Theilen zusammen: Ein Ih e il 
drückt den heutigen Werth der Prämienrückzahlungen, der andere den heutigen 
Werth der zu leistenden versicherten Summen (Kapitalien, Rente) aus. Man hat 
daher für die Leistung der Bank die Formel

b P  +  c S .
Bezeichnet man wieder den heutigen Werth der einzuzahlenden reinen Prämie 

mit a P y so ist
a P  =  b P  +  c S  .

Wird statt der reinen Prämie die wirkliche Prämie
Sß =  (1 +  v)/>

gefordert, so nimmt die Bank a v P  mehr ein, als nach 1., giebt aber dafür auch 
b v P  mehr aus; zur Deckung der Kosten etc. verbleibt also nur der Betrag

v(« - -  b ) P .
Soll dies das [x fache der wirklichen Leistung der Bank sein, so hat man 

die Gleichung
\(a — b ) P  — \>.b{ 1 +  v)P  -P [xcN, 

woraus für v der Werth folgt

§ 3. Berechnung der Prämien für Renten-, Lebens- und Aussteuerversicherung. 955
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=  +  cS)
(a — b — b\x) • P '

20. Bei der B eu rth e ilu n g  des a u g e n b lic k l ic h e n  S ta n d e s  e in e r  V e r­
s ic h e ru n g sk a sse  hat man zu beachten: a) die Verpflichtungen, welche die 
Versicherten gegen die Kasse zu erfüllen haben; b) die Verpflichtungen, welche 
die Kasse gegen die Versicherten zu erfüllen hat; c) den Aufwand für die Ver­
waltung; d) das Baarvermögen der Kasse.

Die Verpflichtungen, welche die Versicherten gegen die Kasse zu erfüllen 
haben, bestehen in wirklichen jährlichen Prämien; bei Berechnung derselben hat 
man das heutige Alter zu Grunde zu legen.

Da die Beiträge zu den Verwaltungskosten proportional den Leistungen der 
Bank erhoben werden, so lassen sich die Posten b) und c) zusammenfassen. 
Wird das p fache der Leistungen für die Verwaltung berechnet (die obige Zahl \x 
bezieht sich auf V erw altu ng  und G ew inn), so hat man die aus den Ver­
pflichtungen gegen die Versicherten folgenden Leistungen der Bank mit (1 -p p) 
zu multipliciren.

Der Vergleich der Zahlen a) und d) mit b) und c) ergiebt den Gewinn 
der Bank.

Einen Theil dieses Gewinnes wird man zur Dotirung eines Reservefonds 
zur Sicherstellung der Bank gegen unvorhergesehene Verluste verwenden, insbe­
sondere gegen die, welche aus ungünstigen Abweichungen der Sterbefälle der bei der 
Bank Versicherten von der den Rechnungen zu Grunde liegenden Sterblichkeits­
tafel folgen.

21. Für eine einfache Lebensversicherung ist die V e rp flic h tu n g  d er 
B a n k , wenn der Versicherte heute q Jahre alt ist, einschliesslich des Aufwandes 
für Verwaltung,

Bei jährlicher Prämienzahlung beträgt die Verpflichtung des Versicherten 
gegen die Bank

s p ( i ,  + 1 ) .
Bei Rentenversicherungen bestehen Verpflichtungen gegen die Bank bei den 

Personen, die jährliche Prämien zahlen; die Personen, welche Rente gegen ein­
malige Prämie versichert haben, sowie die, welche schon in den Rentengenuss 
eingetreten sind oder mit dem Jahresschlüsse in denselben eintreten werden, 
haben keine Verpflichtung gegen die Bank.

Wir müssen darauf verzichten, die Formeln zur Beurtheilung der Kassen­
lage ausführlich zu entwickeln. Nach den angegebenen Grundsätzen und mit 
Hilfe der entwickelten Formeln lassen sie sich ohne Schwierigkeit aufstellen.

Absterbeordnung und Tafel der Lebenserwartung der Bevölkerung des preussischen Staates. 957

Absterbeordnung und Tafel der Lebenserwartung der Bevölkerung 
des preussischen Staates,

berechnet aus dem Vergleiche der Anfangs 1867, 1868, 1872, 1875, 1876 und 1877 
im preussischen Staate vorhandenen Lebenden und der daraus in denselben

Jahren Gestorbenen.
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Soeben erschien im Unterzeichneten Verlage:

D I E

MONISTISCHE PHILOSOPHIE
VON

SPINOZA BIS AUF UNSERE TAGE

VON

WILHELM von KEICHENAU.

GEKRÖNTE PREISSCHRIFT.

Una est substantia 
Duo sunt attributa. S p i n o

Empfinden und Bewegen, Geist und Materie, Mille j 
und Kraft sind alle nur Abstractionen, deren Hyposta- 
sirung die Ursache unendlichen Irrthums ist. Sie sind 
stets vereinigt in einem Monon und bezeichnen dessen 
innere und äussere Eigenschaft. N o ire .

Excclsior! L o n g fe l low.

Wir lassen den A n fan g  der V o rred e  nachstehend folgen.
Am n .  October 1877  wurde durch die Redaction der »Gaea« eine Preis­

aufgabe ausgeschrieben über »die Entwickelung der monistischen Philosophie 
von Spinoza bis auf unsere Tage«, folgenden Wortlautes: »In der 

IDarstellung soll zunächst das Verhältnis Spinozas zur cartesiamschen Philosopl , 
sodann die Weiterbildung und Klärung des monistischen _ Gedankens durch 

IL e ib n i z, S c h o p e n h a u e r , L az a r G e 1 ge r und L u d w 1 g N o 1 r e die Bedeutui ^ 
der Kant’schen Vernunftkritik, des Pnncips der Erhaltung dei Eneigie 
Descendenztheorie für den Monismus beleuchtet und in ihrem logischen Zusammen­
hänge dargestellt werden. Es wird ausserdem verlangt, dass m k.arer und schartei 
Definition Materialismus und Monismus unterschieden werden, und die Frage g - 
prüft wird, ob der letztere geeignet ist, die Forderungen des Gemuths mit. den 
Resultaten der Wissenschaft zu versöhnen und solcher Art an Stelle dei 
vorherrschenden Systeme die Weltanschauung der Zukunft zu werden.« • • ;

Mit Vorstehendem war für den Verfasser der äussere Anstoss zur Ausarbeitung 
dieses Werkes gegeben, welches in erster Linie eine Gabe für Naturforscher se:in 
will. Daher ist denn auch die auf allen Universitäten gelehrte, altere 1 hilosopl 
weit minder berücksichtigt worden, als die allerneueste, seit dein Siege dei m -  

I Wickelungstheorie erschienene; letztere wird noch nicht von den Kathedern heia 
verbreitet. Ob sie dessen würdig sei oder nicht, glaubt der Verfasser, dun 
sich schon daraus ergeben, dass sie, wie gezeigt werden soll, allem es ist, welcne 
Antwort auf die Frage giebt: »Wie entsteht ein Gesammt-Orgamsmusr« F ese 
Antwort ist einzig im Stande, den Einzel-Organismus des Menschen zu cikla e , 
da letzterer aus jenem herausgeschaffen wird.

K ö ln  und L e ip z ig , 1 8 8 1 . ,
Verlag von Eduard Heinrich Mayer.
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und belbstunterricnr

Im Frühjahr n. j .  erscheint in meinem Verl

Planimetrische
für den Gebrauch im

von

Professor Dr. F. Reidi
Oberlehrer am Gymnasium und der höheren Bürgerschule zu Hamm.

Erster Theil: Aufgaben nach den Lehrsätzen des Systems.
Zweiter T heil: Aufgaben geordnet nach Auflösungsniethoden und mit 

Anleitung zu Behandlung versehen.

Preis noch unbestimmt.
B re s la u , Herbst 18S1.

Eduard Trewendt, Verlagshandlung.

Im Frühjahr gelangte im Verlage von Eduard T rew end t in B reslau  zur Ausgabe:

Das Erkenntnissproblem.
Mit Rücksicht auf die gegenwärtig herrschenden

Schulen
von

Dr. 0. Caspar!,
Professor der Philosophie an der Universität zu Heidelberg.

Gr. 8. 4 Bogen. Preis geh. i Mk. 6o Pf.

Zur vorstehenden Schrift gab das hundertjährige Bestehen der Kantschen »Kritik der reinen 
Vernunft« Veranlassung. Der berühmte Verfasser erörtert in seiner Abhandlung die Frage, 
welche Fortschritte die philosophische Wissenschaft auf der Grundlage der Kantschen Lehre 
während dieses Säculums gemacht hat.

Geschmackvolle Einbanddecken
zur

Encyklopaedie der Naturwissenschaften
liefert zum Preise von 2 Mark jede Buchhandlung.

Verlagsbuchhandlung Eduard Trewendt.

Breslau. Eduard Trevi'endt's Buchdruckerei''(Setzerinnenschule).'




