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0
Nimmt p zur Grenze Null ab, so ndhern sich alle Werthe, die /7(*) auf der

Kreisperipherie hat, dem Werthe fit), den die Function im Centrum hat.
Daher ist

auf die vollstandige Begrenzung einer Fldche T ausgedehnt, inner-
halb welcher/(*) eindeutig und endlich ist, so ist fir jeden im Innern
ton 7 gelegenen Punkt / der kein Windungspunkt ist,

L fsf—tdz - 2%(0-

Hieraus folgt

Dei Werth, den eine Function fur einen Punkt im Innern einer
Flache annimmt, auf welcher sie allenthalben endlich und eindeutig
ist, lasst sich also durch ein Integral angeben, welches uber die
Begrenzung der Fladche erstreckt ist.

Differenzirt man beide Seiten von 2. nach t n mal. so erhdlt man

allenthalben endlich ist, so folgt: Ist eine Function innerhalb einer Flache
7 eindeutig und endlich, so gilt dasselbe auch von allen ihren
Derivirten.

An die Formel |. knupft sich noch folgende Bemerkung. Um den Werth
zu bestimmen, den das Integral

hat, wenn man es Uber den Perimeter eines verschwindend kleinen
Kreises erstreckt, fur dessen Centrum a die Function f(z) unendlich
wird, wahrend das Produkt (z — a)/(z) endlich ist, setzen wir

fimdz =J<L=r.4 A’)4,

und eihalten daher nach 1, wenn n kein Windungspunkt ist,
4- //(*)dz = 2Tzlim™—) (z — a)f(z) .

10. Die Formeln 1 und 2. fuhren zur Darstellung einer complexen
Function in einer unendlichen Reihe nach steigenden oder fallenden
Potenzen der Variabein; wir schicken dieser Entwicklung einige allgemeine

Bemerkungen Uber die Convergenz unendlicher Reihen mit corLple”
Gliedern voraus.

Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 45



706 Integralrechnung.

Ersetzen wir die Glieder einer unendlichen Reihe
S:= Ug4 ul4d u2: us+ . -=
durch uk — rk(cos<tk 4- isin”™k),
so folgt
S = rxcosgx-h r2cosqR.- ... 4-i(r4sincpls- r2singR + eee)e

Hieraus ist sofort ersichtlich: Wenn die Reihe der Moduln der Glieder
einer unendlichen Reihe convergirt, so convergirt auch die unend-
liche Reihe.

Sind die Glieder einer unendlichen Reihe Functionen von *, und
convergirt die Reihe fur jeden innerhalb eines Gebiets 1 liegenden
Werth von so convergirt auch das Integral

Jeo  wve n2 o onll
wenn man es Uber irgend einen auf T im Endlichen liegenden W eg
erstreckt. Denn da nach der Voraussetzung fur jeden Punkt auf T

lim(un4- Untx -f- umM2 + ...) — O, n= <5

so ist auch fur irgend zwei auf T hegende Grenzen a und b

b
limJ(u,, -t- UHA\ 4- un+2 4- ee9dz = 0.
a
Istf(z) der Grenzwerth der Reihe, so ist ersichtlich, dass

/®0 4- «1 4- »a 4- "')Ct = fA*) dz +

Ist eine Reihe nach steigenden Potenzen (mit ganzen positiven
Exponenten) der Variabein z geordnet und sind fur einen bestimmten
Werth der Variabein, dessen Modul rOist, die Moduln aller Glieder
der Reihe kleiner als eine gegebene Zahl, so convergirt die Reihe
far jeden Werth von z, dessen Modul kleiner als rO ist.*)

Haben in der gegebenen Reihe
1 AO4- AXZ 4-A222 4- AZz34- e
die Coefficienten die Moduln a0, alt a2, , so sind die Moduln der
Glieder der Reihe

a0, axr, a2r*, a3r3, . ..

Die Reihe der Moduln

2. a0 4 a\r 4. a2r<i+

ro r
Ist nun jede der Zahlen 4. kleiner als eine gegebene Zahl B, so ist die

Summe 2. kleiner als

folglich ist 2. convergent,

*) Vergl. Briot et Bouquet, Theorie des fonctions elliptiques, 2. ed. Paris 1875, PaS’ 77-
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Wenn r unbegrenzt wachst, so wachsen alle Moduln a0, axr, a2r2 ...

Dabei sind nun zwei Falle mdglich: Entweder es bleiben fur alle endlichen
Werthe von r alle diese Moduln endlich, oder sie bleiben bis zu einem end-
lichen Werthe r — R endlich, werden aber zum Theil fur r — R, und somit
auch fur r > R, unendlich gross.

Im ersten Falle convergirt die Reihe

fur jedes endliche 2\ im letzteren convergirt sie fur jedes z, dessen Modulus
Kleiner als R ist, also fur alle Punkte der Ebene, die im Innern des mit dem
Halbmesser R um den Nullpunkt beschriebenen Kreises liegen, und divergirt fur
alle auserhalb des Kreises liegende Punkte, da sie in denselben Glieder mit unend-
lichen Moduln erhalt; fur Punkte auf der Peripherie des Kreises mit Radius R,
den wir den Convergenzkreis der Potenzreihe nennen, bleibt die Con-
vergenz noch unentschieden und bedarf in jedem Falle einer besonderen Unter-
suchung.

11. Ist f(z) endlich und eindeutig innerhalb eines Kreises, der auf der
Variabeinflache um das Gentrum a beschrieben ist und der keinen Windungs-
punkt enthalt, so ist fur jeden Punkt t im Innern dieses Kreises

wobei das Integral Uber den Perimeter des Kreises auszudehnen ist. Fir jeden
Punkt z dieses Perimeters ist
mod (z — a) > mod(/ — a),
daher hat man die convergente Reihenentwicklung
1 1 1 1

Dies ist die Verallgemeinerung der TAYLOR'schen Reihe: die Elntwicklung
ist fur alle Punkte t im Innern eines um a geschlagenen Kreises gultig, wenn die
Function/ innerhalb dieses Kreises endlich und eindeutig ist und keinen Windungs-
punkt hat.

Will man diesen Glltigkeitsbereich so viel als madglich erweitern, so hat
man die Windungspunkte und die Punkte zu bestimmen, in denen fit) unendlich
wird. Der Kreis darf dann nicht weiter als bis zu demjenigen dieser
Punkte ausgedehnt werden, der a am néachsten liegt.

45*



708 Integralrechnung.

Wir sehen somit, dass die Convergenzbedingungen der Taylor’sehen Reihe
in viel einfacherer Weise sich erledigen, als fruher, wo wir nur reale Variabein
in Betracht ziehen konnten; die lastigen Betrachtungen uber den Grenzwerth
des Restes fallen hier ganz weg; es bedarf nur der Bestimmung der Punkte, in
welchen die Function unendlich gross wird.

Lassen wir in 3. den Punkt a mit dem Nullpunkte zusammenfallen, so ent-
steht die MACLAURIN’sche Reihe

/7' (0)r ~ /"(0)
/7(*) =7 (0 ~rz+ rr2

12. Wir schliessen hieran noch eine

von der Form

Reihenentwicklung

1- /(*) = Ao+ Ai*J + <Jfl mEA* A+ *x e

Ersetzen wir 1:2 durch G so entsteht

2 /G) = A+ AZ + + A3n +

Daher ist

die Entwicklung ist fur alle Werthe von £ gultig, deren Modul Kkleiner ist als
der kleinste Modul der £ fur welchen f{\ : Q unendlich wird; also gilt 2. fur alle
2, deren Modul grosser ist als der grosste Modul der z, welche f(z) unendlich
gross machen. Ist daher a der vom Nullpunkte entfernteste Punkt der Variabein-
ebene, fur welchen f(z) unendlich wird, so gilt die Reihe 1 fur alle Punkte der
Ebene, die ausserhalb des durch a um den Nullpunkt gezogenen Kreises liegen.

13. Wenn die Function f(z) innerhalb und auf den Grenzen eines Ringes,
der zwischen zwei um den Punkt a mit den Radien rO und rXx geschlagenen
Kreisen liegt, eindeutig und endlich ist, und die Variabeinflache innerhalb der
ausseren Begrenzung des Ringes keinen Windungspunkt hat, so ist das Uber die
vollstandige Begrenzung des Ringes erstreckte Integral

dz= 2
= /(*
also m Zi_ufz ™) dz.

Das Begrenzungsintegral besteht aus den Integralen entlang der beiden

Kreise; bezeichnen wir dieselben mit f und f, so ist
Co) ()

L. /«-a/fa '- a/fa "
(ri) Co)
FUr das erste haben wir, da alle Punkte des Ringes im Innern des Kreises
mit Radius rx liegen, nach No. 11

2 ff —tdz ~ 2U~naS)H 1U~*~~f(z_«)*dZ’

(ri) 1
wobei die Integrale u-n Uber alle Punkte des Kreises r X im positiven Sinne zu

erstrecken sind. Fur die Punkte des Kreises rQist
mod{z — a) <C mod(/ — @) .
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Daher haben wir die convergente Entwicklung

Die Integrale un sind Uber den Kreis mit Radius rO im Sinne der ab-
nehmenden Winkel (im positiven Sinne bezuglich der Ringflache) zu erstrecken.
Nimmt man sie ebenso, wie die u-,,, im Sinne wachsender Amplituden, so kann

man 1., 2. und 3. folgendermassen vereinen
co

/(0 = (t— d)-'"_1 h=j/ (2 (Z — a)ldz ,

wobei alle Integrale Uber den Kreis mit Radius rO erstreckt werden kénnen,
weil fur keinen Punkt der Ringflache eine der Functionen
/(*)0 — ay

unendlich gross ist. Dies ergiebt: Eine Function einer complexen Variabein,
die innerhalb einer Ringflache mit dem Centrum a eindeutig und
endlich ist, kann fur jeden im Innern des Ringes gelegenen Werth
der Variabelp t in eine nach steigenden und fallenden Potenzen von
(t— a) fortschreitende Reihe entwickelt werden.

14. Wenn die Function f{z) fur die im Innern des Kreises r0 gelegenen

Punkte aa/, am, unendlich gross wird, und zwar im Punkte ar so un-
endlich wie
A(*>
z—ay’

d. h. so, dass
00, wenn m< r,

r{z), . m=r,

0, N m>r,
wobei Fr{z) eine im Punkte endliche Function bezeichnet, so zerfallen die
Integrale un in Integrale, die Uber verschwindend kleine Kreise um die Punkte
M) &, am, ... und a erstreckt sind. Es ist z. B.

2/g = A3 “P A3 HY A3 H Ug,
wobei
ki = — a)*dz,

und das Integral Uber einen um ak geschlagenen unendlich kleinen Kreis zu

erstrecken ist. F[]r_diae;& Punkte dieses Kreises kann man

/W g Ekizkk. 2 a

7 d\3 f H{Ak)' dz.
A

Nach No. 9 ist unter der Voraussetzung, dass die a nicht Verzweigungs-

Fkiy)  _ 2ui
h — k™ T T '

wobei F k-I{*k) den Werth bezeichnet, den

daher hat man

punkte sind,
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d*~i F(z)
dz*-'
im Punkte ak hat. Daher hat man schliesslich
1

1 B
i U3 (& — @)3Fk 1R+ jy (@ — af 27 +

8§ 14. Logarithmus und Exponentialfunction, Arcustangens und Tangente.

1 Wir geben nun neue Definitionen des Logarithmus, der Exponential-
function, der cyklometrischen und der goniometrischen Functionen,
die in gleicher Weise fur reale und complexe Variable gelten.

Den Logarithmus werden wir durch eine Func tionalgleichung definiren;
von dieser aus gelangen wir dazu, den Logarithmus durch ein bestimmtes
Integral darzustellen. Die Functionen arctangz, arcsinz, arccosz definiren
wir direkt durch bestimmte Integrale. Die Exponentialgrosse und die gonio-
metrischen Functionen werden als Umkehrungen des Logarithmus und der
cyklometrischen Functionen definirt.

2. Den Logarithmus einer Zahl z definiren wir als die Function
f(z), welche die Eigenschaft hat
le Az’ Zi) =/(*) +/(*i)-

Durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung folgt sofort

f(z mzx+z2 = f(z) 4-f(zt) + f(z2,

2. f{z -z1-z2..zn) = f(z) +~f(zX 4-f(z2 + ..+ /(*).
Setzen wir hierin z = zx= z2..., so entsteht
3_ /(***) = »/(*)>

wobei m eine ganze positive reale Zahl ist
Ferner folgt aus 1.
/(%) = /(X —/(*i)-
Ersetzen wir hier zzx durch z, so haben wir fur 2 zu setzen z : zx und erhalten
4- /(™) =1() —/(*D)-
3. Dififerenziren wir die Gleichung
f{z «t) = f(z) + /(/)
nach t, so entsteht
zf\zt) =/'(/).
Hierin setzen wir t = 1 und erhalten
zf{z) =7"'(1).
Folglich st
/°(*) =/ ()T .
und daher weiter

/(*)
Da /(a) fur 2 = 1 verschwindet, so sind die Grenzen des Integrals 1 und 2;
wir haben also

oz
*
/(*) z
Durch die Functionalgleichung
f{z «a,) = /7(*) + /(ad
ist daher der Logarithmus bis auf einen constanten Faktor j = 7/ '(l) vollstandig
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bestimmt. Dieser Faktor bleibt willkdrlich; je nach Wahl desselben erhalt man
verschiedene Logarithmensysteme; die Zahl p heisst der Modul des
Systems. Als das natirliche Logarithmensystem bezeichnen wir das, fur
welches 7'(1) = 1 genommen wird. Fuhren wir statt des allgemeinen Functions-
zeichens f{x) hierfur das besondere L(x) ein, so ist also

>
1

Werden die Logarithmen, fur welche /'(1) einer gegebenen Zahl ja gleich
ist, mit Log”z bezeichnet, so ist
2. Log”"z = \xLz.

Hiernach genulgt es, ausschliesslich die Function L(z) weiter zu untersuchen.

4. Die Function 1:2 ist eine eindeutige Function der Punkte der Variabein-
ebene und wird nur im Punkte 2 = 0 unendlich gross. Um den Einfluss zu
erfahren, den der Integrationsweg auf das Integral

hat, haben wir daher den Werth zu berechnen, den das Integral

erhdlt, wenn es Uber den Perimeter eines den Nullpunkt umgebenden Kreises
erstreckt wird. Setzen wir in § 13, No. 9
f(z)y = 1:2, a= 0,
so ergiebt sich fur das gesuchte Integral der Werth
1. 27 .

Hieraus folgt: Der naturliche Logarithmus ist eine unendlich viel-
deutige Function; die demselben Punkte zugehodrigen Werthe unter-
scheiden sich durch ganze Vielfache von 2tz. Diese Grisse 2tz wird
als der Periodicitatsmodul des Logarithmus bezeichnet.

Um den von 2 abhéangigen Theil des Logarithmus zu bestimmen, wéahlen

wir fur das Integral
z

einen Integrationsweg, durch den der reale und der imagindre Theil der Function
gesondert werden; wir integriren, wenn 2 = r(cosy + isinf) und 0 < 9< 2t
zundchst auf der realen Achse von 1 bis r und dann auf einem Kreise um den
Nullpunkt weiter von r bis zu 2. Das erste Integral ist, da fur diesen Theil
des Integrationsweges y = O ist

2

wenn wir mit Ir den realen Werth von Lr bezeichnen.
Fir das zweite, das Kreisintegral, setzen wir
2 = ricosy + isinf);
da fur diesen Theil des Weges r constant ist, so ist
dz= r(— sing 4- icos9) K= i ezdk?;
das Integral erstreckt sich von 9 = 0 bis zur Amplitude von 2, daher ist dasselbe
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Jid'f = M.

Aus 1., 2, 3. folgt schliesslich0
4- Lz = Lr{cos @4- /singQ = Z* -~ Ap4d- Z2r /.

5. Der Logarithmus ist eine unendlich vieldeutige Function; jede Umkreisung
des Nullpunktes durch die Variable auf dem Integrationswege vermehrt oder
vermindert den natdrlichen Logarithmus um 2-/', je nachdem die Umkreisung
im positiven oder negativen Sinne erfolgt. Um die Function

w= Lz
als eindeutige Function der Punkte einer RIEMANN'schen Flache zu erhalten, hat
man fur die Variable eine Windungsflache zu benutzen, die sich um den Null-
punkt windet und aus unzahlig vielen Blattern besteht, die ausser im Windungs-
punkte keine Verwachsung zeigen; diese Variabeinflache ist als Schrauben-
flache mit unendlich kleiner Ganghéhe aufzufassen. Wir wollen auf jeder
Windung eine Gerade vom Nullpunkte aus in der Richtung der realen Achse
ziehen; der durch zwei solche auf einander folgende Geraden begrenzte Theil
der 2-hlache heisse ein Blatt derselben. Fur einen bestimmten Punkt z der
Variabeinflache nehmen wir den Werth des Lz zu
Lz = 1Ir+ /9 0< @< 2-
an, dann ist fur alle Punkte desselben Blattes der Logarithmus durch dieselbe
Formel dargestellt. Dieses Blatt heisse das Blatt 0, die darauf folgenden das
Blatt 1, 2, 3, die vorhergehenden das Blatt — ], — 2, — 3, . . . In das Blatt k
gelangt man vom Punkte 1! des Blattes O durch /”malige Umkreisung des Null-
punktes, wobei ein negatives Kk negativen Drehungssinn angiebt; daher ist fur
alle Punkte des Blattes k
Lz — Ir f- Ap 4- 274, 0 < @< 2tt

6. Wir construiren nun zu den Punkten der ~-Flache die zugehorigen Punkte
der «/-Ebene, und beginnen zunachst mit den Punkten des Blattes 0.

Fir den an der Grenze der Blatter O und — 1 liegenden Punkt l istw— 1 = 0;
durchlauft 2 die realen Werthe von 1 bis 00, so durchlauft w die positive reale

(M. 5B8)

Achse; durchlauft 2 die reale Strecke von 1 bis 0, so legt w die negative reale
Achse zurick*). Beschreibt 2 von dem realen positiven Werthe r aus einen posi-

*) In beistehender Figur ist die zu-Flache in £ des Maassstabes ausgefuihrt, wie die z-Flache.

§ 14. Logarithmus und Exponentialfunction, Arcustangens und Tangente. 713

tiven Kreisbogen @ so bleibt der reale Theil von Lz ungeandert gleich Ir und
und es tritt nur der imagindre Bestandtheil /p hinzu, «/ beschreibt also eine
Normale zur realen Achse bis zum Abstande @ von derselben. Allen Punkten
eines in O begrenzten Strahls in der ~-Flache entsprechen also die Punkte einer
Parallelen zur realen Achse, die durch den Punkt Ap geht; der negativen realen
Achse der ~-Flache entspricht insbesondere die durch -/ gehende Parallele zur
realen Achse der «/-Ebene. Die Punkte der Geraden, in welcher die Blatter O
und 1 Zusammenhangen (ihr Grundriss ist OX) haben die Amplitude 2t dieser
Grenzlinie entspricht daher die durch 2k/ gehende Parallele zur realen Achse.

Allen Punkten des Blattes 0 der s-Flache entsprechen daher die Punkte des
Stehens AAUU der zez-Ebene; und umgekehrt, jedem Punkte w dieses Streifens
entspricht eindeutig ein Punkt des Blattes 0 der ~-Flache, — der reale Theil
von zv ist namlich der Logarithmus des Moduls von z, der imagindre Theil von
2v ergiebt sofort die Amplitude.

Der Logarithmus zvx eines Punktes zx des Blattes 1 weicht vom Logarith-
mus des Punktes z im Blatte 0, der mit ihm gleichen Grundriss hat, nur um
2ri ab. Hieraus erkennen wir sofort, dass die Punkte des Blattes | sich auf
dem Streifen der «/-Ebene abbilden, dessen Rander parallel zu OU durch 2w/
und 4~/ gehen. Theilt man die «/-Ebene von der realen Achse aus in Streifen
von der Breite 24, so entsprechen den aufeinander folgenden Blattern
der s-Flache der Reihe nach die Streifen der «/-Ebene. Durch diese
Streiten wird die ganze «/-Ebene erflullt; wir schliessen daher: jede complexe
Zahl ist der naturliche Logarithmus einer eindeutig bestimmten Zahl.

7. Aus der Gleichung z

dz
zZU+*) = 7/

gewi'nnen wir mit Hulfe des TAYLOR’schenO Satzes eine Potenzreihe fur Z(1 4- z),
Da die Variabeinflache, von deren Punkten Z(1 4- z) eine eindeutige Function
ist, im Punkte 1 H-z — 0O, d. i. z = — 1 einen Windungspunkt hat, und zu-
gleich in diesem und in keinem andern Punkte, abgesehen von den Blattern + 00,
unendlich gross wird, so gilt die Entwicklung von Z(1 4- z) nach der TAYLOR’schen
Reihe fur alle Punkte im Innern des Kreises fur welchen modz < 1.

Wir haben nun

/(0) = km2rA, /'(0) = 4-1, /"(0)= — 1, /™(0)=1-2, /'™'(0)= —1e2+3...
zn 4
und daher Z(1 4-2z) — ke2rJ -h z — — 4- — — — 4- . ...
2 3 4
modz < 1.
Fur die Punkte des Blattes 0 ist k — O und daher
Z(14-2) — z
( ) 2 1 3 *
modz < 1.
8. Die naturliche Exponentialfunction. Als naturliche Exponential-

function ez der Variabein z bezeichnen wir die Grosse, deren naturlicher
Logarithmus z ist.

Es giebt nur eine Zahl, deren naturlicher Logarithmus einer gegebenen Zahl
gleich ist; die natidrliche Exponentialfunction ez ist daher eine ein-
deutige Function von z.%)

*) Man musste eigentlich die nattrliche Exponentialfunction von der vieldeutigen sten Potenz
von € durch ein besonderes Symbol unterscheiden; es ist dies aber nicht tblich. Wo das Zeichen
€ eine vieldeutige Potenz bedeuten soll, muss dies besonders mitgetheilt werden.
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Aus der Gleichung
L(aeb) = La4- Lb
folgt nach der Definition
aeb = dLa+ Lb)
La = z, Lb — zx, so ist
a= e b= e,

Setzen wir

und damit ergiebt sich aus 1.
1. ezee2\ = ezJrZ\.

Da 0 und 0 4- ke2ttz die Logarithmen desselben Logarithmanden sind,
so folgt
2, g(z + E*2iti) = ~2 o,

Die Exponentialfunction &ndert sich also nicht, wenn die Variable
um ganze Vielfache von 2irz zu- oder abnimmt. Sie ist daher ein perio-

dische Function und hat die Periode 2rd. Nach 1 und 2. ist
g(z+ k'2d2 == £2 .9k'2izi == gZ'

Da ez eine eindeutige und fur alle endlichen z endliche Function von z ist,
so kann ez nach dem TAYLOR’'schen Satze in eine unendliche Reihe entwickelt
werden, die fur alle endlichen z convergirt; aus 4. folgt diese Reihe sofort zu

z z2 z3 z4

L e = 14-1 4-j.2 1.2-3 + 1e2e3e4 + ' ' '

Wir sehen hieraus, dass diese Reihe, die in der Differentialrechnung fir reale z
abgeleitet wurde, auch fur jedes endliche complexe z gilt.

Aus der Gleichung

Lr(cos94-isin9 = Ir 4- 29,

bei welcher rechts die Vielfachen des Periodicitdtsmoduls 2uz' wegbleiben kénnen,
wenn 9 nicht auf eine Umdrehung beschrankt, die Vieldeutigkeit also in die

Amplitude 9 verlegt wird, folgt sofort

6. NZr+ztp) _  r (cosy A-i sin9).

Ersetzen wir Ir und 9 durch x undy, so erhalten wir
7. gv+ *>) = ex(cosy 4- isiny) .

Setzen wir ferner in 7. r = 1, so folgt insbesondere
8. eif = cosy 4- isin9.

9. Als Potenz az (fur reale oder complexe a und z) definiren wir die
Function

az — gzlLa,

Ist a = pzd4« und 2 real, so ist, wenn s real und positiv gerechnet wird,
az= z24+*) = p2(cosza: 4 isinzoi) ;
fur reale 2 fuhrt die Definition somit auf den bereits bekannten Begriff der
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Potenz eines beliebigen Dignanden mit realem Exponenten. Istz = X 4- iy, so
ergiebt sich
az= e(*+*) Vp+*
= a«) [z<2y(xa 4-jv/p) 4- isin{oca H-jf/p)].

Diese Function ist unendlich vieldeutig, weil a um ganze Vielfache von
2T vermehrt oder vermindert werden kann. Nur dann, wenny verschwindet und
X rational ist, tritt eine auf eine endliche Anzahl Werthe beschrankte Vieldeutig-
keit ein.

10. Die Function Arctangz = /
JI +
0

Durch Zerlegung in Partialbriche entsteht

1 dz \{ & dz r dz \
J1+ s2m 2\J14- iz +J1— iz)*
0 0 0
Ersetzen wir im ersten Integrale 1 4- iz, im zweiten | — iz durch £ so
ergiebt sich
I+iz 1—iz
f dr 1 7/ fdz f dr
Ji+ 2 xu ¢ 3!
Daher folgt
| Are | 1 Zl 4- 2»
. relangz — -z, .

Die Function Arctangz ist also unendlich vieldeutig, der Periodicitat-
modul ist

h iTj="e
Die Gleichung 1. ergiebt nach der Fundamentaleigenschaft des Logarithmus

A 1 i 1 4- iz*
Aa}’ctangz 4- Ae;’ctangzl = --Z.I: 12 1z

1 —iz 1 — izx
11 — zzx 4 i(z 4- zX
~2i 1 — zzx — i(z 4- z¥
, zZ -h Z)
1 4~ 7 -
_lr ~
2z z 4 'z
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Die letzten beiden arctang lassen sich nach 2. vereinigen; dadurch entsteht

3. Arctang(x + iy) ! arctang 2x 2 + k
| = carctang < B'Vr -
Die Function 1:(1 + s2 wird unendlich fur z = * i die Reihenent-
Wicklung
5§ =1 — 72+ 24 — 26 + 78 —

gilt daher innerhalb eines Kreises, der mit Halbmesser 1 um den Nullpunkt be-
schrieben ist. Aus dieser Reihe folgt durch Integration

Arctang z = z —y + - y 4- ee-e

modz < 1
Diese Reihe giebt den Werth von Arctangz, der mit z verschwindet.

11. Die Function tangw definiren wir als Umkehrung der Func-
tion w = arctangz. Aus der Vieldeutigkeit von Arctangz folgt sofort: Die
Function tangw ist periodisch und hat die Periode Ferner folgt aus
No. 10, 2

(ev-h e~yysinu — 0, (v—e~Vycpsu = 0,
wenn fur dieselben nicht zugleich der Nenner in tangw verschwindet. Reale
Losungen dieser Gleichungen, die ausschliesslich in Betracht kommen, sind nur
v= 0, wu-= Kkri.

Die Tangente wird unendlich, sobald die realen u und v den Gleichungen
genugen

(ev+ e~y cosu = 0, (ev— e~V sinic = O,
ohne dass zugleich der Zahler in 2. verschwindet, also fur
v—0, u= 2k -+ 1) §U.

Wir bemerken noch, dass das Integral jeder rationalen Function von 2 durch
ein Aggregat einer rationalen Function und der naturlichen Logarithmen linearer
Functionen, — die Logarithmen multiplicirt mit Coefficienten, unter denen auch
i Vorkommen kann — ausgedrickt wird.

815. Arcussinus und Sinus, Arcuscosinus und Cosinus. 7D

§ 15. Arcussinus und Sinus, Arcuscosinus und Cosinus.

1 Wir untersuchen in diesem Abschnitte Integrale von der Form

ff(z, yj?)dz, R —a 2bz cz*
wenn / eine rationale Function von 2 und "R ist.

In 8 4. ist gezeigt worden, wie durch eine rationale Substitution ein solches
Integral in das Integral einer rationalen Function reducirt werden kann; wir
wollen indess von dieser Substitution hier keinen Gebrauch machen, sondern die
Untersuchung ohne Beseitigung der Irrationalitat fuhren. Jede rationale Function
von z und y'R kann, wie leicht zu sehen ist, auf die Form gebracht werden

reduciren wir nach § 4, No. 4; den Bruch M :N zerlegen wir in Partialbriiche
und wenden die in § 4, No. 5 angegebene Reduction an. Dies zusammen-
fassend erkennen wir: Das Integral

1. Jf(z>VR~™dz, R = a+ 2bz + cz2,

wobei / rational in Bezug auf z und yR ist, zerfallt in eine rationale ganze
Function von z, Logarithmen algebraischer Functionen von z, ein Produkt einer
rationalen ganzen Function mit YR, und in Integrale der Form
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2. Die Function Aresinz definiren wir durch das bestimmte
Integral

o}

Die Function 1:j/1 — z2 ist eine eindeutige Function der Punkte einer zwei-
blatterigen RIEMANN'schen Flache (813, No. 26) welche die beiden Windungspunkte
-+ 1 und — 1 hat und deren beide Blatter entlang der Geraden zwischen den
Windungspunkten verwachsen sind; in beiden Windungspunkten wird die Function
unendlich.

Um zu erfahren, welchen Einfluss der Integrationsweg auf das Integral hat,
haben wir das Integral Uber die geschlossenen Wege zu erstrecken, welche
Windungspunkte einschliessen. Diese Wege lassen sich auf folgende Arten von
Wegen zurtckfuhren: 1 Wege, die einen einzigen Windungspunkt umkreisen
und daher sich in beide Blatter begeben mussen, 2. Wege, die beide Windungs-
punkte umkreisen und nur in einem Blatte verlaufen; zur ersten Art gehdren

die Wege Fig. 559, A und B,
zur andern C und D.

Um die  Umkreisungs-
integrale der ersten Art zu
erhalten, integriren wir Uber
einen Weg, der einen con-
stanten verschwindend kleinen
Abstand von H- 1 hat. Be-
zeichnen wir mit r den Ab-
stand des Punktes z von + 1,
und mit @ den Winkel der
realen Achse mit r, so ist
z= 1-+ r(cosep+ ising

= 1 H- rezf,
daher ist zu untersuchen

0 o}
Nimmt r unendlich ab, so bleibt die unter dem Integralzeichen stehende
Function, also auch das Integral selbst, endlich; da es mit einem verschwindenden
Faktor multiplicirt wird, so ist der Grenzwerth Null. Wir sehen daher:

ausgedehnt Uber eine geschlossene Curve, die nur einen Windumgs~
punkt umkreist, ist Null.
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Anders verhélt es sich mit den Wegen der zweiten Art. Um uUber diese
zu urtheilen, wollen wir C (Fig. 560) auf folgeirden Weg zusammenziehen.
Wir gehen vom Nullpunkte aus entlang der
realen Achse bis dicht an + 1, beschreiben
dann um -+ 1 einen verschwindend Kkleinen
Kreis bis dicht an die Verwachsung (also ganz
im oberen Blatte) gehen dann entlang der realen
Achse bis dicht an — 1, beschreiben einen
verschwindend kleinen Kreis um — 1, und
kehren dann entlang der realen Achse zum
Nullpunkte zurtck. Die Kreisintegrale sind

sie verschwinden beide. Fur die geradlinigen Integrale von O bis 1, von 1 bis O,

von O bis — 1 und von — 1 bis 0 haben wir auf das Vorzeichen zu achten,
das]/l — z2 auf diesen Wegen hat. Wir wollen annehmen, im Nullpunkte des
oberen Blattes sei die Wurzel = + 1; alsdann ist sie auf dem ersten Theile

des Weges, von 0 bis + 1, positiv; durch einmaliges Umkreisen eines Windungs-
punktes wechselt die Wurzel das Vorzeichen, fur den Weg von + 1 Uber O bis
— 1 gilt also der negative Wurzelwerth; durch einmaliges Umkreisen des
Windungspunktes — 1 tritt dann nochmaliger Zeichenwechsel ein, auf dem
Wege von — 1 bis O zuruck gilt daher wieder das positive Vorzeichen. Es
ist daher das gesuchte Begrenzungsintegral, wenn Uuberall die Wurzel positiv
gerechnet wird,

0 - 1 0

Ersetzt man im ersten und zweiten Integrale X durch — X, so erhalt man
1

Integrirt man in der gleichen Richtung Uber den Weg, der im zweiten Blatte
unter dem soeben beschriebenen liegt, so hat auf allen Punkten dieses Weges
die Wurzel das andere Vorzeichen, also ist dieses IntegralJ x — — 2t. Beachten
wir, dass die soeben verwendete Integrationsrichtung negativ war, so folgt:

Das Integral IC— . dz — im positiven Sinne Uber eine geschlossene
Jyi-*2

Curve erstreckt, die in einem Blatte liegt und beide Windungspunkte

einmal umkreist, ist — 2ti; das obere Zeichen gilt fur das Blatt, in

dessen Nullpunkte die Wurzel den Werth -f- 1 hat.

Hieraus folgt weiter: Die Function Arcsinz ist unendlich vieldeutig,
und hat den realen Periodicitatsmodul 2t.

3. Um das Integral Arcsin z auszuftihren, benutzen wir die Differentialformel
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Durch diese Gleichung hatte die Untersuchung des Arcsin Z ebenso, wie die
des Arctang z direkt an den Logarithmus angeschlossen werden kodnnen; doch
erschien es zweckmaéssiger, den Nachweis des Periodicitdtsmoduls durch Be-
trachtung des Integrals Jdz:j/| — z2 auf der zweiblatterigen Flache zu ge-
winnen. Wir werden jetzt von 1 Gebrauch machen, um in Aresin Z das Reale
vom Imaginaren zu sondern. Setzen wir

Der reciproke Werth ist

z— "™Nz2— 1= e—v{sinu — icosu).
Addiren wir diese Gleichungen und ersetzen z durch x -h iy, so ergiebt sich
2. 2(cd H-e~v)sinu= x, J(e7— e~v)cosul=y .

Hieraus folgt weiter

mithin ist
und daher

FUhren wir G und 8. in 1 ein, so erhalten wir
Arcsinz = Arcsinx -4 il(y + -ja2 — 1) 2kr,.
4. Wir haben noch zu entscheiden, welcher Werth von Arcsin t und welches
Vorzeichen von A 2 1 gilt.
Aus No. 3, 2 folgt, dass sinu dasselbe Vorzeichen hat, wie Xx.
Durch Subtraction der in No. 3 gegebenen Werthe fur z dz j/z”~ 1 folgt
L Vi —z2= v+ e~v)cosu — #i(ev— e~V)sinu
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Bezeichnet man die Abstédnde eines Punktes P des oberen Blattes von den
| unkten -f- 1 und 1 mit p und pl; sowie mit @ den Winkel, um den p in
positiver Richtung (entgegengesetzt den Uhrzeigern) gedreht werden muss, um
mit der von -h 1 nach — 1 sich erstreckenden Geraden zusammenzufallen, und
mit @ den kleinsten Winkel, um den px zu drehen ist, um mit der von — 1 nach
H- 1 sich erstreckenden Geraden zusammenzufallen, rechnet 9, positiv oder
negativ, je nachdem die Drehungsi'ichtung negativ oder positiv ist und nimmt

fui den Nullpunkt des obern Blattes |/l — z2 =~ i-| (nicht — 1) an, so ist fur
jeden Punkt des obern Blattes, wie man sich leicht Uberzeugt
2- I/l — s* = "j/pPi «[fosl-(9 + 9J -~ isin\ (9 + 9,),

wodurch nun diese Wurzel ohne jede Zweideutigkeit bestimmt ist. Vergleicht
man dies mit L und bemerkt, dass ”~(ev + e~v) positiv ist, so erkennt man, dass
cosh (? ™ ?i) und cosu gleiche Zeichen haben.

Durch die beiden Bemerkungen, dass sinu mit x und cosu mit cos ~9 + 9/
dem Vorzeichen nach Ubereinstimmt, ist u bis auf ein ganzes Vielfaches von 2it

unzweideutig bestimmt. Die Untersuchung der Werthe von 9 + 9! ergiebt ohne
Schwierigkeit folgende Uebersicht

Die vier Zeilen gelten der Reihe nach fur Punkte der Quadranten + X, 4-y;
-hx, —jW —x,—y; —X, -hy; dabei ist zu beachten, dass die Verwachsung
als Doppellinie aufzufassen ist, als Uebergang von der (-+ Y)- Seite des oberen
Blattes zur (— Y)- Seite des unteren, so wie als Uebergang von der (— F)-Seite
des oberen zur (h- F)-Seite des unteren; fur zwei Punkte der Verwachsung, die
geometrisch identisch sind, aber als verschiedenen Uebergangen angehérig be-
trachtet werden, haben die zugehoérigen Functionen Aresinz die Differenz dz n.

5. Um zu entscheiden, welche Werthe Aresinz fur einen Punkt des unteren
Blattes hat, wollen wir einen solchen Punkt mit (z) bezeichnen, zum Unterschiede
von dem im oberen Blatte Uber ihm liegenden Punkte z. Wir integriren nun
auf irgend einem Wege (Fig. 560) im oberen Blatte von 0 bis z und erhalten

0
Um nun das Integral von U bis (z) zu erhalten, benutzen wir folgenden

Integrationsweg: Wir gehen von 0 auf der realen Achse bis dicht vor + 1,
umgehen dann in einem verschwindenden Kreise den Punkt + 1, kehren entlang
der realen Achse bis zum Nullpunkte zuriick, und verfolgen dann weiter bis (z)

Schlobmilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. AR
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den Weg (<9, der im zweiten Blatte unter a liegt. Auf dem Wege (a) sind die

Elemente des Integrals

den Elementen des Uber a erstreckten Integrals

entgegengesetzt gleich, wegen der entgegengesetzt gleichen Werthe, welchey 1
in zwei unter einander liegenden Punkten hat; folglich ist entlang a und (a)

Da nun das Kreisintegral verschwindet, und jedes der beiden entlang dei
realen Achse erstreckten den Werth hat, so iolgt

Daher ist fir Punkte des unteren Blattes
12. Arcsin (z) — ir — Arcsinz, p
wobei 0 den uUber dem Punkte (2 des unteren Blattes liegenden Punkt des
oberen Blattes bezeichnet.

6. Die Function (1 mm z)m, in welcher unter m ein realer echter oder un-
echter Bruch verstanden werden mag, hat einen Windungspunkt in z = D
in dem sie unendlich wird, wenn m < O0; sie kann daher fur alle Werthe, deien
Modul < 1 ist, nach steigenden Potenzen von 2 entwickelt werden. Die bino-
mische Reihe

m m(m — 1) m(m — 1) {in— 2)
1. (1 4= %" 1+ -2+ TT2 1-2-3 "o
gilt daher fur alle complexen z, deren Modul <1.

Die linke Seite ist w-deutig, die rechte nur eindeutig. Die rechte Seite
reducirt sich fur 2 = 0 auf 1, und andert sich mit s stetig. Construiren wir die
~-blatterige RiIEMANN’sche Flache, fur welche (1 + z)™ eine eindeutige Function
des Ortes in der Flache ist, so stellt die unendliche Reihe den Werth der
Function fur die Punkte im Innern des Kreises auf der Flache dar, fur dessen
Centrum (1 + z)'n = 1 ist; die Functionswerthe fur die andern Blatter ergeben
sich durch Multiplication der Reihe mit den wten Wurzeln der Einheit.

Ersetzen wir in 1 2 durch — 22 und nehmen m= — h so entsteht
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Diese unendliche Reihe giebt die Werthe von Arcsinz fur die Punkte z
desselben Kreises, fur welche die Reihe 2. die Werthe von 1 :]1/1— z2 liefert.
Wenn wir in der Gleichung

- Tz 1/z~—=1
Arcsinz = iL = 22l >

z durch iz ersetzen, so entsteht

7. Wollen wir Are sin z als eindeutige Function des Ortes der fur 1 : /1 — 22
construirten RIEMANN'schen Flache darstellen, so muss die Flache, die zweifach
zusammenhangend ist, durch einen geeigneten Querschnitt in eine ein-
fach zusammenhangende verwandelt werden. Zu diesem Zwecke zerschneiden
wir die ~-Flache im oberen Blatte entlang der positiven imaginaren Achse, und
setzen diesen Schnitt Gber die Verwachsung hinweg ins untere Blatt fort. (In Fig. 5GL
ist der Schnitt durch eine Doppellinie angedeutet, durch welche die beiden Rander

des Schnittes dargestellt werden sollen). Den Nullpunkt, von welchem die
Integration ausgeht, nehmen wir, wie immer, im oberen Blatte, oberhalb der
Verwachsung und rechts vem Querschnitte an.

Wird ferner angenommen, dass Arcsinz fur den Nullpunkt den Werth 2/«
hat, wo nun K eine bestimmte reale ganze Zahl bedeutet, so ist fur jeden Punkt
der ~-Flache die Function Are sinz eindeutig bestimmt, wenn wir festsetzen, dass
die s-Flache durch die Rander des Querschnitts begrenzt ist, dass also die
Integrationscurve den Querschnitt nirgends Uberschreiten darf. Um von einem
Punkte des Querschnitts zu dem auf dem andern Rande gegenuberliegenden
Punkte zu gelangen, haben wir eine Curve zu beschreiben, die beide Windungs-

46 *
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punkte umkreist; in zwei gegenuberliegenden Punkten des Querschnitts
hat also Arcsinz Werthe, die um 2k von einander verschieden sind.

Nehmen wir zunéchst k — 0 an, so entspricht dem Nullpunkte der 2-Flache
der Nullpunkt der «-Ebene. Geht z von O entlang der Verwachsung bis 1, so
durchlauft « = arcsinz die reale Achse von 0 bis \k\geht z (nach Umgehung
des Windepunkts 1 in einem verschwindend kleinen Kreise) auf der andern Seite
der Verwachsung bis — 1, so geht €« von ~ k bis -|tt; kehrt z oberhalb der Ver-
wachsung bis zu dem Punkte des Querschnitts zurtick, der O gegenuberliegt, so
geht « weiter bis zu 2k. Geht 2 entlang des Querschnitts von O bis ir\, so ist

2 1

Dem positiven Theile des rechten Querschnittrandes entspricht daher die
positive imagindre Achse der «- Ebene, dem negativen Theile die negative. Dem
andern Rande des Querschnitts entspricht die Gerade, welche die «-Werthe
2k 4- iv enthalt, also im Abstande 2k zur imaginaren Achse parallel ist. Der
ganzen durch den Querschnitt begrenzten z-Flache entspricht der von der v-Achse
und der Parallelen u = 2k begrenzte Streifen der «-Ebene. Die obere Halfte
des Streifens entspricht dem oberen Blatte, die untere dem unteren der z-Flache.

8. Um die Beziehung der "~-Flache und dieses Streifens der «-Ebene voll-
standig aufzuhellen, wollen wir untersuchen, welchen Curven der ~-Flache die
zu den Achsen parallelen Geraden der «.'-Ebene entsprechen.

Soll in « — Arcsinz = u -t- iv der reale bez. der imaginare Theil constant
sein, so mussen X, bez. a constante Werthe haben. Gehoéren zu u = uQ bez.
v — vQdie Werthe x= x0, bez. §= a0, so entspricht

u = Ug den Punkten j/(I 4- x)24-y2— /1 —x)24-y2 — x0,
L v=v0 , w w Y[l 4-X)2-hy24- j/(1 —x)24-y2 = <D-

Bezeichnen wir in der O-Flache die Windungspunkte — 1 und 4- 1 mit F
und F, und den Punkt X,y mit F, so ist

PF = 1/(1 4- x)24-3', FF = j/(1 - X)24-y* «

Die Gleichungen 1. gehen somit Uber in

FF - FF\ = xO0, FF 4- FF, = *0.

Hieraus folgt: Eine Parallele zur FAchse (u= uQ entspricht einem
Hyperbelaste der ~-Flache; eine Parallele zur U-Achse (v — v0 ent-
spricht einer Ellipse der s-Flache. Diese Ellipsen und Hyperbeln
sind confocal, ihre gemeinsamen Brennpunkte sind die Windungs-
punkte. Eine innerhalb der obern (untern) Streifenhéalfte liegende Pa-
rallele zur £:Achse entspricht einer Ellipse im obern (untern) Blatte der
2-Flache. Die beiden Aeste derselben Hyperbel gehdren zwei entgegen-
gesetzt gleichen Werthen von x, mithin zwei Normalen der £7-Achse
zu, die gleichweit von den R&andern des Streifens in der «-Ebene
abstehen; zwei Hyperbeldste, von denen der eine aus der obern Halfte
des ersten Blattes in die untere des zweiten Blattes sich fortsetzt,
wahrend der andere aus der untern Halfte des ersten Blattes nach
der obern des zweiten geht, und mit dem ersten Aste sich deckt,
gehdéren zu zwei Normalen zur £/-Achse, deren Abscissen den Be-
dingungen genigen

arcsinu = x0, O0<.u <i 2k.
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Hieraus folgt, dass die Abscissen uO und uO der Parallelen zur FAchse, die
zwei sich deckenden Hyperbeln entsprechen, die Summe k oder 3rr haben.

Hieraus erkennen wir: Jedem Punkte des Streifens der «-Ebene
entspricht ein und nur ein Punkt der a-Flache.

Wenn wir nun die Function Arcsinz im Nullpunkte statt mit dem Werthe
Null mit den Werthen

— 6, — 4w, — 2k, 4- 2k, 4- 4, 4- 6w . ..
beginnen lassen, so ist ersichtlich, dass den Punkten der 2-Flache immer andere
Streifen der «-Ebene entsprechen, alle normal zur £7-Achse und von der Breite
2k, SO dass nun die ganze fF-Ebene von solchen Streifen bedeckt wird.

9. Das Additionstheorem fur den Arcussinus. Neben den Additions-
theoremen fur den Logarithmus und Arcustangens

Lz 4- LC = L(z£),
z4- £
Arc tangz 4- Are tang£ — Arc fang-—- ,
existirt ein verwandtes Theorem fur den Arcussinus, das fur reale Werthe der
Variabein bereits aus den Elementen bekannt ist. Die Aufgabe, die Summe
Arcsinz 4- Arcsin£
als einen Arcussinus einer Function von z und £ darzustellen, kann geometrisch
so gelést werden: Sei
Arcsinz = ud4-iv, Arcsin£= u4- T,
so ist
Arcsinz 4- Aresin® = U 4- u 4- i(v 4- 1.

Der Geraden der «-Ebene, die im Abstande u 4- u zur FAchse parallel ist,
entspricht ein Hyperbelast der z-Flache; der Geraden, die im Abstande v 4- t
der £/-Achse parallel ist, entspricht eine Ellipse der ~-Flache; der Hyperbelast
hat mit der Ellipse auf der s-Flache nur einen wirklichen Schnittpunkt; wird
dieser mit Z bezeichnet, so ist

Arcsinz 4- AresinC= ArcsinZ,
also ist Z die Lésung der Aufgabe.

Frei von geometrischen Betrachtungen erreichen wir das Ziel folgendermassen:
Wir bestimmen zunadchst den Functionszusammenhang zwischen z und £, fur
welchen die Gleichung erfizjllt ist .

1.

Aus dieser Gleichung folgt, dass unendlich kleine von z und C herruhrende
Zunahmen beider Integrale die Summe Null haben muissen, dass also
dz dac
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wir die unendlich kleinen Aenderungen, die 7 und c erleiden, wenn z und £sich

um verschwindende Betrage verdndern. Wir erhalten aus 1. und 3.
J~ iy

oder kurzer
Aresinz 4- Aresin£ = AresinzV1— £2 4- Cj/l — z2.

10. Als den Sinus der complexen Zahl w = u4-iv definiren wir

die Zahl z, welche der Gleichung genugt
Aresinz = w.

Zu jedem Werthe von w gehort ein eindeutig bestimmtes z, die Function
sinw ist also eine eindeutige Function der Variabein w. Nimmt w alle
Werthe an, die innerhalb des Streifens zwischen u= 0 und u— 2t liegen, so
durchlauft 2 — sintu alle moglichen Werthe; dabei nimmt simu jeden Werth

zweimal an, namlich fur w= uH-iv denselben wie fur w= tz— (u4- iv),
es ist also

sinw = sin(- — tii) .
Fuar alle Zahlen tu, die sich um gerade Vielfache von 2w unter-
scheiden, hat sinw denselben Werth, es ist
sinw = sinftu + 2kiz) .
Der Sinus ist somit eine periodische Function und hat die reale
Periode 2. Aus den Gleichungen No. 2, 4 und 5 ergiebt sich sofort
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Schreibt man fur 1

Arecosz = Aresinl — Aresinz,
und benutzt 2. indem man z» durch 1 ersetzt, so folgt
3 Areeosz = Aresiny 1— z2.

Welchen Werth der Quadratwurzel man hierin zu nehmen hat, ist ebenso-
wenig unbestimmt, wie bei den Quadratwurzeln im Additionstheorem.

Ist Are cosz — w, so gehort zu jedem w ein eindeutig bestimmtes 2. Wir
definiren die Function z = cosw als die Zahl,-welche der Gleichung
genugt Arecosz — tu,
es ist mithin costu eine eindeutige Function von tu. Aus der Vieldeutigkeit von
Areeosz folgt: Die Function eostu ist periodisch und hat die reale
Periode 2u. Aus 3. folgt
4 cosw = T/l — sin2tu.

Schreibt man far 1. .
Aresinz = \tz — Arecosz,

und setzt Areeosz = tu, so folgt 2 = sin{\tz  tu), oder
] costu = sin(™z — w) .

Durch 5. ist vollstandig bestimmt, welcher Werth der Quadratwurzel in 4.
zu nehmen ist. Ferner folgt aus 5. und No. 7

ev + e -v . ev — e~v .
6. cos (U -h iv) = ----- Ae---cosu — 1 2 S
Setzt man im
Aresinz + Aresin£= Aresin{z7/l— £2+ £\. *2)>
Aresinz = tu, Aresinf= W,

so folgt )

7 sin(tu -+ |i) = sinw cosxo 4- coswsinlID,
und hieraus, wenn man w durch — W ersetzt,

g cos(w— 3) = coswcosl) 4" sinw sinU).

12. Tst w — Aresinz. so ist

mithin dz = yi-z*dw,
p dsinw — cosw dw .
Hieraus folgt, dass die fur reale w bewiesenen Differentialquotienten des
Sinus und Cosinus auch fur complexe w unverandert gelten. Da nun sinw und
/ofx. fur aiip endlichen w = u 4- iv endlich bleiben, so folgt, dass che laylor-

8§ 16. Definition des elliptischen Integrals, Reduction auf die Normal-
formen; Vieldeutigkeit elliptischer Integrale.
1 Unter einem elliptischen Integrale versteht man jedes Integral von der

Form
J/(z, Yaz4 4- bz6 4- cz2 4- dz 4- d dz,
wobei / eine rationale Function von * und der Quadratwurzel bezeichnet, unter
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dti Voraussetzung, dass sich das Integral nicht infolge besonderer Werthe der
Coefficienten a . . e oder besonderer Art der Function f durch algebraische
oder cyklometrische Functionen oder Logarithmen ausdriicken Il&sst.

2. Wir beschaftigen uns zunachst damit, die irrationale Grodsse

az™ 4- bzz 4 cz2-F dz -+~ e
durch eine rationale Substitution zu transformiren. Zu diesem Zwecke
zeilegen wir den Radicanden in seine linearen Faktoren; es sei
az*r 4- ..+ e= a(z- aa(z—R[z—7N[z— 8.
Hierauf setzen wir
0]
z —y>

woiin U und V Polynome einer neuen Variabein £ bezeichnen mdégen, und zwar

beide vom Grade p, oder U vom Grade p, V vom Grade p — 1 Hierdurch
erhalten wir

= -~yyu-av) (u-g v)Junr~ 7v) (bzrjv).

Soll nun der transformirte Ausdruck nicht wesentlich complicirter erscheinen
als der urspriingliche, so muss die rechts stehende Wurzel in das Produkt einer
rationalen Function mit einer Wurzel aus einem Polynom vierten Grades zer-
fallen; es mussen daher in der Function

(U—aV) (U—BV)(U—7V)(U- 6V)

alle linearen kaktoren doppelt Vorkommen, ausgenommen vier, welche dann den
Radicanden zusammensetzen.

Zwei der vier Functionen

Uu—av, U—RBF, U—TH, U — oV

kénnen nicht einen gemeinsamen linearen Faktor haben; denn derselbe wurde
dann auch gemeinsamer Faktor von U und V sein, wahrend doch als selbstver-
standlich vorauszusetzen ist, dass U und V keinen gemeinsamen Faktor haben.
Die noch unbestimmten Functionen U und V sind daher so zu wéahlen,
dass ausser vier einfachen linearen Faktoren jede der Functionen

u-—ov, Uu BV, U—7V, U— oF nur lineare Faktoren doppelt
enthalt.

3. Es ist bemerkenswert!!, dass durch jede solche Substitution das

einfachste elliptische Differential, als welches
dz

Yz—(z—R. —9)(«*S)  MJapH

Jeden linearen kaktor, der in U — aV doppelt vorkommt, enthalt M ein-
fach; es lasst sich nun leicht nachweisen, dass jeder solche Faktor auch in
VU — UV' aufgeht. Hierzu bemerken wir zunadchst, dass, wenn die ganze
kunction cp(@Q den linearen Faktor m£ 4- n doppelt enthalt, wenn also
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?2(Q = OC + n)2e<Kf) >
fur den Differentialquotienten nach £ sich ergiebt
@ = (MC-FnN2eti/ -p 2m (MC~h n) X
= (MC mwmn) [(piC -Fz?) 4 + 2m4].
Wir sehen daher: Jeder lineare Faktor, der in @doppelt vorkommt,
theilt auch <.
Da nun

und da nach dem soeben bewiesenen Satze jeder Doppelfaktor von U — aV
auch ein Faktor von d{U— aV):d” ist, so folgt, dass jeder Doppelfaktor von
U — v.V auch Faktor der Function VU' — UV' ist

Die Function M ist vom Grade 2p — 2. Sind U und V beide vom Grade/,
etwa

U — m?P -F -f m2 2-F ...
V= nfj] -f nxP" -F n28 -2
SO ist
VU' — UV'=s {nTP-F nXxEP~1-F « )« [pM™P—L-p (/ — \)MxXEP2-F . )

— (VI -Fmx£EP-'+..)me[/» 14 (/— PnrC2_] .))
= {thnx — nmx)'C2P-i 4 - ...........
Ist Vvom Grade p — 1, etwa
V — nEP 14- nxd~24- . ..

so ist
VU' — UV'=s (nEP~114- nxEP~24- . ) \pmEP—14-(p — 1) mx£P—=24- . ]
— (mtf 4- mxC/-14- . .)[(/ — )n*P~24- (p — 2)nx 4- )
= mn'CpP—=2 4- ...........
In beiden Fallen hat also VU' — UV' den Grad 20 — 2. Da nun M und

VU' — UV’ gleichen Grades sind, und jeder Faktor von M auch in VU' — UV’
enthalten ist, so folgt, dass der Quotient

vu' — UV’
M
eine reine Zahl ist*).
4. Jede lineare Substitution
+
1 B
14- <

genugt den angegebenen Bedingungen in einfachster Weise; denn in diesem
Falle ist

U = \4- pE£, V m= 1 4- vE,
also sind U — aV ... sammtlich linear. Man kann daher Uber die unbestimm-
ten Zahlen X jx v so verfugen, dass der Radicand des transformirten Differentials

*) Jacobi, Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum, Regiomonti 1829. § 3, 4.
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verschwindet, entsprechen die Werthe von £ fur welche der transformirte Radi-
cand verschwindet. Nehmen wir an, dass den Werthen z = a, 3 7, S der Reihe
nach die Werthe £= -p 1, — 1, -f-1:k, — 1:k entsprechen sollen, so haben
wir zur Bestimmung der Substitutionscoefficienten X ja, v und der Zahl k folgende
Gleichungen, die sich durch Einsetzung der entsprechenden Werthe von z und
£ in die Substitutionsgleichung 1. ergeben,

ine Deiaen werthe von Kk, die sich meraus ergeDen, sma reciproK, wir
kénnen daher immer k so wéahlen, dass der Modul von k ein echter Bruch ist.

Sind insbesondere a, 3 7, 6 sdmmtlich real, und setzt man a> R> 7> 0§
voraus, so ist k real.

Haben wir uns entschieden, welche Wurzel der Gleichung 9. fur kK genommen
werden soll, so folgt der zugehodrige Werth von v eindeutig aus der Gleichung 7.
Fur Xund p ergeben 2. und 3.

X = jl+ v,
L- k= P(i-v);
also folgt
10. X \[O+ B+ v(@a— R),
P=i[(«— B+ v(as- R).

Fuhren wir die berechneten Werthe in die Substitutionsgleichung ein, so

erhalten wir
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Alls 1U, folgt
14. X—a=\@- Bv— 1), X- 8= \N@- Bv+ 1.

Aus 4. und 5. erhalten wir

X= \N[([7+ 3+ 37" 0 >
und hieraus weiter
15. ANL- 8 (j - ), 1- 8= fi-8 (j + *)e
Somit ist
6. X- a)(X- BX- i)X- 8= X («- {)p>T- SH - v) (I - .
Daher ergiebt sich schliesslich
Y2— =08 @z~ 7( —5)
7 =) («-»(t- 9I/G - vVv) (. - £) - eya-p)d-**p).

Durch Differentiation der Formeln 12. erhalten wir zunéchst

1 1v ~Hv
dz = X a) 7y N> dz= (x ) *HTp vE2 '
18. 1- v kK- v
fs (X B-@+ vy2n, (x- 8§ (@~

Durch Multiplication dieser Formeln ergiebt sich in Rucksicht auf 16.

19. dz= | [/78xx—B) 7 — 01— v2 (I — (7 + vE)2'

Fur das einfachste elliptische Differential haben wir somit die
T ransformation

dz 2ifk dz
vaz—a)2—B2—-T7(@2—0 Ya@@a— B)((7—18 V(I—t£2)C k41'0)
5. Ist 8 unendlich gross, so verschwindet in
azx + bz3 £22 -F dz + e
der Coefficient a und das Polynpm reducirt sich somit auf ein Polynom dritten
Grades
bz3+ cz2+ dz+ e= bfz— a)@2— R)@2—7).
Aus No. 4, 9 folgt fur 0= 00

Ferner folgt aus No. 4, 5
2. v — k.

In Ricksicht auf 2. haben wir an Stelle von No. 4, 13
1l —£)01—£202
3 C—a@2—RRC—7= X—aX—B X—"7- 7 + Qi '

und anstatt No. 4, 18
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4 dz~—~ ~ 2~ (ibhkeyd ' dz— (X~ ij (i kQ*’
<k
dz= — (X—7) N+ N e
Ersetzen wir in No. 4, 20 das Produkt ah durch (— b) und gehen zur Grenze
fur 0= 00 uber, so erhalten wir

5 z 24/ cE
Vbz—a)@z—RZ—7~ yra —B) ' asa — 250 — bK2)"

Die Resultate der beiden Nummern 4. und 5. kdnnen wir in dem Satze
aussprechen: Die Quadratwurzel aus einem Polynome vierten oder
dritten Grades in Bezug auf die Variable Z kann man durch eine
lineare Substitution in einen Ausdruck von der Form transformiren

— o) (1

worin der Modulus von Kk kleiner als 1 ist, und M eine Function
zweiten Grades von £ bezeichnet.

6. Fur die Anwendungen der elliptischen Integrale in Geometrie und Mechanik
ist insbesondere der Fall von Interesse, dass das Polynom azA bZA-]-..-p e
nur reale Coefficienten hat und der Variabein 0 nur solche realen Werthe bei-
gelegt werden, fur welche die Wurzel aus diesem Polynom reale Werthe erhalt.
Wir wollen nun zeigen, dass in diesem Falle sich jederzeit reale Substitutionen
angeben lassen, durch welche

J'f(z, #azA dz

durch algebraische Functionen, Logarithmen, cyklometrische Functionen und ein
Integral von der Form ausgedriickt werden kann

wobei J?@$) eine rationale Function bezeichnet und k und 3 reale echte Briiche sind.
Diese Transformation lasst sich allerdings nicht immer durch eine rationale
Substitution erreichen, wir mussen uns vielmehr dazu bequemen, irrationale,
von sehr einfacher Art, zu verwenden.

Wir wenden zunachst die lineare Substitution an
1 X - NE

* =

= 1+ C ~
um dadurch die Transformation zu erhalten

a(z- ajiz- Bo- NHE~ s = (72~ £2)(722- £2) -
Entsprechen den Wurzeln a, B, 7, 8 der Reihe nach die Wurzeln p, — p,
0, — g, so erhalten wir aus 1 die vier Gleichungen

Durch Subtraction ergiebt sich

@+n0+4
Wechseln wir hier der Reihe nach das Vorzeichen von p, von g; vonp und g,
so erhalten wir

§ 16.

Definition des elliptischen Integrals, Reduction auf die Normalformen etc.
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YR =-/bz—az—R*—1 = (i+ 02

Ersetzt man hier p2 durch b2, so erhalt man wie bei einem endlichen Werthe
von 8 fur die transformirte Wurzel
Vei(*i-?2)(*,-?2>.
wobei bx= 1, b2—p2 ist
Fuhrt man die lineare Substitution in
f{z, yR)dz, R = az4+ bz3+
aus, so erhélt man

wobeif X eine rationale Function von CundR x = ax(bx — Z2 {b2 — Z2) bezeichnet.
Diese Function lasst sich immer auf die Form bringen

: Yo
14 /i(C,I/n1) =
20+ V*i
worin ¢, & 9x, ganze rationale Functionen von Z sind. Macht man rechts
den Nenner rational, so entsteht
O+ Wy~R][

fl = L
wo nun Z, < W ganze Functionen von Csind. Daher ist schliesslich

J b\ />
Das erste Integral rechts enthélt ein rationales Differential und fuhrt daher
auf algebraische Functionen und Logarithmen. Im zweiten schreiben wir

15.

worin = W eRX ist.
7. Wir beschaftigen uns nun zunachst mit der Transformation des Ausdrucks

(074
FOP - cm -<2)

A. Ist ax> 0, bx > b2> 0, so hat die Wurzel
m/SUh-PK*.-C§ =

reale Werthe, sobald Z2 > £2 oder < £2. Im ersten Unterfalle setzen wir

und erhalten
YR\ —y b xb2-i/(l j2 1 k292 ,

« 1__
yX; ~YyYyJ;'yu-y) o-*v)'

Im zweiten Unterfalle nehmen wir

§ 16.

Definition des elliptischen Integrals, Reduction auf 6le Normalformen etc.

<

735



736

Integralrechnung.

§ 16. Definition des elliptischen Integrals, Reduction auf die Normalformen ctc. 737

Beseitigt man die Nenner, so entsteht
1= (- 2k*\(n — 2)z5+ [2£2+ X/&+ 1)(2» — 3)]z3—[K*+ 1— 2X(» — 1)]*)
. + .+ Aftizn2)
+ [E2X*64-(/82— XE2— X>4 + (X—>@2— D)ca + 1[~1+ 3 N 8+..H-(2»—3)",_i02«-4]
+ + N2z (1 + Xs2« + C(l-+ X*2«-i.

Diese Gleichung ist vom Grade 2» + 2; sie enthalt nur Glieder gerader
Potenz, die Zahl derselben ist also n -h 2; ebenso gross ist die Zahl der Coeffi-
cienten Alr A2 . . A,,-1, B1 z?2, C. Man kann dieselben so wéhlen, dass die
letzte Gleichung identisch erfullt ist und hat zu ihrer Bestimmung n -f- 2 lineare
Gleichungen, deren Auflésung bei gegebenen Werthen von k, X n ohne Schwierig-
keit erfolgt.

11. Hiernach sind alle elliptischen Integrale auf drei Normalintegrale
zuruckgefuhrt, namlich auf

Schloemilch, Handbuch der Mathematik. T&. II. 47
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fdz_ Cc@ — tfzndz f dz

Jyn’ I v (i + \ji’

Sie nehmen eine einfachere Gestalt an, wenn man 2 durch eine neue

Variable 9 ersetzt gemass
2 = sin9;
denn dann ist

und die drei Integrale gehen Uber in

jy 1 — Klsiny’ k Sm ?
Die Grosse Y| — k2sin29 wird gewshnlich mit A<p) oder, wenn es der
Unterscheidung wegen nothig ist, mit \(k, 9) bezeichnet.
Werden die Integrale zwischen den Grenzen O und z, bez. 9 genommen, so
bezeichnet man sie nach Legendre*) als die elliptischen Integrale erster,
zweiter und dritter Gattung; k heisst der Modulus, die obere Grenze 9 die Am-

plitude, X der Parameter; man benutzt die Functionszeichen
9 9 9

J (1 + 7sinly)y 1l — k*sinly

= /% )<*? = £(?m.*). /(n A~V )'A (?2)= n°" *ex)m
0 0 0
12. Wir transformiren nun das Integral erster Art durch eine Substitution
zweiten Grades; es wird dadurch ein Integral erster Art mit anderm Modul und
anderer Amplitude hervorgehen. An diese Transformation anknupfend, werden
wir spater brauchbare Methoden zur numerischen Berechnung elliptischer Inte-
grale finden. Damit durch die Substitution
z= U:V,
wo U und V quadratische Functionen der neuen Variabein £ sind, die Trans-
formation erzielt werde
dz Ad'C
/(i —z2 (1 =Yi—a—w)"
ist nach den Entwicklungen in No. 3 néthig und ausreichend, dass von den vier
quadratischen Faktoren des Produkts
(V—U)(V+ U){V—KkU)(V+ kU)
zwei die zweiten Potenzen linearer Functionen in £ sind, wéahrend die andern
beiden die vier Faktoren liefern
(i Ou. O@Q *9(@. *0.

Man uUberzeugt sich leicht, dass nur folgende Féalle wesentlich von einander

') Legendre, Traite des fonctions elliptiques, Paris 1825.
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Aus den Beziehungen zwischen den linken Seiten dieser Gleichungen folgen
Beziehungen zwischen den Grossen k, X a b c  Wir beschranken uns hier
darauf, die aus 1. hervorgehenden Transformationsformeln aufzustellen.

13. Den Werthen

entsprechen V—U, — U, U, — U,

wie die ersten beiden Gleichungen lehren. Wir bilden
V— kU 3(l+m£)2
v+e U Y (1t B)Lt XE)

und ersetzen rechts £ der Reihe nach durch 1 und 1:X |links V durch U\
dadurch entsteht

-k 70+ my 1—k L 1VI+ V
2 21 + X 2 - bh2a+ X =
Hieraus ergiebt sich fur m und X die Gleichung
X(l + ~y= (l+»)«,

aus welcher folgt

m= y\.
Ersetzen wir in gleicher Weise in dem Quotienten
V-h kU _ c{l + nty
V+U - @@a+ £)(+ X§°
rechts £ durch 1 und 1 : X links V durch U, so erhalten wir
n= yT.

Da m und n nicht gleich sein kénnen, so wahlen wir
M= — y/x, Z—y\,
wobei von nun an die Wurzel positiv gerechnet wird. Aus den Gleichungen
No. 12, 1 folgt weiter, wenn fur m und n die gefundenen Werthe benutzt werden,
v-ku t/i-yx.zy
v+ku~ »~ 1+ 1/r.0
Ersetzen wir hier rechts £ der Reihe nach durch | und — 1, links V durch
U und — U, so entstehen die Gleichungen .
I-K b /1 —VYiv
1+ K- ¢« + yX)
1+ k_ b fi+ y Xv 2
1 N Chi—Yyi)
Hieraus folgt durch Multiplication
b2
e R
Da in den vorigen Gleichungen beiderseits positive Werthe stehen, so haben
wir b — ¢ zu nehmen. Hiernach ergiebt sich weiter
l—yt /1 — k
1+ yT*“ \N i+ k'

daher ist
yi = k —1/1 — k
y yi mak -hyi —k
Macht man den Nenner rational, so folgt
47
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Diese Transformation ist deswegen besonders verwendbar, weil auch im
transformirten Integrale die untere Grenze Null ist.

14. Um die zweideutige irrationale Grosse
~fR = /(1 —z2 (1 — k2z2
als eine eindeutige Function des Ortes in der Flache darzustellen, haben wir
eine zweiblatterige RIEMANN'sche Flache zu construiren, die vier Windungs-
punkte hat: 2= — 1:k, — 1, -ml, + 1:K\ entlang der Strecken von — 1:k
bis — 1 und von + 1 bis + 1:k mogen die beiden Blatter verwachsen sein.
Jeder Weg, der, auf das obere Blatt projicirt, eine ungerade Anzahl von Windungs-
punkten eine ungerade Anzahl Male umkreist, fuhrt aus einem Blatte ins andere;
wird hingegen eine ungerade Anzahl von Windungspunkten eine gerade Anzahl
Male oder eine gerade Anzahl von Windungspunkten umkreist, so liegen Anfang
und Ende des Weges in dem-
selben Blatte.
Wir nehmen an, dass im
Nullpunkte des oberen Blattes
y R den Werth 1 hat; for
X den des unteren Blattes ist als-
dann yR = — 1 Auf der
realen Achse des oberen Blattes
nimmty R vonz= 0Obisz= -+1
die Werthe von -t- 1 bis 0, von
z— 0 bis 2= — 1 ebenfalls die
Werthe von 4- 1 bis 0, und in den entsprechenden Punkten der realen Achse
des unteren Blattes die entgegengesetzt gleichen Werthe an.
15. Wir untersuchen nun die Werthe, um welche das Integral erster und
das zweiter Art sich andern, wenn z einen Theil eines verschwindend kleinen
Kreisbogens beschreibt, der einen Windungspunkt zum Centrum hat.

Ist z auf einem Kreise gelegen, der a zum Centrum und p zum Radius hat, so ist
N = a -+ p ,
wobei p den Winkel bezeichnet, um den p gedreht werden muss, um aus der
Richtung der positiven realen Achse in die Richtung az uUberzugehen.

16. Definition des elliptischen Integrals, Reduction auf die Normalformen etc. a1

Aus 1 ergiebt sich

2. dz = ipeAdp.
Ferner ist
dyia—2)b—2c—2z)(d—2)= ij/p (O—a—peN)(c—a—p )(d—a— peV?).
Daher ist
4 d z Ype dp
'y(a—2z)(b—2)(c— z)(d— 2) y\b — a — pe!'f) (c — a — pe*f)(d— a — peA)’
5y(a —z){b—2)(c—2)(d—2)dz = — pje'X yjp —a—pe?) ... .dp.
Wird p verschwindend klein, so i s t
limy(b—a—p* ...= y(b—a{c—ad—a)

Setzen wir a, b, ¢, d als endliche, von einander verschiedene Zahlen voraus, so
ist dieser Grenzwerth weder unendlich gross, noch verschwindend klein. Integrirt
man die Differentiale 4. und 5. unter der Voraussetzung eines verschwindend
kleinen p zwischen den Grenzen ® und qd; so erhalt man

g. Tl
6. limy p.1.J'e&tdp, bez. — limy pA-A wW'eildp
0 <

Hierin sind die Integrale endlich, die Faktoren 1:A und A nicht unendlich,
wéahrend die Grenzwerthe von ]/p und j/p3 verschwinden. Dies ergiebt: Werden
die Integrale

Uber Wege erstreckt, die einem einzigen Windungspunkte sich un-
endlich nahe anschmiegen, so haben beide den Werth Null.

16. Geht 2 auf der realen Achse im oberen Blatte von O bis + 1, so erhalt
F(kyp) den Werth

wobei durch die Variable x der geradlinige Weg angedeutet ist. Das Differential
wird an der oberen Grenze fur x = 1 unendlich gross; man Uberzeugt sich aber
leicht, dass trotzdem das Integral einen endlichen Werth hat.

Denn der Faktor 1:y 1— k2x 2 hat innerhalb der Integralgrenzen fur x === 1
seinen glrbssten Werth 1 :]/1 — k-\ daher i?t

N

r dx 1 r dx 1
I e - x)( — k2x*) _'\1(Ujjyir]_r)(/>>, cl < yyiTXt‘p 2
Das Integral 1 hat in der Theorie der elliptischen Integrale eine &hnliche
Bedeutung wie bei den cyklometrischen Integralen die Zahl 4 «w es wird mit K

bezeichnet, so dass man also hat

o}
Umgeht man den Windungspunkt + 1 in einem verschwindend Kkleinen

Kreise, so ist der auf diesen Weg entfallende Zuwachs des Integrals F gleich
Null. Geht man alsdann im unteren Blatte entlang der realen Achse bis zum
unteren Nullpunkte zurlck, so haben j/W, sowie dz dabei entgegengesetzt gleiche
Werthe wie in den daruber liegenden Punkten des oberen Blattes bei der Inte-
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gration von 0 bis 1L Wird daher das Integral F im oberen Blatte entlang der
realen Achse von O bis + 1 und dann weiter im unteren von 4- 1 bis O erstreckt,
so hat es den Werth 2K. In Punkten, die in demselben Blatte auf der realen

Achse zwischen 4- 1 und — 1 gleich weit vom Nullpunkte entfernt sind, haben
dz und 4/R dieselben Werthe, wenn ein geschlossener Weg zurtckgelegt wird,
der 4- 1 und — 1 in unendlich kleinen Kreisen umgeht. Daher ist

Uber einen Weg (I, Fig. 563) erstreckt, der nur die beiden Windungs-
punkte — 1 und 4- 1 einfach umkreist, so hat es den Werth 4K.
Ueber den geschlossenen Weg Il erstreckt, hat daher i“den Werth 8K u. s. w.
17. Befindet sich z
auf der realen Achse im
oberen Blatte in dem
unendlich nahe vor 4- 1
liegenden Punkte 1 — p,
so ist, wenn im Radi-
canden Glieder zweiten
Grades in p vernach-
lassigt werden, und die
Wurzel positiv gerechnet
wird,
- 63) YR Yv2p(t— k2
Geht 0 in einem verschwindend kleinen Halbkreise in der Richtung der ab
nehmenden Winkel um den Punkt 4- 1 bis wieder auf die reale Achse, so durch-
lauft es die Werthe 1| H- p*P von @= ir bis 9 = 0; ]/W erlangt den Endwerth
iY2p(@1 — k2, ist also verschwindend klein positiv imaginar. Geht nun z auf
der realen Achse weiter bis zu dem unendlich nahe vor ! : k liegenden Punkte
1:k— p, so ist am Ende dieses Weges

Wird z weiter auf einem verschwindenden Kreise um den Punkt ! : k gefuihrt,
so durchlauft es die Werthe

N 4- peff von = t bis p= — u,

und am Ende ist

Auf dem weiteren Wege im oberen Blatte entlang der realen Achse bis zu
dem dicht vor -+ 1 liegenden Punkte 1! + pZTnimmt ]/F anfangs zu und dann
wieder ab und ist schliesslich

YR = —i]/2p1 — k2.
Durchlauft dann 2 in der Richtung abnehmender Winkel einen verschwindend
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kleinen Halbkreis um den Punkt 4- 1, so erlangt #W wieder seinen Ausgangs-
werth
YR- 12p0 — k.
Dieser Weg ist in Fig. 564
durch | veranschaulicht. Das
Integral F Uber diesen Weg er-
streckt besteht aus den beiden

Integralen Uber die verschwindend AN
kleinen Kreise und aus zwei geradlinigen Integralen. Die ersten beiden sind

bekanntlich Null. Der geradlinige Theil entlang des oberen Randes der realen
A cP  LliAf#=»vf

Das letztere Iptegral, eine zweite charakteristische Constante in der | heorie
der elliptischen Integrale erster Art, wird mit K' bezeichnet, es ist also

dx
r -!’]4,(1 — )1 —k'XD)

Geht z auf dem unteren Rande der realen Achse von 1:K bis 1, so haben
dz und YR entgegengesetzte Zeichen, wie in den am andern Rande der realen
Achse gegenuberliegenden Punkten; daher hat das Integral von 1:K bis 1 den-
selben Werth, wie entlang des oberen Randes von 1 bis 1:K Das ganze in der
angegebenen Richtung Uber den Weg Fig. 564, | erstreckte Integral F hat also

den Betrag
— 2iK\
Wir Uberzeugen uns leicht, dass das Integral entlang des Weges, der im
unteren Blatte unter dem soeben beschriebenen liegt, den entgegengesetzt

gleichen Weg hat.
In den Punkten der realen Achse, die unendlich nahe bei — 1 in der

Richtung nach — 1: K zu auf dem oberen bez. unteren Rande der realen Achse
liegen, hat 4/R die Werthe¥)

4R = i42p(l — K2), bez. = — 242p(l — k2
fur die Punkte der realen Achse, die unmittelbar vor — l:k, nach 1 zu,
auf dem oberen bez. unteren Rande liegen, ist

YR = i]/2Ep (~-1) bez. — **|/2*p(-Ir-1).

Das entlang des oberen Randes der realen Achse von 1 bis \\k
erstreckte Integral F hat somit den Werth

D wenn im Radicanden Glieder zweiten Grades in p vernachlassigt werden.
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k
1 C dx '

1J Yoe— 1)1 —Wd)

Ersetzt man hier X durch — X, so erkennt man, dass dieser Werth gleich iK ist.

Geht s auf dem untern Rande der realen Achse von — 1 :” bis __ ], so
haben dz und YR entgegengesetzte Zeichen, wie in den am obern Rande gegen-
Uberliegenden Punkten, also ist auch das Integral F (Uber diesen Weg erstreckt
gleich iK . Verbindet man diese beiden Integrationsstrecken durch verschwindende
Kieise um die Punkte 1 und — 1\k so ist fur diese Integrationswege F — 0,
mithin ist das Integral Uber den Weg Il (Fig. 564) gleich

2iK,

das Uber den im zweiten Blatte darunter liegenden Weg ist daher — 2iK".

18. Wir erkennen leicht, dass jeder Weg, der vom Nullpunkte auf der
RIEMANN'schen Flache bis zu einem gegebenen Endpunkte irgendwie fahrt, auf

(M. 565) einen Weg reducirt wer-
den kann, der keinen
Ausnahmepunkt umkreist
und auf Wege von der
Art & b c, d ef im
positiven oder negativen
Sinne durchlaufen, und
auf einmalige oder zwei-
malige Umkreisungen

___der einzelnen Windungs-

X punkte. Hieraus folgt:
DaslntegralersterArt
f_  dz__
1 Y(i —21 —n0)
Ist unendlich viel-
deutig und hat zwei
Periodicitdtsmoduln,
namlich den realen

(M. 566.) 4K und den imagi-
naren 2iK.

§ 16. Definition des elliptischen Integrals, Reduction auf die Normalformen etc. 745

Um das elliptische Integral erster Art als eindeutige Function des Ortes der
RIEMANN'schen Flache darzustellen, haben wir zwei Querschnitte und Q2 zu
ziehen, die wir so anordnen, wie in vorstehender Figur.

Um von einem Punkte am rechten Ufer von Qj zu dem am linken gegen-
Uberliegenden zu kommen, haben wir einen Weg wie a oder b zurtickzulegen;
daher ist fur jeden Punkt des linken Ufers F um 4A" grésser als fur den gegen-
Uberliegenden des rechten Ufers. Von einem Punkte des innern Ufers von Q2
gelangt man zu einem Punkte des &ussern Ufers auf einem Wege c oder d\
mithin ist F far einen Punkt des innern Ufers um 2iK Kleiner, als fir den am
andern Ufer gegentberliegenden Punkt.

Fur jeden Punkt der Flache ist das Integral eindeutig bestimmt, sobald es in
einem Punkte einen gegebenen (nicht willkurlichen) Werth hat, sobald z. B. festge-
stellt ist, dass es im obern Blatte im Nullpunkte rechts vom Querschnitte den Werth

meAK + n<2K'i
haben soll, wo m und « gegebene ganze positive oder negative Zahlen sind.

19. Im Anschlisse an No. 15, 16 und 17 ergeben sich die Periodicitats-

moduln des elliptischen Integrals zweiter Art.
/ NN

Wird das Integral Iyi? dz, R = — 2 im obern Blatte entlang der

realen Achse von 0 bis H- 1 erst{'eckt, so hat es den Werth

(/1 — k22
1— X2 dx>
die Wurzel positiv gerechnet.
Dies ist eine charakteristische Constante fur die Integrale zweiter Art; sie
wird mit E bezeichnet, so dass also

(0]
Geht z in einem unendlich kleinen Kreise dann um den Punkt -t- 1 bis ins

untere Blatt, so ist fur diesen Theil des Weges das Integral fYRdz — 0.

In den Punkten der realen Achse des untern Blattes haben ]/A und dz ent-
gegengesetzt gleiche Werthe wie in den dartber hegenden Punkten des obern,
also ist fur diesen Weg im untern Blatte

JYRdz —E .

In Punkten der realen Achse, die in demselben Blatte und gleichweit vom
Nullpunkte gelegen sind, hat ]/A denselben Werth. Integrirt man daher im
untern Blatte in der bisherigen Richtung weiter bis zum Punkte — 1, umgeht
denselben in einem verschwindenden Kreise, der ins obere Blatt fuhrt, und kehrt
hier entlang der realen Achse zum Nullpunkte zurick, so hat fur den ganzen
in der angegebenen Richtung beschriebenen Weg das Integral zweiter
Art den Werth AE.

Wird das Integral zweiter Art Uber den Weg | in Fig. 564 erstreckt, so ist
es doppelt so gross wie das im obern Blatte genommene Integral

k
fYR dx.
i
Wir substituiren
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den Grenzen x — 1 und x = 1:k entsprechen dann die Grenzen $= 1 und
X= 0. Ferner findet man

Das Integral zweiter Art, erstreckt Uber den Weg | oder Il Fig. 564,

hat somit den Betrag i — K"). Wir schliessen daher: Das elliptische
Integral zweiter Art ist unendlich vieldeutig; es hat den realen
Periodicitatsmodul 4E und den imaginaren i <2(£' — K').

FUhren wir die RIEMANN'sche Flache durch dieselben Querschnitte, wie bei
Integralen erster Art, auf eine einfach zusammenhangende Flache zurick, so ist
das Integral zweiter Art eine eindeutige Function des Ortes der Flache. Fur

einen Punkt auf dem rechten Ufer von ist das Integral um 4E kleiner als
fur den gegenuberliegenden Punkt des linken Ufers; und fur einen Punkt des
innern Ufers von Q2 ist es um i *2(A',— K') grosser als fur den gegentber-

liegenden Punkt des aussern Ufers.

Wir werden spater sehen, dass sich jedes Integral zweiter Art durch ein
Multiplum eines Integrals erster Art mit derselben obern Grenze, vermehrt um
eine periodische transcendente Function dieses Integrals ausdricken lasst; das
Integral dritter Art wird in ahnlicher Weise dargestellt werden.

Aus diesen Darstellungen — bis zu denen wir uns vorwiegend mit den
Integralen erster Art beschaftigen werden — folgen dann ohne Weiteres die
Periodicitatsmoduln der Integrale zweiter und dritter Art.

8§ 17. Das Additionstheorem fur elliptische Integrale. Numerische
Berechnung von Integralen erster und zweiter Art.

1. eurer hat zuerst nachgewiesen, welche von Differentialen freie Bedingungs-
gleichung zwischen z und £ bestehen muss, wenn die elliptischen Integrale erster Art

§17.

Das Additionstheorem fur elliptische Integrale.

Numerische Berechnung etc.

747
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sin9 oos4A(4) 4- sind cos9A(9)
| — kasin29sinz4
Fur ~— z ergiebt sich insbesondere: Es ist

n If dz o\ 1 dz
JN( —z2(\ —k2z2 ~ v t/(l —22) (| — k2z2}"
wenn
22j/ (1 —z2)(1 — k22
g - 1 - k2z*

Hat in der durch die beiden angegebenen Querschnitte auf einfachen
Zusammenhang reducirten RiEMANN’schen Flache das Integral erster Art fur den

Nullpunkt des obern Blattes den Werth Null, so ist
- P P

wenn
__sinycosy— sinty cosy A<p)
1 — kXin2'fsin2(p
2. Von der Gleichung ausgehend
__ sinpoospA<) -f- sin4 cosgA (@)
1 — k2sin29 y/z24
kann man rwa und AK<j) als rationale Functionen von sinf, cosy, A(<p), sin4,

A(4) erhalten. Wir wahlen zu dieser Ableitung folgenden Weg*): Aus der
Gleichung

sinz = sina cosk 4- cosctsinfi
folgt bekanntlich
2- cos; = dt — sinasinfi).
Das Vorzeichen in 2. wird bestimmt, indem man angiebt, ob dem Werthe
R= 0, fur welchen situ- — sinn, der Werth cosz — 4- cosa, oder cosz = — cosa

entsprechen soll; entscheiden wir uns fur das erstere, so gilt in 2. das obere
Vorzeichen. Ferner bemerken wir, dass mit 1. und 2. die Gleichungen gelten
CcOSR = coszcosa 4- sinzsina,
4- C0Sa = COSz COSR 4- SiNz SINR .
Hieraus koénnen wir neue Formeln ableiten, indem wir sinz. und sin$
durch ganz willkurlich gewahlte Werthe ersetzen; fur cosa und cosl3 haben wir
dann Werthe zu nehmen, welche den Bedingungen gentgen

*) Vergl. Schellbach, Die Lehre von den elliptischen Integralen und den Thetafunctionen.
Berlin 1864, pag. 109.

§ 17. Das Additionstheorem fiir elliptische Integrale. Numerische Berechnung etc. 749

. sin4A(9)
cosfi durch

Wir wahlen in den letzten beiden Substitutionen die oberen Vorzeichen und
erhalten aus 1. und 2.

cos9 sind A (9) 4- aB> sin<pA$)
1 — kzsin29sin24

, sin9sindA(9)A (4) — cos9 cosd
| — k2sin29sin24

Aus der Gleichung 5 folgen also 6., sowie die durch die gleichen Sub-
stitutionen aus 3. und 4. hervorgehenden Gleichungen.

Sollen 7, 9, 4 die im Additionstheorem auftretenden Grdssen sein, so ent-
spricht dem Werthe 4 = 0 der Werth 7= 9; daher haben wir in 6. das untere
Zeichen zu wahlen und erhalten somit
cos9 cosd — sin93in4A(9)A(4)

6. cosz = d

’ 7 = | — ka2sin29sin24
Aus den Gleichungen 3. und 4. erhalten wir
8. cosd — sin9sin7 A(4) 4- cos9coso,
9. cos9 = 5/M sinzA©) 4- w4 zw7.
Aus allen diesen Gleichungen gehen neue Gleichungen hervor, wenn 7, 9, 4
der Reihe nach durch 9, 7, — 4 ersetzt werden. Hierdurch entsteht aus 9.
10. cos7 = — wzd  ?A(7) 4- zwdzw 9.

Berechnen wir hieraus A(7) und benutzen dabei 7., so erhalten wir
A(9) A(4) — k2sin9 zw9sin4 zw 4
11. = . .
AD | — k2sin29sin24
Aus 5. und 7. folgt noch die fur die numerische Berechnung von 7 brauch
bare Gleichung

0 A tangty Aty) — tangy A(4)

tatigt tangy Acp) A(4) ’
Hiernach ist tangz A/ (p. 4- v), wenn
tang\i. = A(9) Azzgd> Azv = A(4) tatige .
3. Es liegt nahe zu fragen, ob unter der Voraussetzung, dass 9, 4 und z
durch die in No. 1. und 2. entwickelten Gleichungen verbunden sind, das
Normalintegral zweiter Art

E(z) = J Arrp) dp
0

mit der Summe

1e(2) + Efy) = JAQRS? H-j Aw) 9

in einfacher Weise zusammenhéangt. Wir setzen*)
L. ~(9) + N (4) = %5,
und nehmen 7 als gegeben, 9 und 4 dagegen als verdnderlich an. Durch Differen-

tiation folgt aus 1.
2. A(9) ff9 4- A(4)fid = dS.

Fugt man hierzu die unter der fur 7 gemachten Annahme geltende von
No. 1, 2 nicht verschiedene Gleichung

3 A(4) ff9 4- A(y)d<p = O,
so erhalt man
4 [A<p) 4- A(4)] (O 4- ff4) = dS.

*) Schl6milch, Compendium d. héh. Analysis, 2. Band, 2. Aufl. pag. 333. Braunschweig 1S74-
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Setzt man den Werth fur cosa aus No. 2, 10 in 8 und 9. ein, so erhalt

man leicht
sin@aa A<j) 4- cos@sreN

Ap) = sina '
5 sin  cos@A (ff) 4- cosJsin
m = sm<j
Hieraus folgt
Aff) rh 1
6. Kq)) * K<D= élh-a— -«» (9 % 4»),

wobei entweder die oberen oder die unteren Zeichen gelten.
Setzt man diesen Werth fur A<p) 4- A in 4. ein, so entsteht

sma doos(q3T4— ?/: ds,

und hieraus durch Integration und in Rucksicht auf 1

m +m -= [c- + «] =
Far 4.= 0 wird 9 = u; wahlt man Zi4») = 0O, so ist.
E@ = sina € V-
Durch Subtraction von der vorhergehenden Gleichung ergiebt sich
A(ff) 4- 1 . .
m +m - m = (coss — coswtj( 4- ««9 i/«cp).
Nach No. 2, 10. ist
cosa — cos@cos = — sine5VA(d,
und daher
1— A2(ff)
Op + —N"N0)= —" — smsinte
Ersetzt man hier A2(u) durch 1 — k2sin2a so folgt schliesslich
7. Zi<p) + Z&<P = -£(ff) 4- k2sinasingsin

Dieser Satz wird als das Additionstheorem fur elliptische Integrale
zweiter Art bezeichnet.

Es ist selbstverstandlich, dass man x so bestimmen kann, dass der Gleichung
genugt wird

-£(?) + -E£(« = -£«;

dann wuarde aber sinx sich nicht, wie sina, rational durch sin@ cos@ A«<p),
sinty, costy, A(4») ausdriicken lassen.

4. Aehnlich wie bei Integralen zweiter Art verfahren wir bei den Integralen
dritter Art

9
dep
/(1 4- hsin2q) Acp)
Wir setzen
1 n0« 4- n0Wo = S

und nehmen wieder a als gegeben, 9 und N als verdnderlich an.
Durch Differentiation folgt aus 1

dep d
. . =dS.
(1 4- hsin29) A<p) (A 4- hsin2™) A(™)
Da nun
2. & dy 0,
W) + W)

so folgt

§ 17. Das Additionstheorem fur elliptische Integrale. Numerische Berechnung etc.

0= (__ 1 - 1 \ atf
3 \Il 4- hsin29 1 4- /(sin2 / A(cp)’
' h(sin2 — sin2@ dp
(1 4- hsin2cp)(1 4- hsin2) A(cp)’
Aus No. 3, 7 folgt durch Differentiation
kicp)dcp 4- A<¥) dty = k2 sina d(sincp sinty) .
Fuhrt man hier Af]» aus 2. ein, so entsteht
(sin24» — sin2@ op = sinad(sincp sinty) .
Dies in 3. eingesetzt, ergiebt
hsina
(1 4- hsin2g (1 4- hsin2ty) d(sin9sn$)
Setzen wir
sinsing = q, sin2@4- sin2¢¥= p,
so wird
S = h sinff dq.

1 4- hp 4- h2qg2
Um p durch q auszudricken, gehen wir von der Gleichung aus

cosa — cos@amsb — sinsin£A(ff)
und erhalten

[cosa 4- qA(cr)]2= cos2@cos24 = (1 — sin29) (1 — sin24)
1—p 4-02.

Daher ist
p — 14- g2 — [cosa 4- MA(ff)]2
= sin2ff — 2 cosaA(ff) =q 4- k2sin2a<q2.
Setzen wir zur Abkulrzung
N = 14- hsin2ff, B — hcosaA(u), C — hk2sin2a4- h2,

751
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bis auf ein Glied dargestellt, welches das Integral einer sinn, cosy,
und A(u) rational enthaltenden algebraischen Function ist.

Dies ist das Additiontheorem flUr Legenare's Normalintegrale
dritter Art-

und vertauschen in 1. 2, 7. und 10. die Bezeichnungen ¢ <f k X der Reihe
nach mit q1; 9 X k Dadurch erhalten wir

11- =

wenn X= ~ 1 n (“?1 — 'f) = ksinp.

Beide Transformationen, 9. und 11. sind fur die numerische Berechnung von
Integralen erster Art sehr gut zu gebrauchen®*).
6. Bezuglich der letzten Transformation bemerken wir zundchst, dass
(1 4-£):2< 1 also X> "jZiund um so mehr also, da k echt gebrochen ist,
X> K\
ferner sieht man sofort, dass
P < m
Durch diese Transformation wird also der Modul vergréssert und die Am-
plitude verkleinert. Wenden wir diese Transformation wiederholt an, berechnen
also eine Reihe X X2, X3 . . . von Moduln

Hieraus folgt, dass sich 1| — X, der Grenze Null n&hert, und zwar sehr

rasch, wenn K nicht zu klein ist; also ist
umx, = 1.

Der Grenzwerth von <* ergiebt sich durch wiederholte Anwendung der

Gleichung
sin(29%« — <p«-i) = X,,_isin™n\

im Verlaufe der Rechnung von selbst; wird derselbe mit (> bezeichnet, so
kommt man schliesslich auf das Integral

*) Die erstere heisst nach ihrem Erfinder LANDEN'sche Substitution. Philosophical Trans-
actions 1775.
Schlobmilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 48
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Wéchst n unendlich, so ist daher
lim(@an— b = 0.

Hieraus folgt, dass die Zahlen an und bn sich einer gemeinsamen Grenze ¢
nahern; diese wird nach Gauss*) als das arithmetisch-geometrische Mittel
von a und b bezeichnet.

Wenn ar von br innerhalbo der angenommenen Genauigkeitsgrenzen nicht
mehr von einander (und von ¢) zu unterscheiden sind, so hat eine bestimmte,
durch die Rechnung sich ergebende Grenze O erreicht, und es ist

P

u

8. Auch durch das Additionstheorem allein, ohne Combination mit einer
guadratischen Transformation, kann man ein Normalintegral erster Art, und auf
demselben Wege eins zweiter Art berechnen. Ist

2sinyx cosvx]A (mA

t SUG— 1 {sina y
so ist bekanntlich

2- _ F(k, 9) = 2F(k, ?1) _

und nach dem Additionstheorem fiur Integrale zweiter Art
3. F(k, 9 = 2E(k, 9) — k2 siny sin2

Statt der Gleichung 1 kann zur Bestimmung des Winkels 94 durch den
Winkel 9 passender die Gleichung benutzt werden, die aus No. 2, 10 folgt, wenn
darin <fl fur 9, und § und 9 fur a gesetzt wird:

€c0s9 = €0s29X— sin291A(9),
woraus sofort folgt

Berechnet man einen Hulfswinkel 7 durch die Gleichung
sinr( = ksin9,
so ist A(9) = cos~\ und
siny1 = sin”9 :cosN7.

Berechnet man nun eine Reihe von Winkeln nach den Formeln
sin9x = sin\ 9: cos\7, «'«7J= Kksinfx;
sin<f2 = x/«N91: <71, ke« 72= ksin<f2;

««93 = sin\(f2: cosh'i2 > siny3= ksiny2;

siny”™ = 993: MM 73 = ksin(fi)
sing,. = «'«N9™-1: cos\~{r—\,
SO ist N/ 9) = 2rF(k, 9y)
F(k, 9 = 2rF(k, (fr)
— (sin9sin2 7X 4- ~sinfl sin2~2 + 22sin(f2 vi«273 + 2r—AvAAO,—1sin27,.).

Setzt man die Berechnung so weit fort, bis hohere, als die funfte Potenz
von 9 vernachlassigt werden kénnen, so hat man zu setzen, wenn voriubergehend
9r durc

*) Gauss, Sammtliche Werke, herausgeg. von der Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu
Gottingen, Bd. 3, pag. 361. 1866.

48*
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wird rein imaginar, wenn die obere Grenze z rein imaginar ist; in jedem andern
Falle ist es real oder complex. Ersetzt man z durch iy, so entsteht

Far hinlanglich kleine Werthe von k konnen diese Werthe selbst als erste

Annédheiungen fuar F(li, 9) und E(k, 9) benutzt werden, indem man qr durch 9
ersetzt.

Fahrt man diese Rechnungen mit funfstelligen Logarithmen fur die Zahlen-
werthe durch

k = 0,93270, @ = 80°0,00,
so erhalt man

0 = 80° 0,0 T = 67°44'0
9i = 50°43.6 7j = 46°40.4
?2 = 27°48'5 t2 = 26° 0,1
93 = 14°16'7 t3 = 13°24'0
A = 7° 11,3 74 = 6°45,2
95 = 3°36,0 logsin75 = 0,77094 — 2.

Bezeichnet man, wie in den Formeln, mit 9 wieder den Arcus, so ist
95 = 0,062831,
daher ist 9% < 0,0000001; in den Formeln fur F(yr) und E(yr) gentigen somit
die ersten beiden Glieder. Man erhalt
~ (95 v= 0.0628675,
E (9s) = 0.0627945 .
Aus dem ersten dieser Werthe folgt
F(k, 9) = 32«F(k, 95 = 2.01176.
Um E(k, 9) zu finden, berechnet man noch folgende Glieder, die sich leicht
ergeben, da man die néthigen Logarithmen schon bei der Hand hat,
siny sin27x = 0.521163
2sin<plsin2y2 = 0.29757i
4siny2sin2 = 0.100230
8siny3sin2 — 0.02728i
lUsinrpi sin2~h = 0.006972
Summe = 0.95322
Subtrahirt man dies von
32E(k, 95 = 2.0094 ,
so erhalt man
E(k, 9) = 1,0562 .
Das Beispiel zeigt, dass man nach dieser Methode selbst bei unglnstigen
Voraussetzungen, namlich bei grossen Werthen von k und 9, rasch zum Ziele
kommt.
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- . . sinw = z,
Dividirt man durch x4 und fasst die Glieder folgendermaassen zusammen . . . . . L
und neben diese Function treten noch eine Reihe algebraisch mit ihr zusammen-
+ KAN 1+ c2@1+ k2c2 —+ b2x 2 A — 0, héngende, cosw, tangw, cotw, secw, cosecw; es zeigt sich, dass diese ein ac i

periodischen Functionen fur die Theorie sowol, wie fur die Verwendung von

Grosserer Bedeutung sind, als die unendlich vieldeutigen algebraischen Integrale,

8- /2\2+ 4 =/, deren Umkehrungen sie sind. Von dem dort befolgten Gedankengange angeleitet,
8 betrachten wir die Umkehrung des elliptischen Integrals

wobei A= 1+ 222 + M+ k2+ + 2/ W, und setzt

so erhalt man fur t die quadratische Gleichung
a2t2— 1+ c2(1+ k2c2t+ A — 2b2a2= o.

Aus dieser Gleichung erhdlt man t, hierauf a2 aus g. und schliesslich y2
aus 5.

Ebenso wie die Gleichung 7. fur x2, erhalt man eine Gleichung achten
Grades zur direkten Bestimmung von_y2.

Beispiel. k = 0,6, a= 1623, b= 0,6114.

Die quadratische Gleichung fur / ist

/2 — 215844t + 6,330e = O0;

die Wurzeln sind tx = 1,9132, t2 = 1,2556.

Die Wurzel t2 fuhrt auf Werthe von x, die grosser als 1| und daher un-
brauchbai sind, da das entlang der realen Achse erstreckte Integral nur fur x < 1
real ist. Aus tx folgt

die mit der algebraischen durch die Gleichung z = siny zusammenhangt, fuhrte
Jacobi*) fur {9 als Function von w betrachtet, das Zeichen ein
$ = amw (= Amplitude von w).
Hieraus ergiebt sich dann fur die Umkehrung von 1 die Functionsbezeichnung
£ = sinamw (Sinus amplitudinisw).

* = 0,7665 'y = 2,580. Hieraus folgt
Daher hat man die Zerlegung /N — 22 = cosamw .
1,623+2.0,6114 0,765 2-2,580 Neben diesen beiden Functionen ist noch pl - kV von besonderer Wich-
/ dz YW = fdz:j/W + /dz:i/~R, tigkeit; sie wird nach Jacobi mit
0 — -0 0 katnw (Delta amplitudinisw
YR = YU =291 =036 -22 . _ . ( " ) . .
. . . . bezeichnet; sinamw, cosamw, kamw nennt man elliptische Functionen im
In Rucksicht auf No. 9 erhalt man hieraus
1,623+2.0,6114 Gegensatze zu den elliptischen Integralen.
/ dz: YR = R(0,6; 50°2',0) + iR (0,8; 68°48'8). Aus 2. folgt dy = A(cp) dw; daher ist
0

11. Denkt man sich in 7. * gegeben, dagegen a und b veranderlich, so ist
7. die Gleichung der Curve, auf welcher sich der veranderliche Punkt a + ib

der Variabeinflache bewegen muss, wenn der reale Theil der Function
242(5

den durch x gegebenen Betrag haben soll; diese Curve entspricht daher einer
Parallelen zur imaginaren Achse der Functionsebene. Wie man sieht,

ist diese Curve vom vierten Grade und symmetrisch gegen die reale und gegen Ueber die Vorzeichen verfiigen wir so, dass dem Werthe 2 = sinamw = 0
die imaginare Achse. Die Gleichung achten Grades iny ist ebenso wie Gleichung 7. die Werthe cosamw = Aamw = -~ 1 (nicht 1) entsprechen.

vierten Grades in a und b und stellt, wenn a und b verénderlich sind, y gegeben 2. Bezeichnet w den Werth, den das elliptische Integral erster Art fir die
ist, die Curve dar, die einer Parallelen zur realen Achse der Functions- Punkte der mit den nothigen Querschnitten versehenen Variabeinflache hat, m
_eber!e entspricht; sie ist ebenfalls symmetrisch gegen die reale und die welcher w mit z zugleich verschwindet, so ist

imaginare Achse. z == sinamw .

Der allgemeine Werth des Integrals ist w -P m «4AT -h n <2 K'i, es ist
§ 18. Die elliptischen Functionen. Entwicklung derselben in Potenzreihen
. - . daher auch JA
und in periodische Reihen. z= smam{w -t-me4K + nem 'I).
1 In der Theorie der Kreisfunctionen stellt man dem Integrale Daher haben wir
sin am (w me4K + ne2K]t) — sinamw.
Hieraus ergiebt sich die Haupteigenschaft des Amplitudensmus,

die Umkehrung gegeniiber *) Jacobi, Fundamenta nova etc., pag. 30.
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durch welche er sich von allen bisher untersuchten Functionen wesentlich unter-
scheidet: Die Function sinamw ist doppelt periodisch; sie hat die reale
Periode 4K und die rein imaginare 2K 'i.

3. Wir stellen hier einige Werthe zusammen, welche die drei elliptischen
Hauptfunctionen fur besondere Werthe der Variabein w haben. Zunachst ist
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Unter Berucksichtigung der in No. 3 gegebenen Werthe ergeben die
Additionssatze

sinam{w + 2K) — — sinamw,
7. cosamiw + 2K) = — cosamw,
Aam(® + 27) = Aamw .

Aus der letzten dieser Gleichungen folgt, dass die Function A amw die
reale Periode 2K hat.
Aus der zweiten ergiebt sich
cos amiw + 4AT) = cosamwA
die Function cosamw hat daher die reale Periode 4K.
Um sinamiw dt iK '), cosamiw + iK'), Aam(w t iK') zu erhalten, be-
merken wir zunachst, dass

Durch wiederholte Anwendung entsteht

sinam (w 4-i2A") = sinamw ,
9. cosam (w + /<2AT) = — cosamw,
Aam(w -hi-2K") = — Aamw.
Aus den Gleichungen 9. und 7. folgt
cosam (w -h 2R + i-2K") — cosamw .

und aus der letzten in 9.
Aam(w -h i «4AT) = A amw.

In Verbindung mit dem im Anschluss an die Gleichungen 7. haben wir so-
mit: die Function cosamw hat die reale Periode 4K und die complexe
2K -} /+2AT'; die Function Aamw hat die reale Periode 2K und die
imaginare Z24Af' .

5. Um uns diese Ergebnisse anschaulich zu machen, zeichnen wir auf der
w-Ebene zunéchst die Linien, fur welche eine elliptische Function dieselben
Werthe hat, wie fur die Punkte der realen und der imagindren Achse; die
Punkte, fur welche die Function verschwindet, unendlich gross oder gleich der
positiven oder negativen Einheit wird, sind der Reihe nach durch kleine Kreise,
Sternchen, einfache und doppelte verticale Striche ausgezeichnet.
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Der Amplitudensinus*) hat die reale Periode 4K und hat daher fur die
Punkte der ima-
gindren Achse
dieselben Wer-
the, wie fur Pa-
rallele zur ima-
gindren Achse,
die dnrch die

Punkte

— SK,
— 4K, 0, 4K,
SK, 12K

gehen; wegen
der imaginaren
Periode i «2K'
hat sinamw in
den Punkten

(M. 567) derrealenAchse
dieselben Werthe, wie in den Parallelen zu dieser Achse durch die Punkte
...-1-SK, —iedK’, —ie<2K', 0, i>2K', i-4K, i-SK',

Durch beide Schaaren von Parallelen wird die ganze w-Ebene in congruente
Rechtecke getheilt, welche die Lange 4K und die Breite 2K' haben. Durch-
lauft w das ganze Gebiet des Rechtecks, das die Ecken hat: 0, 4K, 4K-\-i-2K,
2K', so nimmt sinamw alle mdoglichen realen und complexen Werthe an. Denkt
man sich jeden Punkt dieses Rechtecks mit dem zugehorigen Werthe von sinamw
belegt, so erhalt man die Werthe, die sinamw fur die Punkte irgend eines
andern der Rechtecke annimmt, indem man das erste Rechteck parallel ver-
schiebt, bis es mit dem andern zur Deckung kommt.

6. Die Punkte, in denen der Amplitudencosinus infolge der complexen
Periode 2K -f- i «2K denselben Werth hat wie im Nullpunkte, liegen auf der
Geraden OA, die den Nullpunkt mit dem Punkte 2K + i <2K"' verbindet, und

zwar liegen sie
hier zu beiden
Seiten von O
um  Vielfache
der Strecke OA
entfernt. Die
Punkte, in de-
nen cosamw in-
folge der com-
plexen Periode
denselben
Werth hat, wie
in B, liegen auf
der durch B
gehenden Paral-
lelen zu OA,
und sind von B um Vielfache von OA getrennt.

*) In Fig. 567 ersetze man die einfachen Verticalstriche durch doppelte und umgekehrt.
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Die Punkte, in denen cosamw infolge der realen Periode 4K dieselben Werthe
hat, wie in den Punkten dieser Parallelen, sind auf Parallelen zu OA enthalten,
die von B in der Richtung der realen Achse um Vielfache von 4K abstehen,
und zwar liegen die Punkte dieser Parallelen, die einem bestimmten Punkte B
entsprechen, auf der durch B gehenden Parallelen zur realen Achse.

Zerlegt man die «/-Ebene durch Parallele zu OA, welche die Punkte ent-
halten

— SK, — 4K, 0, 4K, SKuviennen. .
sowie durch Parallelen zur realen Achse, welche die Punkte enthalten
4K', — i-2K', 0, i<2K', i<4K"', . ,

so zerfallt sie in congruente Parallelogramme; eins derselben hat die Ecken
0, 4K, SK+ i2K', 2K+i-2K\

Durchlauft w dieses Parallelogramm, so nimmt cosamw alle mdglichen
realen und complexen Werthe an. Denken wir uns wieder jeden Punkt dieses
Parallelogramms mit dem zugehdérigen Werthe von cos amw behaftet, so erhalten
wir die Werthe, welche den in einem andern Parallelogramme enthaltenen
«/-Werthen zugehoéren, indem wir das erstere mit dem letzteren durch Parallel-
verschiebung zur Deckung bringen.

7. Die Function Aamw hat die reale Periode 2K und die imaginéare
i-4 K’\ daher ziehen wir in der «/-Ebene
Parallele zur realen Achse durch die Punkte

.— i-SK’, —i-4K\ 0, i-4K, i-SK’, ...
sowie Parallele zur imagindren Achse durch
die Punkte

... — 4K, — 2K, 0, 2K, 4K,

Durchlauft w das Rechteck, das die
Ecken hat 0, 2K, 2K -Y-i-4K', i *4K’, so
nimmt Aamw alle moglichen Werthe an.
Denken wir uns auch diesmal die Punkte
dieses Rechtecks mit den zugehoérigen Func-
tionswerthen behaftet, so erhalten wir die
Functionswerthe fur die Punkte eines andern
der Rechtecke, indem wir das erstere parallel
verschieben, bis es mit dem letzteren zu-
sammenfallt.

8. Setzt man im Additionstheoreme
wx = «/, so folgen die Formeln M.

2sinamw cos amw A amw
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uie Quadratwurzel aus der zweiten rotenz niervon liefert das Mitgetheilte;
bei der vorletzten Formel ist ¥i = 2zt (1 -P 1) : 2 verwendet worden, unter Ruck-
sicht auf die Vorzeichen der Functionen; die Wurzeln sind positiv zu nehmen.

9. Die Functionen sinamw, cosamw, kamw sind eindeutige Func-
tionen von w.

Nehmen wir an, sinamw sei eine mehrdeutige Function von w und dem
Werthe wO entsprechen sinamwO = und sinamwO0 = z0; bewegt sich z auf
der durch Querschnitte auf einfachen Zusammenhang gebrachten RIEMANN’schen
Variabeinflache von £0 nach zO, so beschreibt w eine Curve, die in ro0 anfangt
und auch da endigt, da w eine eindeutige Function der Punkte der einfach

zusammenhéangenden ~-Flache ist.

Der Weg @20 sei so gewéhlt, dass

der zugehorige Weg von w keinen

Windungspunkt enthélt. Geht w

uber B nach A und hierauf den-

y selben Weg zuriick, so geht ein

Werth der Variabein z von £0 bis

(M. 50) zu einem A entsprechenden Punkte

a und dann denselben Weg zurtick nach £0  Wir wollen nun den Weg /= ABwO
stetig so verandern, dass er in den Weg ACwO0 Ubergeht. So lange bei diesen
Verdnderungen der Weg nicht einem Punkte unendlich nahe kommt, fur welchen
dz : dw unendlich gross ist, so lange gehort zu jeder unendlich kleinen Ver-
rickung eines Punktes der Curve /auch eine unendlich kleine Verriickung des zuge-
horigen Punktes der Z-Flache, so lange ist also auch die Deformation des Weges
aCo stetig und £0 der Endpunkt. Da nun der Weg af0 nicht durch stetige
Aenderungen in den ACwO entsprechenden Weg azO uUbergefuhrt werden kann,
so folgt, dass, wenn anders die Annahme der Vieldeutigkeit von sinamw
zutreffen soll, die Curve WOCAB einen Punkt einschliessen muss, fur welchen
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— = |[[(1=S5%0 -« 222

unendlich gross wird. Dies tritt nur ein, wenn z — 00, und hierfur ist
w — iK' H- 2mK -p 2niK".

Es musste also, wenn w einen geschlossenen Weg beschreibt, der einen
dieser Punkte umgiebt, z von einem Anfangswerthe £0 zu einem andern End-
werthe z0 gelangen. Wir kdnnen uns dabei darauf beschranken, w einen unendlich
kleinen Kreis beschreiben zu lassen, der einen dieser Punkte einschliesst. Nun ist

stnam(iK' -p 2mK A- i2nK' -P peif) — dz sinam{iK' -P pel(?

K sin am pelr *

wachst 9 von O bis 2it, so beschreibt w — pcA einen unendlich kleinen Kreis
um den Nullpunkt; dieser schliesst keinen Punkt ein, fur welchen dz : dw — 00,
also erlangt sinam p® am Ende desselben Wegs denselben Werth, wie am An-
fange; mithin gilt das gleiche auch fur sinamw, wenn w einen der Punkte
iK' -P 2mK -P i2nK wumkreist. Hieraus folgt, dass bei jedem geschlossenen
Wege von w auch z = sinamw einen geschlossenen Weg beschreibt; folglich
kann sinamw nicht eine mehrdeutige Function von w sein.

Da z= sinamw eine eindeutige Function von w ist, und cosamw = /] ~ * 2
und kamw — ~/1 — k2z2 eindeutige Functionen von z, d. i. der Punkte der
RIEMANN'schen Variabeinflache sind, so folgt, dass auch cosamw und kamw ein-
deutige Functionen von w sind.

10. Die elliptischen Functionen sinamw, cosamw, kamw sind eindeutig und
endlich innerhalb des mit dem Halbmesser K' beschriebenen Kreises; folglich
lassen sie sich in Potenzreihen entwickeln, die fir modw < K' convergiren.

Da sinamw mit w das Zeichen wechselt, cosamw und Aamw aber nicht,
so folgt, dass die Reihe fur sinamw nur ungerade, die beiden andern Reihen
nur gerade Potenzen von wenthalten; wir haben daherReihen von der Form

sinamw — axw -t-a3A3+ ab5/5-p
cosamw = 1 -Pb2w2-p bAW*-p
Aamw = 1 -pc2w2-p c4w*-p

Zur Bestimmung der a b, ¢ bedienen wir uns der Methode der unbestimmten

Coefficienten. Nach No. 1, 3 ist

dsin amw
= cosamw kamw .
dw

Differenziren wir nochmals, und benutzen die Formeln fur den Differential-
quotienten von cosamw und Aamw, so erhalten wir

Setzen wir auf beiden Seiten dieser Gleichung die Potenzreihe fur sinamw
ein und vergleichen die gleich hohen Potenzen von w, so erhalten wir fur die

Coefficienten al, az, a5 ... die Gleichungen

3.2-tf3 = — (I-p k2 ax,

5e4« #5= — (1+ k2 #3 -p2k2aR,

7«6+ a7— — (1 -P k2 -p6~n2aza,

9¢8+a9 = — (1 -P k2 a7 -p <0k(aRah-p axag),

1010 — (1 -Px2 cigp 2k2+~P He dq as #s),

13-12 €j 3= — @1 -Pk2 2k2(3aB a$-P 3ara2 -P6aa<, at -p 3a 2al).
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Den ersten Coefficienten ax erhalten wir, indem wir die Reihe fur sin amw
differenziren und davon Gebrauch machen, dass

hieraus ergiebt sich
ax = 1.
Berechnen wir nun aus dem gegebenen Systeme die Ubrigen Coefficienten,

so erhalten wir
1+ £ 14- 14£84 - k4

smamw = w1 9.3 w3 4- —t=7 3,475 *w
14- 135/£2 4- 135£4 + K6 14- 1228/82 4- 5478£4 4- 1228/E6 4- k8 9
" 1-2-3-4-5-6-7 W+ 1-2-3-4-5-6-7-8-9
14- 11069/ 4- 165826£4 4- 165826£G4- 11069/fc8 4- £10 1t
1-2-3-4-5-6-7-8*9-10-11

modw < K'.
11. Wir bilden in gleicher Weise
9__2_935_"".2@‘_’1’ = — 1 — 2/ wsamw — 2¢3cos? amw,
w X

und setzen auf beiden Seiten die Potenzreihe fur cosamw ein; dadurch gelangen
wir zu den Gleichungen

1-2-3.4-5-G-7-8-9- 10
modw < K.
12. Fur die Function karnw ergiebt sich
d?2 damw _ j

j .
— = (2 — éﬂ hamw — 2t\&mw,
dW]._ v(
woraus die Gleichungen folgen

21« = —k2

4034 = —(4 4-k2) c2

6-5 C6 = —(44- k2) cx— 672

8e7esr = —(44-K)CH—2(VB4-6 ~4)
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Die Reihen fur die Produkte je zweier der Functionen sinamw, cosamw,
Aamw erhalten wir, indem wir die soeben entwickelten Reihen nach w differen-
ziren; es entsteht:

cosamw « A amw

modw < K .

13. Wir werden nun die elliptischen Functionen in FouRIiER’sche
Reihen entwickeln; vorher wollen wir die FouRiER'schen Reihen auf complexe
Variable ausdehnen®*).

Die Function f(z) sei periodisch und habe die reale oder complexe Periode co;
sie sei ferner endlich und eindeutig inner-
halb eines unendlichen Streifens AOA X
B UB X, dessen Rander mit der vom Null-
punkte nach dem Punkte o gezogenen
Geraden parallel sind. Nach der Voraus-
setzung zerfallt dieser Streifen in con-
gruente Rechtecke, deren in der Richtung
des Streifens gemessene Lange AOAX
einer Aenderung des z um den Periodi-
citatsmodul o zugehort, so dass fur homo-
loge Punkte dieser Rechtecke f(z) den-
selben Werth hat.

Wir fuhren eine neue Variable t
durch die Gleichung ein

2z,

1. ewrl= t
und setzen t = reza; dann ist

(M s71)

2

Bewegt sich 2 auf einer Parallelen zu AOAX, so durchlauft es die Werthe
z 4- mm, wobei m real ist. Gehoren rx und 91 zu z 4- mm, so ist

3 24-mm= — — Irx Z_uo"
Durch Subtraction von 2. und Division durch @ ergiebt sich
" 2! T A LlPh — O

Da m real ist, so folgt hieraus r x — r\ ferner folgt fur m — 1 der Werth
fty =9 4- 2w beschreibt also z eine Parallele zur Streifenrichtung, so bewegt
sich t auf einem Kreise, schreitet z um ® fort, so durchlauft t einen vollen Kreis.

Hieraus folgt, dass den Normalen zur Streifenrichtung in der a-Ebene
Strahlen durch den Nullpunkt in der /-Ebene entsprechen.

*) Briot et Bouquet, Theorie des fonctions elliptiques, 2. ed. Paris 1875. pag. 161.
Koénigsberger, Vorlesungen Uber die Theorie der Ellipt. Funct., Leipzig 1874. pag. 230.
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Gehoéren nun zu AOAX und B 0OBXx die Werthe r — rOund r = rx, so ent-
spricht dem Rechtecke AOA xB xBO der zwischen den mit den Radien r0 und
rx beschriebenen Kreisen enthaltene Ring. Da nach der Voraussetzung f{z)
innerhalb dieses Rechtecks eindeutig und endlich ist, so ist die Function

(“ * ¥k~
die aus f{z) durch Ersetzung von z durch t hervorgeht, eindeutig und endlich

fur den zwischen r — r0O und r = rx enthaltenen Kreisring. Daher kann diese
Function (8 13, No. 13) in eine Reihe von der Form entwickelt werden
+00

4.

gultig zunéachst fur das Féﬁchteck AOA1B1BO; da aber fur zwei Werthe z und

z + to sowohl f(z) als e ,51'12’) denselben Werth haben, so folgt, dass die Reihen-
entwicklung fur den ganzen zwischen den Geraden AOA X und B 0B x enthaltenen
Streifen gultig ist.

Fur die Coefficienten hat man

= 5n ffet 14t

erstreckt Uber einen Kreis, dessen Halbmesser zwischen rO und rx liegt; fuhrt
man z ein, so entsteht

> a= ~//w
erstreckt Uber AOAX, oder eine innerhalb des Streifens liegende parallele und
gleiche Strecke.

Ersetzt man in 4. und 5 die Exponentialgrossen durch goniometrische
Functionen, so erhalt man die FOURIER'sche Reihe in der Form

die mit der § 11, No. 12 mitgetheilten Ubereinstimmt.
14. Istf(z) — sinamz*'), so schlagen wir zur Ermittelung des Integrals

folgenden Weg ein.

Hat das Rechteck OABC der Reihe
nach die Eckpunkte z= 0, 4AT, 4AT-p2Ar'i,
2K'i, und umgehen wir die beiden Punkte
D und E des Perimeters, fur welche z= iK'
und 4K + iK' ist, fur welche also sinamz

*) Den bisher aus leicht erkennbaren Griinden festgehaltenen Gebrauch, die Variable in den
elliptischen Functionen mit w zu bezeichnen, geben wir nun auf.
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unendlich gross wird, durch verschwindend kleine Halbkreise, und schliessen den
Punkt 2AT-4-2A"/, in welchem sinamz ebenfalls unendlich ist, durch einen ver-

schwindend kleinen Kreis H OH x aus, so ist fur die Function f{z) dz
fOA HAg§I,1a, +jD ,B + + +

n tzz

In correspondirenden Punkten von OC und AB haben sinamz und e~2Tcl
denselben Werth, dz aber entgegengesetzt gleiche Werthe, mithin verschwindet
die Summe der auf diese Strecken bezlglichen Integrale. In correspondirenden
Punkten der Seiten OA und BC hat sinamz gleiche Werthe, zur Exponential-

K
grosse tritt aber der Faktor enk .
Wir setzen
_retC
e k =4,
und haben daher
JOA + JBC= (I — g~*)fOA .

Statt des Integrals JE 2E OE 1 kénnen wir JE),} Z8D x setzen, da in correspon-
direnden Punkten beider Halbkreise die zu integrirende Function gleiche Werthe
hat. Fur die Kreisintegrale tber D XD 01)% und setzen wir der Reihe
nach, indem wir den Radius mit r bezeichen,

z— 2K 4 K’i 4 reif, bez. = 4K 4-K'i 4 rel9,
bezeichnen die verschwindende Grosse rei(? mit p und beachten, dass
1
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4K
mzz .

Ioosamz *e~2K7dz

* o]
bilden wir ein Parallelogramm OABC, fiur dessen Ecken 2 = 0, 4A', 6AT-f- 2A'z,
r 2AT+ 2K'i und schliessen die
beiden Punkte 2K K 'i und
4K 4- K'i im Inneren dieses

Parallelogramms, fur welche

cosamz unendlich wird, durch

gleiche verschwindende Kreise

aus. Das Integral erstreckt

Uber den Perimeter des Parallelo-

gramms ist gleich der Summe

(M. 573) dpr bpidpn Kreisimeasjraie. In

correspondirenden Punkten der Seiten AB und OC haben cosamz und die

Exponentialgrosse gleiche, dz entgegengesetzt gleiche Werthe; also verschwindet
die Summe der Uber AB und CO erstreckten Integrale.

In correspondirenden Punkten von OA und BC hat cos amz gleiche Werthe

und zur Exponentialgrosse tritt der Faktor

e-rE(2K+2K4Yy = (_ qyn '
Die beiden Integrale geben daher vereint
[l - (—7?)-*] £0A .
In den Kreisintegralen setzen wir
2= 2A7K'i f-p, bez = 4A'+K'i H-p,

p= rp
und beachten, dass
cosam@ K + K>i+ P)*"~2VQA+A z#) = i e-e-™- kN ai?’ryY *2z’
cosam(4K -h K'i + p)jee~"@ +p)= - *e n
Die Summe der beiden Kreisintegrale ist daher
2t
- emat e o,

0
der Grenzwerth derselben fur ein verschwindendes p ist

Daher ergiebt sich

n— 2kK”" 1— (— gq)~n*
Ist n gerade, so ist a, = O; fur ungerade n hat man
72~ .
aznt — kK m"2«H +  1»
mithin ist v 2t
A+l a—2«—1——6‘, #2H +' &—2n— —f2elgr; * q_rl\ *

Dies ergiebt schliesslich die Entwicklung

TX 1120 Plim fICPIIANn T?2impfmr\On TTTitiin ™nn A Hai-cnlK/m i ad-rt HH1
cosamz =
21t r 172 T2 y Vv 31C2 T q» 51z

kK L1+ 2 2A 1+ ¢g* 2K 1 g5 'Yk + mmJe.
16. Um A amz in eine FouRiER'sche Reihe zu entwickeln, haben wir das

geradlinige Integral auszuwerthen
2K

MZZ .
/ Aamze~k 1ldz.

Wir integriren die unter dem Integralzeichen stehende
Function auf dem Perimeter OABC, in dessen Ecken
2= 0, 2K, 2K -+ 4K'i, 4K'i, und schliessen die
Punkte K'i, 3K'i, 2K-i-K'i, 2K-4-3K'i, in welche
Aamw unendlich gross wird, durch kleine Halbkreise
aus. Die Integrale Uber AB und CO haben wieder die
Summe Null. In correspondirenden Punkten von OA
und CD hat Aamz gleiche Werthe, die Exponentialgrésse
nimmt den Faktor an

4 *

c A — aq
die beiden Integrale geben daher zusammen
(M. 574)
O-r-4)-Joa.

Die vier Halbkreisintegrale kann man durch zwei Kreisintegrale um iK'
und 3iK' ersetzen; wir substituiren in denselben
2 = iK'+ p, bez. = 3iK' - p, p= relf,
und bemerken, dass

Diese FouRiER’schen Reihen fur sinamz, cosamz und A amz gelten fir alle
Werthe von z, welche innerhalb des Streifens liegen, der sich parallel der realen
Achse erstreckt und dessen Rander durch die Punkte dt iK' gehen. Jenseit
dieses Streifens wiederholen sich die Werthe der elliptischen Functionen, gemass
ihrer complexen Periode, und zwar bei cosamz und Aamz mit Vorzeichenwechsel;
die FouRiER’schen Reihen sind aber nur einfach periodisch und setzen sich jenseit
des Streifens mit andern Werthen fort, als die Functionen, mit denen sie fir
Punkte im Innern des Streifens Ubereinstimmen.

49
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17. Aus den in No. 14, 15 und 16 entwickelten Reihen lassen sich durch
Differentiation, Integration und geeignete Substitutionen eine grosse Anzahl
brauchbarer Reihen ableiten. Wir beschranken uns hier auf wenige Beispiele.

Ersetzt man in den drei Reihen z durch K — z, so entsteht

§ ig. Die Thetafunctionen. 773

Durch diese Substitution erhalt man aus der Reihe fur sin amz*):
sin amz cos amz
Aamz

8§ 19. Die Thetafunctionen.

1 Die FouRJER'schen Reihen fur die elliptischen Functionen legen die Frage
nahe, ob es nicht moglich sein wird, die Coefficienten an einer Reihe

e 2nnz .

1 st» = w*
—e0

S0 zu bestimmen, dass durch dieselbe eine Function, welche ausser der Periode
io noch eine zweite Periode ja hat, fur alle Werthe der Variabeln dargestellt wird.
Ersetzt man 2 durch Z 4- ja, so erhalt man

00 . _2unz ,
+ = 2 * g e~ * 0 Mt
—D -
A1
Setzt man abkirzungsweise e « = Q, so wird
00 2tz .
SO+ fly = g e m
—00
Soll nun fur alle Werthe von 2 die Gleichung bestehen
2. SO mmP) == SO)t
so folgt 9 — 1, mithin ja = ;«u> wo m eine ganze Zahl ist. Durch die

Gleichung 2. kommt man also uber die Periode o> nicht hinaus, und erkennt,
dass durch eine FouRiER’'sche Reihe eine doppelt periodische Function nicht dar-
gestellt werden kann.

Man kann nun versuchen, eine Reihe zu erhalten, die dem Charakter der
doppelten Periodicitat mdoglichst nahe kommt, in dem Sinne, dass beim Ueber-
gange von z auf z -f- ja die Reihe einen einfachen, von der Reihensumme nicht
unmittelbar abhangigen Faktor annimmt; wenn es dann geldnge, eine zweite,
ahnliche Reihe zu construiren, die bei demselben Wachsthum von a auf z + ja
denselben Faktor annimmt, wie die erste, so wirde dann der Quotient beider
Reihen sich nicht verandern, wenn z durch z -h ja ersetzt wird. Wir gelangen
so zu dem Gedanken, eine doppelt periodische Function durch den
Quotienten zweier Reihen darzustellen.

Die Forderung, dass bei der Substitution von z -+ ja fir z die Reihe 1 sich
bis auf einen einfach angebbaren Faktor reproducirt, lasst sich erfullen, wenn
wir die Coefficienten a der Bedingung unterwerfen
3. ang~n = 7 ean-\,
wobei 7 eine noch unbestimmte Constante ist. Denn unter dieser Bedingung ist

2KZ B
S@ = T7+e «*S(2.
Wir durfen einen Coefficienten beliebig wahlen; es sei a0 = 1; alsdann
folgt aus 3.
= 78D «2 = TV az = 73?6
» 2+
an— 7q 2

*) Weitere Entwicklungen dieser Art und einen Uebergang von FoURIER’schen Reihen auf

unendliche Produkte siehe Schioemitch, Compendium Bd. 2. Abschn. Ellipt. Funct.
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Um zunéchst die einfachsten Bildungen zu erhalten, nehmen wir

dann wird
«2

an = (£ g 2,
und wir erhalten so zwei Formen fur S, namlich

2z m
S*0 + F) = Ti e* «r )e
Aus 6. folgt
bi = ~oTi» = Mif*> N3 = NaTin* e e e

woraus sich ergiebt
bH= b Ot"-q 2
Wir nehmen

Ti = 7= ¢ = ft,
und erhalten
b,, (dh 1)»

Fur die Reihe Aj erhalten wir somit die beiden Formen

L ¢
7. N~ goa 2+~-2+1)* und (— B-(2+12d _
— oo —co
Wir sind hierdurch auf die Untersuchung der vier Reihen 4. und 7. gefuhrt
worden. Wir ersetzen in denselben zz:to durch z und /pur:® durch — p;
ferner fligen wir zur letzten Reihe den Faktor i.
Die vier Reihen, welche wir so erhalten, fuhren nach Jacobi den Namen

Thetafunctionen und werden durch die Functionszeichen

»(*, , »i(*, s s *
bezeichnet, so dass . p) . p) P) )

o(*) = 2(—

&) = —_ I)*’\—(A+i)3P— *2+10)*,

62(a) = 27 _("+i)2Pz(2w+b2,

ftg(s) = Ne~"p-i-2nz <

Wird unter p ein realer positiver echter Bruch verstanden, so haben diese
Reihen fur jedes endliche z endliche Werthe und werden nur mit z zugleich
unendlich gross.

Wir werden nun die wichtigsten Eigenschaften der Thetafunctionen ent-
wickeln; am Schluss dieser Untersuchung werden wir den Zusammenhang dieser
Functionen mit den elliptischen Functionen erkennen.

19.

Die Thetafunctionen.

775



776 Integralrechnung.

Ersetzt man m und n durch a und b, so erhélt man
BB(Z)11IQQ = Vy P(«*+63- 2i{a(+Q+* (,_0]
4- SSt 2P[M )2+ (M1)2]- 24(«+l)H O + (h [)(2- O] f
_ V e-2a-p-2ia(z+Q .J e~26*p-2i(z-Q
4- 2N -QaH)2p-22+P)N+0 L 2 F-AXH)*P-*(*+iX*-0.,
Hieraus folgt
1. f3@ «ft3Q) = MBOH-r1, 2p*i>BO0—C 2p) -h P«+ C 2p) 2z — Z 2p).
Ersetzt man hier 0 durch #ir —z, Z durch “tc— £, und beachtet No. 2,
2. und 3, so erhdlt man
2. »(2) <00 = »3(0 -4z 2p)*»3(0 - 2p) - ft2(04- 27 2p)-ft2(z — Z 2p).
Aus No. 2, 4 ergiebt sich leicht
ft3(z — i *p) = eb+izehg(0).
Ersetzt man hier p durch 2p, so entsteht
»3(@Z— " 2p) = ehkizel2(z, 2p).
Ebenso erhélt man
ft2(z — *p, 2p) = d IP+ig- B (O, 2p).
Wenn man nun in 1. 0 durch 2 — ~/p, Z durch Z— \ip ersetzt, und No. 2, 6
beachtet, so folgt
3. fi2(0) =fl2@ = ft,(04- G 2p) »3(z- Z2p) 4- f13(04- Z 2p) H2(z — Z 2p).
Werden hier 2 und Z durch — z und — Z ersetzt, so ergiebt sich noch
4, 1NO0) e»j@Q= —»2 + 7 2p) *»3(0- Z 2P) 4- »32+ 1z, 2p) *42.2— Z 2P).
Aus diesen Gleichungen erhélt man leicht die folgenden
£ (M2 = »3(0, 2p) =fl3(2z, 2P) - fI3(0, 2p) =fl2(2z, 2p),
5 Ji(*)2 = fti(0, 2P) -»3(20, 2p) - »,(0, 2p)- H2(20, 2P),
(22 = hg(0, 2p)* »2(22. 2p 4- ft2(0,2p) -d,(20,2p),
ft3(22 = ft3(0, 2p)-13(20, 2p) 4- »2(0, 2p) * »2(20, 2p).
Hieraus ergeben sich die Gleichungen
ft ()2 + ft3(*)2 " 2113 (0, 2p) »3(20, 2p),

G. § (M2 ~ f3(*)2 = - 2112(0, 2p) »2(2*, 2P),
fti2)2 + «h)N2 = 2f12(0, 2p) f3(2z 2p),
fi(")2 — fRE2 = - 283(0, 2p) H2(20, 2p).

Wenn man aus den beiden letzten Gleichungen fI3 (20, 2p) und 1R (20, 2p)
entnimmt, und in die erste und letzte Gleichung 5. einsetzt, so erhalt man

7. 2ft2(0, 2P) + »3(0, 2p) _ »3(0, 2p)2 - »2(0, 2p)2 n
ft3(0, 2p)2 4- ft2(0, 2p)2 ' ~ n 180, 2p)2 4- 10(0, 2p)2 * ®*(*)3»

8 2-112(0,  2p) 113(0, 2p) 130, 2p)2'— »2(0, 2P)2
' IR0, 2p2 4- $8(0,2p2 *P ' »3(0,"Tp)2"4- f2(0, 2p)2 H(D + fteer -

setzen wir ¢~P = Y q, so ist

ft2(0, 2p) = 2}/q-h 2j/f94- 2Y g™ .. .,

»8@0, 2p) = 14- 2q 4- 2%A 4- 2?29 4- . . .,
beide Grossen sind daher positiv. Aus der Ungleichung (a — b)2 > 0O folgt
«24- h2> 2ab, setzt man also

2h2(0, 2p) 13(0, 2P
ft2(0> 2p)2 4- »3(0, 2p)2 - k>

so ist k ein positiver echter Bruch; man erhalt leicht

»3(0, 2P)2 ~ ft2(>2P)2 _ ],

®3(0, 2p)2 + fl2(0, 2p)2 “ 1/1 k ~ k>
wobei die Wurzel positiv zu nehmen ist. Durch Einfihrung dieser Zeichen wird
aus 7. und 8.

§ 19. Die Thetafunctionen. I

9 k-b (*)* = »i(*)a + *112(0)2,
10. Kk 13(0)2 = /fcfth)2 4-  f2(7)2
Wir setzen hierin 0 = 0 und beachten, dass 31(0) = 0; dadurch erhalten
wir fur k und k' die einfacheren Ausdriicke
1L. *- M il K_\myv
k(o)Jd ’ k(o)d =
4. In No. 3, 4 ersetzen wir 0 durch 0+ 7, Z durch \t, p durch |4; dadurch
entsteht
ft3(0 -+-/ )= U2(0) 120 + /) <U3(0) = ftt(0+ \t, M~ (™, ™.
Hieraus folgt
J 'b(z-~Et) ft2(g) »i (z H-\t} ~p) fIL*A 9P
t :i3(0-+/) ft3(0)3 — 113(0 + t) 130" f
Aus dieser Gleichung gelangen wir zur Kenntniss des Differentialquotienten
von 12(0) : ft3(0), indem wir zur Grenze fur ein verschwindendes t Ubergehen.
Setzen wir

lim M iM i) = a
t

so ergiebt sich

1ft2(g)
L. ab9z) _ Y (z>1p)
dz -~ *' ft3(0)2 -
Um rechts die Function 170, ~p) zu beseitigen, beachten wir, dass aus
No. 2, 3 folgt, wenn wir O durch — 2z, Zdurch 0 und p durch |p ersetzen,
. »i (z>i p) »2(0, i p) = 2ftj (0) 1(0).
Setzen wir
o 2a
56 erhalten wir »2(0- %0 _ P
, (%)
3 ft.(0) R »!1(*)»(*)
dz p* U3(0)2 -
Wir substituiren hier — O far 0 und erhalten so
dm
4 a »(*) ».a» . W -
d — nHea

5. Die soeben gewonnenen Differentialformeln setzen uns in den Stand, die
Quotienten zweier Thetafunctionen mit bestimmten Integralen in Beziehung zu
bringen. Wir definiren drei neue Functionen f(z), g(z), h(z) durch die Gleichungen

N1~ u = 10’ No— »(0) e

Zufolge No. 3, 10 bestehen zwischen diesen Functionen die beiden Gleichungen
1. /(02 + k'-g(z)* = Kk,
2, _ k'/(zy 4- M0)8 = ke+h(zy*

Ferner ist
0 LR ()

h(0)2' /(0)2’

Die Gleichungen 1. und 2. ergeben
4- 9,22 = Ji[l —\'A22 ,
5. h(zy = J,[1 — k-/7(0)2] .
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Die Gleichung No. 4, 4 ergiebt nun

6 . ts?- 2o 9/11- |G 1 wwim

also ist

r d/(z) >
1 *
p17*\] \t A«*11- vw 2
Wir ersetzen hier, lim mit fruheren Bezeichnungen in bessere Ueberein-

stimmung zu kommen, —k—f(z) durch £ und z durch wA alsdann ist
y
K (' 'dt , ,
W= k F C e, — Const.
B/ Y(1- 21— £2£2
Da tlj (z) verschwindet, wenn z= 0 ist, also £— 0 und w = 0 zusammen

gehdren, so folgt
! c

ausdriicken; denn dem Werthe £= 1 entspricht/(£) = y/&, also bestimmt sicn
das zugehorige 2 aus

(] » . W x/r »i(0)

8- »s (0)\

Dieser Gleichung wird durch z — \~ geniigt, wie man sofort erkennt, wenn
man in No. 2, 2 z durch Null ersetzt.

Der Dififerentialquotient dC: dz ist fur ein hinlanglich kleines z positiv; das-
selbe gilt fur d2(2)9(3) «H@B@)2 fur z< i 7@ folglich ist 3> 0 (No. 4, 4). Damit
£= f(z) von 0 bis 1 wachst, hat man daher fur z von z= 0 an zunehmende
Werthe zu setzen, bis man an einen Werth von z kommt, der £= 1 entspricht.
Man hat daher von den unendlich vielen Wurzeln der Gleichung 8. (vergl. No. 2, 7)
die Wurzel z = ~it zu nehmen. Folglich ist

B 7 Ts-
k' 2
Wird 7. durch 9. dividirt, so entsteht schliesslich

19.

Die Thetafunctionen.
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> Nach der Betrachtung von algebraischen Integralen, welche eine Irra-
tionalitdt zweiten Grades enthalten und einfach periodische Functionen zu Um-
kehrungen haben, wendeten wir uns zu algebraischen Integralen mit Irrationalitaten
dritten oder vierten Grades, erkannten zwei verschiedene Periodicitdtsmoduln
und wurden durch die Umkehrung zundchst der einfachsten Integrale dieser Art
auf die doppelt periodischen Functionen gefuhrt.

Man kann auch den umgekehrten Weg einschlagen. Von der Existenz ein-
fach periodischer Functionen ausgehend, kann man fragen, ob es auch doppelt
periodische Functionen giebt. Man wird versuchen, solche Functionen durch
Reihen darzustellen, deren Glieder selbst einfach periodisch sind.

Hierdurch wird man auf die Betrachtungen gefuihrt, die wir in No. 1 ange-
stellt ~haben, gelangt so zur Aufstellung der Thetafunctionen, bildet die doppelt
periodischen Functionen f(z), g(z), h(z) und findet dann, dass diese Theta-
quotienten Umkehrungen bestimmter Integrale sind. Auf diesem Wege gelangt
man sehr rasch und ohne schwierige Betrachtungen zur Kenntniss einer Fulle
von Beziehungen uUber die doppelt periodischen Functionen; die Hauptschwierig-
keit, die in der Untersuchung der Integrale complexer irrationaler Functionen
liegt, erscheint erst am Schlusse. Dieser Gedankengang war vorzuziehen, so
lange die Theorie der Integrale complexer Functionen noch nicht den gegen-
wartigen Grad von Evidenz erreicht hatte.

7. Wir wollen nun zeigen, wie das Additionstheorem elliptischer
Functionen mit Hulfe der Thetafunctionen gefunden wird?*).

Aus den Gleichungen No. 3, 1 bis 4 erhalten wir, indem wir z, £ und p
durch Nz +£), \(z— £ und "~p ersetzen,

*) Schellbach, Die Lehre von den eil. Integralen und Thetafunctionen, § 24, u. f.

8§ 19. Die Thetafunctionen. 781

Ferner erhalt man leicht durch Addition und Subtraction aus den Gleichungen 5.
und 8, 4. und 1., indem man nachher z, £und p durch z -t- £ s — £und 2p
ersetzt

9. 29(s H- £, 2P« 9(* - £, 2P = 9(*) 93(E) H- 9,(*) 9(£),

10. 291(* + £, 2p)-91(*-£, 2p) = »(*) »8(0 — »m»(*)&(£),
1L 292( 4-£, 2p) =622 — £, 2p) = 03() 93E) — 9(*)9(E),
12. 283 (s h- £, 2p) *93{z — £, 2p) = 93(*) 93(F) + 9(z)9(£).

Durch Specialisirung leiten wir hieraus einige brauchbare Formeln ab. Setzen
wir in 9. £= 0, so entsteht

13. »(*)83(*) = »(0,2p)0(2*, 2p),
Aus 6. erhalten wir, wenn £= 0, 2z fur z, 2p fur p gesetzt wird,
14. 9,(2) 92(z) = 9(0, 2p) 9t (22, 2P.
Setzen wir in 6. und 3. £= 2z, so folgt
15. = M M s.if),
16. 22 % (2 = "2 ¥P) '%(G "ip) t

von denen wir 15. bereits in No. 4. abgeleitet und benutzt haben. Aus den
Gleichungen 5. und 8. folgt durch Multiplication
»[*(* + 0, *p] «»[*(* - O, ip] «93[*(* + £), ip) «93[*(* - £), ip]
= 9("9(02-9 1(~91(02.
Ersetzt man in 13. z durch \{z -+~ £) und dann durch $(z — £), sowie p
durch -jp und fuhrt die Resultate in die soeben gewonnene Gleichung ein, so
erhélt man
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Ebenso ergiebt sich aus 21.
23. f (0 h(0) T\f(z O0-/(* - 0]=/0*m(*) A(*).

Hieraus folgt schliesslich durch Addition und Subtraction, und indem wir
fur T wieder seinen Werth substituiren

so erkennen wir, dass 24. das Additionstheorem fur den Amplituden-
sinus enthalt.
8. Die Additionstheoreme fir cosamw und A amw ergeben sich in ahnlicher
Weise.
Ersetzen wir in No. 7, 9. und 10. 0 und £ durch z 4- Cund z — £ so er-
giebt sich
2a(2z, 2P) »» (2£, 2P) = a0 + c)a,(z— )+ a3(z4-c)a(* - o
2ax(2z, 2P)vax(2c, 2P)= a(*+ 0 a3(0— o0 —a,(0+ cja(»—0.
Aus No. 7. 13. folgt
a(o, 2P2 -a(20, 2P) a(2C 2P) = »(*) a3(») a(o a8(c).
Ferner folgt fur z= 0
a(o, 2P2= a(o)a3(o).

Dies ergiebt
1 29« »30)9C)93«) = 9(0) 9S(0) [9(2 + 0 93(2- 0 + »30>+ 0 »(* - 01-
Aus 14. ergiebt sich
9(0, 2p)29,(22, 2p) 9, (20 2p) = 9,(2) 9,(2) 9,(0 9,(0,
und hieraus folgt weiter
2. 29,(2)92(2) 9,(0 9S© = 9(0)93(0) 92+ Q9,2— Q- 9,(2+ 0 9(2- O0].
Aus 1 und 2. erhalten wir
2a0)2 a© 2+h(z) h(Q
= a2(0) h(0) sa(z+ 0 »(*- 0 [h(z- 0 4- h(z 4- Q]
2a(5)*d(0*/0*(X)/ (0O *(c)
= a(0)2h(0) sa(z 4- O»(*~ U[H*— 0 - h(z 4- Q..
In Rucksicht auf No. 7, 17. folgt hieraus
h(Q)T[h(z - 0 4-//04-0] = H*) HO»
/((0)7-[9(2 _ o - /2+ O] =/(*)*(*)/«)*(0 m
Hieraus ergiebt sich schliesslich .
h (m Sz+f(nz)_2/<(85<(0t 7 (N ().
dies ist das Additionstheorem fur die Function 1 anno.
Aus No. 7, 9. und 11. folgt durch Multiplication
430 4-c¢c, 2P a2(* -f c,2Pa(0- ¢, 2P a2(0- ¢, 2P =
»(*) 882) [83(02- a04 + Ho »«(0 PBW2- *>0)]-
Setzen wir in No. 7, 11. 0= £, so entsteht
2as(20, 2p) a2(0, 2p)= a3(0)2- a3(22.

nujn{z —

8§ 20. Entwicklung der elliptischen Functionen in unendliche Produkte. 783

Benutzen wir dies und No. 7, 13, so erhalten wir, wenn wir schliesslich 2p,

20, 2£ mit p, 0 4- G 0 — C vertauschen,
29(2) 9,(2) 9(0 9g(0 = 9(0) 9,(0) P2+ 09,(2- 0+ 922+ Q92 - 0]~

Auf gleiche Weise gelangen wir von No. 7, 10. und 12. zu
29,(2) 9,(2) 9,(0 9,(0 = 9(0) 9,(0) [9(2 + QQ,(Z -Q - 9,2 + 09(2 - O]l

Aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir in Rucksicht auf No. 7, 17

<HO) Tlg(z —A0 47\9( 4- Q= ) 9(C) ,
0Tk(z-0 -4 - (= 3H*)f(o HO *

Hieraus folgt schliesslich das Additionstheorem fur die Function cosamw in

der Form

§ 20. Entwicklung der elliptischen Functionen in unendliche Produkte.
1. Eine Function 0(0) sei eindeutig und stetig fur alle Punkte im Innern

einer Curve ¢ mit Ausschluss der Punkte ax, #2, . . . ak, in welcher 9 unend-
lich sei.
Wir schliessen die Punkte ax, . . au durch verschwindend kleine Kreise

aus; alsdann bilden ¢ und diese Kreise zusammen die vollstdndige Begrenzung
einer Flache, innerhalb deren 9 eindeutig und endlich ist. Daher ist fur jeden
Punkt O im Innern dieser Flache

wobei durch

/. [/ ..../

© (@ (aK
Integrale tber c, bez, Uber die Kreise um ax, a% . .a&% angedeutet sind, alle in
positivem Sinne rucksichtlich der von ihnen umschlossenen Flachen.

Es sei f(z) eine Function, die fur alle Punkte innerhalb einer Curve c ein-
deutig und endlich und von Null verschieden ist, mit Ausnahme der Punkte

<1, a2, a3 . . . ajt,
in denen sie Null, und der Punkte
Rl > oo o [I>

in denen sie unendlich gross sei. Alsdann wird f'(z) \f(z) — dIf(z) : dz unend-
lich gross in den Punkten a und B; ersetzt man daher in 1 9(0) durch f'(z) :f(z),
so hat man

©

Wir wollen nun die Voraussetzung machen, dass (0 — zK :f(z) fur 0 = ak
endlich und von Null verschieden sei; da
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§ 20. Entwicklung der elliptischen Functionen in unendliche Produkte. 785

gesetzt worden ist.

Wenn nun die Anzahl der Punkte a und R unendlich gross ist und keine
endliche Curve alle diese Punkte einschliesst, so kann man die Curve c nach
einem bestimmten, willklrlich gewahlten Gesetze unendlich erweitern; von diesem
Gesetze wird dann im Allgemeinen der Grenzwerth abhangen, gegen den das
Integral /Udz convergirt; gleichzeitig hangt von diesem Gesetze auch die An-
ordnung ab, nach welcher neue Faktorengruppen in den Zahler und Nenner des
Produktes 8. eintreten. Wir erkennen so die Mdglichkeit, dass je nach der Wahl
dieses Gesetzes verschiedene Entwicklungen derselben Function in Form eines
unendlichen Produktes erhalten werden kénnen, indem dabei die Art und Weise,
nach welcher die Anzahl der Faktoren des Nenners zugleich mit denen des*
Zahlers unendlich wéachst, verschieden ist.

Die Constante C kann aus Formel 8. eliminirt werden mit Hulfe des Werthes,

den die Function f{z) fur irgend einen bestimmten Werth der Variabein z = zO
annimmt. Man erhalt

g)--00—0 0 —Bi)(* —P)e o(* —fr

2. Wir wenden diese Entwicklung zunachst auf die Function f(z) = sinz an.

Der Sinus von 0 wird nur fir ein unendlich grosses imaginares z unendlich,
und verschwindet fur

z = 72,
wobei m alle realen ganzen Zahlen zu durchlaufen hat.

Wir wahlen zur Curve c ein Rechteck, dessen Lange der realen Achse
parallel ist, und das symmetrisch zu den Achsen liegt; die beiden zur realen
Achse normalen Seiten legen wir durch Punkte, in denen sinz nicht verschwindet.

Die Seiten des Rechtecks nehmen wir unendlich fern an.

Far das Integral U haben wir

scHLoEMmit.cn, Handbuch der Mathematik. 15d. II. 5e
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Wir haben nun Uber den Werth des in E vorkommenden Integrals zu ent-
scheiden

dasselbe erledigt sich ebenso, wie das entsprechende Integral bei der Entwicklung
von sinz.
Fur jedes endliche z kann 1: (/— z) in allen Punkten des unendlich fernen

Rechtecks ¢ durch 1:t ersetzt werden. In Gegenpunkten des Rechtecks hat

2Kt . 2Kt .
cos am——i—— denselben Werth, sin am——_—l_l—_—, t und dt haben entgegengesetzt gleiche

Werthe; es zerstéren sich mithin die zu je zwei Gegenpunkten gehdrigen Elemente
des Integrals U, und daher ist U = Ound E = 1

wobei m und n alle ganzen Zahlen von O bis oo anzunehmen haben, mit der
Beschrankung, dass im Zahler m und n nicht zugleich Null sein durfen. Vor-
laufig ist dabei noch die aus der Herleitung fliessende Bedingung zu beachten,
dass man, im Z&hler und Nenner immer bis zu denselben Werthen von m und n
zu gehen hat.

4. Wir werden nun nachweisen, dass die unendlichen Produkte im Zahler
und im Nenner einzeln convergent sind; damit wird dann die soeben hervor-
gehobene Beschrankung gegenstandslos, denn der Grenzwerth des Quotienten
der unendlichen Produkte ist dann unabhéngig davon, wie man im Z&hler und
Nenner m und n unendlich wachsen lasst, und ist einfach gleich dem Quotienten
aus dem Grenzwerthe des Zahlers und dem Grenzwerthe des Nenners. Wir setzen

und untersuchen diese beiden Functionen. Bilden wir in 0X(z) das Produkt
aller Faktoren, fur die n einen gegebenen von Null verschiedenen Werth hat, so
erhalten wir nach No. 2, 3

daher ist

789

§ 20. Entwicklung der elliptischen Reihen in unendliche Produkte.

Nach der gleichméssig fur reale und complexe Bogen gultigen Gleichung
sinasinR = \Vos(a— B)— cos(a R)
ist sin(Nt— z) esin(— nNx —z) = {cos2nx cos22z).
Benutzt man
cos2nx = \(edu~+ e-*™),
sinnxesin(-nx) = *(1- r-*«,

und setzt eh = (¢, so erhalt man

X
qg= e K
ein realer echter Bruch, folglich der Nenner
11— 2 (G -?4)0 — 26)2
convergent.
Das unendliche Produkt im Zahler ist von der Form

L+ 221+ 2)(L+23 ...,
dasselbe convergirt bekanntlich, wenn die Reihe
Z\+ 22+ 23+ eecee
convergirt, und diese convergirt mit der Reihe
modz1l H- modz2 H- modz3

Es kommt daher in unserm Falle auf die Reihe der Moduln an

mod (on— 2qg2ncos 2z) = g2Imod (Q2+— 2cos 2z).

Der Quotient zweier benachbarten Glieder der Reihe dieser Moduln ist

qin+t2 — 2 cos 2z
f 'mOd—pn-<Lco7¥z-

Wachst n unbegrenzt, so néhert sich diese Zahl dem Grenzwerthe "2, da
nun g* < 1, so folgt, dass die Reihe der Moduln und mithin auch das unend-
liche Produkt im Zahler convergirt.

Hiermit ist bewiesen, dass fur jedes endliche z convergirt.

In dem unendlichen Produkte O0<» nehmen wir ebenfalls alle Faktoren zu-

sammen, die zu einem gegebenen n gehodren; das Produkt derselben ist

—n—i
Das Produkt zweier zusammengehorigen Faktoren ist
sin{nH-j) x— *1sin\—n—")x —2) "
sin (N-1--)eSin (— N — <Ht
Dieselben goniometrischen Formeln, die bei der Reduction von 0tG) anSe

i

wandt worden sind, liefern jetzt
1 — 22\ cos 2z 4- g'1n+2
(1 —qg2n+In 2
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Hieraus folgt

Ersetzt man in 6. 2 durch 2 -h r und benutzt 8., so entsteht
6(Z+ X) = — re(*+r>0(*).
a Dip Function O(V> ist periodisch und hat die Periode iz, sie ist lerner
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endlich fii jedes endliche z; hieraus folgt, dass sich 0(2) in eine FouRiER’sche
Reihe entwickeln lasst, die fir jedes endliche z gilt, und die Form hat

co
8(») = ~A neen' 2z.
. —00
Ebenso, wie die Entwicklung einer Function nach steigenden und fallenden

Potenzen der Variabein nur in einer Weise madglich ist, kann auch die damit
engstens zusammenhangende Entwicklung in einer FouRiER"schen Reihe nur in
einer Weise existiren. Wenn daher zwei Entwicklungen derselben Function
vorliegen

f(z) = IApnen'2* — 2Bnen"2iz,
so folgt

fur jeden Werth von n.
Mit Hulfe dieser Bemerkung und der Functionalgleichung No. 5, 9 sind wir

im Stande, die Coefficienten An zu bestimmen, bis auf einen constanten allen
gemeinsamen Faktor. Ersetzen wir in der Gleichung

o) — 'lAnep2
die Variable z durch 2 -t- X, so entsteht
0@z + t) = IA nen'2«een%z,

aus No. 5, 9 folgt ferner
O@a+ vy = 2(— An) ee eg(mD*2«.
Vergleichen wir in diesen beiden Entwicklungen die Coefficienten en' 2z, S folgt
A*e* - = — An+xe-*,
oder Ane-Mf* = — An+i me~(«+i)2e«;
dies ergiebt
Ane~n2* = (— 1),
wobei A eine noch zu bestimmende Constante bezeichnet.
Wir haben somit den Satz: Jede eindeutige Function, die die reale
Periode w hat, der Functionalgleichung gentgt
fz+x= — f(z)
und fiii jedes endliche z endlich ist, giebt die FOURIER'sche Entwicklung
-f-00
A~ (— l)nen2e*t+2¢*iz t
— Cco
wo alles bis auf A vollig bestimmt ist; jede solche Function ist daher von
0 (a) nur durch einen constanten Faktor verschieden.

7. Setzen wir — ix — p, also t= ip, und vertauschen wir n mit — n,
so erhalten wir sofort die Beziehung
1- &(z)=A-U(z).

diese Gleichung lehrt, die fundamentale Thetafunction 9(2) in ein unend-
liches Produkt zu verwandeln; die Verwandlung ist bis auf einen Zahlen-
faktor A geleistet, der noch bestimmt werden muss. Setzen wir z — 0, so
entsteht
0(0) = A «9(0).
Da nun 0(0) = 1, so folgt

2 () = o5 @

Nach No. 5, 5 ist

e~Az mi*>)
0 5-fp) = T-r- 0j. (2);
@z + &fp) 0i ( W L@

da nun bekanntlich

8§

20.
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10. Die Thetafunctionen geben brauchbare Mittel zur numerischen Berechnung
elliptischer Functionen.
Zu einem gegebenen Modul k hat man zunachst die Zahl g zu berechnen.
Dazu geht man am zweckmassigsten von der Formel aus
0(0) -2 2?2+ 2"~ -2 729+ 2?16...
Yk ~ 030) ~ 14-2q+ 2q44- 2?94- 2?16
Hieraus folgt
1 1— Yk 1"F ?9 4- ?254- ff49 4- ..
21 yij' — 1 4-2g* 4- 2q164- 2936 4- - .'
Bezeichnet man die bekannte linke Seite mit X und fuhrt die Division rechts
aus, so entsteht

1 X= gq— 2954- 5?9— 10?13 4- 18?17 — 32?21 4- . ..
Setzenwir q — alX4-a2X2 4-a3X34- ...in diese Gleichung ein, so be-
stimmen sich alta2, aA... durch Vergleichung gleich hoher Potenzen von X

Zunachst erkennen wir leicht, dass mehrere der a verschwinden. Da g5 mit X5
beginnt, so folgt
g2 — a3 — a~ — 0,
also ist g von der Form
q= ax\4-d™X54- <6 ~F ....
Dann enthalt aber g5 nur die Potenzen X°, X9, ... ., und €9 beginnt mit
X9, folglich ist

c — — 00 — o0 .
Nun enthalt q die Potenzen X X5, X9, ... .,
5 X5 X9 Xi13
»9 X9 X13
folglich ist axo = alx = a2 = 0.

Hieraus geht hervor, dass in g5, und 13 hinter X13 sofort X17 folgt, also ist
a\4d — R15 === A1l6 = e

*) Weitere verwandte Formeln s. Jacobi, Fundamenta nova, pag. 84 u. f.
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Dies bedingt wieder, dass in N5, 49, <13, 17 nach X7 sofort X21 kommt,
es ist daher
a\% = ai9 = a2 =
mithin ist g von der Form
2. q= al 4- b\* 4- cV 4- d\I3 4- el'7 4- /X2 4- . ..
Anstatt dies in 1 einzufuhren, ist es zweckmassiger, fur X aus 1 den Werth
in 2. einzusetzen. Man bildet zu diesem Zwecke

3. g = \+ 2X5 4- 15X9 4- 150X13 4- 1707X17 4- 57470X2L 4- . . .
Fur eine Genauigkeit bis zur funften Decimalstelle gentigen die ersten beiden
Glieder dieser Gleichung, sobald
15X9 < 0,00001, also X< 0,2.
Hieraus ergiebt sich

Yb’> j , £< 0,983.

Die ersten drei Glieder gentgen bei einer Genauigkeit bis zur sechsten
Stelle, wenn

und bei einer Genauigkeit bis zur funften Stelle, wenn
k < 0,9995.

Aus g findet man K (wenn man nicht vorzieht, K aus Kk nach den friher
mitgetheilten Methoden direkt zu berechnen) aus der ausserordentlich rasch con-
vergirenden Entwicklung No. 9, 9

A) Kk'
V"'lZ = 1— 29 4- 2?4 — 20* 4- 2q™ — 2725 4- . .

Da q selbst fur grosse k stark von 1 abweicht, so genligen in den meisten
Fallen die ersten drei Glieder. Schliesslich findet man sinamw, cosamw, Aamw
aus den ebenfalls sehr rasch convergirenden Thetaquotienten § 19, No. 5, 15, IG
und 17.

Man kann diese Gleichungen auch dazu verwenden, w zu finden, wenn
sinamw, cosamw oder A amw gegeben sind, also dazu, ein elliptisches Integral
erster Art aus dem Modul und der Amplitude zu berechnen. Wir bedienen uns
dazu am zweckmassigsten der Gleichung
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Setzen wir ww : K = v, so folgt
1 Aamw — |//F cos2v 4- gqscos6v 4- g2i cos 107" +
2? ' Aamw 4-y7' = 2q* cos4v + 2ql 6cos8v 4- . .

Die linke Seite ist bekannt; wir bezeichnen sie mit 8 und erhalten

cos2v = 3(1 + 2q*cosAv 4-2(ql6cos8v H- . . )
— (y8cosbv -j- "24zw 10> 4- . . ).

In den meisten Fallen ist q so klein, dass 274 vernachlassigt werden kann;
alsdann hat man einfach
6. cos2v = 0.

Ist dieser Werth nicht hinlanglich genau, so benutzt man ihn als erste An
naherung und berechnet einen genaueren Werth V' nach

cos2v' = o(l + 2qgicosdv 4- 2ql6cos$v + .. .)
— (g8cos6v 4- q2i cos\OQv 4- .. .)).

Wenn 8 nicht sehr klein ist, so stimmt das Vorzeichen von cos2v — 8 mit
dem von 20g”cos4v Uberein. Ist nun 20gi cosAv positiv, so ist der aus 6.
folgende Werth von cos2v zu klein, der aus 7. folgende Werth grdsser, aber immer
noch zu klein; ist dagegen 2dg*cos4v negativ, so ergiebt sich cos2v aus 6 zu
gross; die aus 7. folgende zweite Anndherung ist zwar kleiner, aber immer noch
zu gross; denn 2v ist spitz und 4v ist nach der Voraussetzung stumpf. In beiden
Fallen erhalt man durch fortgesetzte Anwendung der Gleichung 7. eine Reihe
von Werthen V', v", v*\ ... die sich dem richtigen Werthe immer mehr nahern.
In sehr vielen Fallen wird V' bereits genau genug sein.

werden nach Jacobi*) als elliptische Functionen betrachtet, indem man eine
neue Variable w durch die Gleichung einfuhrt

Jacobi bezeichnet das letztere Integral, zwischen den Grenzen O und w ge-
nommen, als Integral zweiter Art; wir schreiben daftr (£(70) und haben daher

w
(S(W) =3 A2amw dw .
0
Ersetzt man A amw durch sinamw, so folgt

) Jacobi, Fundamenta nova, § 47.
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w
@(7c) = ~ — Jk'2sin2amw dw .

0
In dem Integrale dritter Art setzen wir

X= — k2sin2ama
und machen wieder die Substitution 1.; dadurch entsteht

auf Thetafunctionen reducirt werden koénnen.

2. Vorher haben wir noch zu untersuchen, ob diese beiden Integrale vom
Integrationswege abhangen.

Die Function sinamw wird unendlich in den Punkten w— 2m K-f- (2 n-\-1)K" ei,
wobei m und n ganze Zahlen sind; wir haben daher nach § 13, 13, 3

sin2am[2mK + (2n -\- YK ’«i 4- Ul

fur die Umgebung des Punktes 2mK H- (2n 4- 1)A™ «i in eine Reihe nach auf-
'und absteigenden Potenzen von r» zu entwickeln und den Coefficienten von 1 :lu
zu beachten. Da nun bekanntlich

sin2am \2mK 4- (2n 4- Ig/K i irl,— |, . oo
L \

und diese Function fur entgegengesetzt gleiche m gleiche Zeichen hat, so folgt,
dass in der verlangten Entwicklung nur gerade Potenzen von UI' Vorkommen;
folglich ist der Coefficient von W~1 gleich Null. Hieraus ergiebt sich sofort:

Das Integral (sin2amw dw Uber eine kleine Curve erstreckt, die
einen Ausnahmepunkt einfach umkreist, verschwindet; das Integral
ist daher eine eindeutige Function der Punkte der Variabeinebene.

Die Function

sin2amw
1 — k2sin2amnsin2amw
wird nur in den Punkten unendlich gross, fur welche
1 — k2sin2amo. sin2amw == 0,

also sinamw = dz ———---——- .

Hieraus folgen fur w die Auflésungen
w= dt a4- 2mK 4- (2n 4- 1)K 'i.
Setzen wir nun
w = dt a4- 2mK 4- (2n 4- )K'i 4- ),
so erhalten wir
sin2amw 1 1
1 — k2sin2am asin2amw k2 sin2am (t dua) — sin2ama''
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Ist tu so klein, dass hohere Potenzen von m gegen die erste zu vernach-
lassigen sind, so ist nach dem Additionstheoreme
sinam(odta) = + sinama+ cosamadama-eu .

Folglich ist. Uber eine verschwindend kleine den Punkt

§2i. Die elliptischen Integrale zweiter und dritter Art. 801

Der Periodicitatsmodul des links stehenden Integrals ist iri\ ihn besonders
hinzuzufugen ist wegen des rechts stehenden Logarithmus nicht ndthig. Das
links stehende Integral bezeichnet Jacobi als Normalintegral dritter Art
H(«', K, a), wofur auch ll(w, a) geschrieben wird, wenn tber den Modulus Kk kein
Zweifel sein kann.

Wenn wir in 2. rechts und links durch a dividiren und dann zur Grenze
fur 7. — 0O Ubergehen, so erhalten wir

Hieraus tolgt
Z{—w) = — Z(w), Z(0) = O, Z(mK) = 0, Z[w 4- 2AT) = Z(w),

Da ferner bekanntlich
T K . TzZIv T not

so folgt, indem man beiderseits die Logarithmen nimmt und dififerenzirt,
Z(w + 2iK") = Z(w) — /3
Ersetzt man hier w durch — w, so erhélt man
Z(w — 2iK') — Z(w) H- i~

5. Geht ™ auf der zweiblatterigen RIEMANN'schen Flache fur 'j/(1 — z2(1—k 22
geradlinig von O bis 1, so durchlauft w die reale Achse von O bis K, geht z im
untern Blatte geradlinig zurtck bis 0, so geht w auf der realen Achse weiter bis
2AL Fur diesen Weg ist unzweideutig

Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 51
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Das links stehende LEGENDRE'sche Integral zweiter Art erlangt auf dem an-
gegebenen Wege den Werth 2E.
Da nun Z(2K) = 0 ist, so folgt

Ruckt 2 auf der realen Achse von 0O bis vor 1, umgeht den Punkt 1 in
negativer Drehrichtung in einem verschwindend kleinen Halbkreise, geht dann
(auf demselben Rande der realen Achse wie von O bis 1) geradlinig weiter bis
vor 1:K, umkreist diesen Punkt in negativer Drehrichtung und kehrt hierauf
(jenseits der von 1 bis 1:k liegenden Verwachsung) geradlinig bis zu 1 zurtck,
so durchlauft w geradlinig die reale Achse von 0 bis K, und dann eine Nor-

male zur realen bis zum Punkte K — 2iK'. Es ist daher fur diese Wege
da Z(K—2iK'") = Z(K) 4- *jj? = i £ «
Das zweite Integral links ist bekanntlich (§ 16, No. 19)
i(E' —K).
Daher folgt
E -+~ 2i(E'"— K" = (K— 21K") =+~ i

Dies reducirt sich auf die von Legendre auf anderm Wege gefundene
Beziehung zwischen den vollstandigen elliptischen Integralen K, K , E, E’
KE'+ K'E - KK' = ]

Die Gleichung z — sinamw hat, wenn z einen Punkt der zweiblatterigen
RIEMANN'schen Flache bezeichnet, fur w die Wurzeln
w -f- 4mK 4- i*2nK"',
wenn unter w irgend eine Wurzel dieser Gleichung verstanden wird. Die rechte
Seite in 1L nimmt hierfur die unendlich vielen Werthe an

W+ 4mK4-ie2nK) 4- Z(w) — i

Setzt man hier nach der LEGENDRE’schen Gleichung

§ 21. Die elliptischen Integrale zweiter und dritter Art. 803

Daher ist die rechte Seite von 1 in derselben Weise unendlich vieldeutig,
wie das Integral

0
ist daher erschopfend, beide Seiten stellen dieselbe Gruppe von doppelt unend-
lich vielen Werthen dar mit den Periodicitatsmoduln 4E und 2i(E’'— K ).
6. Um fur @(«/) und Z(w) eine FouRiER'sche Entwicklung zu erhalten,
suchen wir eine solche zunachst fur die Function sin*famw . Zu diesem Zwecke
haben wir das geradlinige Integral zu ermitteln

da siri* amw die reale Periode 2K hat. Wir integriren die Function
mz7v .
sinlamw ee

entlang des Perimeters eines Rechtecks, dessen Ecken OABC der Reihe nach
iv — 0, 2K, 2K 4- 2iK', 2iK"' sind und umgehen dabei
die Ausnahmepunkte iK' und 2A" 4- iK' durch ver-
schwindende Halbkreise. In gleich weit von der realen
Achse entfernten Punkten von OC und AB hat die zu
integrirende Function denselben Werth, die auf diese Strecken
bezuglichen Theile des Integrals verschwinden daher. In
gleichweit von der imagindren Achse entfernten Punkten
von OA und CB hat sinamw denselben Werth; fir die
Punkte CB tritt aber infolge der Exponentialgrésse der
Faktor hinzu

) ) e K =g
es ist somit

1(0A) + j{BQ X -

Statt der beiden Halbkreise um iK und 2J + iK kann ein Kreis um iK

gesetzt werden. Fur dieses Kreisintegral / setzen wir
w — iK 4- C, C= retp,

und haben

Wird die Exponentialgrosse durch eine Potenzreihe ersetzt, so ergiebt sich
2% 2u

51
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Das erste Integral rechts stimmt bis auf einen constanten Faktor mit dem
Kreisintegrale fur die Function sin2a?nw Uberein, von dem wir bewiesen haben,
dass es verschwindet; das dritte und alle folgenden verschwinden, wenn wir zur
Grenze fur C= 0 Ubergehen, da die zu integrirende Function verschwindet; das
zweite liefert bei diesem Grenztibergange einen nicht verschwindenden endlichen
Werth, und wir erhalten

Diese Gleichung lehrt, wie man ein Integral dritter Art durch ein
anderes ausdriucken kann, inwelchem der Modul gegen die Amplitude
vertauscht ist.

§ 2i. Die elliptischen Integrale zweiter und dritter Art. 805

Ist w= K, so wird das Integral dritter Art als vollstandig bezeichnet. Nach

2.1
= 0K, k }§— @ k K) + KZ(a) — azZ(AT).

n(a, k,K) = 0, Z(K) — o,
so folgt die zur Berechnung eines vollstandigen elliptischen Integrals dritter Art
brauchbare Gleichung
3 (X, k a) = Kz(a),
die auch sofort aus 1 gewonnen werden kann.
8. Das LEGENDRE'sche Integral dritter Art ist mit dem jACOBi'schen durch
die Gleichung verbunden

Da nun

Ist X negativ und — X> k2, so ist — X:k2 ein unechter Bruch, mithin d
complex; ist X positiv, so ist sin ama und daher auch a rein imaginar. In beiden
Fallen ist, wie Uberhaupt bei realem X das LEGENDRE'sche Integral 110 real mit
wy wahrend in 1 rechts ein nicht realer Parameter a vorkommt.

Wir wollen zeigen, wie man die imagindre Form in diesen Fallen vermeiden
kann.  Wir untersuchen zunachst das besondere Integral

Damit w den Werth K -f- iJC annehme, hat z von O bis 1 zu gehen, den
Punkt 1 in einem verschwindenden Halbkreise in der Richtung der abnehmenden
Winkel zu umgehen und dann geradlinig die Strecke bis 1:k zurlckzulegen.
Daher ist
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Jede dieser Gleichungen ist dazu geschickt, V zu finden; es erubrigt nur
noch, Zahler und Nenner in 3. und 4. in handlicher Form darzustellen.
FOr den Nenner hat man nach § 19, No. 17

9(2)2&"™ (w-lH R)>gir(w -/R)= N M —kZin2am Asin*am

Daher ist

SO 1 ~KI real’ Und man kann daher fur die rechte Seite der vorletzten
Gleichung m:i setzen, wobei m real ist. Das elliptische Integral U(w, k, /R) ist
fur ein reales w rein imaginar; ersetzt man es durch iV, so entsteht aus ].

mithin ist
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§ 22. Geometrische Anwendungen der elliptischen Integrale. 811

Durch die Gleichungen 1 bis 6. wird das Problem vollstandig geldst*).

Wir mussen es uns versagen, den Leser tiefer in die Theorie der elliptischen
Functionen einzufuhren und verweisen hierfur auf die citirten Werke; in dem
zuletzt angefuhrten findet man ausfuhrliche Nachweise Uber die reichhaltige
Literatur dieses wichtigen Abschnitts der Analysis.

§ 22. Geometrische Anwendungen der elliptischen Integrale.

1 Rectification der Lemniscate. Die Gleichung der Lemniscate in

Polarcoordinaten ist
r= a

wenn mit v der Winkel des Radius vector r mit der
Achse der Lemniscate bezeichnet wird.

Die Construction der Curve erfolgt in einfachster
Weise, indem man um O mit OA = a einen Kreis
beschreibt, denselben mit einem Radius vector in
M schneidet, M N = A M macht, und mit NQ -L OA
durchschneidet; alsdann ist OR — acos”™w, mithin
0Q = ayMs2u> macht man daher OP=0Q, so
ist P ein Punkt der Lemniscate.

Wir bezeichnen den Winkel AOQ als Amplitude $des Lemniscatenpunkts P;
fur diesen Winkel ist

= a~~ - V2 sinm-

*) Vergl. Enneper, Elliptische Functionen. Theorie und Geschichte. Halle 1876, § 34.
Die verschiedenen Formen der elliptischen Integrale 3. Gattung.
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Der von A bis P reichende Lemniscatenbogen hat die Lange
* © g

Soll die Summe zweier Lemniscatenbogen sx und S2 einem dritten Lemnis-
catenbogen ~ gleich sein, so mussen die Amplituden ?X, q®2 9 durch eine der
aquivalenten Gleichungen verbunden sein, welche das Additionstheorem enthalten.

2. Wir wollen bei dieser Gelegenheit zeigen, wie das Additionstheorem
durch eine geometrische Construction erledigt werden kann.

Man zeichne zwei Kreise, einen mit Cen-
trum A und Radius R, den andern im Innern
des ersteren mit Radius r; der Abstaud AB
der Centra sei h. Im grésseren Kreise ziehe
man zwei Sehnen BD und BF, die den
kleineren berdhren.

Sind a, 37 die Winkel DAC, BAC, BAC
und AH LGB, so hat manBG — HG-\-BH,
d.i. r = Rcosiy — R) + hcosiy H- R),

= (R-jr h) cosB cos7 -f- (R — h)sinBshr\.
Ferner folgt aus CBJ

1 r — (R -+ Ji)cosa,
R—h
M 577) cosa = cosp cos'f R+h sinp s\
Man kann nun h immer so bestimmen, dass fur einen gegebenen Modul k< |
3. A A= i/l — k2sinza;
R+ h r
es folgt nédmlich hieraus
. 1 — I/l — k2sin2a
4, h= R---- r

1+ y 1 — k2sin2a

Man sieht, dass dieser Werth von h kleiner als R ist, und dass nach 3.
R — h grosser ist als (R-h/i)Y1 — sin2a, also grosser als r\ es wird also
immer mit willkGirlich gewahlten R und'a und aus 4. und 1 bestimmten h und r
die Figur mit der vorausgesetzten Anordnung der Kreise erhalten. FuUhrt man
nun 3. in 2. ein, so erhalt man

cosa = cos$oos7 (- sinfisin® A(a) .

Dies ist aber bekanntlich die Bedingung, unter welcher
1. _ F(a, k) + F8§, k)l = F(7 k).

Sind nun k, a R gegeben, 7 gesucht, so wahle man R beliebig, construire
dann h und r nach 4. und 2., mache BAC = 2B, und ziehe von E die Gerade
B F so, dass sie den kleinen Kreis berthrt; alsdann ist 7 = ~"BAC.

Die zweite von E an den kleinen Kreis gelegte Tangente E F X bestimmt
einen Winkel 7= \CAFX der die Aufgabe lost

F(o, K) - F($, k) = F{7 k),

§ 22. Geometrische Anwendungen der elliptischen Integrale. 813

Hieraus folgt durch Addition
B{7«) = in ) F@) + F($),
oder, wenn B= 0, also B = C ist,
F(n) = (>+ DF{a).

Hierdurch ist die Aufgabe gelést: Durch Constructionen von geraden
Linien und Kreisbogen die Amplitude eines Lemniscatenbogens zu
erhalten, der gleich der Summe oder der Differenz der zu gegebenen
Amplituden gehdrigen Lemniscatenbogen ist; oder der gleich einem
ganzzahligen Vielfacheu des zu einer gegebenen Amplitude ge-
hoérigen Lemniscatenbogens ist.

3. Die Aufgabe, einem (in A anfangenden) Lemniscatenbogen in eine
Anzahl gleicher Theile zu theilen, ist der geometrische Ausdruck der

arithmetischen Aufgabe, sinam w durch n, k und elliptische Functionen von

w auszudricken. Zur Lésung dieses Problems wird man zunachst durch wieder-
holte Anwendung der Gleichungen fur sinam (U -h wx), cosam (w -t- wx),
Aam(w -\- wx) die Functionen sinamnw, cosnmnw, oder Aamnw durch w
ausdrucken; man erhéalt so eine Gleichung, welche elliptische Functionen von
W mit einer von nw algebraisch verknipft. Ersetzt man nun hierin nw durch
w, also w durch w:n, so erhadlt man durch Auflésung dieser Gleichung eine
Function von w :n durch w ausgedrickt.

Diese aufzulésende Gleichung ist bereits fur den n — 2 vom 8. Grade.
Wir mussen hier darauf verzichten, die allgemeine Gleichung des Divisions-
problems aufzustellen, und ihre algebraische Loésbarkeit nachzuweisen¥*),
und geben nur die Losung fur den einfachsten Fall.

rrmn in

Ausdricke, welche ausser rationalen Grdéssen nur Quadratwurzeln enthalten,
lassen sich bekanntlich mit Lineal und Zirkel construiren. Ohne auf die Einzel-
heiten einer solchen Construction weiter einzugehen, kénnen wir daher den Satz

f) Vergl. Kosnigsberger, Vorl. Uber die Theorie d. eil. Funct. 2 Bd. pag. 210.
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aussprechen: Ein Lemniscatenbogen kann durch Lineal und Zirkel in
2” gleiche Theile getheilt werden.

4. Rectification der Ellipse. Werden die rechtwinkligen Coordinaten
eines Ellipsenpunktes mit Hulfe eines Winkels 9 durch die Gleichungen ausge-

drickt .
X - asincf, 'y - bcosy,

so ist ein vom Endpunkte der kleinen Achse an gerechneter Bogen der Ellipse

Bezeichnet man die numerische Excentricitaty a2 — b2 :a mitk, so erhélt man
r= akE (9, k).
Alle auf Integrale zweiter Art bezliglichen Satze finden also ihre geometrische
Deutung als Satze uUber Ellipsenbogen. Das Additionstheorem
E (9) -[- E(8) — E(a) = k2smasinysinty
lehrt: Zu zwei gegebenen Ellipsenbogen 5 und g lasst sich immer
ein dritter s2 construiren, so dass das Trinom
S — Si — Sz
geometrisch construirt werden kann.
Nimmt man insbesondere §= so ist s2 ein Ellipsenquadrant und daher
s2 — s1 ein Ellipsenbogen s', der vom Endpunkte der grossen Achse ausgerechnet
wird. In diesem Falle bat- man

)= T Bsifeo”

Man erhélt so den Satzz Zu jedem in einem Scheitel beginnenden
Theile eines Ellipsenquadranten Ilasst sich ein im andern Scheitel
beginnender Theil construiren, so dass der Unterschied beider Theile
construirbar ist.

5. Rectification der Hyperbel. Fur die Coordinaten eines Hyperbel-
punktes, bezogen auf die Symmetrieachsen, hat man
X = acosec9, y = bcoty,

und daher fur den vom Scheitel anfangenden Bogen

§ 22. Geometrische Anwendungen der elliptischen Integrale. 815

Der Abstand des Nullpunktes von der Hyperbelnormalen im Bogenendpunkte
ist, wie man leicht erhélt

daher ist
s —/A20 = ck2[K—F(9, K\ —c\E—E{g, k)\.

Geht man hier zur Grenze 9 — 0 Uber, so ergiebt sich links der Unter-
schied eines Hyperbelguadranten und der Asymptote, beide vom
Nullpunkte aus gezahlt; rechts ergiebt sich

o(k'*K—E).

6. Complanation von Oberflachentheilen der centrischen Flachen
zweiten Grades. Die Gleichung einer centrischen Flache zweiten Grades,
bezogen auf die Hauptachsen, ist

Ax™ -f- By2+ Cz2= 1,
woraus folgt

Behalt man die rechtwinkeligen Coordinaten bei, so fuhrt bereits die erste
Integration auf elliptische Integrale, deren Modul die zweite Variable enthalt;
dadurch ergeben sich Schwierigkeiten, die man zu vermeiden suchen muss, indem
man geeignete neue Coordinaten einfuhrt.

Als solche empfehlen sich der Winkel w und der Winkel 9, den die Projec-
tion der Normalen auf die AfF-Ebene mit der Af-Achse bildet. Die neuen
Variabein sind mit den bisherigen durch die Gleichungen verbunden

Fir die in Klammern stehende Determinante findet man



8i6 Integralrechnung.

Zur Orientirung Uber das Vorzeichen in Verbindung mit der Anordnung der
Grenzen dient hier folgende Bemerkung. Die Flache N ist stets positiv; wird
nun far < immer ein spitzer Winkel, und die unteren Grenzen kleiner als die
oberen genommen, so ist das obere oder untere Zeichen zu wahlen, je nachdem
ABC positiv oder negativ ist.

Die relativ einfachsten Resultate wird man bei der Wahl bestimmter
Variabein immer erhalten, wenn man die Grenzen constant nimmt. In unserm
Falle wurde das die geometrische Bedeutung haben, dass wir das Stiuck der
Flache bestimmen, welches von zwei Gurven begrenzt ist, ldngs deren jeder die
Normalen gleiche Neigung gegen die WF-Ebene haben, und von zwei anderen,
mit diesen in der Begrenzung abwechselnden Curven, langs deren jeder die
Normalen einer bestimmten Verticalebene parallel sind.

Die Punkte, deren Normalen die gemeinsame Neigung v gegen die XY -
Ebene haben, haben als Horizontalprojection die Curve

C(l —Ax2—By2
~ C—A(C—A)x2—B(C—B)y2’

Es ist bemerkenswert!!, dass diese Curve auch der Durchschnitt der Flache
Ax2 -t By2-t- Cz2= 1
mit dem Kegel zweiten Grades ist
A2x2+ B32— (Ccotio)Z2= 0.

Lasst man tu von Null bis “cwachsen, so zieht sich der Kegel, der anfangs
mit der WF-Ebene zusammenfallt, enger und enger zusammen und fallt schliess-
lich mit der Z-Achse zusammen; dabei bedeckt sich die Flache zweiten Grades
mit Zonen von verscwindender Breite; an den beiden Ré&andern jeder solchen
Zone haben die Normalen unendlich wenig verschiedene, langs desselben Randes
constante Neigung.

Der Inhalt einer solchen Zone wird gefunden, wenn man in 5. die auf ¢
beziugliche Integration zwischen den Grenzen 0 und 2t ausfuhrt; um die Zone
@ zu erhalten, an deren Randern die Normalen die Neigungen a0 und o> haben,
hat man alsdann die auf w bezlugliche Integration von w0 bis w, zu erstrecken;

es ist also

§ 22. Geometrische Anwendungen der elliptischen Integrale. 817

Um die erste Integration auszufuhren, ersetzen wir
sin2<0 durch sin2w (cos2gp4 - sin29
und setzen zur Abkulrzung
m — B(Ccos2«u4- Asm2<u), n — A(Ccos2m 4- Bsin2w);
dadurch gellt das Integral uUber in

Dieses Integral wird leicht auf elliptische reducirt. Ohne die Allgemeinheit
der Untersuchung zu beschranken, wollen wir voraussetzen, dass A und B gleiche
Zeichen haben, dass bei dem Hyperboloiden A dem absoluten Werthe nach

grosser als B ist und im Fale gles IIipsﬁ_ B C ist. Setzen wir
, I‘I‘I,

so sind a und B jederzeit real und a > R Mit Einfuhrung dieser Werthe erhalten

wir nun
m — BC{\ —a2sin2w), n — AC(\ — f2sin2m ),

tul
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Diese Gleichung enthalt das bemerkenswerthe Resultat: Jede Zone einer
centralen Flache zweiten Grades, langs deren Randern die Normalen
ihre Neigung gegen eine Symmetrieebene der Flache nicht andern,
lasst sich durch elliptische Integrale ausdricken.*)

Die halbe Flache des Ellipsoids erhalt man aus der vorstehenden Gleichung,
wenn man sinto = 1, also

setzt; das Verhaltniss der Oberflache des Ellipsoids zu einem Hauptschnitte
desselben wird daher, abgesehen von einem in Bezug auf die Achsen algebraischen
Theile, durch unvolistandige elliptische Integrale erster und zweiter Art berechnet.

FUhrt man den Werth fur @ in die Gleichung fur S ein, so erhéalt man far
die ganze Oberflache des Ellipsoids

5= ¥ + + -

*) Diesen Satz hat Schloehmilch gegeben; weitere Folgerungen hierzu sowie weitere An-
wendungen der elliptischen Integrale auf die Complanation von Flachen siehe Compendium
der héhern Analysis, 2. Aufl. Il. Bd. pag. 346 u. f.

. Theil. Differentialgleichungen.

§ 23. Allgemeine Satze uber Differentialgleichungen erster Ordnung mit
zwei Veranderlichen.

1 Unter einer Differentialgleichung wird eine Gleichung verstanden, in
welcher Diffeientialquotienten abh&ngiger Variabein in Bezug auf unabhé&ngige
(neben den Variabein selbst und constanten Grdssen) Vorkommen.

Ist jede abhé&ngige Veranderliche als Function nur einer Verédnderlichen be-
trachtet, so bezeichnet man die Differentialgleichung als gewoéhnliche Differential-
gleichung zum Unterschiede von partialen Differentialgleichungen, welche
die partialen Differentialguotienten von Functionen mehr als einer
Variabein enthalten.

2. Wenn eine Differentialgleichung zwischen zwei Variabelri den Differential-
quotienten nter Ordnung der abhéangigen Variabein und keinen héherer Ordnung
enthalt, so wird sie als Differentialgleichung «ter Ordnung bezeichnet.

Eine Gleichung zwischen zwei Variabein, die weder den Differentialquotienten
«ter Ordnung der unabhéngigen Variabein noch hohere Differentialquotienten
enthalt, und die so beschaffen ist, dass alle Werthe der Variabein und des 1.,
2. 3., ... bis «ten Differentialquotienten, die dieser Gleichung, sowie der durch
einmalige oder wiederholte Differentiation daraus hervorgehenden Gleichungen
genugen, auch einer gegebenen Differentialgleichung «ter Ordnung Genuge leisten,
wird als ein Integral der Differentialgleichung «ter Ordnung bezeichnet.

3. Wenn ein Integral einer Differentialgleichung erster Ordnung
zwischen zwei Veradnderlichen X, y so beschaffen ist, dass dieselben Systeme von
Werthen X, y, dy:dx der Differentialgleichung, sowie auch dem Integrale und
dem aus dem Integrale folgenden Werthe von dy : dx gentigen, so bezeichnen wir
es als das allgemeine Integral der Differentialgleichung.

Durch die Gleichung F{x,y,y) — O werden drei Veranderliche X, y, y' mit
einander verknupft; betrachten wir x und y als rechtwinkelige Punktcoordinaten,
so koénnen wie die Differentialgleichung geometrisch so deuten, dass durch die-
selbe jedem Punkte X, y der Ebene eine oder mehr als eine Richtung y' zu-
geordnet wird; diese Richtung kann durch eine Gerade T vertreten werden, die
durch den Punkt*, y so gezogen wird, dass tang{x, T) = /; dann ist also durch
die Differentialgleichung jedem Punkte der Ebene eine durch den Punkt gehende
Gerade oder eine bestimmte Anzahl solcher Geraden zugeordnet.

Ein Integral Q>(x,y) — O der Differentialgleichung reprasentirt eine Curve,
die in jedem ihrer Punkte von einer zu diesem Punkte durch die Differential-
gleichung zugeordneten Geraden berdhrt wird. Enthélt die Gleichung eine
willkuirliche Constante C, so gehort zu der Gleichung nicht eine individuelle
Curve, sondern eine Gruppe von unendlich vielen Curven, die erhalten werden,

2
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indem man C alle Werthe nach einander beilegt. Die Constante kann dann
immer so gewé&hlt werden, dass die Curve $>(x,y, C) = 0 durch einen gegebenen
Punkt PO geht; man hat dann nur néthig, C aus der Gleichung zu bestimmen
0'jOc) = °;
und umgekehrt: Soll die Gleichung F(x,y) = 0 das allgemeine Integral einer
Differentialgleichung 1. O. sein, so muss ihr durch jeden Werth von X und y
genugt werden kdnnen, sie muss also eine willkirliche Constante enthalten; ist
diese so gewahlt, dass die Curve Q>(x,y) = 0 einen bestimmten Punkt P enthalt,
so muss alsdann durch die besondere Beschaffenheit der Function $ die Tangente
der Curve <&(X,y) — O in P mit einer der durch die Differentialgleichung dem
Punkte P zugeordneten Geraden zusammenfallen.

Unter einem particularen Integrale versteht man ein Integral einer
Differentialgleichung, das aus einem allgemeinen hervorgeht, indem man der
willktirlichen Constanten einen besonderen Werth ertheilt.

4. Wir wollen nun zunachst zeigen, wie aus einer Gleichung
1. ®(x,y, C) = 0,
die eine willkurliche Constante C enthéalt, eine C nicht enthaltende Differential-
gleichung I. O. abgeleitet werden kann, von welcher 4(x,y, C) das allgemeine

Integral ist.
Anc v. 0 = 0 erhalten wir durch Differentiation

Eliminiren wir nun C aus 1 und 2., so erhalten wir eine Differentialgleichung
3. ' F(x,y,y") = 0.

Ist nun das System der Gleichungen 1 und 3. mit dem Systeme 1. und 2
aequivalent und wird C s$ bestimmt, dass 1 durch einen gegebenen Punkt X, y
erfuallt wird, so sind die aus 3. zugeordneten Werthe y' Ubereinstimmend mit den
aus 2. folgenden; also ist 1. das allgemeine Integral von 3.

Wir geben hierzu einige Beispiele.

folgt durch Differentiation
(i—Cly = p.
Setzt man den hieraus folgenden Werth von y — C in 4. ein, so erhalt man
die zu 4. gehorige Differentialgleichung

C. Die Gleichung
. (x — 2C)2+ &Cy* = C?2
stellt fur positive C eine Gruppe von Ellipsen dar, deren Mittelpunkte auf der
Abscissenachse liegen; die auf der XAchse liegende Ellipsenachse ist gleich der
Abscisse des Ellipsenmittelpunktes; die andern beiden Scheitel liegen auf der
Parabel rj2 = A2f£ fur negative C ergeben sich Hyperbeln.

§ 23. Allgemeine Satze ub. Differentialgleichungen erster Ordnung m. zwei Veranderlichen. 821

Aus 5. ergiebt sich
6. X —2c+ KCy> = o.
FUhrt man zunachst den hieraus folgenden Werth
X — 2C = — k2Cyy'
in 5. ein, so folgt
kPCy*y™* —+ /jy2 = C.
Vergleicht man den hieraus folgenden Werth von C mit dem aus 6. sich
ergebenden, so entsteht die zu 5. gehdrige Differentialgleichung

5. Die Aufgabe: Zu einer gegebenen Differentialgleichung das
allgemeine Integral zu finden (eine Differentialgleichung zu integriren) ist
im Allgemeinen durch die bisher bekannten Functionen (Integrale von Functionen
mit inbegriffen) nicht Iésbar. Im Allgemeinen werden durch Differential-
gleichungen neue Functionen definirt. Es besteht dann die Aufgabe, aus
der Differentialgleichung die Eigenschaften der durch sie definirten Function
moglichst erschopfend abzuleiten, und ein Verfahren anzugeben, durch welches
die Function annaherungsweise gefunden werden kann.

Wir wollen ein solches Ann&herungsverfahren zunachst fur Differential-
gleichungen erster Ordnung angeben. Um ein Integral der Gleichung
l. / = fix,y)
zu erhalten, gehen wir von einem beliebigen Punkte PO aus in der Richtung
y0 —f (x0>yo) um eine kleine Strecke bis zu dem Punkte P v dessen Coordinaten

= x04 ANO, yx —yO -+~ AyO sind, wobei also

Ay<) == f(.xo>yq .
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Hierauf gehen wir von P X bis zu dem Punkte P2, fur den x2 = xx + Aa'j,
y2=yi + 4h, woei
4ei =/ (*
und so fort, so dass wir von jedem Punkte Pi bis zum nachsten Pi+\ in der
Richtung weiter gehen, fur welche

4y = yi+i — yi= ffa,y,) «A*ft Aa* = xi+\— x{.

Gehen die Abscissenveranderungen A.rO, Aaq, Usx2 . . . zur Grenze Null
Uber, so geht das Polygon POPXP2 . . . in eine Curve Uber, und diese Curve
ist ein Integral der Differentialgleichung y' —f(x, y).

6. Wenn zwei allgemeine Integrale einer Differentialgleichung

1..O. nach den willktrlichen Constanten aufgeldést die Gleichungen
e]geben

F=C [/ = ¢
so ist F eine Function von /, d. h. wenn man aus der Gleichung/(jcy) = f
die Variable y (oder x) berechnet, indem man das rechts stehende f als neue
Variable betrachtet, und diesen Werth in F substituirt, so enthalt F dann nur
die Variable /, nicht auch x (odervy) .
Durch Differentiation folgt aus 1.

dFd dFd_ 0 dfd dfd .
éf X -p -xayy— s 87 X -1- -xo-y y = 0.

In beiden Gleichungen kommt keine willkurliche Constante mehr vor, aus
beiden muss sich also fur alle Werthe von x und y derselbe Werth fary er-
geben; die nothwendige und ausreichende Bedingung hierfur ist das Verschwinden
der Determinante

*) Statt dieses Beweises héatte auf den Satz Diff. Rechn. § 4, No. 5 verwiesen werden
kénnen; wir haben es vorgezogen, einen selbstidndigen Beweis fur den einfachsten Fall jenes
allgemeinen Satzes zu geben und bemerken, dass der Gedankengang disses Beweises sich auch
auf den allgemeinen Satz anwenden lasst. Vergl. u. A. Baltzer, Determinanten, § 12.
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Aus der Gleichung §(/) = C folgt / = ¢, worin ¢ eine willkdrliche Con-
stante bezeichnet. Daher ist das allgemeine Integral F — C von f = C nicht
wesentlich verschieden. Wir geben dieser Thatsache durch den Satz Ausdruck:
Eine Differentialgleichung I. O. hat nur ein allgemeines Integral.

7. Es sei f(x,y, C) = 0 das allgemeine Integral einer Differentialgleichung
I. O. Die Werthe der Constanten C fur diejenigen Integralcurven, welche durch
einen gegebenen Punkt X, y gehen, erhadlt man durch Auflésung der Gleichung

f(x,y, C) = 0,
wenn man darin X und y als gegeben betrachtet. So viele verschiedene Auf-
losungen diese Gleichung hat, eben so viele verschiedene Integralcurven gehen
durch P. Diese Curven haben im Allgemeinen in P keine gemeinsame Tangente.
Die n Geraden, welche diese Curven in P berthren, sind die Geraden, welche
dem Punkte P durch die gegebene Differentialgleichung zugeordnet sind. Hieraus
folgt: Wenn der Differentialquotient y' eine »-deutige Function von
X und y ist, so ist auch die Constante des allgemeinen Integrals
«-deutig durch x undy bestimmt.
Beispiele. A. Aus der Differentialgleichung

dx d
y =0
X y
folgt sofort das allgemeine Integral
IXx ++ ly = c.

Hier erscheint c als unendlich vieldeutige Function von X undy. Geht man
aber beiderseits zu den Logarithmanden Uber und bezeichnet ec mit C, so erhalt
man fur das allgemeine Integral die neue Gestalt

xy = C,
und hierin ist C eindeutig durch X und y bestimmt.
B. Fur die Differentialgleichung

haben wir das allgemeine Integral
arcsinx H- arcsiny = c.
Hier ist ebenfalls ¢ unendlich vieldeutig. Macht man von dem Additions-
theoreme Gebrauch
arcsinx -f- arcsiny = arcsiny
und ersetzt sine durch 7, so erhalt man
X~J1l —y2 -+-y}/l — x2= 7.
Durch Quadriren ergiebt sich, wenn man 72 durch C ersetzt,
x2-hy2— 2x2+ 2xyY(l —x2 (1 —y2 = C,
und hierin ist C zweideutig, ebenso wie y' zweideutig ist. Hieraus folgt noch
die rationale Gleichung
£2 _ 2("3 + 2_ 2x2C+ (x2—y22= 0.
8. Wenn durch eine Differentialgleichungy' /z-deutig bestimmt ist, so werden
im Allgemeinen fur unzéhlig viele Punkte zwei von den/zWerthen zusammen-
fallen; die Curve dieser Punkte wollen wir als Verzweigungscurve der
Differentialgleichung bezeichnen. Ist y' explicite als Function von X und

Yy gegeben
y = @{xy),
so kann man ohne Weiteres die Gleichung der Verzweigungscurve ablesen.
Ist z. B.
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so ist die Verzweigungscurve

_y* — 0 s
besteht also aus den beiden Geraden, welche die Winkel der Achsen halbiren.
Bezeichnen g”, g%, . . gn die verschiedenen Werthe, welche y' fur einen

gegebenen Punkt X,y hat, so sind dieselben die Wurzeln der Gleichung.
Id-ieselbe gebe ausgerecfgrllet ”) (/ 92) o (/ gn) O’
2- Fssy™ + Aty»1H-..+ Au-iy'+ An= 0.

Zwei Wurzeln y' dieser Gleichung fallen zusammen, wenn der Verein von
2. und der folgenden Gleichung besteht

dF
°- Jy = rny + in— DAIy»2 + . . AHt= 0.

Die Bedingung fur den Verein von 2. und 3. erhadlt man nach Sylvester's
Methode, indem man 2. und 3. der Reihe nach mity"»—=2 y”*—, . . ,y\ i; bez.
y " yn 2eeey 1 multiplicirt, und aus diesen 2n — 1 Gleichungen die linear
darin
nirt.

v / 1 e e o —1

Dies ist die gesuchte Gleichung der Verzweigungscurve.

9. Die Constante des allgemeinen Integrales einer Differentialgleichung I. O.
sei fur jeden Punkt der Ebene «-deutig bestimmt; ihre Werthe fur den Punkt
X,y seien ylf y2 . . Bildet man die Gleichung

(cC -h)(c -72) . ..(c - = 0.
so sind die Coefficienten eindeutige Functionen von X und y. Es giebt unzéhlig
viele Punkte der Ebene, fur welche zwei Wurzeln dieser Gleichung zusammen-
lallen; die Gurve dieser Punkte nennen wir die Verzweigungscurve des all-
gemeinen Integrals.

Die Gleichung fur C ergebe

n 4- ascn~2 -+ . . -h au = 0;
alsdann erhalt man die Gleichung dieser Verzweigungscurve in Form einer ver-
schwindenden Determinante, wenn man C nach syivester's Methode aus

Diese Curve hullt entweder die Curven O ein und hat in jedem ihrer Punkte
mit einer der Curven $ eine gemeinsame Tangente, oder sie enthalt die Doppel-

punkte des Curvensystems

. ) 8{x,y, C) — 0
(Differentialrechn. §11, No. 6).

Hieraus folgt sofort: Ist die Verzweigungscurve des allgemeinen
Integiales die Einhullende der Curven ff) = 0, so gentgt sie in allen
ihren Punkten der Differentialgleichung.

§ 23. Allgemeine Satze uber Differentialgleichungen erster Ordnung m. zwei Verénderlichen. 825

Ist die Verzweigungscurve dagegen die Curve der Doppelpunkte des Curven-
systems ff) = 0, so genugt sie im Allgemeinen der Differentialgleichung nicht.
Denn im Allgemeinen ist flir einen Doppelpunkt einer Curve ff) = 0 der aus der
Differentialgleichung folgende Werth von / nicht unbestimmt, wie der aus dem
allgemeinen Integrale folgende, sondern bestimmt; man kann nun nicht den
Schluss ziehen, dass dieser Werth mit dem aus der Gleichung der Verzweigungs-
curve des allgemeinen Integrales folgenden uUbereinstimmt.

Wenn die Gleichung der Verzweigungscurve des allgemeinen Integrales der
Differentialgleichung genuigt, so ist im Allgemeinen fiur die Punkte derselben C
nicht constant, sie ist alsdann kein particulares Integral, sondern wird als sin-
gulares Integral der Differentialgleichung bezeichnet.

10. Unabhangig von geometrischen Betrachtungen untersuchen wir nun auf
analytischem Wege die Existenz eines singulédren Integrales, d. i. einer Gleichung,
die der Differentialgleichung genugt, ohne ein particuldres Integral zu sein.

Es seif(x,y, C) — O das allgemeine Integral einer Differentialgleichung I, O.;
wir machen dabei die ausdrickliche Voraussetzung, dass die Function / die
Grossen X,y und C nur in eindeutigen Verbindungen enthalt.

Jede beliebige Gleichung @(x,y) = 0 kann auf die Form fix,y, C) — 0 ge-
bracht werden, wenn man C nicht als Constante, sondern als Function von X
und y betrachtet, geméass der Gleichung

Die Trage nach einem singularen Integrale konnen wir nun so stellen:
Kann C als Function von X und y so gewahlt werden, dass die Gleichung
b f(x,y,C)= 0
der Differentialgleichung genugt?

Durch Differentiation folgt aus 1

wenn i. der Ditlerentialgleichung genigt, so wird 2. durch einen der aus
der Differentialgleichung folgenden Werthe von / erfullt, sobald man C in 2.
durch X und y gemass der Gleichung 1. ersetzt. Unter dieser Voraussetzung
erfullt aber jedes der Differentialgleichung entsprechende y' die Gleichung

Der Bedingung 3. entsprechen solche Aenderungen von X undy, bei denen
C constant bleibt, sie fuhrt sonnt zum allgemeinen Integrale. Fur ein Integral,
das in dem allgemeinen nicht enthalten ist, ergiebt sich daher die Bedingung

4.
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durch einen constanten Werth von C geniigt werden kann; in diesem Falle fuhrt
die Elimination von C aus beiden Gleichungen nicht auf ein singulares, son-
dern auf ein particulares Integral.

Eine Ausnahme hiervon tritt in den zahlreichen Féllen ein, wenn fur alle
Punkte der durch Elimination von C aus

fix,y, C) = und = 0

sich ergebenden Curve (fur welche wir den Namen Verzweigungscurve auch dann
beibehalten wollen, wennf keine algebraische Function von C ist) die Gleichungen

bestehen
LA At

Denn dann erfullen die Tangenten der Verzweigungscurve zwar dieGleichung2.,
es lasst sich aber hieraus nicht schliessen, dass sie der Differentialgleichung gentgen.

Man hat daher nach der Elimination von C aus f = 0 und df'.dC — 0O
jedesmal erst nachzusehen, ob die resultirenden Curven, bez. welche von ihnen,
der Differentialgleichung gentgen.

11. Es seiy eine ~-deutige Function von X und_y; alsdann ist auch (No. 7)
die Constante des allgemeinen Integrales ~-deutig durch X und y bestimmt. Wenn
fur einen Punkt P zwei von den Werthen C unendlich wenig verschieden sind,
so fallen auch die Tangenten an diese Curven in P unendlich nahe zusammen.
Dies sind aber zwei dem Punkte P durch die Differentialgleichung zugeordnete
Richtungen. Wir schliessen daher: Die Verzweigungscurve des allge-
meinen Integrales ist zugleich Verzweigungscurve der Differential-
gleichung.

Hiervon tritt eine Ausnahme ein, wenn ein Theil der Verzweigungscurve
des allgemeinen Integrales eine Parallele zur Y-Achse ist; denn fur jeden Punkt
dieser Geraden isty’ = * oo, es fallen also fur diese Punkte nicht nothwendig
zwei Werthe von y' zusammen.

12. Ein direkter Nachweis fur den Zusammenhang der beiden Verzweigungs-
curven wird zugleich Auskunft dartber geben, ob die Verzweigungscurve der
Differentialgleichung aus Curven zusammengesetzt sein kann, die nicht zugleich
der Verzweigungscurve des allgemeinen Integrales angehéren. Die Differential-
gleichung wird aus dem allgemeinen Integrale

1. 8{x,y, C) = 0
erhalten, indem man C aus 1 und aus

20 20 y
2 dx h%y v'—0

eliminirt; das Resultat dieser Elimination werde mit (0) bezeichnet. Um die
Verzweigungscurve der Differentialgleichung zu erhalten, hat man hieraufy aus
den Gleichungen
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Die Gleichungen 1. und 5. ergeben die Verzweigungscurve des allgemeinen
Integrals Die Gleichung 6. sagt aus, dass die durch 2. definirte Eunction C von

nicht abhéangt; sie ist daher nicht statthaft.

Wir fassen die Ergebnisse dieser Untersuchungen in folgenden Satz zu-
sammen: Ist Fix,y,y} = 0 eine Differentialgleichung I. O. und
0(x,y, C) = 0 das allgemeine Integral derselben und sind x, vy, V',
bez. x, y, C in den Functionen F und O nur in eindeutigen Ver-
bindungen enthalten, so kann die Resultante, die durch Elimination
von C aus

i<1>
0 = 0 und H75= 0
c6
hervorgeht, hdéchstens um einen Faktor, der eine ganze Function
von X allein ist, von der Resultante verschieden sein, welche durch

Elimination von y' aus den Gleichungen
F=o0 ud X5= o0
= un CVJ =

entsteht. Wenn die erstere Resultante der Differentialgleichung
genugt, so ist sie das singulare Integral der Differentialgleichung,
soweit sie nicht durch Specialisirung der Constanten C aus dem all-
gemeinen Integrale hervorgeht.

13. Fur die Ableitung des singularen Integrales haben wir daher folgende
Wege:

a) Ist das allgemeine Integral auf C reducirt; so bilde man die Bedingung
daftr, dass zwei Werthe fur C zusammenfallen.

b) Sind in dem Integrale O(Xx,y, C) — 0O die Grossen X, y, C nur in ein-
deutigen Verbindungen enthalten, so eliminire man C aus
N 20
0 = 0, und =0

c) Ist die Differentialgleichung aufy'reducirt, so bilde man die Bedingung
dafur, dass zwei Werthe von y1lzusammenfallen.

d) Sind in der Differentialgleichung F(X,y,y') = 0 die Grossen X, VY, y'
nur in eindeutigen Verbindungen enthalten, so eliminire man y1aus

dF
F =0 und gy—7=o.

Die auf einem dieser vier Wege erhaltenen Gleichungen hat man daraufhin
zu prufen, ob sie der Differentialgleichung geniigen; soweit diese Bedingung er-
fullt ist, hat man ein Integral der Differentialgleichung gefunden; dasselbe ist
singular, soweit es nicht durch Specialisirung der Constanten aus dem allge-
meinen Integrale abgeleitet werden kann. Nach Anwendung der Methoden c)
und d) hat man noch nachzusehen, ob die Gleichung x = 7 fur irgend einen
constanten Werth 7 der Differentialgleichung als singulares oder particuléres
Integral genulgt. *)

14. Wir betrachten als Beispiele die in No. 4 aufgestellten Differential-
gleichungen.

A. Die Differentialgleichung No. 4, 6

*) Auch ohne Kenntniss des allgemeinen Integrales kann man entscheiden, ob man nach
den Methoden c¢) oder d) zu einem singuldren oder particuladren Integrale gelangt ist.
Vergl. u. A. E. Prix, lieber singulare Lésungen der Differentialgleichungen 1. O. Progr. d,
Realschule zu Annaberg i. S. 1876.
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Die Bedingung fur das Zusammenfallen zweier Wurzeln y' bez. C,
«2- y3- 0

ist das singulare Integral.
E. Die Differentialgleichung

/ = 2+ /1 - |

hat das allgemeine Integral

Far die Verzweigungscurve

X —y —0
ist y — \t
wéhrend fur die Punkte derselben aus der Differentialgleichung folgt
y' — 2.

Daher ist in diesem Falle die Verzweigungscurve kein Integral
der Differentialgleichung.
F. Hat die Differentialgleichung die Form
y = +YyWw
wobei F und IF rationale Functionen von X und y sind, so ist ihre Verzweigungs-
curve

w = 0.

Der aus dieser Gleichung folgende Werth von y' stimmt im Allgemeinen
nicht mit dem aus der Differentialgleichung unter der Bedingung * = 0 folgen-
den Werthe

y = f

uberein; die Verzweigungscurve ist daher fur Differentialgleichungen dieser Form
im Allgemeinen Kkein Integral. Das vorige Beispiel bildet hiervon einen be-

sonderen Fall. Ausnahmen bilden u. A. alle Differentialgleichungen, deren
allgemeines Integral die Form hat
2. ; + V? = C,

wobei f und ¢ rationale Functionen sind
Zu 2. gehort die Differentialgleichung

welche auf die Form 1 gedacht wird, indem man den Nenner rational macht.

§ 24. Integration der Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei
Veranderlichen.

1. Wir wenden uns nun zur Integration der Differentialgleichungen 1. O.

Eine allgemeine Methode, durch welche die Herstellung des Integrals in
geschlossener Form geleistet oder auf gewdhnliche Integrationen zuritickgefuhrt
werden konnte, giebt es nicht; wir missen uns begnigen, eine Reihe von Fallen
anzugeben, in welchen die Integration ausgefuhrt werden kann, und schliesslich
Methoden zu entwickeln, nach welchen das Integral in Form einer unendlichen
Reihe gewonnen wird.

Das Integral der Differentialgleichung Mdx + Ndy = 0 ist sofort gefunden,
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wenn die Variabein getrennt sind, d. i. wenn M nur eine Function von X,
und N nur eine Function von y ist; schreiben wir, um dies zu veranschaulichen,
y(x) und fur M und N, so haben wir die Differentialgleichung

<) dx 4- OOdy — O,
und erhalten hieraus ohne Weiteres
jy(x)dx 4 fty(y)dy - C.

Willkdrliche Constanten bei den Integralen anzubringen ist in diesem Falle
wegen der rechts stehenden Constanten nicht néthig.

Beispiel. Aus 2(# 4- x)dx 4- 3y2dy = 0
folgt das allgemeine Integral (@a4-x)24-yA= C.

2. Wenn die Variabein nicht getrennt sind, so gelingt es zuweilen durch
Division oder Multiplication mit Functionen der Variabein die
Trennung herbeizufihren. So ergiebt sich aus
1. XxYxdx 4- X2Y2dy = 0
durch Division mit X 2YX

Sind nun XX, X2 Functionen von X allein, und YX, Y2 Functionen von y
allein, so ist das allgemeine Integral von 1

B. (14-y2ddx 4- 1 4-x2ddy = O.
dx dy A

Diese Gleichung ergiebt i y-x2+ Try2—

daher ist das allgemeine Integral

arctatigx 4- arctangy — C.
C y 1—y2dx 4- y\— x2dy = O.
dx dy _A_
Hieraus folgt = -+ —4 — b;

daher ist das allgemeine Integral
arcsinx 4- arcsiny = C.
Giebt man der Differentialgleichung die Form

so erkennt man, dass die singularen Ldésungen in der Gleichung enthalten sind
l—x2@1—y2 = 0.

Alle vier hierin enthaltenen Geraden gentigen der Differentialgleichung; da
keine durch Specialisirung aus dem allgemeinen Integrale hervorgeht, so sind
alle singulare Losungen.

3. Eine Reihe von einfachen geometrischen Aufgaben fuhren auf Differential-
gleichungen erster Ordnung, in denen die Variabein getrennt werden kdénnen.

A. Die Curven zu bestimmen, bei denen die Subnormale eine gegebene
Function <?(y) der Ordinate ist.

§ 24. Integration der Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei Verénderlichen. 831

Aus der Bedingung yy' = <p(y)

folgt —
B. Soll die Subnormale eine Function <p(X) der Abscisse sein, so ist
die Differentialgleichung
= *
yy' = 2(%),

und daher die Gleichung der gesuchten Curve
y2 — Xy(x)dx 4- C.

C. Wird verlangt, dass die Subtangente eine Function <p(y) der Ordi-
nate ist, so hat man

und daher das allgemeine Integwl

D. Soll die Subtangente eine Function <) der Abscisse sein, so ist

also

E. Soll die Tangente eine Function der Ordinate sein, so ist

Byi +yo» :f(j,);
hieraus folgt y = —n .
y<?2 — y2

Das allgemeine Integral ist

F. Auf ahnliche, einfachste, durch Trennung der Variabein sofort zu inte-
grirende Differentialgleichungen fuhren die Aufgaben: Eine Curve zu bestimmen,
in welcher die Polarsubtangente, die Polarsubnormale, oder der Winkel zwischen
| angente und Radius vector eine gegebene Function des Radius vector oder des
Polarwinkels ist.

G. Soll das von einem Curvenbogen, der Abscissenachse einer festen Ordi-
nate und der Ordinate eines laufenden Curvenpunkts begrenzte Segment einer

Curve eine gegebene Function cp(j) der Endordinate sein, so hat man die
Differentialgleichung

woraus folgt

Wird verlangt, dass das Segment eine gegebene Function der Endabscisse
sei, so fuhrt die Aufgabe auf keine Differentialgleichung.

4. Wenn in der Gleichung

Mdx 4- Ndy — O

M und N ganze homogene Functionen von X undy vom Grade n sind,
so gelingt die Trennung der Variabein durch die Substitution y = zx.
Da in jedem Gliede von M und N die Anzahl der variabeln Faktoren n ist, so
folgt, dass nach der Substitution M und N in Produkte von Xn mit ganzen
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Functionen von z Ubergehen. Werden dieselben mit M(z) und N(z) bezeichnet,
und bemerkt man, dass
dy = zdz + xdz,
so erhalt man fur z und x die Differentialgleichung
M(z)dx -y N(z) (zdx -y xdz) = O.
Nach der Trennung der Variabein folgt hieraus das allgemeine Integral

Denkt man sich C als Logarithmus einer andern Constanten, die wieder mit
C bezeichnet werden kann, und geht dann von den Logarithmen zu den Logarith-
manden Uber, so erhalt man
Ny Mz2h- 1 = CX.
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Substituirt man rickwarts z —y : X, so ergiebt sich
Cx2 =y H -fy2-t"x2.
Hieraus folgt die rationale Gleichung
C2x2 — 2Cy = 1.
Ersetzt man hier C durch 1\C, so erhalt man das allgemeine Integral
C2-y 2Cy = x2,
in Uebereinstimmung mit No. 4, 7.

B. Die Strecke OS2 welche eine Curventangente von der Ordinatenachse
abschneidet, ist bekanntlich y — xy'i ist g der Winkel, unter welchem diese
Strecke von der Projection P' des Curvenpunkts, auf die Abscissenachse aus ge-
sehen wird, so ist tangiy = y : X —y'. Wird nun die Curve verlangt, deren Tan-

gente in P normal zu P'S 2 ist, so ergiebt sich fur dieselbe die Differential-
gleichung

*
p- L(F-y)m
Hieiaus folgt fir y eine quadratische Gleichung, und durch Auflésung der-
selben

Hieraus folgt schliesslich, wenn C geeignet gedndert wird:

3 4x21(y — 2-yy2 =y2-yyij/a4x2 yr C.
Aus 2. folgt die Verzweigungscurve fur y'
4. 4x2-yy2= 0.
Aus dieser Gleichung folgt y' = — 4x :y , aus 2. ergiebt sich mit Ruck-

sicht auf 4.y =y :2x; vergleicht man beide Werthe, so erhélt man 8"2-yy2= 0;

da diese Gleichung mit 4. nicht Ubereinstimmt, so ist 4. kein Integral der Differential-
gleichung.

7. Um die Differentialgleichung

le (flx -y by + c)dx + (a'x + by -t- c)dy = 0
in eine homogene zu verwandeln, substituiren wir
X —Uu-y a, -t- .

Wir erhalten
ax -y by + * = au-ybv-yaa-yb$-yc,
a'x -y by -y ¢ = a'u -y bv -y ala + ~ + c'.
Werden nun a und 3 aus dem Systeme bestimmt

ad-y b$= — c,
aa -y b$ = — S,
so erhédlt man die transformirte homogene Gleichung
3 (au + bv)du + (a'u -y b'v)Jdv — 0.

Die Gleichungen 2. fuhren auf unendliche Werthe von a und B, wenn

Schlobmilch, Handbuch der Mathematik. Bd. Il. in
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ab' — a'b — 0; wird & = na gesetzt, so ist alsdann b' nb, und daher
a'x H- b'y - n(ax 4- by).
Setzt man jetzt ax 4- by = z, so wird
bdy = dz — adx,
und man erhélt die Differentialgleichung
b(z 4- c)dx 4- (nz 4- ¢') (dz — adx) = 0,
in welcher sich die Variabein leicht trennen lassen¥*).

8. Als lineare Differentialgleichungen erster Ordnung bezeichnet
man die Gleichungen von der Form
1. / + Py = <2
wenn darin P und Q Functionen von X allein sind. Ist Q — 0, so lassen sich
die Variabein sofort sondern, und man erhéalt das allgemeine Integral
2. ly = — fPdx + C.

Wir wollen nun versuchen, das allgemeine Integral der Gleichung 1. dadurch
zu erhalten, dass wir in 2 die willkirliche Constante C durch eine Function
von X ersetzen; vielleicht lasst sich diese Function so bestimmen, dass der
Differentialgleichung 1 gentgt wird.

Ersetzen wir in 2. C durch 0 und differenziren, so ergiebt sich

y' = — Py 4- z'y.

Dieser Werth wird in 1 eingesetzt und liefert fur 0 die Gleichung zy = Q,
oder, wenn y hierin gemass der Gleichung
3. ly = —jPdx 4- z
durch X und z ersetzt wird,

fPdx
4. exdz = Qe dx.
Hieraus folgt fur 2 das allgemeine Integral
e = jQe dx 4 C.
Daher folgt schliesslich das allgemeine Integral der linearen Differential-

gleichung

9. Beispiel. Die Curven zu bestimmen, deren Tangenten von der
Ordinatenachse das geometrische Mittel der Abscisse und einer gegebenen Strecke

a abschneiden.
Die Differentialgleichung des Problems ist
y — xy' — j/ax,

oder
Diese Gleichung ist linear; es ist P = — l:x, Q = — ¥a !X, und da-
her das allgemeine Integral

<r

Nach Ausfihrung der beiden Integrationen erhalt man
y = Cx 4- 2 Yax -
10. Das allgemeine Integral einer linearen Differentialgleichung erster Ord-
nung kann auch auf einem andern Wege gefunden werden, den wir ebenfalls
angeben wollen. Man versucht, die Aufgabe dadurch auf einfachere zurtckzu-

*) Boote, A treatise on differential equations, 4. ed.,, London 1877, pag. 36.

§ 24. Integration der Differentialgleichungen - her Ordnung mit zwei Verénderlichen. 835

fuhren, dass man y durch das Produkt uv zweier noch unbestimmter Functionen
von X ersetzt. Hierdurch erhdlt man die Gleichung

uv' 4- vu' 4- Pzw = Q.
Bestimmt man nun u aus der Gleichung
2 u 4- Pu — O,
so bleibt zur Bestimmung von v die Gleichung ubrig
3 uv' — Q.

Da es bei der Integration von 2. nur darauf ankommt, irgend eine dieser
Gleichung entsprechende Function von jv zu erhalten, so kann man der will-
kdrlichen Constanten des allgemeinen Integrals von 2. einen solchen besonderen
Werth geben, dass das Integral moglichst einfach wird. Die willkurliche Con-
stante des allgemeinen Integrals der Gleichung 1. tritt erst mit der Integration
von 3. ein.

Die Gleichung 2. stimmt mit No. 8, 1 fur den Fall < = 0, uberein; und
die Gleichung 3. ist von der Gleichung No. 8, 4 nicht verschieden, wenn man y
durch u und 2 durch v ersetzt.

11. Die nichtlineare Differentialgleichung

. f{y)% +f(y)P=0Q,
worin P und Q wieder Functionen von allein sind, lasst sich in eine lineare
verwandeln, setzt man namlich f(y) — z, so istf'(y)dy = dz und man erhalt

zZ' 4- Pz = <.
Auf diese Gleichung fuhrt z. B. die folgende

2. vyl Py = Qym.
Dividiit man namlich durch —ym: (m— 1), so erhalt man
—{m—Dy-™y'— (m—1)Py-Im-) = _ (w—12Q;

und diese Gleichung stimmt mit 1. Gberein, wenn man f(y), P, Q durch
— M— )P, — (m— 1) <L ersetzt.

12. Das allgemeine Integral der nicht linearen Gleichung?*)

y 4- Py = 2482 4- R
lasst sich angeben, wenn man ein particuldres Integral y = u dieser Gleichung
kennt. Setzt man namlich das allgemeine Integral in der Form voraus
y —u-+~yv,
worin v eine noch zu bestimmende Function bezeichnet, so hat man fur u und v
die Gleichung
u + V' H- Pu 4- Pv — QiP 4- 2Quv 4- Qv2 4- R.
Nach der Voraussetzung ist
u 4- Pu = Qu24- R,
daher bleibt zur Bestimmung von v die Gleichung
V' 4- (P— 2Qu)v = Qv2.
Diese Gleichung fallt unter No. 11, 2 fir m= 2
Beispiele. A. Der Gleichung
y' 4- Py — Qy2 4- 1 4- Px — <272
wird durch das particulare Integral y = Xx genltgt. Daher ist jetzt 2 = X, und
fur v hat man die Gleichung
V' 4- (P— 2Qx)v — Qv2.

B. y 4- Py = y2 +

wobei P' fur dP\dx gesetzt ist.

*) Sturm, Cours d’Analyse, 5 cd., t Il, Paris 1877, pag. 51.
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Der Gleichung wird durchy = P genugt; daher ist das allgemeine Integral
y — P -¥ v, wenn v durch die Gleichung bestimmt wird
Vi — Pv — Qv2.
13. Die Gleichung
1. xyl — ay 4- by2 = cxn n
ist unter der Form No. 12, 1 enthalten. Setzen wir versuchsweise y — k x SO

erhalten wir
n

n n
hx* — akx”™ 4- bk2xn = cxn.

Diese Gleichung ist identisch erfullt, wenn

n— 2a, k= ]A :b.

Im Falle n= 2a kann also nach der in No. 12 angegebenen Methode das
allgemeine Integral der Gleichung 1. gefunden werden.

Durch geeignete Substitutionen kann man in einer Reihe von Féllen
Differentialgleichungen von der Form 1. in welchen n von 2a verschieden ist,
auf eine Gleichung derselben Form zurickfuhren, in welcher n — 2a ist.

Setzt man namlich in 1.

y = A 4-
worin yt eine neue Variable ist, so erhalt man
V. 7/4
2. — aA 4- bA2 + {n—a4- 2bA)— mmb—« — —«-y/ = cxn.
yi Vi y? 1

Wir wahlen nun A so, dass — aA + bA2 — 0; also entweder A = a:b,
oder A = 0.
Die Annahme A — a: b ergiebt die Transformation

a xn
3. y =
>+ v
und die transformirte Gleichung
Xnt|
(n a— A b—g . — CXn
~JFyi
Durch Multiplication mity? :xn ergiebt sich hieraus
4, Xy? — (@4- n)yx 4- cy? = bxn.

Diese Gleichung geht aus 1 hervor, wenn man &, b, ¢ der Reihe nach durch
(a+ n), ¢ b ersetzt.
Wendet man nun auf 4. die Substitution an
5 _a+n xn
. y c yi
die aus 3. hervorgeht, wenn man aund b durch aaH- n und c ersetzt, so erhalt man
xyt' — (@+ 2n)yx + byE = cxn;
hierauf wendet man wieder die der Substitution 3. entsprechende an u. s f.;
nach k Transformationen erhalt man die Gleichung
wenn k ungerade ist: xyt' — (a -+ kn)yx cyE = bxn\
wenn k gerade ist: xyx — {a+ kfi)yx + by? = cxn.
Kann man nun die ganze Zahl k so wahlen, dass n — 2(a bn), ist also
(n — 2a) : 2« eine ganze Zahl, so kann das allgemeine Integral der Gleichung 1.
nach den gegebenen Methoden gefunden werden.
Die andere Annahme A = 0 liefert die Substitution y = xn:yt und die

transformirte Gleichung
. Xn . Xn XN 1

— i + ~ %Try|: cxn.

ter Ordnung mit zwei Verénderlichen. 837

Multip _0 entsteht
6. (n — <hy\ -+ cy? = bxn,
also die Gleichung *,, wenn man a, b, ¢ der Reihe nach durch n— a, c, b ersetzt.
Durch wiederholte Anwendung der Substitution ergiebt sich schliesslich
wenn k ungerade ist: xy? — (kn — a)yx + cy? = bx,L\
wenn Kk gerade ist: xy? — (kn — ci)yx + by? = cxn.
Hieraus folgt, dass die Gleichung 1 integrabel ist, wenn k so bestimmt
werden kann, dass 2(kn — a) = n, wenn also (n + 2a):2n eine ganze Zahl ist.
Wir sehen somit: Das allgemeine Integral der Gleichung 1 kann
gefunden werden, wenn (nrb2a):2n eine positive ganze Zahl ist.
Die RiccATi'sche Differentialgleichung
y' -]- by2 = cxm
kann auf die Form der Gleichung 1 gebracht werden; setzt man namlich
y — Z:X, so erhalt man aus 7.
Xz' — z H- bz2 = cxm+2.
Die RiccATi’sche Gleichung ist somit integrabel, wenn entweder (in—-£4): 2m+ 4)
oder m:(2m + 4) eine positive ganze Zahl ist.

14. Die Integration der Differentialgleichung
1. Mdx + Ndy = 0,
gelingt sofort, wenn die linke Seite das vollstandige Differential

i = Bﬂffdx - dcalTr-dy
y
einer Function qiX,y) ist, das allgemeine Integral ist alsdann
Avy) = C.
Es fragt sich nun zunachst, wie man erkennt, ob ein Differentialausdruck
Mdx 4- Ndy ein vollstandiges Differential ist, und wie man von dem vollstandigen

Differentiale die Function < ableitet.
Ist Mdx 4- Ndy das vollstandige Differential von (X, y), so ist

8p

L M= N7 gy
Hieraus folgt sofort die nothwendige Bedingung
dM dN
2. dy dx

denn beide Seiten der Gleichung sind nach 1. gleich d2<p:dxdy. Die Be-
dingung 2. ist aber auch hinreichend. Hat man namlich eine Function 4> welche
der Gleichung genugt M = dg: dx, so ist
dM _ d2ty _ dN
dy dxdy dx’
also kénnen N und dp:cy nur um eine Grosse verschieden sein, die X nicht
enthélt, mithin eine bestimmte Function von” allein ist. Bezeichnet man dieselbe
mit Y, und setzt
= & 4-jYdy,
l\):lz gf und %g: (Ci; w. z. b. w.
Eine Function 4 ergiebt sich unmittelbar aus der Gleichung M = dp:dx zu
4 = fMdx,
wo bei der Integration das in M enthaltene y als constant zu betrachten ist;
es genugt einen particularen Werth dieses Integrals zu nehmen.

o

so ist -

M}

idii
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Hiermit ist ai h zweit. ' ragt, di ®, and da-
mit die Integratioi -utailgieiD
Beispiel, (a- irr  AQdx -t (y\ — 4xy -
Hier ist
CM cN
vy -- dx' 't

also ist die linke Seite der Gleichung ein vollstandiges Differential. Weiter folgt

allgemeine micgiiu uci gegeuenen crieicnung.

15. Jeder Differentialausdruck Mdx + Ndy kann durch Multipli-
cation mit einer geeigneten Function vona: undj in ein vollstandiges
Differential verwandelt werden.

Die Differentialgleichung

vMdx -f- vNdy == d)(dx + &ydy

Da die Auffindung des Faktors v sofort zur Kenntniss des allgemeinen Inte-
grals der Gleichung 1. fuhrt, so bezeichnet man v als einen integrirenden
Faktor der Differentialgleichung Mdx Ndy = 0.

16. Ein integrirender Faktor v der Gleichung Mdx + Ndy = 0 wird durch
die Gleichung definirt

d(vM) _ d(vN)
dy dx

Fuhrt man die Differentiationen aus, so erhélt man nach geeigneter Um-

stellung

1.
Dies ist eine partiale Differentialgleichung; die Auflosung derselben ist im

Allgemeinen ein hoheres Problem, als das, eine Differentialgleichung 1. O. zu
integriren. Im Allgemeinen ist daher die Integration der Differentialgleichungen
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O*
I. O. durcn i-Ktors nicht lésbar; vielmehr wird
man umgeketn aigleichung 1 far im Wesentlichen geldst
erachten, nachdem. Zusammenhang mit dem allgemeinen Integrale

einer gewohnlichen Differentialgleichung I. O. erkannt hat, und hierauf werden
wir bei Gelegenheit der partialen Differentialgleichungen zuriickkommen.

Doch bleibt trotzdem das Studium der integrirenden Faktoren auch fur
die Integration von Differentialgleichungen 1. O. von hoher Bedeutung; denn
alle Integrationsmethoden lassen sich auf die eine Methode, einen integrirenden
Faktor zu bestimmen, reduciren, — und indem man umgekehrt von bestimmten
Formen integrirender Faktoren ausgeht, kann man Gruppen integrabler Differential-
gleichungen aufstellen. Wir werden spater hierzu Beispiele geben.

17. Dem allgemeinen Integrale einer Differentialgleichung I. O. kann man
unzahlig viele verschiedene Formen geben. So hat z. B. 3x2dx -+ *lydy = 0
das allgemeine Integral x3-hy2= C; dasselbe kann aber auch durch

(x3 ~hy2Qu= C, I(x3+ j2 = C, sinx3-ty2d = Cu s w
ersetzt werden. Diesen verschiedenen Formen des Integrals entspringen ver-
schiedene Formen des integrirenden Faktors; wir wollen nun nachweisen, wie
man aus einem integrirenden Faktor die allgemeine Form finden kann, unter
der jeder integrirende Faktor derselben Gleichung enthalten ist.

Ist v ein integrirender Faktor von

1. Mdx + Ndy = O,
so ist
2. vMdx + vNdy = dy,

und P = c ist das allgemeine Integral der Differentialgleichung.

Multipliciren wir 2. mit einer willkurlichen Function von 9, so erhalten wir

VF(y)(Mdx + Ndy) = F(y>)dy .
Hierin ist die rechte Seite das vollstandige Differential von
JF(y)dy,

also ist auch die linke Seite ein vollstandiges Differential, mithin ist vF($) ein
integrirender Faktor von 1. Wir haben daher: Istz/ ein integrirender Faktor
der Gleichung Mdx Ndy — 0, und 9= c das allgemeine Integral,
so ist das Product aus v und einer willkirlichen Function von 9
ebenfalls ein integrirender Faktor.

Es sei nun ausser v auch V ein integrirender Faktor; um nachzuweisen,
dass V=vF{9), zeigen wir, dass der Quotient V\v eine Function von 9 ist.
Die nothwendige und ausreichende Bedingung hierflr ist das Verschwinden der
Determinante
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daher ergiebt sic
w. z. b
18. Hat man zwei mtegrirende Faktoren v und V einer Differentialgleichung
I. O. aufgefunden, so kann man das allgemeine Integral der Gleichung angeben,
ohne eine Integration anzufihren. Denn ist @= c ein allgemeines Integral, so
ist V= vF(tp), mithin ist

ebenfalls ein allgemeines Integral; wenn man statt F irgend eine Function von
F setzt, so kann man von dem so gefundenen allgemeinen Integrale unter Um-
stdnden zu einfacheren Formen fur dasselbe Ubergehen.

19. Wir schlagen nun den in No. 16 angedeuteten Weg ein und con-
struiren zu integrirenden” Faktoren von gegebener Form die zuge-
horigen Differentialgleichungen.

Soll der integrirende Faktor v eine Function F einer gegebenen Function @
von v undy sein, so muss die Gleichung No. 14, 2 von v = F(tp) erfullt werden.
Man erhélt aus derselben

Da nun links ein vollstdndiges Differential steht, so muss auch die rechte
Seite ein solches sein; also muss

eine Function von @ sein. Um zu erfahren, ob dies der Fall ist, kann man aus
der Gleichung qiX,_y) = @ eine der Variabein x oder y berechnen, in dem man
das rechts stehende ¢ als neue Variable einfuhrt; setzt man dann diesen Werth
in ein, so muss sich 4 als Function von @ allein ergeben. Dieser Weg ist
dann empfehlenswerth, wenn x oder y aus der Gleichung tp(x,y) sich leicht
bestimmen lassen. In anderen Fallen hat man die Determinante zu bilden

dy dp dy dp

dx dy dy dx’

wenn diese identisch verschwindet, so ist @ eine Function von fp.

Umgekehrt: st eine Function von 1 und bestimmt man F durch die
Gleichung 2., solwird die Gleichung 1 erfullt, also ist F (1) ein integrirender
Faktor der gegebenen Differentialgleichung. Wir schliessen daher: Die noth-
wendige und ausreichende Bedingung dafur, dass ein integrirender
Faktor der Differentialgleichung Mdx + Ndy — O eine Function der
gegebenen Function qix,y) ist, besteht darin, dass ” eine Function
von < ist.

§ 24-

20. Wir
Setzen wir

Soll also der integrirende Faktor eine Function von x allein

"ot

,sonders “nfache Falle ein.

Yy, SO entseht
M dN dN cM

------- ly " bez> = AT

von y allein sein, so muss
(dM dN\ (dN dM\
W-TA)V...

eine Function von X, bez. von y sein.

Veranderlichen.

A. Bedeutet X eine Function von x allein, so ist bei der Gleichung
(A H- 3axy + by2 dx (ax2H- bxy)dy =
fcM d n ax + by 1
\dy dx ) x(ax + hy) x’
also ist der integrirende Faktor eine Function von
Durch Multiplication mit x erhalt man

xXdx -t- d(axzy -|- \bx2%/2 = 0.

Hieraus folgt das allgemem” Tnroo-voi

B. Bei der linearen Gleichung

ist M — Py —

y'H Py — <=0
N — 1, und daher

dM d“N\_ _

oy — 83N = P

0

folglich ist auch hier der integrirende Faktor eine Function von x allein.
Bestimmung des Faktor haben wir aus 2

also ist

Um das allgemeine Integral zu erhalten, bilden wir zunachst (No.

jM Fd x

Tlerraov icf

dF
5 — Pdx,
f — gPdx

O N

in Uebereinstimmung mit No. 8.

14.)

21. Der integrirende Faktor ist eine Function des Produkts xy, wenn

dMm dN
: dy dx
Ny — Mx

eine Function von Xxy ist.

Beispiel.
Hier ist

M

&

yF(xy)dx + xG(xy)dy = 0. "
yF(xy), N — xG(xy), und somit
xy [FI(xy) — G’ (xy)] H- F(pcy) — G (xy)
xy [G(xy) — F(xy)\

bez.

Zur

d v
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Bezeichnet f den integrirer An Fa,
==_ F'(xy)~ Gv
/ F(xy) — Gxy)"v-
also ist
f — 1: — G(*y)] -

Eine Gleichung von der Form
y F(pcy) dx 4- xG{pcy) dy = 0O

wird daher durch den Faktor 1\xy[F(xy) — G(xy)] integrabel.

22. Der integrirende Faktor ist eine homogene Function nullten Grades von
X undy, d. i. eine Function von y : X, wenn

xJdM _dN\

, o v dx)
U y — Mx 4- Ny
eine Function vony : X ist.

Soll der integrirende Faktor eine homogene Function /zten Grades sein,
also von der Form xHF(y :Xx), so ergiebt die partiale Differentialgleichung No. 19, 1

(dM dN\
NNXmXF —yxm-2NF' — x»~KMF' = x"F\jy — ,

JdN 8M\ "
T X
2- XM + yN
also muss die rechte Seite dieser Gleichung eine Function von y : X sein.
Beispiel. Ist die gegebene Differentialgleichung homogen vom «ten Grade,

so kann man sie durch Division mit xn in die Form bringen

Folglich hat eine homogene Differentialgleichung einen integrirenden Faktor,
der homogen und nullten Grades ist.

Setzt man in 2. voraus, dass M und N Punctionen von y \x sind, so ergiebt
sich 41 ebenfalls als Function vony :X, unabhangig von n\ eine homogene
Differentialgleichung lasst also homogene integrirende Paktoren

jeden Grades zu.

fur den Fall, dass der integrirende Faktor homogen vom Grade 1l sein soll, so
enthalt dieselbe die unbestimmte Zahl N\ unter Umstanden gelingt es, die Zahl
n so zu wahlen, dass ~ homogen wird. Dies ist z. B. der Fall bei der Gleichung
(2x34- 3xY y-y2—y3 dx 4- (2"3+ 3xy2y- x2— x3dy = O;
man findet leicht, dass sie einen homogenen integrirenden Faktor vom Grade
(— 2) zulasst.
23. Um die Gleichung zu integriren

§ -2 |- ing mit zwe  ‘anderlichen. 843

\Xdy ij”

n
o

R vom Grade
man einen homogenei len Faktor vom

= 0. Giebt mal der Differential-
gleichung die f orm

Qdx H- Rdy — Sx2d = 0,

so erkennt man sofort, dass dieser Faktor die linke Seite in die Summe zweier
vollstandigen Differentiale verwandelt.

In die Form 1 lasst sich die Gleichung
{A+ Ax + A"y){xdy —ydx) — (B -~ B'x+ B"y)dy+ (C-FC'x+ C'y)dx= 0
durch eine geschickte Substitution bringen.

Setzt man namlich 0

X = $-f a, _y==rj + B
so erhélt man eine trausformirte Gleichung von der Form
(at + a'rj) (t-di] — rifff) — (b\ 4- brNd\ + (c\ + dt))d\= 0,

wenn a und R die Bedingungen erfillen

*A+ Aa+ A'V)-(By- BW4-B"$)= 0
— $(A 4- A'a 4- A"® 4- (C4- CW 4-C"'B) = O.
Wir schreiben hierfur
a [ .
Setzen wir den gemeinschaftlichen Werth dieser drei Ausdricke == X so

ergiebt sich
A m X4- A'a 4- AnB = O,
B 4 (B'—Xa4. B"B= 0,
C4- Ca 4- (C"— XR = 0.
Der Verein dieser Gleichungen wird durch das Verschwinden der Determinante
bedingt
A — X A A"
B B' — X B" =0.
C (03 c" — X
Hat man eine Wurzel X dieser cubischen Gleichung gefunden, so ergeben
sich a und B z. B. aus
A — X4- A’'a4- 23 = 0 und B 4-(B'— X a 4- B"$ = 0.

24. Die bisher integrirten Differentialgleichungen I. O. sind vom ersten
Grade, d. h. sie enthalten nur die erste Potenz von y'. Wir geben nun einige
besondere Regeln, welche bei der Integration von Differentialgleichungen von
héherem Grade zu beachten sind.

Zerfallt die Gleichung

F(x,y,y') = AQn 4- Axy*~1 4- Ay"™~2 y. ..+ Aniy' 4- An= 0,
in welcher A Av ... An eindeutige Functionen von X undy bezeichnen, in
ein Produkt von Functionen minderen Grades von y\ deren Coefficienten ein-
deutige Functionen von * und y sind, so zerfallt die Differentialgleichung in
ebenso viele einzelne Gleichungen, die dadurch hervorgehen, dass man die ein-
zelnen Faktoren gleich Null setzt.

Gelingt es, F(x,y,y") in rucksichtlich y' lineare Faktoren zu zerlegen

Aoy -/1) (/-1 ese(/-/«) = O,
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und sind darin »eiben /Heutigen

Function f, so hat man die Gieiwiung zu mNO
-/ =°"
hierdurch sind die ersten k Fak%(l)ren erledigt.’ Bilden fk+\, e «f| ei*1 System
conjugirter Werthe einer mehrdeutigen Function”, so hat man ferner die Gleichung
zZu integriren A —
y-~ =0
Die vollstdndige Integration der Differentialgleichung besteht aus den
allgemeinen und den singularen Integralen der Gleichungen
Y —/ =10, / —£-=(), u s w
25. Statt dieses Weges, eine Differentialgleichung I. O. «ten Grades zu
griren, kann man auch zum Ziele gelangen, indem man die Gleichung F(x,y,y) =0
nach y auflost; es ergebe sich
i. y=A*,y ')_
Diese Gleichung differenziren wir und erhalten
n ,_ A *L.A
y T dx dy. dx
In dieser letzten Gleichung kommen nur die Grossen x, y\ dy': dx vor, und
zwar letztere im ersten Grade. Der Yerein des allgemeinen Integrals der

Gleichung 2.

u s. w.

?(*’y) = c>
und der gegebenen Gleichungy = f(x>y') ist das allgemeine Integial der letzteien.
Wenn es mdoglich ist, so eliminirt man y' aus diesen beiden Gleichungen, und
erhélt dann das allgemeine Integral in der bisher tblichen Form t(x,y, C) = O.

Man kann auch aus der gegebenen Gleichung die Variable X berechnen.

Ergiebt sich
3 x=f(j,y),
so erhéalt man durch Differentiation
_df , AL
1= iy y dy dx

Ersetzt man hier dy' : dx geméass der ldentitat
dy' dy' dx dy' 1
dy —~ dx dy dx y'’
so erhalt man
da - r3/

4 Ao dyy  ydy dy’
also eine Differentialgleichung fur y, y' und dyl: dy. Das allgemeine Integial
derselben sei
5. ?2(*/) = C-

Der Verein der Gleichungen

®y.y) = C und je= f(y,y)

ist dann die Auflésung der gegebenen Gleichung; durch Elimination von y kann
man dieselbe wieder in der Ublichen Form darstellen.

26. Ist die Differentialgleichung linear in Bezug auf x und y, also
von der Form
i *2(/) + y~(y) = x(y)»
so kann man mit gleicher Leichtigkeit auf X oder y reduciren, es ist bemerkens-
werth, dass die Herstellung des allgemeinen Integrals durch Integra-
tion einer linearen Differentialgleichung erfolgt. Die Differentiation
von 1 ergiebt namlich

inte-

aus dieser und aus der gegebenen Differentialgleichung hat man schliesslich noch
p zu eliminiren; doch ist auch ohne Ausfuhrung der Elimination das Problem
durch die beiden Gleichungen 6. und 7. vollstadndig geldst; durch diese Gleichungen
sind die beiden Variabein X und y durch dieselbe Hiilfsvariable p ausgedruckt.

27. Die in No. 24, 25 und 26 mitgetheilten Methoden bestehen darin, dass
man die gegebene Gleichung

una aus i. eummirt man y; oder man eliminirt x und ersetzt dy' : dx durch
y dy :dy.
Wenn es sich ereignet, dass
dF dip
dx dyy

identisch verschwindet, dass also
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3.
so zerfallt die Gleichung 2. in die beiden Gleichm.,
dF dy'
4. »7 = °- u'd>5 - ~Tx = 0’

Eliminirt man y' aus 1. und 4., so erhdlt man (8 23, No. 8) die Ver-
zweigungscurve der Differentialgleichung, und damit das singulare Integral
derselben. Das allgemeine Integral ergiebt sich, indem man aus dem allgemeinen
Integrale von 5.

und aus 1.yl eliminirt; man erhalt
F(x,y,C) = 0.
Beispiel. Die Curve zu bestimmen, von deren Tangenten die beiden
Coordinatenachsen eine Strecke von constanter Ladnge « abschneiden.
Die Differentialgleichung des Problems ermebt sich zu

Dies in 6. eingesetzt, ergiebt nach leichter Reduction die Gleichung
ng y% 7 -

das singulare Integral der Gleichung 6.

28. Das vorige Beispiel ist ein besonderer Fall der von Crairaut bearbeiteten
und nach ihm benannten Gleichung
I ' y —xy' = /(/) .

Fur das allgemeine Integral ergiebt sich der Verein der Gleichungen 1. und

2; y = C,
also ist das allgemeine Integral
3. y = Cx +~f(C).

Das singulare Integral entsteht durch Elimination von y’ aus 1. und

4.

in Uebereinstimmung mit dem Resultate der Elimination von C aus 3. und aus
der aus 3. durch Differentiation nach C hervorgehenden Gleichung.
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29. Die4;,

liefert mit y multlp **y -vh \
% - V= 2y =y /().

Substituirt man y2 = g, so ist 2yy' — z', und es ergiebt sich

_ « *= 2" ]
also eine Crairaut sehe Gleichung. Das allgemeine Integral von 1. ist daher
3- y2= 2Cx + Cf(C),
das singuléare folgt durch Elimination von y' aus 1. und aus

4.

y _ “{
wie man leicht erhadlt, wenn man die an die Stelle von No. 28, 4 hier tretende
Gleichung durch 1. reducirt.

30. Die Aufgabe: Die Curve zu bestimmen, bei welcher die Normale
eine gegebene Function/- der von der Normalen auf der X-Achse
abgeschnittenen Strecke ist, fuhrt auf die Differentialgleichung
1- y1I/l  jy'2= f(x Hyy').

fuhlt man statt y eine neue abhéngige Variable r durch die Substitution ein

r2= x24-j'2

so ist — X + Yy,
/ LoVIr —x 1 4h 9'* = :---:l:--J’.ér.’.Z:_ .2
j r2— x2
Daher ergiebt sich aus 1
2. r2+ r2r'2— 2xrr’= [f(rr")}2
Hieraus folgt die neue Differentialgleichung
1/H11- rVo».
rr' ’
diese ist von derselben Form, wie No. 29, 1
31. Denkt man sich die Gleichung
b v(x>y>y') = 0
in Bezug auf/ aufgelést, so erhalt man ein Resultat von der Form
2 dy — y'dx = 0,

worin man y’ aus 1 zu substituiren hat. Man kann nun versuchen, einen
integrirenden Faktor F als Function von X, Yy, y' so zu bestimmen, dass
3 Fedy —ydx) — O
unter der Voraussetzung 1. ein vollstdndiges Differential wird. Das allgemeine
Integral von 1. wird alsdann durch Elimination von y' aus 1. und aus
fF-(dy—y'dx) = C

erhalten, wenn man mit/F- (dy —y'dx) eine Function bezeichnet, deren voll-
standiges Differential F «(dy — y'dx) ist.

Ist 3. ein vollstandiges Differential, so sind die Bedingungen erfullt

dF dF dy " dF , dF dy dy'
4 dx+ dy"dx”~~y “dy +y "dy"jy~FF "j~ = Q-
Die Differentialquotienten
dy dy
dx’ dy

sind aus 1. zu berechnen. Nun ist fur jede Verschiebung des Punktes X, y ent-
lang einer Integralcurve
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dF cF
dx cy %y  \-~
Daher folgt aus 4.
1 dF 8y’ dp dp
F dx cy dy ' dy''

Wenn sich die rechte Seite dieser Gleichung als ein Differentialquotient nach
X darstellen lasst, so erhalt man

32. Giebt man dem integrirenden Faktor die Gestalt G :y', so ist das
Kriterium dafur, dass

G= e Nt
33. Wir geben hierzu zwei Beispiele.
Die Curve zu bestimmen, bei welcher das vom Nullpunkte auf
die Tangente gefallte Loth eine gegebene Function der Normalen ist.
Die Differentialgleichung der Curve ist

Multiplicirt man beide Seiten mity ]/l + y'2 so erhalt man eine Gleichung

vnn der Form

*) Malmsten, Memoire sur l'integration des equations differentielles, Liouville, Journal de
Mathematiques pures et appliquees. 2. Serie, t. VII. pag. 315—333, 1862.
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