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Aus der Ellipsengleichung b™x» —+ —a?b2 = 0 folgt
dF dF dF dF
Fx = d_y = 2a%*y, dy x ~Ixy = ~ b*)Xy-
Daher ist u = b2
clx c2y *
Hieraus folgt — = y b
a c*u b 22V

Quadrirt man diese Werthe und addirt, so erhdlt man schliesslich die
Evolutengleichung in der Form

/2 b2 -
v2
Beseitigt man die Nenner, so erkennt man, dass sie vom vierten Grade ist,
in Uebereinstimmung mit No. 10.
hiir die Cycloide haben wir die Formeln im vorigen Abschnitte so umzu-
gestalten, dass sie dem Falle entsprechen, wenn x und y als Functionen einer
Variabein t gegeben sind. Nehmen wir die Normalengleichung zunachst in der

v
Form No. 2, 4 und ersetzen / durch d dcr,' so erhalten wir

dx dy
w€ o+ " w-n» o
Es ist daher
dx fdx dy \ dy (@x dy
dt * dt dty )> V= dt:{dt dty |
und man erhalt somit u und v durch t ausgedriickt. Die Evolutengleichung ist
die Resultante dieser Gleichungen in Bezug auf t.
Aus den Formeln in No. 6 ergiebt sich fir die Cycloide

dx dy
-Fjjy = xy + aty —xy = aty,

dt
und daher
1 sin t 1
1 u— —, V — mmmmeememeeeeeeos
at at{1— cosf) attang\t'
Die Gleichung der Evolute folgt hieraus zu
1
2. u — vtang = 0, oder 2au -arctang— 1.
Aus der Gleichung der Cycloidentangente
dy . dx ,
dt~r -~ ~ i (l-e>) =0

folgen die Coordinaten der Tangente

Da nun
dy
dt
so ergiebt sich
u =
Verschiebt man die Coordinatenachsen und wahlt den Scheitel A zum neuen
Nullpunkte, so erhdlt man die Coordinaten U und V der Tangente im neuen

Systeme aus u und v durch die Formeln (Anal. Geom. der Ebene § 9, No. 6, 3)
Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 27
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U 1 —az— RzC \Y/ 1 —au— $v'
wobei a und B die Coordinaten des neuen Nullpunkts sind, also
a = an, B = 2a.
Da nun
1 — aizu — 2av — \ M— nsint — 2(cost — 1)] = {t — n)sint: M,
so erhalt man

1 cost—1 tang \t
U= ~§t—n)’ V= af{t —n)sint — a{t—n)*
Setzt man t— ¢t = T, so ist tang-]/ = — cotl T, und man erhélt
1 r 1
u=1JT" V ~ aTtang\T"*

Vergleicht man diese Formeln mit 1., so erkennt man, dass die Evolute
der Cycloide mit der Cycloide congruent ist und nur gegen dieselbe
parallel verschoben erscheint, und zwar um — an in der Richtung der Abscissen-
achse und um — 2a in der Richtung der Ordinatenachse.

12. Fusspunktcurven. Unter der Fusspunktcurve einer gegebenen Curve
in Bezug auf einen gegebenen Punkt (Pol) versteht man den Ort der Normal-
projectionen des Pols auf die Tangenten der gegebenen Curve. Wir legen die
Coordinatenachsen durch den Pol, und es sei

flu, vy = 0
die Gleichung der gegebenen Curve in Liniencoordinaten. Der Noimalabstand p
der Geraden u, v vom Nullpunkte ist bekanntlich
p= 1:i/lu2 -+ v2;
fir den Winkel, den p mit der AT-Achse einschliesst, hat man
cos@= up, SiN@E= vp.
Der Endpunkt von p ist ein Punkt der Fusspunktcurve; seine Coordinaten

sind
u ) v
\= Pcos@= « O_ Psinpg— "™ + N m
Hieraus folgt umgekehrt
8 _ L)
U 82 4- YR~ 82+ 2
e Setzt man diese Werthe in die Gleichung v) = 0 ein, so eihalt man

die Bedingung, die ein Punkt 11 erfillen muss, wenn durch Il eine langente dei
Curve normal zu OIl gezogen werden kann, d. i. die verlangte Gleichung dei
Fusspunktcurve; wir haben somit fur dieselbe

1- A(S2H YR 62+ 2
So ist z. B. die Gleichung der Ellipse, bezogen auf die Hauptachsen,
a2u2 + b2v2—1 = 0.

Daher hat der Ort der Normalprojectionen des Ellipsencentrums auf die

Ellipsentangenten die Gleichung
a2d® 4 12yi2 _ 2+ 22 = 0.

Einen Punkt der gegebenen Curve und den auf der Tangente in P ge-
legenen Punkt der Fusspunktcurve wollen wir als verbundene Punkte beider
Curven bezeichnen. Die Tangente der Fusspunktcurve in einem Punkte Il dei-
selben lasst sich von dem verbundenen Punkte P der gegebenen Curve aus in
einfacher Weise construiren. Ist ndmlich y = F{x) die Gleichung der gegebenen
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Curve in Punktcoordinaten, so geniigen die Coordinaten der verbundenen Punkte
P und Il der Tangentengleichung

2 yE—x) —(—y) =0
sowie der Gleichung der durch O gehenden Normalen zur Tangente
3 8+ yy= 0.

Eliminirt man ylaus 2. und 3., so erhalt man
88 — x) -+ vyilyy —y) — 0, oder
4. 82 -1- Y2 = % -h r\y
Durch Differentiation erhélt man hieraus
2878 H 2yj™y = 8dx -+ xd% + r\dy -t-ydt].
Da nun aus 3. folgt idx + r\dy = 0, so giebt die vorige Gleichung

2878 + 2vyizAj = xd% 4-ydt].
Hieraus folgt

de\ 5- 4
dl

Ist Q die Mitte von OP, so ist

tang (UQ ,x) —

Vergleicht man dies mit 5., so erkennt
man, dass die Tangente T' der Fuss-
punktcurve normal zu WQ ist.

13. Parallelcurven. Tragt man auf
den Normalen einer Curve von der Curve
aus nach derselben Seite hin eine gegebene
Strecke ab, so bilden die Endpunkte eine
neue Curve, die als Parallelcurve der gege-
benen Curve bezeichnet wird.

Der Winkel X den die Normale der
Curve F(x, y) = 0 im Punkte x, y mit der (M479)
Abscissenachse bildet, ergiebt sich aus

1 cos X = -"--g-g — _ y sin X = j:-: !
Yi ey i/i y
Hierbei ist in beiden Formeln derselbe Werth der Wurzel zu nehmen.
Die Coordinaten 8, yj des Punktes Il, den man erhéalt, wenn man von der
Normalen die Strecke / abschneidet, sind daher
8= x — /= Y Y=y 4-m 1
V4l y* i/ra-y

Die Gleichung der Parallelcurve ergiebt sich, indem man aus den Gleichungen
2. und der Gleichung F(pc, y) — 0 die Coordinaten x, y eliminirt. Um die
Tangente der Parallelcurve im Punkte 1l zu erhalten, schreiben wir die
Gleichungen 2.

8= # 4- /fcos X, Y=y 4—/sinX
und differenziren; wir erhalten
dz= dx — Isin\d\, dt\ — dy 4- lcos \d\ .
Hieraus folgt weiter
cos \d\ 4- sin \dt\ = cos \dx 4- sin \dy .
Aus 1. ergiebt sich cos \dx 4- sinXdy = 0; daher ist
cos XZ/84-sin \d\ = 0,

27
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an\ dy
folglidl T™T X

Die Tangente der Parallelcurve im Punkten ist parallel der
Tangente der gegebenen Curve im entsprechenden Punkte P.

Man kann daher die Parallelcurve einer gegebenen Curve auch als die Curve
definiren, die von den Geraden umhillt wird, welche den Tangenten der gege-
benen Curve parallel sind und von ihnen einen gegebenen Abstand (/) haben.

14. Confocale Kegelschnitte. Alle Kegelschnitte, derenGleichungen aus

I a24-p tp2a-x 1= 0
hervorgehen, wenn man p alle realen Werthe ertheilt, haben dieselben Brenn-
punkte; denn es ist
a2 -t- ja— (£24- p) = #2 — -
Man bezeichnet sie daher als confocale Kegelschnitte.
Die Gleichung des Kegelschnitts 1. in Liniencoordinaten ist
@2+ jxju2 4- (b24- 22 — 1 = 0, oder

x a2u2 + b2u2— 1 4- p(@a2+ v2= 0.

Die linke Seite der Gleichung ist linear aus den quadratischen Functionen
aAu2 4- b2u2 — 1 und u2 4- v2 zusammengesetzt; die Gesammtheit aller con-
focalen Kegelschnitte mit gegebenen Brennpunkten bilden daher eine Kegel-
schnittschaar.

Setzt man in 2. nach einander p = — b2, (= — a2, so erhalt man zwei
besondere Kegelschnitte der Schaar
3. (a2 — b2u2 — 1 =0, 4. {p2—a2)v2 — 1 = 0.

Aus 3. folgt u = i 1 c) dieser Kegelschnitt zerfallt daher in die beiden
Brennpunkte.

Aus 4. ergiebt sich v2 — — 11c2. Dieser Gleichung entsprechen zwei

imagindre Punkte auf der Ordinatenachse; man bezeichnet dieselben als die
imaginaren Brennpunkte.

Die Kegelschnitte der Schaar, welche durch einen gegebenen Punkt H der
Ebene gehen, erhdlt man, indem man p aus der Gleichung bestimmt
5. o —1-0.

a24- b2 4- jx
Beseitigt man die Nenner, so folgt
¥{b24-K) + VY2(a24-) — (@24-bP)b24- R = 0.
Ersetzt man in dieser quadratischen Gleichung jx der Reihe nach durch
a2>_ j)11 g_ oo, so erhdlt die linke Seite die Werthe

£2(£2_02); ~(a2_b2, — oo.
Der erste Werth ist negativ, der zweite positiv, und man sieht daher, dass
die Gleichung 6. immer zwei reale Wurzeln hat, deren eine [x1 zwischen a

und — £2 liegt, wahrend die andere ;x0 grosser als — b2 ist. Fir X0 wird der
Kegelschnitt 1. eine Ellipse, fir [xx eine Hyperbel. Durch jeden Punkt der
Ebene gehen daher zwei Kegelschnitte einer confocalen Schaar; der
eine ist eine Ellipse, der andere eine Hyperbel.

Aus den beiden Gleichungen

£ -1 =0, 2 _ 1.0

b2  po Pl b2 pj
folgt durch Subtraction und nachherige Division durch den von Null verschiedenen

Faktor pO — px die Gleichung
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e2 —
6. —
(@2 4- p0)0O2+ Pi) 02+ Po)0»2+ Pi)
Bilden die durch Il gelegten Tangenten der beiden durch Il gehenden
Kegelschnitte der Schaar mit der Abscissenachse die Winkel 49 und 84, so ist
_ _ Kb2+ PO gt = — "2+ Pi)
@ng(f0 = — .1 024- po)- gLe Tz  Pi)
Daher hat man
_ ™2("2+ Po)("2 Po)
tang W1Ng = a2 4- po)(ti2+ Pi)’
also mit Ricksicht auf 6.
7. tang tang (fl = — 1.

Dies ergiebt: Je zwei Kegelschnitte einer confocalen Schaar
schneiden sich unter rechten Winkeln, wenn man unter dem Winkel,
unter dem sich zwei Curven schneiden, den Winkel ihrer Tangenten im Schnitt-
punkte versteht. Zugleich sieht man, dass immer nur zwei ungleichartige Curven
der Schaar sich in realen Punkten schneiden, nicht aber zwei confocale Ellipsen
oder zwei confocale Hyperbeln.

15. Wir fragen nach den Curven A= y(x), die fur dieselbe Abscisse”:
gleiche oder entgegengesetzt gleiche Subnormale oder Subtangente
haben, wie eine gegebene Curvey = f(pc).

Sollen die Subnormalen gleich oder entgegengesetzt gleich sein, so hat man
die Beziehung

1 AT

aus welcher folgt

2.
di d(r\2 d d(y2
Nun ist 2 ,’\I) = -(5\ ), y (v2) daher ?olgt aus 2.
d(ri2 gzy2) _
dx ~

Hieraus schliesst man, dass 7)2 zp y2 von x unabhéngig, also gleich einer
Constanten A ist. Man erhalt daher die Gleichung der gesuchten Curve in der
Form
4. N2 =f{x)24- A, bez. nN2= —f(x)24- A.

Da A in beiden Fallen unbestimmt bleibt, so giebt es fur beide Aufgaben
unendlich viele Ldsungen.

Die Forderung, dass die Curve y) = (fix) fur alle Punkte gleiche oder
entgegengesetzt gleiche Subtangenten haben soll, wie die gegebene,

fuhrt auf die Beziehung
1 dri 1 dy

7 dx y dx'
Hieraus schliesst man
dir\ __ dly d(it\ ly) _
dx dx dx ’
daher ist I\ ly von x unabhéangig; bezeichnet man diesen Werth mit 1A, so
erhélt man
INgrly = IA.
Hieraus folgen, je nachdem das obere oder untere Zeichen gilt, die beiden
Gleichungen
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A
A= Af(x), bez. -
/(%)

Hat man Tangente und Normale eines Punktes der Curve y = f(x), so
erhdlt man ohne Weiteres auch die Tangente und Normale des zu derselben
Abscisse gehdrenden Punkts einer der abgeleiteten Curven 4., 5.

Ist z B.f= bx: a, also die gegebene Curve eine durch den Nullpunkt
gehende Gerade, so sind

t)2 = XN — b2 und 9?2 = — {p X%

die Gleichungen einer Hyperbel und einer Ellipse mit den Halbachsen a und b.
Die Subnormale eines Hyperbelpunktes ist gleich der Subnormale des zuge-
horigen Asymptotenpunktes, und die Subnormale eines Ellipsenpunktes ist ent-
gegengesetzt gleich der Subnormale des zugehdrigen Punkts der Geradeny = bx:a.*)
16. Unter der Evolvente einer gegebenen Curve versteht man die
Curve, die von einem Punkte einer Tangente der gegebenen Curve beschrieben
wird, wenn diese Tangente sich entlang der Curve fortbewegt, ohne zu gleiten.
Bei einer bestimmten Lage der beweglichen Tangente féllt der die Evolvente
beschreibende Punkt mit einem Punkte der gegebenen Curve zusammen; dieser
Punkt sei A. Berihrt die Tangente in P und ist 11 der Punkt, welcher die
Evolvente beschreibt, so ist nach der Definition
IIP gleich dem Curvenbogen AP Bezeichnet man
diesen Bogen mit i- und den Winkel (T, x) wieder

mit X, so sind die Coordinaten von Il

\— Xx —jcosx, Y=y — ssinx
Durch Differentiation ergiebt sich hieraus
dh = dx — cosx eds + s esinx edx,
dt] — dy — sinx eds — s ecosx edx.

Hieraus folgt weiter
X cosx «d% H- sinx ed\ = cosxdx -+ sinx «dy — ds.

Da nun dx = dscosx, dy = ds esinx, so
folgt
cosx «dz 4- sinxdt] = 0, also
de\
~\ = — cotx’
Die Tangente der Evolvente in Il ist daher normal zu T, die

Normale der Evolvente fallt mit T zusammen.

Hiernach ist die gegebene Curve die Evolute ihrer Evolvente. Zu einer
gegebenen Curve gehéren unzdhlige Evolventen, die den unendlich vielen ver-
schiedenen Lagen des Punktes Il auf der beweglichen Tangente entsprechen;
alle diese Evolventen sind Parallelcurven.

17. Formeln fir Polarcoordinaten. Ist die Gleichung einer Curve in
Polarcoordinaten

ff, ¥.=0,
so hat man fir das Differentialverhaltniss dr : dy die Gleichung

ch-dr 4- c<pd)ﬁ'_0'
Die Polarcoordinaten eines Punktes P und die rechtwinkeligen in Bezug
auf ein System, welches mit dem polaren den Nullpunkt gemein hat, und dessen

*) Hermite, Cours d’Analyse de I'Ecole Polytechnique, Paris 1873. !s Th. pag. 169.
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Abscissenachse die Nulllinie des polaren ist, hangen bekanntlich durch die
Formeln zusammen

X — rcosy, y m=rsiny.
Nach der Regel fur das Differential eines Produkts findet man hieraus
1 dx = cosydr — rsin @dy, dy = sinydr Arrcosydyr

dy sinydr 4- rcosy dy r' tangy 4- r
2 dx — cosgpdr — rsinydy r' — rtangy '
wobei r' fur den Differentialquotienten dr : dy gesetzt worden ist. Ersetzt man
dy:dx durch tangx, so erhélt man aus 2.

, r (1 4- tangx tangy) __ r
3 r = tangx — tangy tang x— @ *
Bezeichnet man mit a den Winkel (r, T),
soist = « — y, und man erhalt daher
r
4. tanga =

Durchschneidet man die Tangente T und
die Normale N der Curve mit einer Geraden,
die durch den Nullpunkt normal zu r gelegt
ist, so erhadlt man zwei Abschnitte MO und
05, welche die Namen Polarsubnormale
und Polarsubtangente fihren. Man hat
MO = OPcota, OS = OP tanga und daher

r2
5. Polarsubnorm. = r", Polarsubtang. —y

Fur das Bogendifferential gewinnt man
aus 1. durch Quadriren und Addiren
6. ds = 4/ffx2 4- dy2 = ~]/dr2 4- fdy )2 = ]/V2 4- r"2 =dy.

18. Wir wenden diese Formeln zunéachst auf die Kegelschnitte an. Nimmt
man einen Brennpunkt F zum Pol und die grosse Achse als Nulllinie, und
rechnet sie noch dem né&chsten Scheitel positiv, so ist die Polargleichung fir
alle drei Arten von Kegelschnitten

(M 481)

14- ecosy’
Hieraus ergiebt sich
p zsiny r2zsiny
(1 4- ezwcp)5

Daher ist die

Polarsub -z e

olarsubtangente = 5 esin @
Dies ergiebt

siny ePolarsubtangente = —.

Die linke Seite ist offenbar die Projection der Polarsubtangente auf die
Hauptachse; die rechte Seite ist der Abstand des Brennpunktes von der zunachst
gelegenen Directrix. Wir haben daher den Satz: Nimmt man einen Brenn-
punkt zum Pol, so reicht fur alle Punkte des Kegelschnitts die Polar-
subtangente bis zu der dem Pole zundchst liegenden Directrix. Dieser
Satz lehrt eine sehr einfache Tangentenconstruction. Man kann aus ihm ersehen,
dass die Tangenten in den Endpunkten der Brennpunktscoordinate sich mit einer
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19. Die Archimedische Spirale ist die Curve, welche die Gleichung hat
r — cup

Zu einer Amplitude gD gehort der Radius r0 = «<p0. Wachst die Amplitude

um 2t so kommt der Radius wieder auf r0 zu liegen, hat aber die Lange
r\— a2+ 2n) = r0 + 2ita.

Lasst man @ wiederholt um 2it wachsen, so erkennt man, dass auf jeder
durch den Nullpunkt gehenden Geraden unzéhlig viele Spiralenpunkte liegen,
denen die Radien zugehéren
..r0—4d, r0—06d, r0—2d, r0—d, o, r0+ d r0-i-2d, r0-h3d, ro+ 4 d,
wobei d fir 2ar. gesetzt ist; diese Strecke wird als Windungsbreite der

Spirale bezeichnet. In Fig. 13 ist
der Theil einer Archimedischen
Spirale aufgezeichnet, der den Am-
plituden @ = 0 bis = ent-
spricht, also 2£ Windungen enthalt.
Die Windungen, welche zu = 0
~~ "N bis 9= — | gehdren, bilden eine
Figur, die mit der gegebenen gegen
eine durch O gehende Normale zur
Nulllinie symmetrisch liegt.
Aus der Gleichung der Spirale
folgt
rr — a,
daher der Satz: Die Polarsubnormale der Archimedischen Spirale ist
constant. Hieraus folgt, wie man die Normale und Tangente in jedem Punkte
der Spirale in sehr einfacher Weise construirt.
20. Die hyperbolische Spirale hat die Gleichung

& r- 2,
?
Dem Werthe = 0 gehort der Radius r = = 00 zu. Die Ordinate eines
Spiralenpunktes ist = rsiny, also zufolge !.
sin
y = a —-
P
Verschwindet @ so erhadlt man
sSm<
limy = alim 2% =

?

Hieraus ist ersichtlich, dass die beiden nach entgegengesetzten Seiten der
Nulllinie sich erstreckenden unendlichen Aeste der Spirale eine gemeinschaftliche
Asymptote haben, die parallel zur Nulllinie und von ihr um die Strecke a ent-
fernt ist. Wachst @ von 0 bis 4- 00, so erhdlt, wenn a positiv vorausgesetzt
wird, r positive Werthe, die stetig abnehmen und gegen die Grenze Null con-

vergiren; die Spirale nahert sich also in unend-

lich vielen Windungen dem Nullpunkte; man

bezeichnet aus diesem Grunde den Nullpunkt

als den asymptotischen Punkt der Spirale.

Die beiden Theile der Spirale, welche positiven

~und negativen Werthen von @ zugehdren, sind

congruent und liegen, wie bei der Archime-

(M. 483.) dischen Spirale, symmetrisch gegen die durch
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0 gehende Normale zur Nulllinie. In Figur 14 ist der Theil einer hyperbolischen
Spirale aufgezeichnet, der den Amplitudengrenzen @= 0 und @= 4t entspricht,
also zwei volle Windungen. Aus der Gleichung der Spirale folgt

r2
Folglich ist die Polarsubtangente = — = — a.

Die Polarsubtangente der hyperbolischen Spirale ist also constant.
Dies ergiebt die Construction der Tangente und Normale in einem gegebenen
Punkte der Curve.

21. Die logarithmische Spirale hat die Gleichung

1. r = ea'f
Wir setzen a positiv voraus und beschranken uns auf die aus der Gleichung
folgenden positiven Werthe von r. Fir @ = 0 wird r = 1; wéchst 9 von 0

bis + 00, so wachst auch r bis -+ 00; nimmt @ bis — e¢ ab, so convergirt r
gegen den Grenzwerth Null; der Nullpunkt ist also auch diesmal ein asymptotischer
Punkt der Spirale. Die Gleichung 1. ergiebt

r] = an0? = ar,
daher ist
r 1

r a
Der Winkel zwischen dem Radius vector eines Punktes der loga-
rithmischen Spirale und der Tangente in diesem Punkte ist constant.
22. Wenn bei zwei Curven r = /(<p) und R = F (¢ die Tangenten in
den Punkten, welche zu derselben Amplitude @ gehoren, denselben Winkel
mit dem Radius vector bilden, so hat man die Gleichung

tan@ a =

fir welche man setzen kann

Hieraus schliesst man

d(IR—1Ir) Vs

------- j———--= 0, und daher
2. IR —Ir — IA, oder einfacher
3. R = Ar,

wobei A ‘eine Constante bedeutet. Zwei solche Curven, die zu gleicher Amplitude
Radien von constantem Verhaltniss haben, sind dhnliche Curven, und der
Nullpunkt ist ihr Aehnlichkeitspunkt.

Verlangt man fir gleiche @ entgegengesetzt gleiche Werthe von a so &ndert
die linke Seite in 1. ihr Zeichen. Man erhélt in Folge dessen statt 2. die
Gleichung

IR -P Ir — IA,
und daher den Zusammenhang
4. Rr — A.

Curven, die dieser Bedingung geniigen, werden als reciproke Curven
bezeichnet.

Verlangt man fur denselben Werth von @ gleiche Polarsubtangenten, so hat
man der Gleichung zu genigen
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dR dr
dtp dtp’
aus welcher man schliesst
d(R—r)
- = 0, folglich
R —r 4- A.

Eine Curve, die aus einer gegebenen dadurch hervorgeht, dass man alle
Radien um gleiche Strecken (A) verlangert oder verkirzt, heisst eine Conchoide

der gegebenen Curve. Ist Cx eine Conchoide von C, so ist auch C eine Con-
choide von Cx.

23. Die Gleichung einer Curve in Liniencoordinaten sei
/(*,v) = 0,
und es sei die Gerade T mit den Coordinaten u, v eine Tangente der Curve.
Aendern sich 2z um Au und v um \v ge-
mass der Gleichung
/(«4-A«, zZ/h-A2) = 0,
so wird die Curve auch von der Geraden
Tx berthrt, deren Coordinaten u - ku,
v T- Ab sind. Die Coordinaten des Schnitt-
punkts Ilj der beiden Geraden T und Tx
folgen aus den beiden Gleichungen
u+ rlv— 1=0,
(u-t*A») + 7w+ A») —1=0.
Durch Subtraction erhdlt man hieraus
_n ui _
~ U S~ Av =
Nimmt nun Au und damit im Allgemeinen auch Av bis zur Grenze Null
ab, so nahert sich der Schnittpunkt 111 und mit ihm die Gerade OWXx einer
bestimmten Grenzlage; diese Grenzlage 11 des Punktes 11x ist der Berihrungs-
punkt der Geraden T und der Curve f(u, v) = 0. Werden der Arcus des
Winkels OU, x mit p und die Coordinaten von Il mit £ f] bezeichnet, so ist

Au
t = ~ — i -—
angp lim, Av und daher
du 'y .1/
1. = - N
tangf dv’'du’
Hieraus folgen weiter die Formeln
2 du
udv — vdu
oder 5 BN
m\nu+ iiv)’
Aus diesen Werthen ergiebt sich die Gleichung des auf der Tangente
T gelegenen Beruhrungspunktes Il, wenn mit u, U hierbei die laufenden
Coordinaten bezeichnet werden,
dv du } _
udv—vdu Y udv —vdu 99— 1= 0

oder, wenn man die Nenner beseitigt und besser ordnet,

dv
& N (u J— (() —_ ()) —V) = 0, bez.
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; of _df
. S — - 6—v) = 0.
4 (C)U Su z) 4 & éo ) 0

24. Die Frage nach der Anzahl der Punkte der Curvef (u, v) = 0, die
auf einer gegebenen Geraden 2 der Ebene liegen, fihrt uns auf Be-
trachtungen, die den in No. 8 durchgefihrten dual entsprechen.

Die auf 2 liegenden BerUhrungspunkte liegen auf den Tangenten der ge-
gebenen Curve, welche der Gleichung geniigen

df . (df df \
M- Gur & -0
Durch Zeichenwechsel folgt hieraus
df df cf df
cu 00 VT o avox) — e
Dies ist eine Gleichung «ten Grades. Die Tangenten der Curve f — 0,

deren Beruhrungspunkte auf 2 liegen, sind daher zugleich Tangenten der Curve 1.
Die Glieder der Function f lassen sich so gruppiren, dass / als Summe von
homogenen Functionen «ten, (n— I)ten, (n — 2)ten u. s. w. Grades erscheint;
bezeichnet man diese Gruppen der Reihe nach mit {u, cp,,_i, ¢p,, 2, ..., so hat man
f— T+ 2«2T- 22+ . .e-e
Nach dem EuULER’schen Satze ist

fuu+ ww= nwu+ A— («—2)«qp,, 2+ ». |
Fuhrt man dies in 1 ein und dividirt durch n, so erhalt man
2. FMtpn+ ~ £Cr—D?* 14- (N—2) <p,2+ eome— »)] = 0e

Der Klammerinhalt ist vom (« — l)ten Grade; folglich stimmen die
Gleichungen f = 0 und F = 0 in Bezug auf die Glieder n-ten Grades Uberein.
Die geometrische Bedeutung dieses Umstandes lasst sich leicht erkennen.

Setzt man v — tu in die Gleichung f — 0, so enthalten die Pimctionen <a, q;—,
0,2 . .. der Reihe nach die Faktoren un, un~\ 'ur~i . ... ] nach Absonderung
derselben bleiben Functionen desselben Grades in Bezug auf t Ubrig. Bezeichnet
man dieselben durch (<,), (cp,,_i), . . ., so erhdlt man

f(u, tu) = wftph 4- zin-i(cp,,_ ) 4- «*-2(cp,, 2 4- . .
Die Division durch un ergiebt

4. Q) + u(?»-1) + "2 (-2 + ee== 0.

Fir jede Curventangente, die durch den Nullpunkt geht, ist u = 00; fuhrt
man dies in 4. ein, so bleibt zur Bestimmung von t die Gleichung
5. Qx) = 0.

Die Grosse t ist die Tangente des Winkels, den eine Normale zu u, v mit
der Abscissenachse einschliesst. Die Gleichung 5. bestimmt daher die
Richtungen der durch den Nullpunkt gehenden realen oder complexen
Tangenten der Curve_/==0. Hieraus erkennt man: Wenn zwei Functionen
von Liniencoordinaten /7 und F in Bezug auf die Glieder hdchster
Potenz Gbereinstimmen, so fallen die durch den Nullpunkt gehenden
Tangenten der Curven/ = 0 und F — 0 zusammen.

Die durch den Nullpunkt gehenden gemeinsamen Tangenten der Curven

f—0 und F =0
enthalten im Allgemeinen keine auf der beliebig gegebenen Geraden 2 gelegenen
BerUhrungspunkte; also sind von den «2 gemeinsamen Tangenten von / =0
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lind F = 0 diese n durch den Nullpunkt gehenden abzuziehen. Hieraus folgt:
Eine Gerade enthélt im Allgemeinen n{ti— 1) Punkte einer algebrai-
schen Curve «ter Klasse; oder: eine Curve «ter Klasse ist im Allge-
meinen von der (n— I)ten Ordnung.

Wenn die Curvenf — 0 und F = 0 in Folge der besonderen Beschaffenheit
von f noch weitere besondere Beziehungen zeigen, so kann die Ordnungszahl
sich vermindern. Nur fir n — 2 stimmt die Ordnungszahl mit der Klassenzahl
Uberein. Curven 3ter, 4ter, 5ter ... Klasse sind im Allgemeinen von der 6ten,
12ten, 20ten . . . Ordnung.

Die Gleichung der Curve f(u, v) = 0 in Punktcoordinaten ergiebt
sich durch Elimination von u und v aus den drei Gleichungen

_ dv dv
udv — vdu’ vy udv — vdu" f(u’ v)
25. Als Beispiel wahlen wir die Ellipsenevolute (No. 11)
1- f == a2v2 4- b2u2 — c4u2v2 = 0.

Hieraus folgt

2b2u — 2c4v2u = 2(b2 — c4v2)u,

df
gy = 2a2v — 2c4u2v — 2k32— c4u)v.

Zieht man aus 1. die Werthe

a2y b2u2
b2 — c4v2 — — 2 » a2—c4u2 — — .
so erhalt man
2 df a2v2 zf b2u2
cu -~ u -’ v \%

Die Gleichung des auf der Tangente u, v gelegenen Beruhrungspunkts der
Evolute ergiebt sich daher zu

3- Il = a2va(u—u) 4- b2u3bb—v) — 0.
Ferner ergiebt sich
Zf Zf
d~uuU dvV ~ — 2(a2z2 4- b2u2) = — 2c4u2v2\
daher folgen die Coordinaten des Punktes Il
4. 5: 22

Hieraus folgt

Setzt man diese Werthe in die Gleichung 1, so erhalt man die Gleichung
der Evolute in Punktcoordinaten
5. = A.
Cubirt man beide Seiten der Gleichung und beachtet, dass
(r -hs)3 = rad- 4 3rs(r 4-5),
SO ergiebt sich
a2%$2 4- b2y)2 -+ YCADNATrf eP = ¢4
hieraus folgt die Evolutengleichung in rationaler Form
{c4 — a2\2 — b2ii2)3 = 21a2b2c4’i2r[2.
Diese Gleichung ist vom sechsten Grade, wéhrend im Allgemeinen die
Gleichung einer Curve 4ter KIl. von der 12ten Ordnung ist.
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26. Wir schliessen hieran noch die Ableitung der Gleichung der
Tangente und des Tangentialpunkts fur homogene Punkt- und Linien-
coordinaten.

Die Coordinaten der Geraden, welche die Curve «ter Ordnung

1 /0 P*3) =0
im Punkte P berthrt, seien uv u2, u3. Dann ist zunachst
2. Ug % -4~ woxe Ug X 0.

Sind ferner Sjj, i-2>£3 die laufenden Coordinaten der Tangentenpunkte, so
ist auch
3 uln Uz 2 £33 — 0.

Die Tangente verbindet den Punkt P der Curve mit dem néchst benach-
barten Punkte derselben, dessen Coordinaten sind

Xj —dxj, x2 4- dx2, x34 dx.
daher gilt auch die Gleichung
ux(xx 4- dxf) -4 u2(x2 4 dx2) 4 u3(x3 dx3) = 0.

Wenn man von derselben 2. subtrahirt, so bleibt
4, uxdxx 4 u2dx2 4- u3dx3 = 0.

Aus den drei Gleichungen 3., 2. und 4. gewinnt man die gesuchte Tangenten-
gleichung, indem man uv u erhalt sie zunachst in der Form

Aus der Curvengleichung folgt durch Differentiation fiur die Differentiale der
Coordinaten die Gleichung

6. fxdx! 4-f2dx2 4-f3dx3= 0,
wobei 1 mdf
n dXi
Da ferner nach dem EuULER’schen Satze
li*i H-Is*2 +/3~3 =/,
und der Punkt P auf der Curve liegt, so ist
7. f xxx 4-f2x2 47 /3x3 = 0.

Aus den Gleichungen 6. und 7. kann manf x undf 2 durch f 3 ausdricken;
man erhalt die Proportion

8- f 2/, =

Entwickelt man die Determinante 5. nach den Gliedern der ersten Zeile, so
erhalt man

9.

dx. t dx3 dxj ss = 0.

Ersetzt man nun die Coefficienten in 9. durch die proportionalen Werthe
fv f~ fv sO erélt man die Gleichung der Tangente in der endgultigen Form
T=fi ‘£l + fz + /3 = 0.

Die dual entsprechenden Betrachtungen fuhren zur Gleichung des Punktes P,
in welchem die Curve «ter Klasse

F(ux, u2, uf) =0

von der Tangente ult u2, u3 berihrt wird. Sind namlich xv x2, x3 die Coor-
dinaten von P, so ist die Gleichung von P
10. P s jfjUj 4- x2u2 4- "3u3 =0 .

Da P der gemeinsame Punkt der Geraden ux, u2, u3 und ux4. du,s
u2+ du2, u34- dul ist, so gelten die Gleichungen
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11 X\U\ +* x2uU2 + 7373 = 0,

xX(ux -pdux) -~ x2(u2 -+~ du2) + X ("3 “IF N3 =
aus denen durch Subtraction hervorgeht
12. xxdux -+ x2du2 -+~ x3du3 — 0.

Eliminirt man xx, x2, xz aus 10.,, 11., 12, so erhalt man die gesuchte
Gleichung zunachst in der Form

oder nach den Elementen der ersten Zeile entwickelt

"3 "1
B gue dua du.  dux dtix du<t 0.
Nun gelten die beiden Gleichungen
Foo«ul + ~2:n2 =p .n3 = 0, Fi= - d_F
Fjedu] ‘- F%*du2 A" du. = 0, n dui’

deren erste mit F = 0 identisch ist, wéhrend die andere durch Differentiation
dieser Gleichung entsteht. Hieraus erhélt man

14. Ft:F2:F3 =

Aus 13. und 14. folgt die gesuchte Gleichung des Tangentialpunktes
P = FxeU 4- F2eu2 + F%eu3 = 0.

8§ 6 Tangentenebene und Tangentialpurkt von Fladhen; Tangente und
Normalebene von Raumcurven; CGerade auf abwickelbaren Flachen.

1. Legt man eine Gerade durch einen Punkt P der Flache fix, y, z) = 0,
sowie durch den Punkt P x der Flache, dessen Coordinaten x -b Ax, y -+ Ay,
z Az sind, so gilt fur die Richtungscosinus dieser Geraden (d.i. fUr dieCosi-
nus ihrer Winkel mit den Coordinatenachsen) die Proportion
1. cosy : costy : cosy = Ax : Ay I Az.

Convergiren Ax und Ay, und damit auch im Allgemeinen Az gegen den
Grenzwerth Null, so wird die Gerade zu einer Tangente der Flache. Fur
die Richtungscosinus einer Tangente ist also
2. cosy : cos<p : cosy — dx :dy :dz.

Durch Differentiation der Flachengleichung folgt

3. I({)—(-dx H- agf-dy *+ 4z dz — 0.

Fuhrt man hier aus 2. fur die Differentiale dx, dy, dz die proportionalen
Werthe cosy, costy, cosy ein, so erhalt man

3/ cf

cf _
4. —= cosy_l_-h dy cosy -I- CZcosy = 0.

dx
Die Geraden, die durch einen gegebenen Punkt gehen, und deren Richtungs-
cosinus durch eine Gleichung verbunden sind (ausser der selbstverstdndlichen
Gleichung cos2y + cos2ip -+ cos2y = 1), sind die Mantellinieri einer Kegelflache,
deren Spitze der gegebene Punkt ist. Die Gleichung dieser Kegelflache wird
erhalten, wenn man in 4. die Coordinaten £ 1, £ eines Punkts einer dieser Ge-
raden (d. i. also eines Punkts der von den Geraden beschriebenen Kegelflache)
durch die Formeln einfuhrt
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Z- X j — c- Zz
] cosy = —-—-——, cosy, = E———y, cosy — ——— ,
P Y P 1 p

wobei
P2 = (9—x)2 +~ (y—y)2 + C— 2)2.
Fuhrt man diese Substitution aus, und beseitigt den Divisor p, so erhéalt man
die Gleichung

S f + ..

Diese Gleichung ist linear in Bezug auf £ 7, C Sie lehrt: Alle Geraden,
die eine Flédche in einem gegebenen Punkte P berdhren, sind auf
einer Ebene enthalten. Diese Ebene wird aus diesem Grunde als die
Tangentenebene, der Punkt P als ihr Berihrungspunkt bezeichnet.

Die Gleichung der Tangentenebene der Flache fix,y, z) — 0 im
Punkte P ist daher

« T ~d8 (i_x)y+ ~{ri_y)+ ~ (™ 2)=

Die Gerade, welche durch Anormal zu T gelegt wird, heisst die Normale
der Flache im Punkte P. Die Winkel der Normalen mit den Coordinatenachsen sind

7. cos¥: dx N, ocs<l|_= ¢y N, oSy =y, N,

Die Gleichungen der Normalen sind
£— * T—y C—2

S. = ~ jr = '
dx dy dz
Ist die Gleichung der Flache in der Form gegeben
* = F(xy),

so kann man dieselbe durch die Anordnung
Fix,y) —z — 0
in die Form f(x, y, z) = 0 bringen. Man hat dann
df__dF __ dz df__ dF __ dz daf

dx dx dx' dy dy dy’ dz 1"
Daher wird die Gleichung der Tangentenebene
9 TB 6-x+ (-y- C-2= °;
die Gleichungen der Normale sind
L = (r_z\
10. aa dz_ - >
dx dy
ihre Winkel mit den Achsen folgen aus
dz dz 1
u- cos? = d~c: St = Ty : Nx' co$x = — W }

N=V(E)+(~)+ 1®
Die Coordinaten der Tangentenebene folgen aus 6.
» = d;:M’ \Y; dy:M, W=\d~Z:M,

12, M = &de H Ay—dy + ]:j_z dz.
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Eliminirt man x, y, z aus diesen Gleichungen und aus der Fldchengleichung
fix,y, 2= 0,
so erhélt man die Gleichung der Fldche in Ebenencoordinaten.

2. Unter einer Cylinderflache versteht man eine Flache, welche von
einer Geraden beschrieben wird, die einer gegebenen Richtung parallel bleibt.
Die Bewegung der Geraden kann in verschiedener Weise bestimmt werden; da-
durch, dass sie entlang der Schnittcurve zweier Oberflachen gleitet; oder dadurch,
dass sie bestdndig eine gegebene Flache berihrt; oder dadurch, dass in den
Gleichungen der erzeugenden Geraden ausser den Coordinaten eine unbestimmte,
veranderliche Grosse vorkommt, durch deren WerthVeranderungen die Orts-
verdnderungen der Geraden bedingt werden u. s. w.

Hat man die Cylindergleichung erhalten, und bestimmt man hierauf die
Schnittcurve des Cylinders mit einer Ebene E, die den Mantellinien nicht
parallel ist, so erhélt man eine Curve C, den Ort der Spuren der Mantellinien
auf der Ebene E] man kann nun offenbar den Cylinder als die Bahn der
Geraden definiren, die einer gegebenen Richtung parallel sind und die ebene
Curve C treffen. Insbesondere kann man die X K-Ebene als Schnittebene wahlen
und somit den Cylinder durch die Richtung seiner Mantellinien und seine
Horizontalspur definiren.

Wir machen zunachst von dieser Bestimmungsweise Gebrauch. Es sei
/(£, I) = 0 die Gleichung der Horizontalspur und {9 <, y seien die
Winkel der Mantellinien mit den Achsen. Ist P ein Punkt der Mantellinie,
die durch den Punkt Il der Curve /(£ 1) = 0 geht, so ist

X —£ y—7 z
cosa cos 3 cos 7
Hieraus folgen die Werthe
cos @ cos
1. £= X — - B
cos 1 cos
Substituirt man diese Werthe in f, so erhdlt man die Cylindergleichung
cos@ cos$
il N =
2 /I{X ws 7Y c0s 0.
Sind die Mantellinien mit der Z-Achse parallel, so ist
cosa = cosBR= 0,
und die Gleichung wird einfach
f{x,y) = 0.

Sind zwei Oberflachen f(x,y, z) = 0, F{x,y, z) = 0 gegeben, entlang
deren Schnittcurve die Gerade gleiten soll, und ist Il ein Punkt dieser Schnitt-
curve, so erhdlt man die Cylindergleichung, indem man die Coordinaten £, 7j, £
des Punktes Il aus den vier Gleichungen eliminirt.

cos @ cosR ~ cos7 /(> 4-0 = 0. ~(E.1.0 = o

Sollen die Mantellinien Tangenten der Flache /(£,  Q = 0 sein, so muss
fur die Coordinaten der BerUhrungspunkte die Gleichung erfillt sein

é;?{ cosa + j{; cos -h%dicoﬂ = 0.

Dies ist die Gleichung einer bestimmten Oberflache, die von der Flache f
und von den Winkeln a B, 7 abhéngt. Die Schnittpunkte dieser Flache mit der
Flache f sind die BerUhrungspunkte der Mantellinien; damit ist dieser Fall auf
den vorhergehenden zurtickgefiihrt. Man hat diesmal £ 7, £ aus den Gleichungen
zu eliminiren
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£y * — £
cos @ cos cos7 ;

zf Zf
zflooss + d1 O =

Wir bestimmen nun die Gleichung der Tangentenebene eines Cylinders,
und gehen dabei von Gleichung 2. aus; die partialen Differentialquotienten vonf
ergeben sich wie folgt:

Zfix,y, 2)  df(l, n) g zf Zfix, y, z) __ zfjl, 7) dr] df

d
/ob 0 = 0, jjcosa H 0,

dx dl dx % dy ar] dy df]’
Ztix,y, 20 zfil, n) d\ + Zfjl,7)~dr] _  cosa df cosfi df
dz dl dz dt] dz cos 7 d\ cos 7 dt]”’

Die Gleichung der Tangentenebene ist daher, wenn die laufenden

Coordinaten mit 9, 3 bezeichnet werden
df 2(* (61 Zf cosA df
9 (3~2) = 0%).

Sind 9, t» y die Winkel, welche die Normale von T mit gen Achsen ein
schliesst, so ist

cosy : cosy : cosy — 8/\8/ fcosa df cosR df

di] ’ yw 7 dl N cos7 g

Hieraus erkennt man, dass

cosy cosd -f- coscoslR + cosy cosy = O.

Dies zeigt, dass die Ebene 7 die Richtung o B 7 enthalt; wir erhalten
somit den Satz: Jede Tangentenebene eines Cylinders beridhrt den
Cylinder langs einer Mantellinie, so dass jeder Punkt dieser Mantel-
linie ein Beruhrungspunkt ist.

3. Unter einei Kegelflache versteht man eine Flache, welche von einer
Geraden beschrieben wird, die durch einen festen Punkt geht; dieser Punkt heisst
die Spitze des Kegels. Man kann die Bewegung der Geraden in derselben
Weise naher definiren, wie bei der Erzeugung des Cylinders.

Ist f (> 1) 0 die Gleichung der Horizontalspur des Kegels (vorausgesetzt,
dass die Spitze S nicht auf der X K-Ebene liegt) und sind a, b, c die Coordinaten
der Spitze, so sind die Gleichungen der Geraden 1IS

X—a_y—b z—¢C

a— | b— 17 c ’
jeder dieser Quotienten ist dem Verhalt-
niss P S : All gleich. Aus den Gleichungen
1 ergiebt sich

und hieraus folgt weiter
_az —cx bz — cy
I= z—c '’ z—T"

Setzt man diese Werthe in die
Gleichung der Horizontalspur ein, so /
erhalt man die Gleichung der Kegelflache

/az — ¢cx bz — oy\

2 I\ 2—c) -~ 0

*) In den Differentialquotienten von /(£, 7)) sind £ 7 durch die Werthe 1. zu ersetzen.

Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. w0



434 Differentialrechnung.

Verlegt man den Nullpunkt in die Kegelspitze, und nimmt die neuen Achsen

den alten parallel, so gelten fur die neuen Coordinaten i, t), 3 die Formeln
X—a=y, y—b=x, z—c=1,
az — cx —ai —¢cy., bz—cy= b\—cp.
Die Kegelgleichung wird daher
n —n bi—cf
/ 3 3 9 -

Hier ist nun f(j -ha, p4-b)= 0 die Gleichung des Querschnitts der
Kegelfliche mit einer Ebene, die parallel zur W-Ebene ist und von ihr den
Abstand z = — ¢ hat. Setzt man a = b — 0, und vertauscht (— c) gegen (4- c),
so wird die Kegelgleichung einfacher

0.

Istf eine algebraische Function «ten Grades, so wird die Kegelgleichung 3.
nach Beseitigung der Nenner eine homogene Gleichung «ten Grades.
Wird verlangt, dass die Mantellinien des Kegels die Schnittlinie zweier
Flachen /($, 1, £ = 0, F(E, 1], £ = 0 treffen, so hat man i, 7, £ aus den
Gleichungen zu eliminiren
X — a y —b zZ—¢
a—i b—17 c— £
Verlangt man den Kegel, dessen Mantellinien die Flache /($, t\ £) berihren,
so gelten fir die Coordinaten eines Punkts einer Mantellinie und ihres Beriihrungs-
punkts zunachst wieder die Gleichungen
X— a y —b z—¢C .
5- a—\~ b—4- c—V ~ T e
Die Cosinus der Winkel, welche die Gerade 11S mit den Achsen bildet,
sind proportional den Differenzen a — 5 b —p, ¢— £ st IIS Tangente der
Flache f im Punkte 11, so gilt daher die Gleichung

O/(<<—E)+ rt“(c -0 = 0.

Durch Elimination von $ p, Caus 5. und 6. ergiebt sich die gesuchte Kegel-
gleichung.

Ist f eine algebraische Function «ten Grades, so ist die Gleichung 6. eben-
falls vom «ten Grade; sie kann aber durch eine Function (« — l)ten Grades
ersetzt werden. Ordnet man n&mlich die Function f nach dem Grade der ein-
zelnen Glieder, so erscheintf als Summe von homogenen Functionen vom Grade
«, (« — 1) (¢« — 2) ................

f == W-h U H U2+

Nach dem EuLER’schen Satze ist nun

/(E, >1,0 = 0, >1,0 = 0.

6

wo nun eine Function (« — l)ten Grades ist. Alle nicht unendlich fernen
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Punkte, welche die Gleichungen / — 0 und ,A =0 befriedigen, erfiillen auch
die Gleichung <p,. i = 0. Die Punkte, in welchen eine Flache «ter
Ordnung von einem umschriebenen Kegel berdhrt wird, liegen daher
auf einer bestimmten Flache («— I)ter Ordnung <p,.i= 0.

Um die Tangentenebenen einer Flache f zu erhalten, die durch eine
gegebene Gerade gehen, hat man von 2zwei Punkten dieser Geraden aus
Tangentenkegel K x und AT2 der Flache zu umschreiben; die Tangentenebenen
der Punkte, in welchen die Bertihrungscurven des Kegels K x bez. A2 und der
Flache f sich schneiden, sind die verlangten. Da nun diese Beriihrungscurven
auf der Flache / durch zwei Flachen @ und fl) vom (« — l)ten Grade ausge-
schnitten werden, so sind die Schnittpunkte dieser Curven die gemeinsamen
Funkte der drei Flachen /, @ und fI= die Anzahl dieser Schnittpunkte ist gleich
dem Produkte der Gradzahlen der drei Functionen /, q fl), also gleich

«(« — |)2

Die Anzahl der durch eine Gerade gehenden Tangentenebenen ist gleich
der Klassenzahl der Flache, d. i. gleich dem Grade ihrer Gleichung in Ebenen-
coordinaten. Wir finden daher: Eine Flache «ter Ordnung ist im Allge-
meinen von der Klasse «(« — [)2. Nur fur » = 2 ist im Allgemeinen die

Klassenzahl gleich der Ordnungszahl. Flachen Ster, 4ter, 5ter . . . Ordnung
cinrl im AIOfpmpinpnNn vom Ar 19tpn Uf.tAN SuUufon V locda

FUr die Richtungswinkel X p, v der Mantellinie FS gilt

cosX :cos(.:cosv = (x —a):(y —b):(z—rc).

Aus beiden Proportionen folgt

CoS@CoS X H- coS COosw -f- cos/ cosv = O.

Dies lehrt: Jede Tangentenebene eines Kegels berthrt den Kegel
entlang einer Mantellinie.

Da hiernach die Tangentenebene jedes Kegelpunktes P durch die Spitze
geht, so folgt, dass man die Tangentenebene in P auch als die Grenzlage der
Ebenen betrachten kann, die durch die Mantellinie SP und durch eine zweite
Mantellinie SP 1 gehen, wenn der Winkel SP, SP Xgegen den Grenzwerth Null
convergirt. Hieraus folgt weiter, dass die Tangentenebene des Punktes P
zugleich Tangentenebene fir alle Punkte der Mantellinie SP ist.

") Hier gilt dieselbe Bemerkung wie zu Gleichung 3. der vorigen Nummer.
28*
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4. Die Cylinderflachen und die Kegelflachen gehoren unter den allgemeineren
Begriff der Regelflachen. Unter einer Regelfliche versteht man eine Flache,
die durch Bewegung einer Geraden erzeugt wird. Die Bewegung der Geraden
kann in verschiedener Weise definirt werden: man kann verlangen, dass die
Gerade immer drei gegebene (ebene oder unebene) Curven trifft; oder dass sie
zwei gegebene Curven trifft und eine gegebene Flache berthrt; oder dass sie
eine gegebene Curve trifft und zwei gegebene Flachen berthrt u. s. w.

Sind z = mx n und y — Mx 4- N die Gleichungen einer erzeugenden
Geraden der Flache, so missen m, n, M, N veranderlich sein; und zwar kénnen
es nur Functionen einer Variabein sein; denn angenommen, sie enthielten zwei
Variable, so kdnnte man die Variabein so bestimmen, dass die Gleichungen der
Geraden durch die Coordinaten x0, y0, z0 irgend eines Raumpunktes erfullt
wirden, es wirde also dann jeder Raumpunkt der Flache angehdren, im Wider-
spruche mit dem Begriffe einer Flache. Sei a eine Verdnderliche, so haben die
Gleichungen einer erzeugenden Geraden einer Regelflache daher die Form
L z=g9g{’'x Hh(@) y= GE=x4-H{d),
worin g, h, G, H Functionszeichen sind. Durch diese Gleichungen sind die
Coordinaten jedes Flachenpunktes von zwei unabhdngigen Variabein x und a
abhangig gemacht. Die Flachengleichung wird aus 1. durch Elimination von a
gewonnen.

Um die Gleichung der Tangentenebene im Punkte P zu erhalten, haben
wir die partialen Differentialquotienten dz :dx und dz :dy zu bilden. Im ersten
Falle haben wir x und a so zu andern, dass nur 2 sich andert, y aber ungeandert
bleibt; im zweiten Falle .&ndern sich y und &, wahrend x ungeandert bleibt.
Unter der ersten Voraussetzung gehen aus 1 die beiden Gleichungen hervor

2. dz = gdx + (g'x 4- h")da,
3. 0 = Gdx 4- {G'x 4-H")di,
wobei g*, ti, G', H' die Grossen dg: da........ bezeichnen. Aus 3. folgt
G
da = — G'x 4- H dx.

Setzt man dies in 2. ein, so erh&lt man
dz _ {gG'-Gg")x + {gH'-Gh")
4- dx - G'x H H”’
Unter der andern Voraussetzung folgt aus 1
dz = (jg'ix4-)iYda, dy = {G'x 4- H ") da
und hieraus durch Division
dz g’'x -f- h'
dy = G'x 4-H'1
Fuhrt man diese Werthe 4. und 5. in die Gleichung der Tangentenebene
ein, so erhdlt man nach Beseitigung der Nenner fir die Tangentenebene
einer Regelflache
TWI@G"' - Gg')x-hgH' —Gti](@&—*) + (@%\ti)}{r\—y)- {G'x-hJP) {Z—2)= 0.
Fur die Richtungscosinus der Normalen folgt hieraus

coscp :costy :cos-/ = [@G'— Gg) x 4-gH" — G\ :{g’x +ti) : — {G'x4- H").
Fur die Winkel X jx v der erzeugenden Geraden 1. und der Achsen ist
cos\ :cosp :cosv — 1:G:g.

Aus diesen Proportionen folgt die Gleichung
coscp cos'’k 4- cos cosjx -p cos/cosv — O.
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Dieselbe lehrt: Jede Tangentenebene einer Regelflache enthalt
die durch den Bertihrungspunkt gehende erzeugende Gerade.

Bleibt in der Gleichung T — 0 die Variable a ungedndert, wahrend x
gedndert wird, so verschiebt sich der BerUhrungspunkt entlang einer erzeugenden
Geraden; dabei andert sich die Function T\ dies ergiebt: Wenn der Be-
rGhrungspunkt auf einer erzeugenden Geraden fortschreitet, so
dreht sich seine Tangentenebene um diese Gerade.

Zwischen der Reihe der auf einer erzeugenden Geraden liegenden Punkte
und dem zugehdrigen Buschel von Tangentenebenen besteht ein sehr einfacher
Zusammenhang. Um diesen zu erkennen, wahlen wir das Coordinatensystem so,
dass die erzeugende Gerade, die wir in Betracht ziehen wollen, als A-Achse
genommen wird, den Nullpunkt wéhlen wir beliebig auf dieser Geraden; zur
AF-Ebene nehmen wir die Tangentenebene des Nullpunktes. Fur die A-Achse
isty = z — 0; fur den dieser Geraden der Flache zugehérigen Werth von a
muissen daher die Functionen g, h, G, H verschwinden. Die Gleichung der
Tangentenebene in einem Punkte der A-Achse ergiebt sich hiernach zu

T= {g'x4-1ti) 1— {G'x4-H") C= 0.

Der Punkt x = 0 hat nach der Voraussetzung die Tangentenebene C= 0,
folglich ist ti = 0, und die Gleichung von T wird noch einfacher
6. TNrg'x-rl—{G'x-hH")Z = 0. =

Ist @ der Winkel dieser Ebene mit der K-Achse und bezeichnet man mit t
die von der AF-Ebene aus gemessene Strecke, welche T von einer Geraden
abschneidet, die zur A-Achse parallel ist und von der A-Achse um die Langen-
einheit absteht, so ist tangcp — t.  Nun folgt aus der Gleichung 6.

X
tangep = 5= G ae H
daher ergiebt sich, wenn man t fur tangcp einfihrt und den Nenner beseitigt, fur t
und x die Gleichung
G'xt—g'x4-H't= 0.

Diese Gleichung lehrt (Analyt. Geom. der Ebene § 6, No. 15), dass die von
dem Buschel der Tangentenebenen auf der Geraden a erzeugte Punktreihe mit
der Reihe der Berihrungspunkte projectiv ist; hieraus ergiebt sich: Die Punkt-
reihe auf einer erzeugenden Geraden einer Regelflache ist mit dem
Bischel der zugehorigen Tangentenebenen projectiv, und zwar ent-
spricht jedem Punkte die Tangentenebene in diesem Punkte. In der analytischen
Geometrie des Raumes ist dieser Satz fir die Regelflichen zweiten Grades
bewiesen worden.

5. Es sei f{u, v, w) = 0 die Gleichung einer Flache in Ebenen-
coordinaten und T und Tt mit den Coordinaten u, v, w und u 4- tsu,
v4- Av, w 4- Aw seien zwei Tangentenebenen der Flache. Durch die Schnitt-
linie der Ebenen

T = ux4-vy 4-wz— 1= 0,
Tts= {ud- Au)yx 4- {v4- Av)y 4- {w4- Aw)z— 1 =0
geht die Ebene
T s= Tx— T ssS hu ox 4- Av ey 4- Aw »z = O(;
diese Ebene enthalt den Nullpunkt, und ihre Stellungswinkel folgen aus
cosa! : cos$" :cos/" — Au: Av:Aw.

Geht man zur Grenze fur verschwindende Au, Av und Aw uUber, so nahert

sich T' einer bestimmten Grenzlage T; die Gleichung dieser Grenzlage ist
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1- T = duex Hdvey+ dw ez = 0,
fur die Richtungswinkel ihrer Normalen hat man
cosa : cosfy : cos7 = du :dv :dw.

Auf einer Tangentialebene T liegen unendlich viele Tangenten der Flachef\
dieselben werden auf T durch alle die unzahligen Ebenen T ausgeschnitten,
die man erhalt, wenn man die Verhdltnisse du : dv : dw in jeder mit der
Gleichung der Flache vertrédglichen Weise ab&ndert, mithin so, dass sie der
Gleichung genugen, die sich durch Differentiation von f ergiebt

BJ mdi gvfod’v +3Wf dw — 0.

Vergleicht man 1. und 2., so erkennt man, dass jede Ebene T die Gerade 7
enthélt, deren Punkte der Proportion genligen
3 iy iz = DFRF cf

Yo gu’ v aw

Die Ebenen T bilden daher ein Buschel, dessen Trager durch den Null-
punkt geht und durch 3. bestimmt ist. Hieraus folgt: Alle Tangenten der
Flache f (u, v, w) = 0, die auf einer Tangentialebene liegen, gehen
durch einen Punkt, namlich durch den Schnittpunkt der Geraden 7 mit der
Ebene T. Dieser Punkt ist der BerGhrungspunkt der Ebene T und der
Flache f.

Sind x, y, z die Coordinaten desselben und it, 4, w die Coordinaten irgend
einer durch ihn gehenden Ebene, so hat man die Gleichungen

Xu -myti +~ siu — 1 = 0,
xu Hyv H zw — 1 = 0.
Aus ihnen folgt
X (Uu—uUu -+y u—v) zZ(tu— w) — 0.

In Rucksicht aul 3. folgt hieraus die Gleichung des Berihrungspunktes

der Ebene T

Df X cf cf
4- cu (u—u) -t- oy =V u—w) = 0.
Ist die Gleichung der Fléache in der Form gegeben
w =f(u, v,
so erhdlt man die Gleichung des BerUhrungspunktes in der Form

0. e PYu—dn Y —v)- u—w) = 0.

6. Das Ebenengebilde, welches von Ebenenbischeln gebildet wird, deren
lrager auf einer Ebene A liegen und eine Curve C dieser Ebene umhiillen,
heisst eine Grenzfldche. Unter den Ebenengebilden nehmen die Grenzflachen
dieselbe Stellung ein, wie unter den Punktgebilden die Kegelflachen. Sind a, B 7
die Coordinaten der Ebene A und ist
1 V) =0
die Gleichung der Horizontalprojection von C, so gehdrt nach der Definition
jede Ebene T zur Grenzflache, welche durch eine Schnittlinie der Ebene A mit
einer Verticalebene T gellt, die der Gleichung !. genugt. Die Coordinaten U, V
dieser Ebene folgen aus den Coordinaten von A und T durch die Formeln

U Xu -f- pa Vv Xvo B Xw  pT
X-f- p X p
Aus der letzten folgt

daher ist
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aw— 7u T $Sw— yv

Fuhrt man diese Werthe in 1. ein, so erhdlt man die Gleichung der
Grenzflache
law — 7u Bw — 7&\ 0
3 J\Nw—7" w—7/ '
Wie man sieht, geht diese Gleichung aus der Kegelgleichung No. 3, 2 hervor,
wenn man Uberall die Punktcoordinaten durch Ebenencoordinaten ersetzt.
Um die Gleichung des Punktes zu erhalten, in welchem die Grenzflache

von der Ebene T derselben berihrt wird, bilden wir

+ Df —
4 P BD(”_“) 8 wy- fw=7 DU w—7 cVJ w) = 0.
Ersetzt man in dieser Gleichung it, 6, \»>durch a, 3 7, so wird sie identisch;
daher folgt: Die Punkte der Grenzflache liegen auf der Ebene A.
Diese Ebene wird als die Hauptebene der Grenzflache bezeichnet.
Setzt man in 4. tu = 0, so erhdlt man die Gleichung der Horizontal-
projection von P
o X i fu— a Df
P]  JMNiu —u) + &/ — 7 DU 0.
Hieraus erlangt man durch einfache Reduction
q f w —iu\ cf ( Rw
"= du\ W—7/ Cf\ W —
und dies kann man nach den Formeln 2. ersetzen durch

P (u— m °Tw wv=o

Der Berthrungspunkt P der Ebene T hat also als Grundriss einen Punkt
der Curve f(U, V) = 0; folglich ist P ein Punkt der Curve C. Die Curve C
enthélt daher die Punkte der Grenzflache.

Hieraus erkennt man weiter, dass jeder Punkt von C der Berlihrungspunkt
eines Buschels von Ebenen der Grenzflache ist — sowie beim Kegel die
Tangentenebene in einem Punkte des Kegels zugleich Tangentenebene in allen
Punkten einer geradlinigen Punktreihe, namlich der durch den Punkt gehenden
Mantellinie ist.

7. Unter einer Regelflache unter den Ebenengebilden versteht man
eine Flache, die von den Ebenen eines Ebenenbischels umhillt wird, dessen
Trager sich im Raume bewegt. In No. 4 haben wir die Regelflachen unter den
Punktgebilden definirt und nachgewiesen, dass die Tangentenebenen Ebenen-
bischel bilden, deren Trager die erzeugenden Geraden der Regelflache sind;
dies zeigt, dass die Regelflachen unter den Punktgebilden auch Regelflachen
unter den Ebenengebilden sind. Im Verlaufe der jetzt anzustellenden Betrachtung
wird sich zeigen, dass bei einer Regelflache unter den Ebenengebilden die
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Beriihrungspunkte der Ebenen eines Bischels den Trager dieses Buschels erfillen;
damit wird dann erwiesen sein, dass die Definitionen der Regelflache fur Punkt-
und fir Ebenengebilde dieselben Objecte umfassen, so dass man von Regel-
flachen schlechthin sprechen kann.

Ein Ebenenbischel ist durch die Gleichungen zweier Spurpunkte des Tragers
bestimmt, die wir in der Form annehmen wollen
1* v — Gu 4- H, w = gu -t- h.

Soll das Ebenenbuschel beweglich sein, ohne doch jede mdgliche Ebene
des Raumes enthalten zu kénnen, so missen G, H, g, h Functionen einer
Variabein & sein. Zur Bestimmung des partialen Dififerentialquotienten cw : dit
haben wir die beiden Gleichungen (vergl. No. 4)

0 = Gdu 4- (G'u H- ff’)des, dw — gdu 4- {g'u 4- h’)da,
aus ihnen ergiebt sich
o} dw _ {gG’- Gg)u-hgH’'— Gh'
du G'uy-H’
Der partiale Differentialquotient dw : dv xolgt aus
dv = G'u + ff, dw = g u 4 ti,
zu
g dw g'u 4- ti
Jv = G'u+ H”

Daher erhalt man fur die Gleichung des Bertuhrungspunktes der Ebene 7°

4 P= [W ~ Gg)u+gH"' - Ghlu- u)4- {g'ud-ti) - v)
— {G'u+ ff) W—w)= 0.

Hier kann man noch v und w nach den Formeln 1. durch u und & aus-
dricken. Lé&sst man j ungedndert und &ndert nur u, so erhalt man aus 4. die
Berihrungspunkte aller Ebenen des Blschels, dessen Trager dem angenommenen
Werthe von & zugehort; man sieht, dass dabei im Allgemeinen die Coefficienten
der Gleichung wesentliche Aenderungen erleiden und schliesst daher: Die
BerUhrungspunkte der Ebenen eines Buschels wechseln im Allgemeinen von
Ebene zu Ebene.

Fuhrt man denselben Werth j in 1 ein, so erkennt man leicht, dass jede
diesem Werthe zugehérige Gruppe von Ebenencoordinaten der Gleichung P = 0
genugt; denn ist U, V, IV eine solche Gruppe, so ist

V — GU -y ff, W = gU 4- h.
Fur die Ebene T ist ebenfalls
v = Gu 4- ff, w — gu 4- h,
und daher
V—v= G{U—u), W—iv—g{U —u).

Setzt man dies in 4 fur &t — v und » — w, so wird 4. identisch.

Da hiernach jede dem Bischel a angehoérige Ebene den Punkt P enthalt,
so folgt: Die Berihrungspunkte der Ebenen eines Bluschels sind auf
dem T radger des Buschels enthalten. Hiermit ist die anfangs ausgesprochene
Behauptung erwiesen.

8. Eine Raumcurve ist durch zwei Flachen bestimmt, die sie enthalten und
als deren vollstandiger oder theilweiser Durchschnitt sie erscheint. Die Gleichungen
dieser Flachen seien
1- /(*>y, z) = 0, F{x,y, z) = 0.

Verbindet man einen Punkt P der Curve mit einem andern Punkte P x der-
selben, dessen Coordinaten x 4- Hx, y -+ Ay, z+ Hz sind, so bildet die
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Gerade PP X mit den Achsen X, Y, Z Winkel, deren Cosinus die Verhéltnisse
haben Hx: Hy: Hz. Convergirt Hx gegen die Grenze Null, so wird PP X zur
Tangente der Raumcurve im Punkte P.

Sind 9, f y die Richtungswinkel der Tangente, so hat man also

Die Gleichungen der Tangente sind daher
£— X T—y c—z
4. df dP df dF = c¢f dF df~~dF = df dp df dP.
dy dz dz dy dz dx dx dz dx dy dy dx

Eliminirt man aus 1. und 4. die Coordinaten X, y, z, so erhdlt man eine
Gleichung, welche die Coordinaten £ 7, £ erfullen, wenn Il auf einer Tangente
der Raumcurve liegt; das Eliminationsresultat ist daher die Gleichung der von
den Tangenten der Raumcurve beschriebenen Flache.

Eliminirt man aus 1. einmal 2 und dann y, so erhdlt man die Gleichungen
der Horizontal- und der Verticalprojection der Curve; bringt man dieselben in

die Form
y = <¢x), z= <&,
SO st
dy — 9'(e)dx, dz — <B(e)dx.
Daher werden die Gleichungen der Tangente

N"—y C—z

5. £—je —
Die Richtungscosinus sind y
6 9 7 )7( 7 dy oz
. c0s9— ,-7n n n> cos ., cosy —
Y dx2-\-dy2-t-dz1 t¥ y dx/-y-dy™-y-dzn y Ydx~vdy~-hdzn

Der Ausdruck 1/ffije2+ dy% + dz” ist der Grenzwerth von )/(Aje)2+ (A Y)2H-(A2)5
und ist daher der Grenzwerth der Sehne PP X fir ein verschwindendes Aje;
dieser Grenzwerth ist (8§ 5, No. 1) das Differential ds des Curvenbogens; man
hat also

7. ds2 = dx1 -|- dy?1 4- dz2,
und kann 6. ersetzen durch

dx dy dz
8. M+ o= *>  @Si-= T

Die Ebene, welche durch P normal zur Curventangente gelegt wird, heisst
Normalebene der Curve im Punkte P. Die Gleichung der Normalebene
ergiebt sich aus

c0s9 «(? — x) 4- o\ *(D—y) 4- cosy sC—z) = 0,
wenn man cos9, costy, cosy durch die proportionalen Werthe dx, dy, dz ersetzt
N = dx e$—x) 4- dy of —y) 4- dz=f—2z) = 0.

Sind die Gleichungen der Projectionen gegeben, so hat man
9. N= E—x) 4y’ N—y) 4-27C—12z) = 0;

im Anschluss an die Gleichungen 1. ist



442 Differentialrechnung.

df BF
dx dx («-%)
df dF_
0. dy dy O—y) =0
of dF

dz dz ((-7)
Die Coordinaten der Normalebene ergeben sich aus 9. zu

1L 1 v — / _
X yy zz' X -hyy +~27'z" X -j-y'y -} z'z
Wenn man aus diesen Gleichungen und aus den Gleichungen
y = <p(x), z= <9

die Coordinaten X, y, z eliminirt, so erhalt man zwei Bedingungsgleichungen fir
u, v, w] diese werden von den Normalebenen der Curve erfillt, sie sind mithin
die Gleichungen der von den Normalebenen der gegebenen Raum-
curve umhullten abwickelbaren Flache.

9. Eine abwickelbare Flache ist eine Flache, deren Beriihrungsebenen
zwei Bedingungsgleichungen genugen. Sind
1- fiu, v, w) = 0, F(u, v, w) — 0
zwei solche Gleichungen, so erscheint die abwickelbare Flache umhullt von den
gemeinsamen Tangentenebenen der Flachen /= 0 und F — 0. Eliminirt man
aus 1. einmal w und dann v, so erhalt man zwei Gleichungen, die eine zwischen
u und v, die andere zwischen u und W\ wir wollen sie uns in der Form denken
2. v — <p(u), w — <I>u).

Es sind dies die Gleichungen der horizontalen und der verticalen Spur
der abwickelbaren Flache; durch diese ist die Flache ebenfalls bestimmt.

Die Coordinaten der Ebenen T und Tx médgen den Gleichungen 1. genugen,
es mogen also T und 7\ Tangentenebenen der abwickelbaren Flache sein. Ist
5 irgend eine die Gerade T T X enthaltende Ebene, so ergeben sich die Coordi-
naten von £ aus den Coordinaten von T und 7j zu

U= X«+ DXV, U= \v + , U= \w -+ fIWj, X-]- fl = 1.

Hieraus gewinnt man

Uu—u— Xu-) fit/j — u= fi(«t —u),
U0—v—jiz/l—v), u—w= p@E/, —w).

Hieraus folgt, dass die Coordinaten jeder die Gerade TT X enthaltenden
Ebene den beiden Gleichungen genligen
n Uu—u U—vV X —W

Ux — U V, — v WX—w '’
und umgekehrt. Diese Gleichungen sind als die Gleichungen der Geraden
in Plancoordinaten zu bezeichnen.

Setzt man ux= u+ Ax, VX = V Az», zvx = w -f- Aw, so gehen
sie Uber in

u—u u— v i —w
Au Av Aw

Nahert sich Au dem Grenzwerthe Null, so nahern sich im Allgemeinen auch
Av und Aw demselben Grenzwerthe. Die Gerade TT X nadhert sich dabei im
Allgemeinen einer bestimmten Grenzlage &, entlang welcher die Ebene T die
abwickelbare Flache berthrt. Die Gleichungen dieser Geraden & sind
daher
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u— U b—v wW_— W
du dv dw
Hierbei bestimmen sich du, dv, dw durch die aus 1. fliessenden Gleichungen
Zf -
du du dv dv gﬁv dw = 0
dF dF dF
cu du dv dv CWdw — 0

aus welchen folgt

du :dv :dw —

Oder man zieht aus 2. die Werthe v' und w' und hat dann die Gleichungen

von ©
D—v m— w
\% w
Eliminirt man u, v, w aus den beiden Gleichungen 7. und aus den Gleichungen
f{u, v, w) = 0, F{ii, v, w) = 0,

so erhédlt man in Plancoordinaten tt, t', lu die Gleichung der von den
Geraden Q der abwickelbaren Flache berthrten Rickkehrkante der
Flache.

9. Wir wenden die entwickelten Formeln auf die Schraubenlinie und
die Schraubenregelflache an.

Eine Schraubenlinie wird von einem Punkte beschrieben, der sich auf der
Oberflache eines Rotationscylinders von einem bestimmten Normalschnitte und
einer bestimmten Mantellinie ausgehend so bewegt, dass sein Abstand von diesem
Normalschnitte proportional dem Bogen ist, den seine Projection auf den Normal-
schnitt immer in derselben Richtung zurtckgelegt hat. Wird die Cylinderachse
zur Z-Achse genommen, die A-Achse durch einen Punkt der Schraubenlinie ge-
legt und die Schraubenlinie so beschrieben, dass sich die Drehung in der Richtung
von der positiven A-Achse nach der positiven F-Achse mit einer Fortschreitung
in der Richtung der positiven Z-Achse verbindet, so ist nach der Definition
z= k'p wo k eine positive Constante und @ den Arcus des Winkels bedeutet,
den der Radius vector der Horizontalprojection mit der A-Achse bildet. Ersetzt
man @ durch @+ 2. .. geht man von einem Punkte P der Schraubenlinie zu
dem auf derselben Mantellinie zundchst daruber liegenden Punkte; die Z-Ordinate
desselben ist Ap + /&-2::. Der Unterschied beider ist die Ganghdhe der
Schraubenlinie; bezeichnet man diese mit h, so ist

h = 2izk.
Da nun y = xtangg so folgt eine Gleichung der Schraubenlinie zu

7. U—u —

1 z — kAretang y

die andere ist die Cylindergleichung

2. r = o,

wenn a den Radius des Cylinders bezeichnet.
In Fig. 486 sind zwei Gange einer Schraubenlinie im Aufriss aufgezeichnet.
Durch Differentiation folgt aus 2. und 1.

xdx --ydy = 0, folglich vy’ — — =,
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xdy — ydx

dz — k= x2 ffy2

ydx, z

Daher sind die Gleichungen der

Tangente
%— X n—y C—z
3 == = 7—
y X k

Der Grundriss der Tangente hat

hiernach die Gleichung
X -+~ Ny = a2,

er berGhrt daher, den Normalschnitt
des Cylinders, wie aus geometrischen
Grinden auch sofort erhellt. Sind £ r,
die Coordinaten der Horizontalspur der
Tangente, so folgt aus 3. fir C= 0

£ *
« — X = _ly> y _
und daher weiter

— X" 6—x)2-ff (H—y)2= -p0*2A-y2) =

Ersetzt man z und x2-hy2 durch
ky und a2, und bezeichnet die Spur
j der Tangente mit Tx, so erh&lt man
PTx—ay, d i = Kreisbogen P'A.
Hieraus folgt: Die Spuren der
Tangenten der Schraubenlinie auf
einer Ebene normal zur Achse
liegen auf einer Kreisevolvente.
Der Winkel y der Tangente mit
(M. 486.) der Schraubenachse ergiebt sich aus 3. zu
ot q/x2-hy24-k2 ya2.. k2 @8X=j.
Die Tangenten der Schraubenlinie sind also gegen die Achse
gleich geneigt. Die Gleichung der Normalebene ist
y(t —x) — x(rj —y) — k€C—2)= 0, d i
5. N =y\—xrf[ —kQ —2z = 0.
Die Coordinaten von N sind daher
u —
Hieraus folgt weiter
u
W o~
Daher erhdlt man fur die von den Normalebenen umhulite abwickelbare
Flache die Gleichungen
6. w2 ky: KkwAretang —ff 1 = 0.
Die letzte Gleichung entsteht, wenn man in w= 1:z die Coordinate z
durch kAretang(y : x), und hieriny : x durch — uw ersetzt.
Im vorliegenden Falle erhalten wir Uber die auf dieser Flache gelegenen
Geraden am einfachsten dadurch Aufschluss, dass wir die Gleichungen zweier
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benachbarten Normalebenen der Schraubenlinie bilden. Die durch den Punkt
X .t dX, y e dy, z .+ dz gehende Normalebene hat die Gleichung
Nr= (y «wdy)5— (i+ dx)nt— k(E—2z—dz) — 0.
Durch die gesuchte Gerade N N X geht auch die Ebene
M s= Nx— N ss dy «£ — dx -i] -ff kdz - 0.

Setzt man die obigen Werthe von y’ und z' ein, so erhalt man die Gleichung

dieser Ebene
M sss e yrj -ff k2 = 0.

M ist daher normal zu OP\ und schneidet von der Verlangerung von OP"
die constante Strecke OQ' = k2:yx2.«ry2 = k2 :a ab.

Zieht man durch P die Gerade PQ parallel und gleich P' Q' so enthalt N
die Gerade P Q; folglich enthdlt die Gerade N N X den Punkt Q. Bewegt sich
P entlang der Schraubenlinie, so beschreibt Q eine Schraubenlinie von derselben
Ganghdhe; bezeichnet yA den Winkel der Tangente dieser Schraubenlinie mit
0Z, so ist

Hieraus folgt, dass eosyA = siny, dass also die Tangente der von Q be-
schriebenen Schraubenlinie mit N N Xzusammenféllt. Wir haben somit den Satz:
Die Cuspidalkante der von den Normalebenen einer Schraubenlinie
umhillten abwickelbaren Flache ist eine coaxiale Schraubenlinie
von derselben Ganghohe.

Wenn eine Gerade normal zu einer andern Geraden sich so bewegt, dass
sie diese Gerade und eine Schraubenlinie schneidet, welche die letztere Gerade
zur Achse hat, so nennt man die von der bewegten Geraden beschriebene
Flache eine axiale normale Schrauben regelflache. In Bezug auf das
soeben benutzte Coordinatensystem ist die Gleichung dieser Flache

7. z — k Are tangy—,

so dass die beiden Gleichungen der Schraubenlinie 1. und 2. dieselbe als Durch-
schnitt dieser Schraubenflache und eines Rotationscylinders erscheinen lassen.
Aus 7. folgt
dz y dz X
dx x2 -hy2' dy x2-hy2’
mithin ist die Gleichung der Tangentenebene
ky($ — x) — kx(i) —y) ff x2-ffy2) C—z) = 0, oder
8. T = ky\ — kxt\ .+ (x2 -ffy2)(C—z) — 0.
Diese Ebene enthélt die Gerade, deren Gleichungen sind
C= 2z, yz— x\ — 0,
d. i. die durch den Beruhrungspunkt /'gehende erzeugende Gerade der Schrauben-
flache. Der Abschnitt von T auf der W-Achse ergiebt sich aus 8. firyj= C= 0 zu
. x2-hy2
$= uy
Ist p der Abstand des BerUhrungspunktes von der Z-Achse, und 9 der
Winkel (p, x), so ist x2 «+ y2 = p2, y — psiny, z = ~9, und es folgt daher

sin9 r
Bewegt sich P entlang einer erzeugenden Geraden, so bleibt 9 ungedndert.
Da man jede erzeugende Gerade zur A-Achse wahlen kann, so ergiebt sich der
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Satz: Die erzeugenden Geraden der axialen normalen Schrauben-
regelflache werden von den den Punkten einer Erzeugenden zuge-
hdrigen Tangentenebenen in Punktreihen geschnitten, die der Reihe
der Berihrungspunkte dhnlich sind; das Verhaltniss entsprechenderStrecken
ist von der Ganghdhe unabhéngig.

Wenn eine Gerade G sich um eine Achse so bewegt, dass ihr Winkel a
mit dieser Achse und ihr kurzester Abstand b von ihr unveréndert bleiben, und
die gemeinsame Normale der Achse und der Geraden G eine normale axiale
Schraubenflache erzeugt, so beschreibt die Gerade G eine Schraubenregelflache
allgemeinster Art.

Ist b — 0 und a = 90° so beschreibt G eine normale axiale Schraube; ist
b — 0 und a ™ 90° so bezeichnet man die erzeugte Flache als schréage
axiale Schraube; zur Unterscheidung hiervon hat man die Schraubenregelflachen,
fur welche b von Null verschieden ist, als geschrankte Schrauben bezeichnet.

Verfigt man Uber das Coordinatensystem in Bezug auf die von b erzeugte
Schraubenflache so wie vorhin, wendet dieselben Bezeichnungen an, und be-
trachtet die Gerade G in der Lage, in welcher b und OX den Winkel @ ein-
schliessen, so hat der Grundriss von G die Gleichung

cosy «x -ff siny ey — b = 0, oder

9. y = — coiy ex Af .
sin @
Es sei Q" der Grundriss von Q] man ziehe durch Q' Parallelen zu G und
OX, mache Q"A = 1 und bestimme die Projectionen B und C von A auf die

WK-Ebene, bez. die Parallele zu OX] dann st
Q'B = sinn,
Q'C = Q'Bsiny — sinasingq
Nun ist aber Q" C = cos {G, x) ; da-
her hat man
cos (G, x) = sinasing
DieCoordinaten von Qsind x 0= bcos@
und zQ= /&g daher ist die Gleichung
der Projection von G auf die VZ-Ebene
z—kP X —bcosp

COS o1 Sin o Sin
woraus sich ergiebt
cotd
z = —— X — bhcotncot®- .« k@i.
smy

Im Vergleich mit den Bezeichnungen
in No. 4 ist also jetzt

cot@ h = — bcotncoty -ff ky,

Um die Construction der Tangentenebene in einem Punkte P der Geraden
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G zu erledigen, gentgt es, die Spur derselben auf der durch Q gehenden Normal-
ebene zur Achse anzugeben; und es reicht aus, dabei eine die Gleichung 10.
vereinfachende besondere Lage von G vorauszusetzen.

Tt
Wir wahlen dazu die Lage o= —. Ist QP — r, so ist dann

X — rsina, y — t} zZ — lZE-ffrcosx.
Die Gleichung von T wird unter diesen Voraussetzungen
r cos « (E— rsina) -ff (b cota -ff k) (ij — b) — rsin . —k ——r cos = 0.
Die Gleichung der Spur dieser Ebene auf der durch Q gehenden Horizontal-

ebene erhalt man durch die Substitution C= k TZ] es entsteht

11. rcosn | -ff (bcotn -ff k) ) — b) — O .

Diese Gerade schneidet von der W-Achse die Strecke ab

b (bcota -ff k) b {b -ff ktangn) b (b -ff ktangn)
I COS o rsin. X
Ist QiP = x, und macht man OP = ktanga, QM -L SO ist
OQ:OM = Q9% :QP,

mithin ist OM = m, und daher QM die gesuchte
Spur der Tangentenebene auf der durch Q gehenden
Horizontalebene.

Die Gleichung 11. liefert nur dann ein von r

unabhangiges Resultat, wenn
bcota -ff k — 0, tangn = — b,
d i. wenn die Gerade G die von Q beschriebene
Schraubenlinie berthrt. Da in dieser* Falle die
Tangentenebene die Flache entlang der ganzen Ge-
raden G tangirt, so folgt, dass alsdann die Schrauben- Y
flache abwickelbar ist. (M.488))

10. Zu den Entwicklungen dieses Abschnittes figen wir noch folgende
Beispiele.

A. Die Gleichung der Fusspunktflache einer Flache f, d. i. des Ortes
der Fusspunkte der Lothe, die von einem gegebenen Punkte A (Pol) auf die
Tangentenebenen von f gefallt werden, wird erhalten, indem man die Gleichung
der Flache f in Ebenencoordinaten fir A als Nullpunkt bildet, und in derselben
u, v, w durch die Quotienten ersetzt

£ D C
P -ff T2 -ff C2° £2 -ff 712 -ff £2 ° f2 "ff T2 -ff C2°
Die Fusspunktflache von ax2 -ff by2 .«+ ¢cz2 — 1 = 0 fur den Nullpunkt als

Pol ist
p2 t2 2

VvV o+ b+ T ~ A+ 2+ R = e

Die Fusspunktflache einer Regelflache wird durch Bewegung eines verdnder-
lichen Kreises beschrieben.

B. Eine Rotationsflache entsteht durch Rotation einer Linie um eine
Achse. Alle ebenen Schnitte einer Rotationsflache normal zur Achse sind Kreise
(Parallelkreise), welche die Spuren der Achse auf der Schnittebene zu
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Centren haben; die ebenen Schnitte, welche die Achse enthalten, sind congruent
und heissen Meridiane; die Flache kann durch Rotation eines Meridians erzeugt
werden. Wird die Rotationsachse zur Z-Achse gewahlt und hat ein Meridian in
Bezug auf die Z-Achse und eine durch den Nullpunkt gehende Af-Achse die
Gleichung f(z, f) = 0, so ist die Gleichung der Rotationsflache

f(z, yx2-ty2 = 0.

Die Normale einer Rotationsflache schneidet die Achse; die Normalen
sowie die Tangentenebenen der Punkte desselben Parallelkreises gehen je durch
denselben Punkt der Achse.

C. Eine Flache, deren Radienvectoren reciprok den auf derselben Geraden
liegenden Radien einer gegebenen Flache /sind, heisst die Reciprokalfldch e
der Flache f (in Bezug auf den Nullpunkt als Pol). Aus der Gleichung f(x,y,z)
— 0 folgt die Gleichung der Reciprokalflache zu

7VE8-l- ¥+ (8" E8-- »B+ (8
wobei P und n auf demselben Radius liegen.

Bildet man
df . dx , dy . cz

A = +
so erkennt man, dass
A-X +A-Y +fi-Z — r*<Jx-X+ f,-Y + {'-2)
— 2r2(/*. ear + fyo + f z7) + fiY H C2).
Die Tangentenebenen zweier Reciprokalflaichen in entsprechenden Punkten
schneiden daher eine Normalebene des Radius dieser Punkte in parallelen Geraden.

Ferner ist /$2 +~fT2+ /c2= — (/"2 +~fy2 H fs2). Hieraus findet man,
=]

dass die Normalebene des Radius zweier zusammengehoriger Punkte mit den
Tangentenebenen in diesen Punkten entgegengesetzt gleiche Winkel einschliesst.

Die Reciprokalflache der Fusspunktflache eines Ellipsoids E — beide Male
fur das Centrum als Pol — ist ein coaxiales Ellipsoid, dessen Achsen den
gleichgerichteten Achsen von E reciprok sind.

§ 7. Hohere Differentialquotienten.

1 Mit Ricksicht auf weitere Differentiationen wird der Differentialquotient
einer Function y einer Variabein als der erste Differentialquotient vony
bezeichnet.

Unter dem zweiten Differentialquotienten von y versteht man den Differential-
quotienten des ersten Differentialquotienten; unter dem dritten Differentialquotienten
versteht man den Differentialquotienten des zweiten Differentialquotienten u. s. w.,
allgemein unter dem «ten Differentialquotienten den Differentialquotienten des
(« — 1) ten Differentialquotienten. Aus dieser Definition folgt sofort, dass der
«te Differentialquotient des mten Differentialquotienten von y gleich ist dem
(« H m) ten Differentialquotienten von y. Den 2ten, 3ten, 4ten, . . . «ten
Differentialquotienten von y bezeichnet man mit /", . . .JpM; man hat
non pi*

y 0 y,=£  y"_EL
y dx' 'y dx"' vy dx"*
YW« = y(n+m),

dy — y'dx, dy' —y"dx, dy" = y"d X e

y dx
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Wenn man beide Seiten der Gleichung
dy = y’dx
differenzirt und dabei dx als constanten Faktor ansieht, so erhalt man
d{dy) — dyledx;
m Folge der Gleichung dy' = y"dx entsteht hieraus
-d(dy) —y"dx*.

Statt des unbequemen Zeichens d(dy) setzt man das kirzere d2y,*) wobei
ausdricklich zu bemerken ist, dass dieses Zeichen die Voraussetzung enthalt,
dass bei der zweiten Differentiation der von der ersten herrihrende Faktor dx
als constant betrachtet werden soll. Unter dieser Voraussetzung hat man

2~y .

Diese Darstellungsweise lasst sich auf beliebig hohe Differentialquotienten
ausdehnen. Versteht man unter d-y den Ausdruck, den man erhalt, wenn many
differenzirt, das Resultat wieder differenzirt und diese Differentiationen so oft
wiederholt, bis man im Ganzen n ausgefuihrt hat, und bei allen diesen Differen-
tiationen dx als constanten Faktor behandelt, so ist

dry
dx»=
Denn nimmt man an, diese Formel gelte fur einen bestimmten Werth von n,
so hat man zunéchst nach der Voraussetzung
dny = y(ndxn;
durch Differentiation ergiebt sich hieraus, wenn dabei dx als constant gilt
d(dly) = dy(n edxn.

Wenn man hierin dy(”) — y(»+i)dx substituirt, und d(drny) durch dnt+y

ersetzt, so ergiebt sich
. . . dfi+1
dn+iy = y(n+i)dxn+i, also dxn+y1 y(n+1).

Da nun die Formel fur n = 2 erwiesen ist, so gilt sie auch furn = 3, 4, 5 ..
Uberhaupt fir jeden Werth von n.

Diese Bezeichnung hoherer Differentialquotienten einer Veranderlichen wird
am héaufigsten angewendet.

2. Hdoéhere Differentialquotienten einer Potenz. Durch successive
Differentiation erhalt man leicht
dixm . d2(xm) d AKX m)
dx = nxm ~dx2 = m ~ !)xm~2> —~ 3 = m(»— (m.—ax*~3
dk(xm)

dxk mm—L)m—2)...(m—k+ 1)xmk

Ist m eine positive ganze Zahl, so kommt man endlich auf
dm(xmp
~dx™* = « (> =1 —2)(M—3) ... 4 e3 <2 1,
Da der ;«te Differentialquotient von x unabhangig ist, so folgt, dass der
(w-f-I)te, sowie alle hdheren verschwinden.
3. Hohere Differentialquotienten des Logarithmus.

d.Ix _ 1 d”Ix dn—i(x -1
Aus -fi-= o folgt L a dxn-1  also hat man durch Anwendung

des in No. 2 Gefundenen
*) Die hochgestellte 2 hinter dem Zeichen d ist hier ein Wiederholungszeichen; Ver-

wechselung mit einem Potenzexponenten ist nicht zu beflirchten.
Schlokmilch, Handbuch der Mathematik. Bd. Il
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= (L D«l1.1.2<3...0—1 -
\

dx*
4. Hohere Differentialquotienten der Exponentialgrosse.
dex
Da — ex, so folgt
dnex _
dxn ~

Die Exponentialgrésse hat also die Eigenschaft, dass jeder iluei Diffeiential
quotienten der Function gleich ist.
5. Hohere Differentialquotienten von sinx und cosx. Man hat

und daher

ouJi1iL lol 111011 ~ — 1

Function zuriickgekehrt. Man erkennt hieraus folgende Regel: Um den nten
Differentialquotienten von sinx und cosx zu erhalten, dividire man n durch 4,
je nachdem der Divisionsrest p die Werthe hat

p= 1, 2, 3 0

. dusinx . i

ist — — cosx, — sinx, — ¢Os¥, sInx,

dx*
dncosx = —ssinx, — COSX , sinx, COSX
dx1
Man kann diese Regel in die Formeln zusammenfassen
dnsinx . N dncosx __ .\
= sin - s + X)

6. Hohere Differentialquotienten von fangx.
Man hat zunéachst
d tang x 1

.. = 14 tang2x
iix €0S2X
Daher ist weiter
d'l;anzgx 2tangx (\ 4 tang2x) = 2tangx 4 2tang7ix,
X
d*tangx = (2 + 2 e3tang2x) (1 4- tang2x) = 2 4 8tang*x 4- 6tang*x,
dx* \%
= (8 «2tangx 4 6 e4tang*x)(\ 4- tang2x)
= 4- 40tang*x 4 24tang*Xx ,
d"(;tangx = (J6 4 40 «3/a”2"4 24 - (1 4 tang*x)
XO

= 164 136 tang2x 4 240 tang*x 4 120to«,g6*.

Auf diesem Wege kann man beliebig weit vorwarts gehen, freilich erhélt
man keinen Aufschluss Uber das Bildungsgesetz der Zahlenfaktoren, und findet
einen hoheren Differentialquotienten der Tangente nur, nachdem man alle
niederen nach einander berechnet hat.

§ 7- Hohere Differentialquotienten. 451

In Bezug auf die hoheren Differentialquotienten der cyklometrischen Func-
tionen verweisen wir auf spatere Entwicklungen.

7. Wir wollen nun zeigen, wie man den nten Differentialquotienten eines
Pioduktes uv zweier Functionen von x aus den Differentialquotienten von u und v
berechnet. Durch wiederholte Differentiation hat man zunéchst

dv d*u
dx dx4 V*
Diese Entwicklungen entsprechen der allgemeinen Formel
dnuv dnv @du dn~1v n\d2u d* /n\d*u dn~*v
dx’ = ~axn" dx dx*-1 20 dx2 dx*—2  \3) dx* dx*—*
wobei N ) (# i)

k, ~ 1-2 k
Um die unbeschrankte Gultigkeit derselben nachzuweisen, nehmen wir an,
sie gelte fur einen bestimmten Werth von n und entwickeln daraus den nachst

héheren Differentialquotienten; wir erhalten
d*+1U7) < AR IETRTE /T nna

Gilt also die Formel 1. fir einen bestimmten Werth von n, so gilt sie auch
fur den néchst hdheren; da sie bereits fir n = 2, 3, 4 erwiesen ist, so folgt,
dass sie fur jeden Werth von n glltig ist.

8. Wir wenden dies an, um den «ten Differentialquotienten von arc tangx,
arcsinx und [arc sinx)2 fur den besonderen Werth x = 0 zu erhalten.

A. Aus der Gleichung

darc tangx 1
dx 14 x2
folgt
darc tangx
L C)—dxem 0.
Bildet man den (n— 1)ten Differentialquotienten der linken Seite, so erhalt man
d*arc tangx dl~larc tangx
(14%2° " . o 20— Ay g (n—1)(«_z)d””2;;ifazngx _

Daher hat man die Gleichung
29
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dnarc tangx n—1 r_ ff~tarctangx d*—2arc tang x
dxn - TIFP & axea K= dax2 )

Wenn man den Werth, den ein Differentialquotient fir x — 0 hat, durch

”arc tangx\
-
dxn )o

bezeichnet, so findet man

/ff”arc tangx\ , »W (d”—2arc tangx\
( ix. ~)r — 2)f dx,~ — )O0
Da nun
/ffarc tangx\ /ff2arc tangx\

*. 1
V. x ()r * V d™» a
so folgt, dass der «te Differentialquotient von arc tangx fir ein gerades n und
fur x = 0 verschwindet, wahrend fir ein ungerades n

narc tangx 1
) = (—Dr. 1.2e3 <4 .. — 1).
ff#” }/0 =N )
B. Aus der Formel
darc sinx 1
dx y i - #
folgt zunéchst
darc sinx _
Y1- dx -
Hieraus ergiebt sich durch erneute Differentiation
X darc sinx jommmmm—-- d2arcsinx _ 0
tyl w2 T
N V1 ff#
und mithin )
~d2arcsinx darcsinx _ )
U —#2) — gy i
Differenzirt man diese Gleichung (« — 2)mal, so erhdlt man
n d”arc sinx ff*- larc sinx . ' d”- 2arc sinx
(1- X2) mommmereiommieeeees 20 - 2)# T bmin - 2 (0= 3 gyrp
d”—larc sinx d”~2arc sinx
— (n—2) , = 0,
dx"—1 fi#- 2
oder zusammengerechnet .
dnarc sinx dn—arc sinx . i dn~2arc sinx - o
@—#2  gym T Re=@F g T A

Diese Gleichung lehrt, wie man den «ten Differentialquotienten von arcsinx
aus den beiden néachst niederen ableitet. Fur # = 0 hat man insbesondere
/ff7arc sinx\ . L, -2 AN

\— M- 2) -
Da nun bekanntlich

/ darc sinx\ d2arg sinx\ n
[1 bl
NP o AU

so folgt, dass der «te Differentialquotient von arcsinx fur x — 0 und fir ein
gerades n verschwindet, wahrend man fir ein ungerades hat

(Jcarcsinx\ = 1#.3, .5, .7>.. 2). .
V. dx« /0
C. Setzt man u = [arcsinx)2, so ist
du 2u /— du
PR (ERP
1
2o~ _ 9. folglich

- doc yr T ff*2 i/ — "2 9
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1%, du
Xy = 2.
Wird hiervon der (« — 2)te Differentialquotient gebildet, so erhalt man
, dnu , . - 1« . .. NNFf’-2 « - 1« . -2«
- 2 A (* 2)(*_3)~ 5 - *55A1. («-2)N—2= Qe

Hieraus folgt zur Berechnung von ff’« : ff#” aus den vorhergehenden
Differentialquotienten
ff7« 1 r - 1« . .. 2«1
dxy = 1—#2 _ I =1 + (A—2) dx’~2j m
Insbesondere erhélt man
d”Aarc sinx)2
(™~ ™ )Yo=m-XK dx"—2 .

Da nun, wie aus den ersten Formeln leicht sich ergiebt

(d(arcds)inx)z) o &d Z(alﬁeié)(ﬂ)&\" ,

so folgt, dass der «te Differentialquotient von (arcsinx)2 fur ~ = 0 und flr
jedes ungerade n verschwindet, wahrend fir jedes gerade n, das grosser als 2
ist, die Formel gilt
(d n(arc sinx)
dxn

9. Hohere Differentialguotienten einer Function von einer
Function.

Isty = F(u) und « = y(x), so erhélt man durch wiederholte Differentiation
zunachst

2\ = 2e22e4262%82. .. (h— 2)2.
/0

dy _ dF
dx  du ¢
dzy dF d2f V2
dx2 — du U du? ’
dA dF d2F ff3F -
dx3 ~du U 3d ~ uU du3
d*y dF ff2F . LfBF 4t~ M
dx4  du duzg @<V 3«2 W Op g <2/ trinp
Hiernach Ubersieht man, dass allgemein
d’y dF dKF ff3F dnF
1 dx” du 1 du2 2 ff3~3 «d" ~un XH:

worin die Xk Functionen von x sind, die nicht von der besonderen Art der
Function F abhdngen. Man kann daher diese Xk ermitteln, indem man in
Formel 1 die Function F specialisirt. Setzt man F(u) = «”, so erhéalt man

= nun--XN + n(n— Lu—2X2 n(n— 1) (n — 2) u"™—9%x3

woflr wir setzen wollen

- 7N =(1) + 0 + 0 + eeem t+ V.,
so dass nun Ux, WA .. zu bestimmen sind. Um die links angedeutete
Differentiation auszuftihren, bemerken wir zunéchst, dass, wenn a und t von ein-
ander unabhéngig sind, und z + t — w gesetzt wird, die Gleichung gilt
ff'a(w)  d7z-t-t)
d”w dat”
Setzt ,man fir w einen besonderen Werth W, so ist es gleichgliltig, ob man
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erst () nach w «mal differenzirt und dann w durch W ersetzt, oder ob man
Bezug auf W differenzirt. Wahlt man insbesondere W = z, also t — 0,
so erhélt man
3. d" $(2) H'tyz U
dz’ dt’
wobei rechts durch die angehangte Null ausgedriickt werden soll, dass man nach
geschehener Differentiation t = 0 zu setzen hat. Insbesondere ist also
4 d"(u") d" (e -|- 11"
dx’ dt ml-
Rechts benutzen wir die Identitat
9(x 4- /) == « 4- <p(x+ t) — <PpK) — u 0,
wobei zur Abkilrzung gesetzt ist
H= Px4-t) — 9(x).
Hiernach ergiebt sich

[9(x-ht)]" = u" 4- 1 4- Q ja«*"202
und daher durch Differentiation nach t
dnp (x 4- Y\ d"(n d"<$2 dugv
dtn dtu O = dtu dtn

Daher ist in Rucksicht auf 3.

- E - G)--GL 4

Vergleicht man dies mit 2. und setzt fiur 0 den We zurick, so erhalt

man fur die gesuchte Function Uk den Werth

d"[<p(x 4- /) — 9C*)P"

1

df -1e

Entwickelt man rechts nach dem binomischen Satze, und beachtet, dass nach 3.
KEtp(x 4- ty\ dno (x)r
\ dt" )0 dx"

6. ut _ [

so erhalt man

7 Uk = q(ynik dHuk—=  /k\ dnuk~2 - 4_1d"u
Xn U'~d~~ + \2/ 2 dx" -|> dx*"

Insbesondere erhalt man aus 6. oder 7.

o/« d"u2 d"u d"un d"u2 d"u
1 dx* 0 Y9 T 2y "3 gy T SUn gy 3«2 jym
d"U+ dnu3 . d"u2 d"u
U4A— _d';(T — 4« ax" 1 6u dx” - 4«3dx.. .

Die urspringlich gestellte Aufgabe ist hiernach auf die einfachere zuriick-
gefuhrt: Die «ten Differentialquotienten der Potenzen von u von der ersten bis
zur «ten zu bestimmen; mit Hulfe dieser Werthe gewinnt man die Functionen
Uk*) und hat schliesslich (1)

dy dF(u) d»F(u) U3  d3F(u) Un d"F(u)
dx" 1 du 112 du2 11-2-3 duA 1«23 ... « du"

Betreffs der Anwendungen dieser Formel begnigen wir uns hier mit einerr
Beispiele.

FUr u — x2 hat man

<A+ t) — <px) = t(2x + t),
und daher

*) Hoppe, Theorie der independenten Darstellung der hohem Differentialquotienten, Leip-
zig 1845. Schiomilch, Compendium der hohem Analysis. 3. Aufl. Braunschweig. Bd. 2, pag. l.
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\dntk(yix -h tyi

k ~—~ dxn L
Wendet man rechts die Regel fir den Differentialquotient eines Produkts an
(No. 7), so verschwinden durch die Substitution t = 0 die ersten k Glieder, weil
sie eine Potenz von t zum Faktor haben, und es bleibt nur das (k 4- I)te Glied.

Man erhalt
1 _ /«\ d"-k(2x 4- t)k
le2e3. .k Ok = dx*
fl
Auch dieses verschwindet, sobald k < . Der Zahlenfaktor ergiebt
/«\/ k \ «(¢ — 1) («—2) ...0in—k4-1)
\k)\n—k)(n ~ =~ 1-2-3... Rk—n)

Folglich ist der gesuchte Differentialquotient, wenn man die Reihenfolge der
Glieder in 8. umkehrt

d"F(x*) _ d«F(«) »(»-.1)
dx - f{ix> du-+ 1 ' 1
«(« — 1) (« — 2) (« — 3) . d—2F(u)
«(«-1) («-3) («-3) («-4) («-5) i"Fiu) _
+ 1-2-3 ~o du
Setzt man insbesondere A(#2) = }_ﬂT&I > s0 man

—_ = r/wi—-—"cdu™ = dm(l 4- «)~1:ff(l 4- «))" = (— 1)"«/T (1 4- «)-"«-]1.
du"l \14-uj
Beachtet man ferner, dass
1 darc tangx

14-x2 — dx ’
so folgt schliesslich
d"+xarc tangx (— )" nlf (2x)K /«— I\ (2™N)"~2 In 2\ (2x)"
dx"+1 = 1422 (A+"2)»-~ 1 )y{N4-x*)"-4 \ 2 /(1 4-x2)"~2
/«—3\  (2x)"-6 J«—4AN\  (2x)»-8  _ \
~V 3 J@Q4*Y«-3+ V 4 ) (14-%2«-4 YA

10. Die Entwicklungen des vorigen Abschnitts lassen sich noch unter einem
anderen Gesichtspunkte betrachten.

In Gleichung 8. ist in einer Function F die unabh&ngige Veranderliche u
durch eine neue Unabhdngige x gemadss der Gleichung u = 97) ersetzt, und die
Gleichung lehrt, die Differentialquotienten vony = F [9(x)] in Bezug auf die neue
Unabhangige x aus den Differentialquotienten von F(u) in Bezug aut u und aus
den Differentialquotienten von u = <p(x) in Bezug auf x zu finden. Stellt man
die Gleichungen 8. fir n= 1, 2, 3 .. n auf, so erhdlt man « Gleichungen,

welche die Grdssen
dF(u) d*F(u) d3F(u) d4F (u)d"F(u)
du ' du2 ' du3 ' du4d 'm m' du"

linear enthalten. Aus diesen Gleichungen kann man diese Grdssen berechnen,
und erhalt sie dann ausgedriickt durch die Differentialquotienten von F in Bezug
auf die neue Unabhédngige x und durch die Differentialquotienten von y(x).

Die Auflésungen des genannten Systems sind somit die zur Vertauschung
der unabh&ngigen Verdnderlichen néthigen Formeln.

Wir missen es uns versagen, diese Formeln in aller Allgemeinheit zu ent-
wickeln und begniigen uns, die ersten vier Differentialquotienten anzugeben®).

=) Wegen der volistandigen Formeln vergl. Schismitch, Compendium, Bd. 2, pag. 16.
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Man erhalt durch successive Auflosung der ersten Formeln des vorigen Ab-

schnitts, wenn man mit y bezeichnet
dF{u) vy
du o’
d2F(u) uy' — uy'
du2— ~ n3 »
d3Fju) Uy (- 3u'uy (u'um — 3u"2)y"
du3
d*F(u)
du* = ~YyK¥F™ - But2uty™ - (lu'2u™ + 2lu*2ut)y”
— (u'2u™ — 10u'u"u'"-h 15u™3)/]

11. Functionen von mehreren unabhadngigen Verdnderlichen.
Ist 2 eine Function mehrerer Variabein x,y ....
s = fix, y --—-- ),
und bildet man den partialen Differentialquotienten
dz_
dx
und hiervon den partialen Differentialquotienten nach einer andern Variabein vy,

so wird das Resultat mit

ajg
dx dy
bezeichnet, so dass man die definirende Formel hat
0*' . § _~
dx dy dy dx '
Allgemeiner definirt man
O<H-R+Y--0 daz
dx« dyg din... = - dtn " dy$ - dx*’

Far diese hoheren partialen Differentialquotienten gilt der Satz: Es ist
gleichgultig, in welcher Reihenfolge die Differentiationen vorge-
nommen werden. Wir beweisen dies zunachst fir zwei partiale Differentia-
tionen. Man hat

d_x = Umso + y>--A;2~ fix,y,...) und daher
€2z _ lim } jx+ AX,y-h Ay, ..)—f(x,y + Ay, ...
dx dy AX
f{X + AX! Y, .. ) _fin Y, .. )] —
hx

wobei sich das Zeichen lim in der letzten Formel auf das Verschwinden von Ay
und Ax bezieht. Hieraus folgt weiter
322 - f Xy + Ay,.) - fixyy +Ay,)-T(x + Aicij..,)+f(Xx,y,...)
dx dy Ax Ay
In gleicher Weise ergiebt sich
f1f. _ /=.AX+ Ax,y + Ay, m)—fix + Ax,y..)—fix,y + Ay, ..)-+0/(*j, ...)
Ay Ax

) bm typographisch unbequeme Formen zu vermeiden, schreibt man

d . du dg.k'lT - _d2u
\C;x U fur 57, 57 " V- fur 332‘67 u s w.
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Aus der ldentitat dieser Ausdriicke folgt

d2z d2z
dxdy dydx"*
Ist z eine Function von n Veranderlichen xx, x2, x3, so hat man
dnz i g2 g«—2z-29
dx1ldx2dx3..dxn dxxdx< | dxi dx,+idxi+2 dx21:3...dxn
und daher nach 3. di . . d2 . d 2
dx£dx< dxi dxi+2dxi+\dx,+3...dxn

ddz
dx1ldx2...dxidx;+2dxt+idxi+3...dxn'
Man kann daher bei n Differentiationen irgend zwei auf einander folgende
vertauschen. Da nun durch wiederholte Vertauschung benachbarter Elemente
aus einer Reihe von Elementen jede Permutation derselben hervorgebracht
werden kann, so folgt die allgemeine Geltung des behaupteten Satzes.
12. Isty eine function dreier Grdssen u, v, w, die ihrerseits wieder Func-
tionen einer Variabein x sind,

y fiu, v, w),

2ixy> v= B w = ?s(x)»>
so hat man

Indem man auf jedes Glied dieses Ausdruckes die Regel fur die Differen-
tiation eines Produktes anwendet und die Glieder des Resultates geeignet ordnet
und zusammenrechnet, gewinnt man weiter den dritten und hoéhere Differential-
guotienten; man wird auch die Formel leicht auf Falle ausdehnen, wo y als
Function von mehr als drei Gréssen erscheint, die Functionen derselben Unab-
hangigen x sind.

13. Ist z eine Function zweier unabhangigen Veranderlichen x und vy, so
ist das totale Differential von 0

dz 3)2( dx -t §§Z dy.

Dies ist der verschwindend kleine Zuwachs, den 0 erhdlt, wenn x undy um
die verschwindend kleinen Betrdge dx und dy wachsen; dx und dy sind unab-
hangig von einander, sowie unabhdngig von x undy. Somit ist dz eine Function
von x und y und zwar sind dieselben nur in dz :dx und in dz :dy enthalten.

Das totale Differential von dz bezeichnet man als das zweite totale Differen-
tial d2z; das totale Differential von d2z als das dritte totale Differential d30 u. s. w.,,
und setzt dabei voraus, dass bei allen diesen Differentiationen dx und dy unver-
andert dieselben bleiben. Man hat hiernach
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dy,
dy,

dy, u s w

Setzt man der Reihe nach rechts die Werthe fur dz, d2z, d/A& .. ein, so erhélt

man zunachst
d (dz dz
d2z CX \cx dx ——r -f- dy dy (KE( dx -4 Ty dy

Fuhrt man die angedeuteten Differentiationen der Klammerausdriicke aus,
so erhélt man formal ganz dasselbe, als wenn man die Klammern mit den
davorstehenden Faktoren multiplicirt hatte, wenn man nur dabei dx, dy, dx, dy,
wie sich von selbst versteht, als einfache Faktoren behandelt. Daher ist d2z

formal darzustellen durch

2. d2z — ~dx dy m dx dy dy)

Man schreibt in einer sofort verstandlichen Symbolik
du du ( d 7 d\rr
dygj = \dlcTx+ iyTy) im
Wendet man dies an, so erhélt d2z die einfache symbolische Darstellung

dx e

éH = (dx~ + d y z

Hier hat man die zweite Potenz des Klammerinhalts nach den gewdéhnlichen
Regeln auszurechnen und dann im Z&hler jedes Gliedes hinter d2 das Zeichen z
zu stellen, so dass man also erhalt

d2z d2z d2j
= d
d2z dXdez dxdy dxdy dy: \

Verwendet man den Werth 3. zur Bildung von

dA = ~dx dx dy d2z,

so erhalt man

d
de = ldx o ody g dxg o dx ddygf .

Das Resultat der neu hinzutretenden Differentiation, die durch den vorderen
Klammerausdruck symbolisch dargestellt ist, ist formal identisch mit einer
Multiplication durch diesen Klammerinhalt, und man erhalt daher

dA = ~dx dx dy(_j
So fortschliessend, erlangt man die allgemeine Formel

4 d {d J hd d)I/
. nz — \dx Z--- 3’c0)7) zZ.

Fur das hohere totale Differential einer Function von mehreren unabhéngigen
Variabein
* = f{xx x3 x3..Xr)
erhalt man in gleicher Weise ohne Schwierigkeit

) d d dy
o} diz = ’\dxlg At"dx”é)éoz + ..+ dx, dxr/

14. Hohere Differentialquotienten einer unentwickelten Function.

§ 8. Krummung ebener Curven. 459

Wir beschrédnken uns hier auf den einfachsten Fall, dass der Zusammenhang
einer Function y mit der unabhangigen Variabein x durch die Gleichung ge-
geben st
1 fix,y) = 0.
Den ersten Differentialquotienten vony gewinnt man aus der Gleichung
, UL = o0
dx dy dx

Denken wir uns aus den Gleichungen 1. und 2.y eliminirt, so erhalten wir
y' als Function von x allein; fihren wir diesen Werth in 2. ein, so wird 2.
identisch erfullt. Differenzirt man 2. unter der Voraussetzung, dassy' durch x
allein ausgedrtickt ist, so entsteht die Gleichun

j y gy

B jf dZ gy -
\dx2 dxdyy dxdy dy*"y '

oder besser

dof @ 9y oy el

dx2 A dx dyy dy2 y dy
oll of

3

Setzt man hier den _Werth J\/' —_ — d_xéj ein, so erhalt man

.« |V_ara ¥ g t%y aly
Y T dx2 \gy) dxdy dx dy 1 dy2 )Kdy)*

Indem man noch rechts y durch x ausdruckt, erhalt man y" als Function
von x allein.

Fur den dritten Differentialquotienten von y erhalt man durch Differentiation

So fortfahrend, erlangt man n Gleichungen, welche die partialen Differential-
quotienten von / mit den n Differentialquotienten
dy d2y dA dry
dx’ dx2’ dxA"' “ “dxn
verknupfen, aus denen man dieselben durch successive Elimination gewinnt.

§ 8 Krimmung eberer Qun/en.

1 Wenn zwei Curven, die in Bezug auf rechtwinkelige Coordinaten die
Gleichungen habeny — fix) undy = Fix), einen gemeinsamen Punkt P ent-
halten, und wenn in diesem Punkte auch die Differentialquotienten

/', /",
der Reihe nach den Differentialquotienten gleich sind

F, F", F.n ...FM,
so sagt man: Die beiden Curven haben in diesem Punkte Peine Be-
rihrung «ter Ordnung. Aus dieser Definition folgt sofort: Wenn zwei Curven
Cl und C2 mit einer Curve C3 in demselben Punkte P eine Beriuhrung «ter
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Ordnung haben, so haben Ct und C2 in P unter sich eine Berthrung von «ter
oder hdherer Ordnung.

Wir zeigen zunachst, dass die Eigenschaft zweier Curven, in einem Punkte
eine Bertihrung «ter Ordnung zu haben, vom Coordinatensysteme nicht abhéngt.

Geht man vom urspringlichen Systeme X, y zu neuen irgend wie definirten
Coordinaten u, v Uber, und sind die neuen mit den alten durch die Gleichungen
verbunden

* = ?(*v y)l v o= y)’

so erhélt man durch Differentiation

) (do i> (dm  .dm \
&#&h+ iu = \rx +F[iyy) dx>

und hieraus durch Division
dv
Ve = = *L (T
Weiter erhalt man
v’ (d<bx ktx d%
= [si + Ry-yw + dj-y")
Dividirt man durch du, so entsteht ein Resultat von der Form

dx;

= $2(x>y>/>/")m
So weiter schliessend, erkennt man, dass

J~n = Xy, ¥y, y",.. .yM),

dass also die ersten n Differentialquotienten von v in Bezug auf u Functionen
von X, y und den ersten n Differentialquotienten von y in Bezug auf x sind,
in Bezug aufy', y" . . sind diese Functionen algebraisch rational. Wenn daher
fir einen gemeinsamen Punkt zweier Curven die ersten n Differentialquotienten
Ny, y", y™ .. .y*) dieselben Werthe haben, so haben auch fir diesen Punkt
die Differentialquotienten v*, v", v'" . . . z/M dieselben Werthe.
2. Eine Gerade, die den Punkt x, y einer Curve y = f(x) enthalt, hat eine
Gleichung von der Form
Yy—y = m@E—XL
dr\
dl = m-
Fur die Curve ist im Punkte x, y

Hieraus folgt

% = f' "
die Gerade hat mit der Curve in P eine Beriihrung erster Ordnung, wenn
m = f* X\ die Gleichung der Geraden, welche in P mit der Curve eine Be-
rihrung erster Ordnung hat, ist daher
N"—y —f xX)6—x) = 0.

Da dies die Gleichung der Curventangente im Punkte P ist, so folgt: Die
Tangente einer Curve hat mit der Curve eine BerUhrung erster
Ordnung.

Der erste Differentialquotient y* einer Geraden ist flr alle Punkte constant;
mithin verschwinden der zweite und alle hoheren Differentialquotienten. Wir
sehen daher: Wenn fir einen Punkt P x einer Curve der zweite Differential-
guotient y" verschwindet, so hat die Curve mit der Tangente in P eine Be-
rihrung zweiter Ordnung. Die Curvenpunkte, fir welche y" verschwindet, y"1
aber nicht verschwindet, heissen Wendepunkte (oder Inflexionspunkte), die
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Tangenten in diesen Punkten heissen Wendetangenten. Verschwindet ausser
dem zweiten noch der dritte Differentialquotient, so heisst der Punkt ein
stationarer Punkt, die Curve und die Tangente in diesem Punkte haben eine
BerGihrung dritter Ordnung. Fur die Sinuscurve ist
y =sinx, y' = cosx, y" = —sinx = —y.

Daher sieht man, dass die Durchschnittspunkte der Curve mit der Abscissen-
achse Wendepunkte sind.

Die Gleichung der Fusspunktcurve der Ellipse fiir den Mittelpunkt der Ellipse
als Pol ist bekanntlich (§ 5, No. 12)

a2xd + bry2 — (x2+_y2)2 = 0.

Hieraus folgt durch Differentiation
2. a2x - by’ 2(X2 y2)(x -t-yy") — 0,
3 a2+ bxy'2+ bzy" 2(x2 +y2) (1 y-y'2-yyy") —A4# t+yy)2 = 0.

Aus 2. ergiebt sich

(@a2—2r2)x
4. y (pi — %r2)y r2= x2+y2,
Aus 3. ergiebt sich, dass y" unter der Bediingung verschwindet
5. 4 (X -hyy")2-4-2r2(1 + y*'2) @2+ bxy'2) = 0.
Aus 4. erhalt man
X 3 yy' = x(b2—a?2)
b2—2r2
2r2(l+vy 2 @2+ "2y2)= 2r2 2r2 —b2yr
(2r2—a?2) 2r2

— (2r2—nb2y2 pr2—ray2 b @Qrz—agxAz 55 pos

Die Gleichung 5. liefert daher nach Beseitigung der Nenner
6. 4x2y2{a2—h2)2 + (2r2—a2) (2r2— b2)rda = 0.

Fuhrt man die zweite Multiplication aus und beachtet, dass
4r4—2r2a2— 2r2b2— 4{a2x2y-b2y2) — 2r2a2— 2r2b2 = 2(a2—h2)(x2—y2),
so erhélt man aus 6.

2(a2— b2) [2x2y2(a2 —h2) + r4(x2—y2)] y- a2b2r* =0,

Ersetzt man in der Klammer r4 durch a2x2 H ~2y2, und fuhrt die Multi-
plicationen aus, so erkennt man, dass der Klammerinhalt r 2(a2x2 —b?2y 2) ergiebt;
daher findet man schliesslich fur die Wendepunkte

a2b2
7. a2x2 — by2 = — 2(a2 — b2)
Aus 1. und 7. erhalt man
X L
~ 2a2
Durch Addition dieser beiden Werthe ergiebt sich
3a2h2 0 3a2b*(a2 — 2b2)

r2= 2(a2+ b2)’ X ~—~4(ad— b4){a24-b2)’
Q 3«472(2a2—b2)
y = 4(d4—bx)@2+ b2)"

Reale Wendepunkte existiren also nur, wenn
b2 < %a2. In Figur 489 ist K der Kreis mit dem
Halbmesser aby 3 : ]/2{a2 + b2)] die Punkte P x>P.2,
jP3, PA in welchen er die Fusspunktcurve durch-
schneidet, sind die Wendepunkte.
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3. Die Wendepunkte der Curve f(x, y) = 0 sind die Schnittpunkte mit der

Curve
2
= 0.

Die Wendepunkte einer Curve kodnnen aus der Gleichung in homogenen
Coordinaten durch die Bemerkung gewonnen werden, dass im Wendepunkte
benachbarte Normalen parallel sind und benachbarte Tangenten zusammenfallen.

Aendert man xx, x2, x3 um unendlich wenig, so geht die Tangente

T = fi + /a2 + /3S3 = 0, wobei /m= ,

uber in = T 4- (ftldxt + f 12dx2 + f 13dx3)~tx
b (s12dxt + /722082 +7237 3)«2
4- (fi %dxx 4-f 23dx24-f s3dxf) 3 = 0.
Beide sind identisch, wenn fur i — 1, 2, 3 und ein noch unbestimmtes jx

fix dxx 4~fi2dx2 4“fi%dx'&= \i~
Nimmt man hierzu noch
f\dxx Hf 2dx2 4- /73dx3 = 0,
so erhélt man fur die Coordinaten der Wendepunkte die Bedingungsgleichung

Multiplicirt man die ersten drei Colonnen der Reihe nach mit xt, x2, x3
addirt sie zu der mit — (n — 1) multiplicirten letzten und beachtet, dass nach
dem EuULER’schen Satze

fiXxx o fi%ox2 4- fi%x3 (n  De— 0,
so geht die Bedingung Uber in
fi 3
/2a = 0.

fs 3
Diese Gleichung ist vom Grade 3 (11 —2); hieraus folgt, dass ein eigentlicher

Kegelschnitt keinen, eine cubische Curve 9, eine biquadratische 24, eine Curve
«ten Grades 3n(n — 2) reale oder imagindre Wendepunkte hat.

4. Die Gleichung einer Curve dritter Ordnung, welche die Ecken A2, A3
des Coordinatendreiecks zu Wendepunkten und die Seiten A2A3 und AZA X zu
Wendetangenten hat, ist von der Form

axj3 4- x2x3(bxxx 4- b2x2 + b3x3) = 0.

Der Schnittpunkt B von xx = 0 mit b2x2 4- b3x3 = 0 ist der dritte Schnitt-
punkt der Curve mit der X 1-Achse.

Die Wendepunkte sind die Schnittpunkte der Curve mit

axx[120ab3x2x3 — btx? — 3(bxxx + %2x2 -+~ 2bzal3)2] = 0.

Dies zeigt, dass auch B ein Wendepunkt ist, dass also bei einer Curve IIl. O.
jede Verbindungsgerade zweier Wendepunkte noch durch einen dritten geht
(Anal. Geom. d. Ebene, § 15, No. 5).

Die Lemniscate hat die Gleichung

f(x,y) = (x24y22— 2a2(x2—y2) = 0.

Man findet, wenn man x2 y* setzt,

df— 4x(r2— az2), % = 4y(r2'|'a2),

|
y
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d2f d¥

dx2 dxdy — 8xy, dy2

Fur Wendepunkte hat man daher

(rd — ad)[r4 — a2(x2—y2\ + 8adx2y2 = 0.
In Rucksicht auf die Gleichung der Lemniscate erhélt man hieraus zunéachst
[2(x2 —y2) — a2\(x2—y2) + 8x2y2 = O,
und schliesslich (x2 —y2)2 4x2y2 = 0.

Der Nullpunkt ist der einzige reale Punkt dieser Curve.

5. Der Krummungskreis. Unter dem Krummungskreise einer Curve
y = f(x) in einem Punkte P derselben versteht man den Kreis, der durch
diesen Punkt der Curve geht, und in diesem Punkte mit der Curve eine Be-
rihrung zweiter Ordnung hat. Hierdurch ist dieser Kreis eindeutig bestimmt,
denn er hat drei verschiedene Bedingungen zu erfiillen. Das Centrum des
Krimmungskreises nennt man den Krimmungsmittelpunkt der Curve, den
Radius desselben den Kriummungshalbmesser; der reciproke Werth des
Krimmungshalbmessers wird als die Krimmung der Curve (im Punkte P)
bezeichnet.

Da die Curve und ihr Krimmungskreis in P denselben Werth des ersten
Differentialquotienten haben, so folgt, dass sie in P eine gemeinsame Tangente
haben; hieraus erkennt man: Der Krimmungsmittelpunkt einer Curve
fur einen gegebenen Punkt derselben liegt auf der diesem Punkte
zugehorigen Normalen der Curve. Sind £ y die Coordinaten des Krimmungs-
mittelpunktes, und ist p der Krimmungshalbmesser, so ist die Gleichung des
Krimmungskreises
1 x—ND2H (y—14)2= p2.

Durch zweimalige Differentiation ergiebt sich

X —£+ (y—y)/ =0,
+ — fl)y" — 0.

Ersetzt man in diesen Gleichungen x, y, y', y" durch die Werthe, welche
diese Grossen fur die Curve y —f(x) im Punkte P haben, so enthalten sie nur
noch die Unbekannten £ y, p; man erhalt fir dieselben zunédchst aus 3.

4(rs ™), — 4(r2 + 2y2) .

4. y—w= — @ty )y",
und mit Hulfe dessen aus 2.
5. Xx—5= Q1+ f 2y :y"
Durch Substitution von 4. und 5. in 1. folgt fir den Krimmungshalbmesser
@+ /21

y

Ferner ergeben sich aus 4. und 5. die Coordinaten des Krummungs-

mittelpunktes
@ -y 2y’ 1+ 1715
y Y TP-

Um zu entscheiden, auf welcher Seite der Tangente der Krimmungsmittel-
punkt liegt, setzen wir die Coordinaten i; und y, desselben in die linke Seite der
Tangentengleichung ein; wir erhalten, indem wir von 4. und 5. Gebrauch machen

n »N L(14-72)/ 1-h/2 @4a-7/22
t=yE X) ¢ y) — y y y — y

Substituirt man dagegen in T die Coordinaten \= x und y = 0 der Pro-
jection P* des Punktes P auf die Abscissenachse, so entsteht T —y.

Rechnet man die Normale in der Richtung nach der Abscissenachse positiv,
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und bezeichnet den Kriummungsmittelpunkt mit M, so hat folglich die Strecke
PM das entgegengesetzte Vorzeichen wie das Produktyy". FUr Curven,
die nur positive Ordinaten haben, liegt somit M auf dem nach der Abscissen-
achse gerichteten Theile der Normalen oder nicht, je nachdem y"™ negativ oder
positiv ist.

Die Gleichung der Normale in P ist, wenn die laufenden Coordinaten mit
£, 7] bezeichnet werden
6. N=s—x-pyM—y) — 0.

Die Normale des Punktes P x mit den Coordinaten x -t- Ax, y -p Ay hat
daher die Gleichung
7. iVis=£—(X-pAX) -p (/ -p AN)GE—Yy — Ay) — 0.

Der Schnittpunkt beider Normalen gentigt 6. und 7., also auch der durch
Subtraction sich ergebenden Gleichung
8. Ax -hy'Ay -PyAy"' f- Ay'Ay — rjAjv = 0.

Dividirt man durch Ax und geht dann zur Grenze fir ein verschwindendes
Ax Uber, so erhélt man eine Gleichung, welche mit 6. die Grenzlage bestimmt,
der sich der Schnittpunkt der Normalen N und Nx n&hert, wenn P x unendlich
nahe an P rickt. Man erhélt
9. 1-hy'2 -Pyy" —rjy" = 0.

Die Gleichungen 6. und 9. stimmen mit den Gleichungen 2. und 5. Uberein.
Wir sehen daher: Der Krimmungsmittelpunkt in P ist die Grenze, welche sich
der Schnittpunkte der Normalen in P und der Normalen in Px néhert, wenn
P x unendlich nahe an P rickt, oder kirzer: Der Krimmungsmittelpunkt
ist der Schnittpunkt unendlich nahe benachbarter Normalen. Hieraus
ergiebt sich sofort: Die Evolute einer Curve istder Ort ihrer Krimmungs-
mittelpunkte.

Ferner ist ersichtlich: Der Krimmungshalbmesser eines Wendepunktes ist
unendlich gross, die Krimmung im Wendepunkte ist Null.

Fur den Krimmungshalbmesser ergiebt sich noch eine sehr bemerkenswerthe
Formel, wenn man den Arcus des Winkels zwischen der Curventangente und
der Abscissenachse einfuhrt. Bekanntlich ist x = arc tangy', folglich ist

N X _y"
dx 1 -hy'2
ds s . -
Da nun A~ = y1-hy'2, wobei s den Curvenbogen bezeichnet, so erhalt
man fur p
ds
9 = dx'

Ist As ein endlicher Curvenbogen und Ax der Arcus des Winkels, den die
Tangenten in den Endpunkten dieses Bogens einschliessen, so ist daher

P = hm-fc,

der Krimmungsradius ist also der Grenzwerth, dem sich der Quotient aus einem
Curvenbogen und aus dem Arcus des von den Tangenten in den Endpunkten
dieses Bogens eingeschlossenen Winkels néhert, wenn der Bogen verschwindend
klein wird.

Bezeichnet a den Winkel zwischen dem Radius vector des Punktes P und
der Tangente in P (8§ 5, No. 17), 9 den Polarwinkel von P, so ist bekanntlich

x= a-h 9,

und daher
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mithin ist %‘; p1 = MEE2r2 0T
a N W
Da ferner ds = r’'2 d<p, so folgt fur Polarcoordinaten
10 (ra -P r'rf

r2-p2r'2—rr"

Es verdient schliesslich noch bemerkt zu werden, dass man aus 8. fur p in
rechtwinkeligen Coordinaten noch die constructiv verwerthbare Formel gewinnt
B P T oy3y"
wenn JV die Normale in P bezeichnet.

6. Aus der Kegelschnittsgleichung r =/ : (1 -p ecos 9) folgt (§ 5, No. 18)

s,r2sin 9
£ ) £p (2esin2tp p €OS P
r' — —(2rr'sintp -p r2costp) = —
( p-p 1Y) y ENCRT
Daher ist
2r'2-rr" = r* edB9 =
\ 1+ sams@p
Fur den Krimmungshalbmesser findet man somit
= $a=oy
und tanga = r :r' folgt
ds 1
rdtp sin a
so hat man schliesslich
=]
Aus dem Dreiecke FP B folgt
PB — rsintp :sin (9 — 90° -p a)
— rsintp: (sin9sina — cos9 cosa). (m. 490)

Da nun
cosa:sina:l —r':r:yp2-p r2—ersintp \p:)/e2r2sin29 -pp2,
so ergiebt sich die Normale
ry e2r2sin2tp-h p2 . Qrmmemmemen
PB = b ET Cos 9 = yle2$|n2Cr)4-P2= sms
Macht man daher PA = p und AB -L PP, so ist PB die Normale; macht

man ferner BC -L PN und CD -L PP, so ist D der zu P gehorige Krimmungs-

mittelpunkt.
Fur die Cycloide (8 5, No. 6) ist
, sint t
Y = 1 _cost - Ot
1 di 1
Y = 7 2sin2\t dx 4asin~A\t'
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Das Bogendifferential ist

ds Ydx2 4- dy2 = 2asin\tdt, also

ds 1
& T sin\t
Daher folgt fur den Krimmungshalbmesser

p= — 4asin\t.
Fur die Normale ergiebt sich

N = ylJx “ ~"asin¥

folglich ist der Krimmungshalbmesser doppelt so lang wie die Normale. Day"
immer negativ und y positiv ist, so liegt der Krimmungsmittelpunkt auf dem
nach der Abscissenachse gerichteten Theile der Normalen.

7. Fur die archimedische Spirale r = acp ist der Kriammungshalbmesser

p= (r24- 1 (r2 -+ 2a2);

er ist leicht zu construiren.

Der Krimmungshalbmesser der logarithmischen Spirale

r — eas

hat zum Radius das constante Verhdltniss ]/l + a2; die Dreiecke, welche den
Nullpunkt, einen Spiralenpunkt und den zugehérigen Krimmungsmittelpunkt zu
Ecken haben, sind einander &hnlich; die Evolute kommt daher mit der Spirale
durch Drehung um den Nullpunkt zur Deckung.

Fur die Kettenlinie y — ~a{ed e~} ist der Krummungshalbmesser
gleich der Normalen.
Die Polargleichung der Lemniscate ist r2 = a2cos29. Hieraus folgt
4-r*r2— p, r2-h2r'2—rr" = 3(r24-r'2), und daher
a2
P= gy

§ 9. Osculationsebene, Krimmung, Torsion und osculirende Kugel an
Raumcurven.

1. Eine Ebene, die durch einen Punkt/* einer Raumcurve C geht, hat eine
Gleichung von der Form
1 aE—x)4-b@—y)4d-cE—2z) = 0.

Denken wir uns auf dieser Ebene durch P eine Curve T gezogen und die
Coordinaten £ yj, £ eines Punktes dieser Curve als Functionen einer Variabein t,
so erfullen diese Functionen die Gleichung 1.; ihre ersten und zweiten Differential-
quotienten erfillen daher die Gleichungen

Denkt man sich die Coordinaten der Punkte von C ebenfalls als Functionen
der unabhédngigen Veranderlichen t, und verlangt, dass im Punkte P die ersten
Differentialquotienten der Coordinaten fir C und T dieselben Verhéltnisse haben,
so muss die Gleichung 2. erfillt sein, wenn man die Differentialquotienten von
£ 7, £ durch die von x, y, z ersetzt. Dadurch erhdlt man
dx .d dz
agi 4 bal 4 ort - -

Hierin sind a, b, ¢ unbestimmt. Da die Differentialquotienten von x, vy, z

4.
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proportional der Cosinus der Winkel sind, welche die Curventangente in P mit
den Coordinatenachsen bildet, so schliesst man aus 4.: Die Ebenen der
Plancurven, welche durch einen Punkt P einer Raumcurve gehen,
und in diesem Punkte mit der Raumcurve in Bezug auf die ersten
Differentialqguotienten der Coordinaten Ubereinstimmen, bilden das
Ebenenbischel, dessen Trdger die Tangente der Raumcurve in P ist.
Unter allen diesen Ebenen kann man diejenige aussuchen, auf welcher
Curven liegen, die mit der Raumcurve C auch in Bezug auf die Verhéltnisse
der zweiten Differentialquotienten der Coordinaten flr P Ubereinstimmen. Dann
muss auch die Gleichung 3. erfillt werden, wenn man in derselben die zweiten
Differentialquotienten von £, r, £ durch die von X, y, z ersetzt; man erhélt
somit fur a, b, ¢ die drei Gleichungen
a(&—x)4-b(@iN—y)+ c(f—z) = 0,
ax' 4- by’ 4- ¢z = 0,
ax" 4- by" 4- cz" = 0.
Hieraus folgt die Gleichung der gesuchten Ebene

Diese Ebene wird als die Osculationsebene der Curve C im Punkte P
bezeichnet.
2. Die Normalebene von C im Punkte P hat die Gleichung

1 N = 6—x)x14-(DN—y)y' 4-(E—2) 2 — O,
die Gleichung der Normalebene JVI im Punkte x 4- Ax, y 4- dy, z 4- dz ist
2. —X—dX)(x" 4- dx 94- (y)—y —dy)(y' - Mjy )4 -(E—2—dz)(z"' 4-dz")= 0.

Die Punkte, welche auf der Schnittgeraden beider Ebenen enthalten sind,
erfillen daher die Gleichung, welche durch Subtraction aus Nt und N und
Division durch M folgt
s @~ *1AF + ~A~\i)+ (t—*)%ﬁ—AX (* + A X ')-AAVO'+ 4j)

Az .,
— AT (@2 + A*) = 0

Wir kénnen nun die Grenzlage bestimmen, der sich die Schnittgerade N N X
naéhert, wenn der Bogen PP X verschwindet. Bei diesem Grenziibergange geht 3.

in die Gleichung Uber
[1r\2

4 P = E—x)x" 4 (G—y)y" 4-(E—« —\™MJ = 0
die durch diese Gleichung dargestellte Ebene R schneidet die Ebene N-in der
gesuchten Geraden. Die Cosinus der Stellungswinkel der Ebenen N und R sind
proportional zu x\ y*, z' bez. zu x", y", z". Eine Ebene, die durch /lgelit, und
zu der Geraden N, R normal ist, hat daher eine Gleichung
aGe— X)4-bi—y)a-cE— 2)= o,
deren Constante den Bedingungen genligen
ax' 4- by' 4- cz' = 0,
ax" 4- by" 4- cz" — 0.
Die Gleichung dieser Ebene ist hiernach
te— X Yy £—z
x* / = 0.
X" y z
Vergleicht man dies mit dem Ergebnisse des vorigen Abschnitts, so folgt:
30
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Die Osculationsebene einer Raumcurve in einem Punkte ./'derselben
ist normal zu der Geraden, in welcher die Normalebene der Curve
in P von der nachstfolgenden Normalebene geschnitten wird.
3. Fur die Schnittcurve der Cylinder
y2 -f- 22 = a x24-y‘_/'2
ist, wenn man y als unabhéangige Variable ansieht,

xXX'' = —vy, 72" — —y XX = — s 2z = —
und daher die Gleichung der Osculationsebene

yO [ co- i 0.
c2(a2 — c2) AC2'*  azxd2 2

Man erhdlt sie graphisch, indem man a2c2:y 3 herstellt und bemerkt, dass
ihre Spuren die Spuren der Curventangente enthalten.

Aus den Gleichungen eines spharischen Kegelschnitts
X2 y2 _zg._ 0

— r

r ' a2 “m b2 -
folgt, wenn man 2 als Unabhéangige betrachtet und
a2(b2 + ¢ 2) b2(a2 - .2 .
R setzt:
m- ~ c2(a2- b2) c2(a2 — b2)
XX" = mz, yy' = nz, xx"= m—x'2, yy"= n y'2.

Multiplicirt man die Reihen in der Determinante Q mit x, y, z und dann
die zweite Zeile mit z, so erhalt man nach einfachen Reductionen fiur die

4. Alle Curven, die durch P gehen, und far P in Bezug auf x’, /7, z'
x"ty", z" Ubereinstimmen, haben dieselbe Tangente in P, dieselbe Normalebene,
dieselbe Schnittgerade benachbarter Normalebenen und dieselbe Osculationsebene.
Die ebenen unter diesen Curven liegen auf der Osculationsebene und haben
folglich die Projection M des Punktes P auf die Schnittlinie benachbarter
Normalebenen zum gemeinschaftlichen Krummungsmittelpunkte. Daher bezeichnet
man M als Krimmungsmittelpunkt dieser Raumcurven imPunkte P, PM
als Krimmungshalbmesser, und den um M durch P geschlagenen Kreis als
Krimmungskreis der Curve.

Die Coordinaten §, rj, Cdes Krimmungsmittelpunkts gentigen den Gleichungen
No. 2, 1 und 4, sowie der Gleichung der Osculationsebene, sie sind also die
Lésungen des Systems

(I—x)x" 4- )—y)y - C—29z = 0,
N-x)x" @—y)y” 4 (C-*)* "= *2,
G—x)X4- VW—y)Y 4- (- )Z 0,
wenn man X, Y, Z abkirzungsweise setzt fir
X 3=y'z" —z'y", == z'x" —x'z", Z — xy" —y'x".
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Hieraus folgt

Yz' — Zy*
E— X4 xo4.-v2a 22

Z* — X7' 2
*=y + x2 V24-22

Xy - Yx' .
1= z + y c'2

X24- F24- 72
Der Krimmungshalbmesser p ergiebt sich zu
ViYz'— Zy")2 4- (Zx' — Xz")2 4- (Xy"' — FV)2 _f2
P= - X2 4- F2 4- 22
Der Radicand ist, wie man leicht erkennt, identisch mit
(X24- F24- Z2) (x'24-y 24-2722) — (X' 4- Yy -Y Zz%)2.
Zufolge der Werthe von X, F, Z verschwindet der Subtrahend identisch;
man erhalt daher fur den Krimmungshalbmesser einfacher
2. p=js :wWV2+T"4- Z2.
Ferner findet man leicht
X2-pR4_Z2= (*"24-1'"+ F')(*'24-/2+ 22 - (*"*" -PJJ) H2z) =
n _ d(x'2+y'2+ z2'2) =

Da nun x'x" vy — x li~ S
so ist 2
3. P = m\/x™" «2 P'2 __ c"2
Fur die Cosinus derRichtungswinkel @ 9y des Krimmungshalbmessers hat man
4. flvo = (Fa'— Zy'):/, = (Zx' —Xz) \M, cosy = (-*>'— F*"): M"
wobei M= s']/X24- F24-22. _ f ff__
Nimmt man s zur unabhangigen Veranderlichen, soist 5 = 1, 5 —0
und daher

"~ YWFWR:™

Ferner ist, wie man sofort erkennt

yy _ 2y = X"(s'a—
Zx'- Xz' N s'(y"s'-y's"), =i
und daher (

zx'-xz'=s"*yt(y\ jry-jry-i"
Demnach kann man die Formeln 1. durch die folgenden ersetzen

2 d (x"\
%—x — ] =dfys>>

6 (Yy
p2 N /*

Z— Z— s> -
Ist 5 die unabhéngige Veranderliche, so vereinfachen sich diese Formeln zu

d2x ) .d 2y 0d2z
$_"r=p2"-, Y)_ip = p2" 72, C—2—p "~ 2,
n AN n22

cos? = ?Js2°' cs~ = 9di2’ cos® — ?ds2’
Bezeichnet man die Werthe, welche x\ y*, z' fur den Punkt x + kx, y +

x'a)—
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2 4- Az annehmen (s als unabhéangige Variable verwendet), mit x' 4- Ax', y" 4- Ay',
7' -h AzZ', so sind x', y', z' bez. x' -+ AX', y' 4- A", 7' 4- As' die Richtungscosinus
der Curventangenten in P und P'\ daher hat man
X'2+ j'2+ s'2= 1,
(x}+ Ax)2 + (j;'+ AMN)2 + (s'+ As)2 = 1.
Hieraus folgt
8. — 2(*A*' -Ky'Ay' 4- S'As’) = (AV)2 4- (Ay')2 4- (As)2.
Ist At der Arcus des Winkels der Curventangente in P und P", so ist
COSAt = X'(X' = AX") 4- y'(Y' 4- AY') 4- s'(s’ Az'),
= 14- x AX" + y'Ay' 4- s'As’
folglich ist
Zsin™Ax 172(1 — cosAx) == i/(AN)2 4- (AY)2 4- (As')5
Ersetzt man dies durch
sinNAt At ~\/(Ax"\2 (Ay\2 /As'\;
A CAADIAT] +(47) + (47)
und geht zur Grenze fir ein verschwindendes As Uber, so erhdlt man
dx dyy (d*z
. ds tW day) dsZ)V

Mit Hulfe dieses Ausdrucks gewinnt man fur den Krimmungshalbmesser

10- _ f- %
der Form und der geometrischen Bedeutung nach Ubereinstimmend mit dem
Krimmungshalbmesser ebener Curven.

Bezeichnet man As einen Curvenbogen und At den Arcus des Winkels der
Tangenten in den Endpunkten dieses Bogens, so wird der Quotient At : As als
die mittlere Krimmung des Bogens As bezeichnet; die Krimmung eines
verschwindend kleinen Bogens ist das Reciprocum des Krimmungshalbmessers.

Die Normale der Curve, die in der Osculationsebene enthalten ist, auf
welcher also der Krimmungsmittelpunkt liegt, wird als Hauptnormale be-
zeichnet. Sind a, B y bez. 99 $¢ y die Richtungswinkel der Tangente bez. der
Hauptnormale, so hat man auf Grund der Formeln 6.

5. Plancurven haben in allen Punkten dieselbe Osculationsebene, namlich
die Ebene der Curve.

Bezeichnet A« den Arcus des Winkels der Osculationsebenen einer unebenen
Curve in den Enden des Bogens As, so kann man sagen, dass die Curve um
so starker von einer ebenen Curve abweicht, je grosser das Verhalt-
niss Au) : As ist. Man bezeichnet diesen Quotienten als die mittlere Torsion
des Curvenbogens As. Der Grenzwerth
Ao) _ du)

Al T di
heisst dem entsprechend die Torsion der- Curve im Punkte P\ die reciproke

hm
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Torsion heisst der Torsionshalbmesser; wird derselbe mit pt bezeichnet, so

hat man
ds

n dto"
Sind X [x v die Stellungswinkel der Osculationsebene Q, so ist, wie sich
aus der Gleichung von Q sofort ergiebt,

cosl — + 72 + Z2° CS[l — I/X2+ K2+ Z2°
2 Z
cosv = " A -,
jJIX2+ F2+ Z2
oder, wenn s die unabhéngige Variable ist,
3. cosX = pX, cos\x = pvY, cosv — pZ.

Haben die entsprechenden Cosinus der Osculationsebene im Endpunkte des
Bogens As die Werthe cosX -(- AcosX, cospt4- Acosja, cosj 4- Acosv, so hat
man die Gleichungen
4, 1 = co0s2X 4- cos2jx -I- cos2v,

5. 1 = (cosX4- AcosX)2 4- (cosix 4- Acos\x)2 4- (cosv 4- Acosv)2,
6. cos Am == cos X(cos X 4- AcosX) 4- cosp.(cosp. 4- Acos\x) 4- cosv{cosv 4- AcosvAd).

Addirt man 4. und 5. und subtrahirt davon das Doppelte von 6., so erhélt man

2(1 — cosAud) = (Acosl)2 4- (A™wpi)2 4- (Acosd)2,

mithin ist
1 /{dcosX\2 (dcosix\2 (dcosv\2 =
V Kur)+(nr) +(sr)
Aus 7. folgt
9. deo = 1/(dcosX)2 4- (dcos\x)2 4- (dcosd)2.
Es giebt daher eine Gerade, deren Winkel i, Xi ~en Achsen den
Gleichungen entspringen
10. dcosX = cos<pl du), dcos\x — costy”*du), dcosv = cosyAdu).

Da nun aus
c0s2X 4- cos2 k 4- cos2v = 1
durch Differentiation hervorgeht

cosXdcosX 4- cos[xdcos[x 4- cosvdcosv — 0,
so folgt in Ricksicht auf 10. fur ¢, ipj, yx die Gleichung
11. cosX cosgx 4- cos\xcostyj 4- cos\ cosyA = 0.
Ferner ist bekanntlich
cosX cosa 4- cosp.cos§ 4- cosvcos? = O0;

daher ist auch

cosX dcoso. 4- cosfx dcosB 4- cosv dcosy 4- cosa dcosX 4- cosfi dcos\x 4- cosydcos’j = O .
Fuhrt man fir dcoso., dcosfi, dcos7 die Werthe aus No. 4, 12 ein, sowie flr

dcosX, dcos\x, dcos™ die Werthe 10., so erhdlt man

(cosX cos @4- cosixcos dcos'j cosy)dx 4- (cosct. cosy1-t-cos[i cosyA)duy = 0.
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Der Inhalt der ersten Klammer verschwindet, da die Hauptnormale in der
Osculationsebene liegt; daher folgt

- cosa cosyt 4- cosfcostyi H- cos~cosy® — O.
Aus 11. und 12. folgt, dass die durch Gunter den Winkeln <t, y X ge-
legte Gerade in die Osculationsebene fallt und normal zur Tangente ist; folglich ist
?2i = ? +i=4'»  Xi = X»

und wir haben somit die Formeln

13. dcosl = cosydu), dcosp — cospdm, dcosv = cosy dto .
Ferner folgt aus

cos2a 4- cos2l 4- cos2y = 1
durch Differentiation
cosa dcosa 4- cosl dcosX 4- cosydcosy = O.

In Rucksicht auf 12. und No. 4, 13 und durch Uebertragung auf und y
folgt hieraus

dcosy = —cosadz — cosl du),
14. dcosty = —cosRdz — cosjxdtn,
dcosy = —cos'{dz — cosvdu*.

6. Es giebt eine eindeutig bestimmte Kugel, auf der sich Curven ziehen
lassen, die mit einer Raumcurve einen Punkt P, sowie in diesem Punkte die
ersten, zweiten und dritten Difterentialquotienten der Coordinaten, in Bezug auf
dieselbe unabhéngige Variable, gemein haben. Sind namlich £ 1, £ die Coor-
dinaten des Centrums und ist R der Radius dieser Kugel, so ist ihre Gleichung
L n + 0)—yy + (c—zy = R*.

Die ersten Differentialquotienten der Coordinaten der Punkte dieser Kugel
genugen daher der Gleichung

2- _ 6G—x) + ®—y)y 4- C—2z = 0.

Fur die zweiten und dritten Differentialquotienten folgt hieraus weiter
3. 2—x)x" -h (r—y)y" + E—2z"— s'2= 0,
4> _G—x)x"+ {@H—y)y'<+ E—2z)z"— Bs's” = 0.

Substituirt man nun hier far x', y', z', x",y", z", x"\y"\ z'"" s’ s's"
die fUr die gegebene Curve geltenden Werthe, so enthalten die Gleichungen 1,
2., 3., 4. nur noch die Unbekannten $ y, £ R und genligen zu deren Bestimmung.
Bezeichnet man mit AzE die zum ~ten Gliede der Zten Zeile von

X'y z'
A= x" y" z"
X"y

gehorige Subdeterminante zweiten Grades, so ergiebt die Auflésung von 2. 3
und 4.

I x — ~(PA2l h 3T'A31),
L d
5 * oy = 2+ 37A32)»

(@]
N
1

~(PA23 h 3P'A33).

Man erhélt einfachere Formeln, wenn man s als unabhéngige Variable ein-
fuhrt. Unter dieser Voraussetzung gehen die Gleichungen 2. und 3. Uber in
(vergl. No. 4, 11)

3- (E x)cosa -f- jj—y)cosB -+ (C—2z)cosy — O,
— X) cosy 4- (yj —y) costy H (C—z)cosy = p.
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Statt der Gleichung 4. kann man nun die Gleichung verwenden, die aus 7.
durch Differentiation nach s hervorgeht
8. (E—x)dcosy 4- (y—y)dcos<\> 4- (G—z)dcosy — (cosy dx-y-costy dy-\-cosy dz) = dp.
Da die Tangente zur Richtung y, & 7 normal ist, so ist
cosy dx 4- cos'pdy -I- cosydz = 0.
Setzt man ferner die Werthe aus No. 5, 14 ein, so erhalt man in Rucksicht
auf 6. die Gleichung

9. (5 — x) cosl 4- (y)—y) cosjx 4- (C— z)cosv = —

Multiplicirt man 6., 7., 9. zuerst der Reihe nach mit cosa, cosy, cosl, dann
mit cos, a5 cosp, hierauf mit cosy, cosy, cos’) und addirt jedesmal, so erhdlt man

dp

dp
\ — X = pcosy _dU)_COSI’

dp
10. y) —Yy = pcosfy du) cos X
dp
C—z = peosy — g COSV
Hierin kann man fir cosl, cos\x, cosv, cosy, B> COSy, du) die Werthe

No. 5 2 oder 3, No. 4, 4 oder 7, No. 4, 2 oder 5 No.5, 9 setzen.
Quadrirt man diese Werthe und addirt, so erhalt man fir den Radius der
Kugel

Ve - p3+ (a)i;

Diese Kugel, deren Mittelpunkt und Halbmesser sich aus 10. und 11. be-
stimmen, heisst die osculirende Kugel der Curve im Punkte P.

Die Gleichungen 2. und 3. lehren, dass der M ittelpunkt der osculirenden
Kugel auf der Schnittlinie benachbarter Normalebenen gelegen ist.

Der Abstand des Centrums der osculirenden Kugel von der Osculationsebene
hat nach 12. den Betrag

dp
du) *

Hieraus erkennt man: DerKriimmungskreis einer Curve in einemPunkte
derselben ist der Schnitt der osculirenden Kugel mit der Osculations-
ebene.

Fur Curven von constantem Krimmungshalbmesser liegt das Centrum der
osculirenden Kugel auf der Osculationsebene und der Krimmungskreis ist somit
ein grosster Kreis der osculirenden Kugel

7. Als Beispiel betrachten wir die Schraubenlinie. Unter denselben
Voraussetzungen wie in 8 6, No. 9 sind die Gleichungen der Schraubenlinie

z = ky, x = acosy, y = asiny.

Jedes Bogenelement ds ist gegen die Horizontalebene um den constanten
Winkel geneigt, den die Tangente mit der Horizontalebene bildet; der Cosinus
dieses Winkels ist a :j/y2 4- k2; daher ist der von der Horizontalebene bis zum
Punkte P sich erstreckende Bogen s der Schraubenlinie gleich der Horizontal-
projection von s, dividirt durch diesen Cosinus. Mithin haben wir

k2
Y6 .ay = yec k2
Setzen wir zur Abkiirzung n — 1: [Az2 4- k2, so ist daher
1 z = kns, x — acosns, y — asinns.
Hieraus folgen die Differentialquotienten



Die Gleichung der Osculationsebene ist daher
Q ==sinns (E— x) — cosns (§ —y) -~~~ —z) = 0.
Setzt man fur x, y, z die Werthe 1., so erhalt man
5. Q es sinns «£— cosns «i) + ~ (C— kns) = 0.

Setzt man hier £= 2z, so erhéalt man
sinns «$ — cosns =« = 0,
d. i. die Gleichung des Grundrisses des durch P gehenden Cylinderhalbmessers.
Dies ergiebt: Die Osculationsebene der Schraubenlinie in P enthélt
den durch .Zgehenden Halbmesser des Schraubencylinders, und ist
daher gegen die Schraubenachse unter demselben Winkel geneigt,
wie die Schraubentangente. Die Hauptnormale ist normal zur Achse.
Fur den Krummungshalbmesser ergiebt sich
R 1 a2 + k2
AN an2 a
Der Krimmungshalbmesser ist also fur alle Punkte der Schrauben-
linie constant; die Krimmungsmittelpunkte liegen auf einer Schraubenlinie
von derselben Achse und Ganghdhe.
Die Stellungswinkel der Osculationsebene folgen aus

7. cos\ = knsinns, cos\i = — kn cosns, cosv = an.
Hieraus folgt fir den Torsionshalbmesser
q ' 1 a2 -h k2
N kn2 k

8. In jedem Punkte P einer Raumcurve C lasst sich eine osculirende
Schraubenlinie construiren, d. i. eine Schraubenlinie, welche durch P geht,
und in P dieTangente, die Osculationsebene, sowie den Krimmungshalbmesser
und den Torsionshalbmesser mit der Curve C gemein hat. Sind p und p,
Kridmmungs- und Torsionshalbmesser von C im Punkte P, so bestimmen sich die
Constanten a und k der osculirenden Schraubenlinie aus

a8 -+ k2 a2-\xk2
— r~ = f und i = fi;
man erhalt
1 » = PPi2 b _ P2Pi
_P2+ p2° p2 + pj2*

Die Schraubenachse trifft die Hauptnormale, schneidet von ihr eine Strecke
PA = a ab, und ihre Projection auf die Osculationsebene ist die durch A
gehende Parallele zur Curventangente; der Winkel 7 der Schraubenachse und
der Osculationsebene bestimmt sich aus
a k p

~Va2 H k2 Y p2 + pi2

Durch diese Angaben ist die osculirende Schraubenlinie vollstandig und ein-

deutig bestimmt.
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§ 10. Krummung von Flachen¥).

1. Bei den vorhergehenden Untersuchungen haben wir eine Raumcurve
nicht durch zwei Gleichungen zwischen den Coordinaten charakterisirt, sondern
wir haben mit wesentlichem Vortheile die Coordinaten eines Curvenpunktes als
Functionen einer unabhéngigen Variabein t betrachtet.

In gleicher Weise ist es bei den folgenden Untersuchungen Uber Flachen
vortheilhaft, eine Flache nicht durch eine Gleichung

f{x,y, 2= 0
zu charakterisiren, sondern X, y, z als Functionen zweier unabhangigen Veréander-
lichen u, v
1 X= Fx(u, Vv), y = F2(u v), z = F3(u, v)
zu betrachten. Eliminirt man aus den Gleichungen 1. u und v, so erhélt man
eine Gleichung zwischen x, y, z, also die Gleichung der Flache in der gewdhn-
lichen Form.

So wird z B. ein Ellipsoid, dessen Achsen in die Coordinatenachsen fallen,
durch die Gleichungen dargestellt

X = acosucosv, y = bcosusinv, z — csinu\
denn aus diesen Gleichungen folgt

@ y . % .

5 - cosucosv, 6 - cosusinv, ¢ - smu.

und daher, wenn man quadrirt und addirt

Fur die axiale normale Schraubenregelflaiche hat man
X — vcosu, Yy —vsinu, z — ku.

2. Ertheilt man der Veranderlichen v einen besonderen Werth z0, so

stellen die Gleichungen

, * = Fl(, vf), y = F2(u, vg), 2= Ft(u, vO0)
eine Curve dar, die auf der Flache liegt. Aendert man nun v0, so &ndert sich
Lage und Gestalt dieser Curve, und durchlauft z0 die ganze Zahlenreihe, so be-
schreibt die Curve die ganze Flache. Ferner wird durch die Gleichungen

X = FlOo, v), y = ~vuo vy z = F%uv v)>

wo uO einen besonderen Werth bezeichnet, eine Raumcurve anderer Art darge-
stellt, die auch auf der Flache liegt. Durchlauft u0 die ganze Zahlenreihe, so
wechselt diese Curve continuirlich Gestalt und Lage und beschreibt ebenfalls die
ganze Flache.

Somit wird die Flache von zwei Schaaren von Curven bedeckt, und jeder
Punkt der Flache erscheint als Schnittpunkt einer Curve der einen Schaar mit
einer Curve der andern. Wir bezeichnen u und v als die Parameter der
Flachenpunkte, und die Curven auf der Flache, welche die Punkte enthalten,
fur welche v bez. u constant ist, als Parameterlinien; letztere charakterisiren

wir kurzweg durch die Bedingungen v = vO0, bez. u = uQ
Wahlt man x undy selbst zu unabhéngigen Veréanderlichen, setzt man also
X = U, y = v, so ist durch die Bedingung v = vQ eine Ebene normal zur

Y-Achse dargestellt; die Parameterlinien v = vO0 sind also die Querschnitte der

*) Dieser Abschnitt ist im Anschlisse an Hoppe, Principien der Flachentheorie,
Leipzig 1876, § 1 bis 9 u. ff. bearbeitet.
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Flache parallel zur XZ-Ebene; die Parameterlinien u — u0 sind die Querschnitte
der Flache parallel der UZ Ebene. In der analytischen Geometrie des Raumes
haben wir diese Curven benutzt, um uns eine Anschauung der zu einer gegebenen
Gleichung gehdérigen Flache 1l. O. zu verschaffen.

3. Bewegt sich ein Punkt P um unendlich wenig entlang der Flache in
ubrigens beliebiger Richtung, so erhalten u und v unendlich kleine Veradnderungen
du und dv von unbestimmtem Verhdaltnisse. Die zugehérigen Aenderuugen von
X, Y, z ergeben sich durch Differentiation zu

X dx _dy , §y7 _ dz %5
7. dk—dudu 4- gv—d\’/\ dy = grdu - -0\ dz = O du 4 b-dv.

Das vom Punkte P bei dieser Bewegung zurtckgelegte Bogenelement ist
ds2 = dx2 4- dy2 4- dz2.
Fihrt man hier die Werthe 1. ein, so erhalt man
2. ds2 = edu2 4- 2fdudv -mgdv2,
wobei e, f, g die Ausdricke bezeichnen
(dx\2 (d y\2 (d2z2\2
" N\du) + KcTu) + Xdu) ’
dx dx dy dy dzdz
ducv du dv du dv
(d¥N2  (dy\2 (cck\2
9« (dv) + \d*) + (dv) °
Diese Grossen e, f, g werden in der Fldchentheorie als die Fund amen tal-
gréssen I. Ordnung bezeichnet. Sie sind von der Lage des Punktes P ab-
héngig, hédngen aber nicht von dem Verhaltnisse dv :du, also nicht von der
Richtung ab, welche das Curvenelement ds hat.
Sind a, R 7 die Cosinus der Winkel, welche die Tangente einer auf der

Flache durch P gehenden Curve in P mit den Achsen bildet, so ist
dx dy dz

a= ds’ N= Ts’ T= ZN-
Setzt man hier die Werthe aus 1. und 2. ein, und bezeichnet das Verhaltniss
dv :du mit k, so erhdlt man
(dx , ex\ ,  (dy dy\ (cz Tdz\ ,.T
4 a— + kTv) Nt P_ (du + k —\Ji + kTv) IN"
wobei V= ye2 2fk Hgk2.
Far eine andere durch P auf der Flache gezogene Curve haben dv :du und
a, B 7 andere Werthe k', a', B, 7. Der Winkel ft, unter dem sich die Curven
in P schneiden, bestimmt sich aus
<wft = aa' + RB I
mit Hulfe der Werthe 1. und der entsprechenden Werthe fir a', 8, 7' zu
e 4-f(k 4- #) 4-gkk’
Y(e  %fk 4- gk2) {e 4- 2fk" 4- gk'2)
Die den Verhaltnissen k und k' zugehorigen Curvenelemente sind daher
normal zu einander, wenn
6. e+ f(k 4- k) + gkk' = 0.
4. Ist Il ein Punkt der Tangente einer durch P gehenden Curve auf der
Flache, und PU — R, so gelten die Gleichungen
dx Y ,dz
X = "-y = R~t'"~z = R ds-
Fuhrt man hier die Werthe fur dx, dy, dz ein, und eliminirt dann du und
dv, so erhalt man

5. cNft =
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Dies ist die Bedingungsgleichung dafir, dass 11 einer Tangente der Flache
im Punkte P angehort, ist also die Gleichung der Tangentenebene.

Sind p, g, r die Cosinus der Winkel der Normalen mit den Coordinaten-
achsen, und t ein noch unbestimmter Faktor, so hat man aus 1.

2.

Quadrirt man diese Gleichungen und addirt, so ergiebt sich fir die Grosse t
die Gleichung
3. t2 = eg —f 2,

wodurch nun p, g, r vollstandig bestimmt sind. Da die Normale eines Flachen-
punktes mit jeder in diesem Punkte berihrenden Flachentangente rechte Winkel
bildet, so ist fur jede Verschiebung dx, dy, dz des Punktes P entlang der Flache
4. pdx 4- qdy 4- rdz — O0;

fuhrt man die Werthe fur dx, dy, dz ein, so folgen in Ricksicht auf die Unab-
hangigkeit von du und dv aus 4. die beiden Gleichungen

:O’

= 0.

5. Differenzirt man die vorigen Gleichungen nach u und v, so erhdlt man
die vier Gleichungen

dp dx dg dy dr dz
du du du du du du
dp dx dg dy dr dz _ -
dv du dv du dv du h F 0’
cp dx dg dy dr dz
du dv du dv du dv
dp dx dg dy dr dz 3
dv dv cv dv v iut =0

wobei durch E, F, G die Grossen bezeichnet werden

4- £ = 0,

4-~=0,

d2x
E SSp du?
2 d2x
. F = PYudv
_ d2x d2y d2z
G =P g2 A dv2 dv2

Diese Grossen sind bei der Untersuchung der Krimmungen der durch einen
Punkt der Flache gehenden Curven der Flache von Bedeutung und werden als
die Fundamentalgréssen Il. Ordnung bezeichnet.

Multiplicirt man die erste der Gleichungen 1 mit du2, die zweite und dritte
mit dudv, die dritte mit dv2 und addirt, so erhdlt man
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3. dpdx4-dqdy 4- drdz -y- Edu2 4-2Fdudv 4- Gdv2 = 0,
wobei wie immerdp} dq, dr dievolistdandigen Differentiale

wo_ dp dp

dP = du du 4av dv, u s w.

bezeichnen. Differenzirt man No. 4, 4 nach dem Winkel zweier Tangenten
einer auf der Flache liegenden Curve, so erhélt man
d dx d dy d dz dp dx dp dy dr dz
4 dx ds %x ds " TdkdsTakds Fax ab - O
Dividirt man 3. durch dxds, und subtrahirt dann 4., so ergiebt sich die
Gleichung

d dx d dy d dr Edu24- 2Fdudv 4- Gdv2
Ndx ds N NMdx ds E rdx ds dx ds
. d dx d dy d dz
Die Grossen > Ix ds'} dx ds s™nct No. 4, 12) die Cosinus

der Winkel, welche die Hauptnormale von s in P mit den Achsen bildet; die
linke Seite ist daher der Cosinus des Winkels zwischen dieser Hauptnormalen
und der Flachennormalen. Bezeichnen wir denselben durch 0, und den
Kriammungsradius der Curve ~in ? mit p, so folgt aus 5.

1 dx Edu24- 2Fdudv 4- Gdv2

p as ds @S edu2 4- 2fdudv 4- gdv2

Die rechte Seite hangt nur von der Lage des Punktes P und von dem Ver-
haltniss dv : du ab, hat also unverandert denselben Werth fir alle Curven s der
Flache, welche in P eine gemeinsame Tangente haben.

Eine auf der Flache liegende ebene Curve, deren Ebene die Flachennormale
in P enthélt, wird als ein Normalschnitt der Flache im Punkte P bezeichnet.
Der Krimmungsradius p des Normalschnittes, der die zu dem Verhéltnisse du : dv
gehorige Flachentangente beruhrt, ergiebt sich aus 6. fur 0 = 0. Daher ist

p = pecosO.

Hieraus ergiebt sich der Satzz Der Krimmungsradius einer Curve ©
der Flache in P ist gleich dem Krimmungsradius des durch die
Tangente von j in P gefihrten Normalschnitts multiplicirt mit dem
Cosinus des Neigungswinkels der Ebene dieses Normalschnitts und
der Hauptnormalen von s.

6. Durch Ausrechnung der linken und rechten Seite Uberzeugt man sich
leicht von der Identitat

(e4-2fk -hgk2)iE 4- 2FE 4- Gk'2) 4- (e 4- %fti -tgk'2) (E 4- 2Ek 4- GW)
h =2[«4-f{k-y-k')-y-gkk'] [Ey-E(ky-k")y-Gkk") + (eG—2/E-hg£)(k—k")2,

Sind e, f yg die Fundamentalgréssen 1. O. und k, k' die Werthe von dv \du
fur zwei in P sich rechtwinkelig schneidende Curven der Flache, so ist

e 4-f{k 4-k") 4-gkk' = 0;
die ldentitat 1. liefert in diesem Falle
<+ 2/ i+ gk2) (E 4- 2FH 4- Gk'2) 4- (e 4- 2f# 4-gk’2) {E 4- 2Fk 4- Gk2)
— ipG — % /E 4-9gE) (k—k)2.

Hierin sind E, F, G noch ganz beliebige Groéssen; ersetzt man E, F, G
durch e, f, g, so erhdlt man
2. (e 4- 2/-6 4- gk?2) (e 4- 2fk" 4-gk'2) = t2(k — k")2.

Aus dieser Gleichung und der vorigen ergiebt sich

E+ZFk + Gk2 E 4- 2EE 4- Gk'2 eG — ~fF + gE
ed- 2/£ 4-gk2 + e 4-2//P -bfF 2 ~ “ot2 '
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Sind nun E F, G die Fundamentalgréssen Il. O., so sind die Quotienten
der linken Seite die reciproken Krimmungsradien der beiden Normalschnitte in
den auf einander senkrechten Richtungen k und k'; bezeichnet man diese Radien
mit p und p, so ist daher
0 14_1_: eG—2/7A'4—gE‘

p p t2

Die rechte Seite hangt nur von der Lage des Punktes P ab, ist dagegen
unabhéngig von k oder k*. Dies ergiebt: Fir jeden Punkt der Fléche ist
die Summe der Krimmungen zweier sich rechtwinkelig schneidenden
Normalschnitte constant.

7. Die Krimmung eines Normalschnitts

I _ E+ 2Fk + Gk2
p— e 4-2fk 4- gk2
ist nur dann von k unabhéngig, wenn E G

e~f~gs
der gemeinsame Werth dieser Quotienten giel?t dann zugleich die Krimmung an.
Durch Auflésung der beiden Gleichungen 1. werden einzelne Punkte der Flache
erhalten, die die Eigenschaft haben, dass alle Normalschnitte in diesen Punkten
gleiche Krimmung besitzen. Diese Punkte heissen sphérische Punkte oder
Nabelpunkte. In besonderen Fallen treten auch Nabellinien auf, deren
Punkte sammtlich Nabelpunkte sind.

8. Dreht sich die Normalebene in einem Punkte der Flache, der nicht
Nabelpunkt ist, um die Flachennormale, so &andert sich 1:p und kehrt nach
Vollendung der Drehung zum Ausgangswerthe zuriick. Daher muss dabei 1:p
wenigstens einmal einen Maximalwerth und einmal einen Minimalwerth erlangt
haben. Die Richtungen k, welche diesen eminenten Werthen entsprechen, werden
erhalten, wenn man 1:p nach der Variabein k differenzirt und die Werthe von k
bestimmt, fir welche dieser Differentialquotient verschwindet. Man erhélt

Die gesuchten Werthe von k sind daher die Wurzeln der quadratischen
Gleichung

E F G E E G
2. £2=0.
e f g e f g
Da wir uns Uberzeugt haben, dass ein Maximalwerth und ein Minimalwerth
der Krimmung existiren, so folgt, dass diese Gleichung stets zwei verschiedene
reale Wurzeln hat. Die beiden Normalschnitte, die durch diese Gleichung
bestimmt sind, heissen die Hauptnormalschnitte, ihre Krimmungen die
Hauptkrimmungen, ihre Ebenen die Hauptnormalebenen, ihre Tangenten
die Hauptkrimmungstangenten, und deren Richtungen die Haupt-
krimmungsrichtungen.
Sind kx und k2 die Wurzeln von 2., so ist
GE F G
g * f

E F
3 mkxk.2 . m (k1 4- R25\1=

Hieraus folgt
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4. f+ f(kx4-k?)+ 8212 —01
dies ergiebt den Satz: Die Hauptkrimmungsrichtungen sind normal zu
einander. Sind px und p2 die Hauptkrimmungsradien, so folgt (No. 6, 3)

; 1 1 _ eG— 2fF 4-gE

Pi P2
Ersetzt man in No. 6, 2 k und k' durch kx und k2, so ergiebt sich
6. (*4- 2fkx 4- gk?) (e4- 2fk2H "~ 2) = L20* ~ kzY »
Aus 3. folgt ferner fur die Hauptkrimmungsrichtungen die Gleichung
7. E 4- F (kx —k2) 4- Gkxk2 = 0.

Setzt man nun in No. 6, 1
k= k1, k"= k2, e=E, f —F, 9= G,

und versteht unter E, F, G Hauptgrossen zweiter Ordnung eines Punktes F und
unter kx und k2 die fur die Hauptkrimmungsrichtungen geltenden Werthe von
dv :du, so sind 6. und 7. erftllt und die Identitait No. 6, 1 liefert
8 (A4-2Fkl4- Gk?) (A 4-2Fk24-Gk?) = (GE— F 2) (kx

Dividirt man 8. durch 6., so erhalt man

1 EG — F2

Aus 5 und 9. erkennt man, dass die Hauptkrimmungen die Wurzeln der
quadratischen Gleichung sind

10. t2*ph = (6— 2/A4%mgk) =1 + E@ — F<Z= °-
Um zu entscheiden, welche Wurzel dieser Gleichung zu kx, welche zu k2
gehort, bilden wir die Differenz
1 1
Pi P2
und erhalten
A 4- 2Fkx + Gk2 £+ 2A + Gk?
e + 2fk x 4- gk? e + 2fk 24- A2
Hieraus folgt nach Beseitigung der Nenner in Ricksicht auf 6

) E  2Fkx4- Gk? E 4- 2Fk24- Gk?
A(M —k2)2i2 =

e %fkl 4- X 4-2/N + AN22

E F GE FG
AN N N N (kX-t- k7)—2 YA H
1 ) g (g A2

Fiahrt man rechts fur die Determinanten die Werthe 3. ein, so erkennt man,
dass der Klammerinhalt

F G
(kx - k?)2
f g
betrédgt, und erhélt hieraus fur die gesuchte Differenz
F G kx k2
11 A=

Ist kx die kleinere der beiden Grossen kl und k2, so ist daher px der

kleinere oder der grdssere Hauptkrimmungshalbmesser, je nachdem
Fg — G f 0.

9. Bezeichnet ft den Winkel zwischen der Tangentenrichtung k und der
Haupttangentenrichtung klIf so ist 90° — ft der Winkel zwischen den Richtungen
k und k2\die Formel No. 3, 5 liefert

ed~f(k 4- kx) 4-gkk?2
(e4-2fk-hgk2) (ed-2/"x-\-gk?)’

BF-f(k 4- k?) 4- gkk?)2

SIN28= oV K-Fgk2)(e-h2 fk2-j-gk?)"

€0s28 =
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Fur die Krimmung 1:p des die Richtung k enthaltenden Normalschnitts
und fir die Hauptkrimmungen folgt aus No. 4, 6
I F + %Fk 4- Gk2 1 A 4- 2F kx 4- Gk? 1 A 4-2Fk.24- Gk?
p e+ 2/k 4-gk2’ Pl <?4-2f~kl-hgk?’ p2~ ed4-2fk2-t-gk? '
In Folge der Gleichungen
e+ /(/14-k?) 4-gkxk2 = 0, E 4- F(kx4-k?) 4- Gkxk2= 0
hat man die Reductionen
e 4-f(k 4- kx) 4- gkkx = (/ 4-gkx) (k —k2),
e 4-f(k 4- k2 = gkk2 — (/-+-gk2) (k — k?),
*m+ 2fk x 4- gk? (f+ gk?)(kx- k 2),
e 4- Zfk2 4- gk? (f+ gk2) (k2 — kx),
A4- 2FkN 4- Gk? = (A4- Gk?) (kx — k2),
A 4- 2Fk2 4- Gk? — (A4- Gk?) (k2 — kx) .
Hiernach erhélt man

cos2ft 2ft =
2fk  -gk2 kt kAN e 4- 2fk 4-gk2 k2—kx

1 A 4- Gkx A4- Gk2

* g ’
daher ist Pl f + g*1l 2 f 4“gk2

cos2ft  sin2ft  (A4- Gk? (k—k2)2 — (A 4- Gk?) (k — kx)2
Pl P2 (€2 4- 2/74- rk2) (k1 k?)
2Fk  Gk2—F(kx hk2 — Gkxk2
(«4 ZTk+gk2)
Addirt man zum Zéhler A F (k1 +mk?) 4- Gkxkg = 0, so erhalt man
schliesslich

cos2ft  sin2ft 2FK  Gk2
Pi P2 * -2fk gk21
also ist cos2ft  sin2ft
P Pl P2

Diese Formel lehrt die Krimmung eines Normalschnitts Waus den Haupt-
kriimmungen und aus den Winkeln zwischen N und den Hauptkrimmungs-
richtungen finden.

10. Rechnet man das Bogenelement einer Raumcurve positiv, so hat der

Krimmungshalbmesser
ds

P = dx

einen positiven oder negativen Werth, je nachdem dz positiv oder negativ ist.
Die Tangenten in den Endpunkten des Curvenelements ds bilden zwei spitze
verschwindend kleine Winkel vom Arcus dx und zwei stumpfe Winkel, in deren
einem das Bogenelement ds enthalten ist. Da der Krimmungsmittelpunkt auf
dem Schnitt der Normalebenen in den Enden von ds liegt, so folgt, dass derselbe
mit ds auf derselben Seite der Tangente liegt. Die Tangenten aller Normal-
schnitte in einem Punkte einer Flache sind in der Tangentenebene vereint.
Haben nun die Hauptkrimmungen 1 : Pl und 1:p2 entgegengesetzte Zeichen, so
folgt, dass die Curvenelemente dsx und ds2 der Hauptnormalschnitte und daher
auch die Hauptkrimmungscentra auf entgegengesetzten Seiten der Tangenten-
ebene liegen. Die Gleichung

cos2$ sin2$

-p — = 0,
deren Ldsungen sind

Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. Il 31
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1 tangft = + -]/— P2ePl>

bestimmt dann zwei Normalschnitte von der Krimmung Null, und fir diese ist
im Allgemeinen P ein Wendepunkt. In diesen beiden Normalschnitten tritt,
wenn wir uns die Normalebene um die Normale in einer Richtung gedieht denken,
der Uebergang von positiver zu negativer Krimmung ein; in den langenten
dieser beiden Normalschnitte durchdringt die Flache in der Umgebung von P
die Tangentenebene.

Bei einem einschaligen Hyperboloide und bei einem hyperbolischen Para-
boloide sind diese Normalschnitte, in welchen das Vorzeichen der Krimmung
wechselt, die beiden Geraden der Flache, welche durch den Flachenpunkt 1
gehen. Die Hauptkrimmungsrichtungen einer Regelflache zweiten Grades halbiien
daher in jedem Punkte der Flache die Winkel der durch diesen Punkt gehenden
Geraden der Flache.

Haben dagegen beide Hauptkrimmungen dasselbe Zeichen, so haben gemass

der Formel )
1 cos2” sin28§

P Pl P2

alle Normalschnitte Krimmungen desselben Zeichens; alle von P aus gehenden
Curvenelemente liegen daher auf derselben Seite der Tangentenebene, in dei
Umgebung von P hat die Flache ausser P keinen Punkt mit der Tangentenebene
gemein, und liegt ganz auf einer Seite der Tangentenebene. Dieses Verhalten
zeigen die nicht geradlinigen Fldchen zweiten Grades in allen ihren Punkten.

11. Eine abwickelbare Fldche ist der Ort der Tangenten ihrer Rickkehr-
kante (Cuspidalcurve); man kann daher die Coordinaten der Punkte einer solchen
Flache darstellen, indem man von den Gleichungen ihrer Rickkehrkante aus-

geht. Sind dieselben
x=/1(u, y=/2W), z= /3,
so sind die Gleichungen der Tangente dieser Curve im Punkte P

s— A _ opja - Zi
fi ~ 7
Bezeichnet man den gemeinsamen variabeln Werth dieser Quotienten mit v,

so erhdlt man die Coordinaten 8 rj, Cirgend eines Punktes einer Tangente, d. i.
also irgend eines Punktes der von diesen Tangenten beschriebenen Flache durch
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Aus 2. und 3. folgt
4- EG — — 0,
wahrend e g —f 2 von Null verschieden ist. Daher schliessen wir (No. 8, 9): In
jedem Punkte einer abwickelbaren Flache ist eine Hauptkrimmung
gleich Null; die Gerade, langs welcher die abwickelbare Flache wvon der
Tangentenebene beridhrt wird, ist also ein Hauptnormalschnitt, und enthalt die
minimale Krimmung; der zu dieser Geraden senkrechte Normalschnitt enthélt
die maximale Krimmung. Die beiden Richtungen, in welchen im Allgemeinen
ein Wechsel des Vorzeichens der Krimmung statt hat, fallen hier in eine,
namlich in die BerlUhrungsgerade zusammen.

Wahlt man x undy selbst zu unabhéngigen Variabein, so ist

dx _ , dy _ ~ dz_ _ dx dy dz dz
du " du * du dx’ dv odv dv dy
und daher
dz
= - --N r= 1:N,

v -©'-(E)’

Ferner ist

folglich

d*z d2z _ [/ d2z\2

dx2 dy? [dxdyj ~
Wir werden spater in der Integralrechnung nachweisen, dass jede Flache
abwickelbar ist, sobald sie in allen ihren Punkten der Gleichung 5. genigt.

12. Die Coordinaten der Punkte einer normalen axialen Schrauben-
flache werden durch die Gleichungen dargestellt
X = vcosu, y — vsinu, z = mu.

Aus denselben folgen die Werthe

Die Fundamentalgréssen erster Ordnung sind
e —v2H m2, f = 0, S
Das Bogenelement folgt hieraus zu
ds - ~/z2 -f- nP «du

1
P

Ferner ist
12 = 2 -I- .

3i
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Die Grossen p, q} r folgen aus
pt — — msinu, qt = mecosu, rt = —v.
Ferner folgt

E = 0, £ = - YR = G = 0.
V22 + ftl2
Die quadratische Gleichung zur Bestimmung der Hauptkrimmungen ist daher
_Q 9 _9
p2 v 2 mi = O'

sie liefert fir px und p2 die beiden Werthe
V2 | m2

Die Hauptkrimmungen sind also dem absoluten Betrage nach gleich der
Torsion der durch den Punkt auf der Schraubenflache construirbaren coaxialen
Schraubenlinie.

Die Gleichung zur Bestimmung der Hauptkrimmungsrichtungen wird

— (v24~-20) t- k2= 0
und liefert k = de ]/v2 4- m2.

Der positive Werth von k gehdrt zum positiven Hauptkrimmungsradius.

Fur den Winkel der auf der Flache liegenden Geraden z = mu, welche
einen Normalschnitt von der Krimmung Null enthalt, und der Hauptkrimmungs-
richtung kx erhalt man aus No. 10, 1

L
tang™s = 1, W= j e

Die Krummungsrichtungen durchschneiden also die Geraden der Flache
unter dem constanten Winkel von 45°.

13. Die Coordinaten der Punkte der centralen Flache zweiten Grades

1 / = — r -1 =0
konnen durch die Parameter u, v ausgedrickt werden, die den Gleichungen
genugen
*2 y2 z2 1= 0 *2 y2 22 1=
a-hu'b-hu'c-hu ~" a-hv b 4-v c-\vVv
Die Parameterlinien sind die Schnitte von f mit confocalen Flachen. Die
dem Punkte P zugehorigen Parameter sind die Wurzeln der Gleichung
X 2 y2 N 22 _ 1
a-{w b4-w c4-w
In Rucksicht auf/ = 0 findet man
x2 y2-hz2= u-\-v-\-a-\-b-\-c,
ax24- by24-cz2= {ud-vi-ad-b-t-c)(ad-bd-c)4-%v ab 2ac— bc.
Hieraus und aus 1. folgen die Coordinaten

O <C=b)wybaw Fa),

y2 = A d m(ud-b)(va-b), wobeid= (b—c)(@a—c)(b—a),

c(b —a )

cb—2a) (u 4~ c}’v(v 4- ¢,

daher ist

d x X Oy _ Nz oz

2 4“ a da u du ad~c
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gAX 1 1= dz
* dv v a’ dv Y £ “ o ¥-1-C
ufu — V) B _ Ze—w
& — 4, - 4 =0 9= 4F ;

wobei £7= W Q4 N(« + M), F= @+ G4-3) @4 P
Ferner findet sich

dxyz2(w —v)
TOV
abc
uv
az2r
du2 (u4-a)2’ a«2 O 4-a)2’ du2 ~ (u4-F2°
d2x d2z —d) 1

krimmungen sind
1 1-t/abc 1 11/ abc
Px Uy W'’ pb v V uv
14. FUr Rotationsflachen, deren Achse in die Z-Achse fallt, nehmen wir
den Radius eines Parallelkreises und den Arcus des Winkels, den er mit der

AZ-Ebene bildet, zu Parametern u und W dann sind die Gleichungen

X = ucosv, y = usinv, z = oW
Daher erhalt man
dx ) dy dz
du - OV u Tu
dx _ .o dy ] dz
— = —usinv; == = ucosv, o
dv uz; dv =
d2x 21f =
duz = O duz = O a2 A
d2x d2y d2z 0
dudv = SMWi o gugy T 0% dudv *
X d2y . d2z
v = — ucosv; dv2 = — «sinv; dT ~ 0:
«= 14 492; [/ = 0 g = u2\ t:W/14—<Q;
P = 2WZ» N= r sinv, r — ) 2
yi+ 272 yi ® yi
2
— : 7/\:0’ G = — 5
£ EVIR (7 i/1 N2
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Die Hauptkrimmungsrichtungen fallen in den Meridian und den Parallelkreis;
die Hauptkrimmungen sind

J 1 y' 1

B (+ya P (iL7a)i

§ 11. Einhullende Curven und Flachen.

1. Wenn die Gleichung einer ebenen Curve eine unbestimmte Grosse (Para-
meter) a enthdlt, so &ndern sich im Allgemeinen Lage und Gestalt der Curve,
wenn man dem Parameter a nach einander verschiedene Werthe ertheilt. Giebt
man a einen kleinen Zuwachs Aa, so geht die Curve f(x, y, a) = 0 in die neue
Curve f(x,y, a-+ Aa) = 0 Uber. Beide Curven haben reale oder complexe
Schnittpunkte; wir fassen einen derselben P x ins Auge. Verschwindet Aa, so
nahert sich Px im Allgemeinen einer bestimmten Grenzlage P.

2. Ist die Curvengleichung auf a reducirt,
H>y) = «
und y eine eindeutige Function von x und y, so haben zwei Curven, die zu
verschiedenen Werthen von a gehdren, keinen im Endlichen liegenden Schnitt-
punkt. Denn die Gleichungen
y(xy) = a,
y(tf, y) — a + Aa,
sind fUr endliche Werthe von x und y nicht vereinbar.

3. Wenn y eine mehrdeutige Function ist, so besteht die Curve y(x, y) = a
aus zwei oder mehreren Abschnitten, welche den verschiedenen Werthsystemen
y entsprechen. Die Curve z. B.

X + j/Ix2—y2 = a
ist eine Parabel mit dem Parameter a. Die beiden Abschnitte gehdren den
Gleichungen zu

X + fIx2—y2 = a, X —j/x2—y2 = a,

wobei die Wurzel in beiden Gleichungen positiv zu nehmen ist. Diese Abschnitte
werden durch die Punkte getrennt, fur welche x2~ y2 = (); die Coordinaten
dieser Punkte sind

X = a, y= % a

4. Sind yx, y2, . . y« die verschiedenen Werthe der /zdeutigen Function v,

so besteht die Curve y = a aus den Abschnitten
?2i = a> y2: a,...yA— a.
Die Theile zweier Curven
V= a, =a+ Aa

haben keinen endlichen Schnittpunkt; ein Schnittpunkt der beiden Curven

y=a und y= aH Aa
kann daher nur zwei Abschnitten yz und y™ mit verschiedenem Index zugehoren.
Wir betrachten den Schnittpunkt der Abschnitte

y-= a, w= a+ Aa

Nahert sich Aa der Grenze Null, so erhalten y, und y* denselben Werth a.
Bezeichnen wir die Grenzpunkte zweier Abschnitte einer Curve als Verz weigungs -
punkte der Curve (womit keineswegs gesagt sein soll, dass in diesen Punkten
verschiedene Curvenzweige in auffalliger Weise zusammenlaufen), so ergiebt sich
hieraus: Die Grenzlagen fur die Schnittpunkte der Curven y = a und
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— a -f- Aa fir ein verschwindendes Aa sind die Verzweigungspunkte
der Curve y = a.

Die Bahn, welche die Verzweigungspunkte der Curve y = a beschreiben,

wenn a sich willkdrlich andert, nennen wir die Verzweigungscurve des

Curvensystems y = a.
5. Ist y eine «deutige Function, so geben wir der Gleichung der Curve

die Gestalt . n
1 f(pc, y, @) s= (yt —a)(y2—a) . ... (Y a —u, ~»

worin sammtliche Coefficienten der Potenzen von a eindeutige Functionen sind.
Die Bedingung dafur, dass zwei von den y2 zusammenfallen, ist

df _
2, da = 0.
Denn man hat sofort
2/ f f f f
da yt — a y2 — a y3—a _ a
Die Function / verschwindet, wenn man fur a einen der Werthe y1? .. . y«

setzt. Fur a = y2 verschwinden alle Glieder der rechten Seite von 3., mit Aus-
nahme des Gliedes /: (y* — <9, weil alle genannten den Faktor (yz— a) haben.
Soll nun fir irgend einen Werth von y2 die rechte Seite von 3. verschwinden,
so muss das Glied f : (y2— a) den Faktor (y2 a), alsof den Faktor (yz a)
enthalten, w. z. b. w.

6. Ohne Rucksicht darauf, ob die Function fix, y, a) algebraisch fur a ist,
oder nicht, ergiebt sich die Gleichung der Verzweigungscurve in folgender Weise;
wir machen dabei die ausdriickliche Voraussetzung, dass x, y und a in / nur in
eindeutigen Verbindungen Vorkommen.

Der Schnittpunkt der Curven

f(x, z, a = 0, f(x,y,a+ Aa) =0
befriedigt auch die Gleichung
fix,y, a+ Aa) —f{pc,y, a) = ~
Aa

Geht man hierin zur Grenze fur ein verschwindendes Aa Uber, so eihélt
man: Ist fix, y, a) eine eindeutige Function von Xx,y, und a so wird
die Gleichung der Verzweigungscurve des Curvensystems f(x,y, a) = 0
durch Elimination von a aus den beiden Gleichungen gewonnen

fix,y, a = o und d~JPb> = 0.
7. Die Richtung der Tangente in einem Punkte der Verzweigungscurve
\Trd erhalten, indem man
fix,y, « = 0
unter der Voraussetzung differenzirt, dass darin a eine durch die Gleichung
dfjx, y, o) - 0
da

definirte Function von x undy ist. Hiernach ergiebt sich
, (df df Oa\ . (df df m

3. y da dx)’ da dy)
In Folge der Gleichung 2. reducirt sich dieser Werth auf
o ?2/. 0/
4 y — — dx =dy’
ausser in dem Falle, wenn die beiden Bedingungen erfullt sind
df 0/ _
5 ax = O oy T ¥
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Der letztere Fall ist durchaus kein seltener Ausnahmefall. Wir werden
spater, bei Gelegenheit der Differentialgleichungen, leicht herzustellende Gruppen
von Curven kennen lernen* bei welchen die Gleichungen 5. fur alle Punkte der
Verzweigungscurve erfullt sind.

Die Gleichungen 5. sagen aus, dass die Curve f(x,y, a) — 0 einen Doppel-
punkt hat (Differentialr. § 15); die Verzweigungscurve erscheint daher als die
Gurve, welche die Doppelpunkte des Curvensystems f(x,y, a)j= 0
enthalt.

Durch Differentiation der Curvengleichung No. 5, 1 nach x undy ergiebt sich

Fur einen Punkt der Verzweigungscurve verschwinden sdmmtliche Quotienten
(?* — «)j wenn nun keiner der Differentialquotienten dy,-:dx, dfildy
unendlich gross ist, so tritt der Fall ein
df df
M = 0, oy 0.

Wenn die Gleichungen 5. nicht bestehen, so féllt nach 4. die Tangente der
Verzweigungscurve in einem Punkte P derselben mit der Tangente der durch P
gehenden Curve f(x, y, a) = 0 zusammen, die Verzweigungscurve wird daher in
jedem ihrer Punkte von einer Curve des Systems beruhrt. Aus diesem Grunde
bezeichnet man die Verzweigungscurve als die EinhUllende des Curvensystems

f{x,y, ag = 0
8. Beispiele. A. st
D f = x2-hy2— 2acosa *x — 2bsina -y = 0,

so besteht das Curvensystem aus
Kreisen, die den Nullpunkt ent-
halten und deren Centra auf dem
Perimeter einer Ellipse mit den
Halbachsen a und b liegen. Man
erhalt

2, b;daf==2asina-x—2bcosa-y= 0.

Die Gleichungen 1. und 2.

ergeben
(x2 -(-y2) ax
2 L - 2(a2x2 + by2)’
' ) (X2 +y2) by
sin ol =

2(a2x2 + by 2
Quadrirt man, addirt, und beseitigt den Nenner, so folgt
4a2x2 -|- 4by2 — (x2 y22 = 0.
Dies ist die Fusspunktcurve der Ellipse mit den Halbachsen 2a und 2b.
Aus 1. folgt
df n df
ffx ~ x — 2a cosd, = y—2bsina;
wenn man die Werthe 3. einsetzt, so erhdlt man
df (b2 — a2)xy2 df @2— b2)xyy
dx a2+ ~y2’ dy ax?2-- by 2
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Diese Werthe verschwinden nur fir den isolirten Punkt der Fusspunktcurve

X —y — 0.
B. Fur die Sinuscurven
4. / =3y + mv. — sin(x -+~na) = 0
hat man
nf
Ta 5 m — ncosix 4-na) = 0.

Hieraus folgt
X -\ na = Arecos

und wenn man dies inf einsetzt

\
Arecos —— x\ = yn2—m2.

Diese Gleichung stellt eine Schaar gleichweit von einander entfernter
paralleler Geraden dar.
C. Die Gleichung
f = x2—2ay —a2—b=0
ergiebt fur verénderliche a ein System von Parabeln, welche die F-Achse zur
Symmetrieachse haben. Reducirt man auf a, so ergiebt sich
y Y€  ar b2 — a.
Hieraus folgt die Gleichung der Einhullenden
X2 q_jp2 — P2 — 0 .
D. Die Gleichung der Einhullenden des Systems von Geraden
f ==2x -f 3ay + a3 = 0
ist die Bedingung fir das Zusammenfallen zweier Wurzeln dieser cubischen
Gleichung; die Einhullende ist daher die semicubische Parabel
x2 +y3 = 0.
E. Bei den Untersuchungen uber Differentialgleichungen werden wir dem
Curvensysteme begegnen
7. (?! —a)(?8~ °0 = °*
wobei y die zweiwerthige Function bezeichnet

s N\1!
¥= I(}/x2—xy —y -h 2x —= Are tans: KV_ -
§ y—yhag y | )

Die Verzweigungscurve ist

-y — 0.
Ferner ergiebt sich
d@ I/x2"— xy 2X 1
dx ~ x(2x-y-h }/x2—xy)’ dy 2X —y-h}/x2—xy

Diese beiden Differentialquotienten sind fir die Punkte der Verzweigungs-
curve nicht unendlich gross; folglich hat die Curve 7. in ihrem Schnittpunkte
mit der Verzweigungscurve einen Doppelpunkt, die Verzweigungscurve kann nicht
als die Einhtllende des gegebenen Curvensystems bezeichnet werden.

F. Wenn in der Gleichung 7.

¥=f-p
wobei f und $>ganze rationale Functionen von x undy sein mdgen, so ist
erp  df 1 &
dx dx  2J97 dx’
d¥ df 1
dy —dy + 2yYy dy'
Die Verzweigungscurve ist
4 = 0.
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FOr die Punkte derselben sind 89:dx und £9 :8 = 0 unendlich gross.
Die rationale Curvengleichung ist
(/—a)2—p= 0;
aus dieser Gleichung folgt
2 (f-a)df- dp = 0.

Fur die Punkte der Verzweigungscurve ist f = a, daher bestimmt sich die
Richtung einer Systemcurve in dem Punkte, den sie mit der Verzweigungscurve
gemein hat, aus der Gleichung

dp = 0,
stimmt daher mit der Richtung Uberein, welche die Verzweigungscurve in dem-
selben Punkte hat.

9. Wenn eine Curvengleichung

1 f(x,y, 04, a2, a3,...a,) = 0

n unbestimmte Parameter 04, a2, a3, ... anenthalt, die durch n — 1 Gleichungen
verbunden sind

2. (04, 04, ..a,) = 0, q2(04, a2, ..4a,) =0, ... .9«-i (04, a2, ..4a,) = 0,

so kann man aus den Gleichungen 2. alle Parameter durch einen derselben, z B.
04 ausdriicken; fuhrt man diese Werthe in 1. ein, so enthadlt 1 nur noch den
unbestimmten Parameter 04, und man ist damit zu dem vorigen Falle zurick-
gekehrt. Statt dessen kann man auch folgendes Verfahren einschlagen: Man
differenzirt 1. und 2. nach den Parametern, bildet also die Gleichungen

y 8f of ~
ca, 8am o— =0
d 8ot d d 0
coa M Ba, 92% gau ‘3" —
g?2 =
804 dax 8a da. 8a, daH 0,
g i:___1_ 89((—1 __’\9»-i _
404 «@, gag Ja9H...F g0 tda, 0.

Aus den n Gleichungen 3. eliminirt man die Differentiale r/04, ~a2, */a3, . .
und erhalt

Aus den (n -~ 1) Gleichungen 1., 2., 4. hat man schliesslich die Parameter
04, a2, . . a, zu eliminiren; die Resultante ist die gesuchte Gleichung der Ein-
hallenden.

10. Wenn die Gleichung einer Flache
1. f{x,y, z,a —0
einen unbestimmten Parameter a enthdlt, so genlgt die Schnittcurve der Flachen

fix,y, z,a =0, f{x,y,za+ 6 =0

auch der Gleichung
0 /70>y, z, a-y- 8 —fjx, y, 2z ¢ = Q

Die Grenzlage T, welcher sich die Schnittcurve der beiden Flachen bei ver-
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schwindendem 8 né&hert, geniigt daher der Gleichung 1. und der durch Grenz-
Ubergang aus 2. sich ergebenden Gleichung

8fix, vy, z & _

cd -

Die Flache, welche die Curve T beschreibt, wenn a die Zahlenreihe durch-

lauft, wird als die einhiillende Fldche der den unendlich vielen Werthen

von a entspringenden Flachen fix, y, z, @) — 0 bezeichnet.

Man kann 1. als Gleichung der Einhullenden betrachten, wenn man hierin a

als eine Function von x, y, z ansieht, die durch die Gleichung 3. defmirt ist.

Die partialen Differentialquotienten dz : 8x und dz : 8y ergeben sich daher aus

0.

FUr jeden Punkt einer Curve F ist df'.da = 0; daher redlichen sich die
Gleichungen 4. auf die Gleichungen, aus welchen sich 8z :dx und dz : 8 fir die
eingehullte Flache f{x,y, z @) bestimmt. Da nun durch die partialen Differential-
guotienten von z die Stellungswinkel der Tangentenebene bestimmt werden, so
folgt: Die Flache, welche eine einfach unendliche (d. i. durch Ver-
anderung eines Parameters erzeugte) Reihe von Flachen einhallt, berdhrt
jede Eingehillte langs der Curve, die sie mit ihr gemein hat.

Jede Curve F wird als eine Charakteristik*) der einhtillenden Fléache
bezeichnet; jedem Werthe des Parameters a entspricht eine Charakteristik V (a).
Auf jeder der eingehtllten Flachen liegen zwei unendlich nahe Charakteristiken;
namlich die Durchschnitte dieser Flache mit der in der Reihe der eingehillten
unmittelbar vorangehenden und der mit der néchstfolgenden; daher schneiden
sich je zwei benachbarte Charakteristiken. Die Gleichungen der
Charakteristik F (a) sind
8fjx, vy, z, @ _

5  fix, vy, z a = 0, 6. 8a

die der Charakteristik F (a -f 0) sind

0,

Bf{x.wy, z, @\ =
Vv cd I a+8
wobei in der letzten Gleichung angedeutet sein soll, dass man nach der
Differentiation a durch a H 8 zu ersetzen hat. Convergirt 0 gegen den Grenz-
werth Null, so kann man, da alsdann die Charakteristik 7., 8. auf der Ein-
gelnillten 5. liegt, die Gleichung 7. durch

Iim]‘ix, y, z, a-h 8 —fix, vy, z, @) d8f
a

7. fix,y, z a+ 8 = 0 8.

=0
ersetzen; also wird dieselbe mit 6. identisch.
Statt des Systemes 7. und 8. hat man nun das System 6. und 8.; hierin
kann man 8. ersetzen durch
. /'(a+8-/"'(a)_a2 =
lim
8 da"™
wobei /' abklrzend fur den Differentialquotienten von f nach dem Parameter
gesetzt worden ist.
Zur Bestimmung der Schnittpunkte auf einander folgender
Charakteristiken hat man daher die Gleichungen

*) Monge, Application de I'analyse & la geom., 5. ed. par Lionville, Paris 1850, pag. 29 u. f,
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9. fix,y, z,a = 0, N o= 0, N2 = °-

Die Raumcurve, welche diese Durchschnittspunkte enthélt, ist eine Rickkehr-
kante der Einhillenden. Sie ist der gemeinsame Durchschnitt der Einhtllenden
mit den Flachen, die sich durch Elimination von sausf — 0 und dZ\ da2 = 0,
bez. aus df: da = 0 und dZ: da2 — 0 ergeben.

11. A. Als Beispiel wahlen wir zunachst die Flache, welche alle Kugeln ein-
hallt, deren Centra auf einer zur X- und F-Achse symmetrischen Ellipse liegen
und die durch das Centrum der Ellipse gehen. Die Gleichungen dieser Kugeln
haben die Form

1. / == x2 + y2 — 2xacosa — 2ybsina z2 = 0,
wobei a der unbestimmte Parameter ist. Aus 1. erhalt man
1df .
2. — k— s= xasma — ybcosa = 0,
2 5a s y
1d2f
= xacosa -\-ybsina = 0.
2 da2 y
Aus 1. und 2. folgt durch Elimination von a die Gleichung der Eingehullten zu
4, 4a2x2 + 4b2y2 — (x2 y2-t-222 = 0.

Dies ist die Fusspunktflaiche des Ellipsoids mit den Halbachsen 2a, 2b,
c= 0. Sie hat im Nullpunkte einen ausgezeichneten Punkt. Betrachtet man
in 1. und 2. den Parameter a als gegeben, so sind 1. und 2. die Gleichungen
der Charakteristik T (a). Da nun unter dieser Voraussetzung die Gleichung 2.
eine Ebene darstellt, die durch die Z-Achse geht, so folgt, dass die Charakteristiken
Kreise sind normal zur Ebene der Ellipse; zugleich ist ersichtlich, dass die
Ebene einer Charakteristik normal zu dem Ellipsendiameter ist, der zu dem
durch das Centrum der betreffenden Kugel gehenden conjugirt ist. Die Elimination
von a aus 2. und 3. ergiebt

a2x2 + b2 = 0;
diese Gleichung wird nur vom Nullpunkte erfillt; die Rickkehrkante der Ein-
hillenden schrumpft daher in diesem Falle zu einem Punkte zusammen; die
Einhillende zeigt in dieser Hinsicht ein ahnliches Verhalten wie unter den Ab-
wickelbaren der Kegel, dessen Ruckkehrkante ebenfalls nur aus einem Punkte,
der Kegelspitze, besteht.

B. Suchen wir ferner die Flache auf, welche alle Machen Il. O. umhiilit,
deren Gleichungen von der Form sind
5. K = Kx 4- 2aK2 4- a2K3 = 0,
wobei Kx, K2, Ks Functionen zweiten Grades bezeichnen. Man hat
1 c¢K ”
6. 2' 0 ~ K*+ *K3’
, K
2 da2 3
Eliminirt man a aus K — 0 und dK:da = 0, so erhélt man
8. KxK3- K2=0.

Die Einhillende ist daher von der vierten Ordnung und enthélt die Schmtt-
curven der Flache II. O. K2= 0 mit Kx= 0 und Kz = 0; aus 7. folgt, dass
die letztere Curve die Ruckkehrkante der Einhullenden ist.

C. Enthéalt die Gleichung einer eingehillten Flache den Parameter a nur
linear, ist sie also von der Form

? = A 4- atp2 = 0,
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so degenerirt die Einhullende zu der Curve, welche @ mit g2 = 0 gemein hat,
d. i. zu der Schnittcurve von gx — 0 und g2 = 0; die Gesammtheit der Flachen @
bildet dann ein Flachenblschel, dessen Tréger die Schnittcurve der Flachen qx
und q® ist.

12. Enthalt die Gleichung einer Flache f(x,y, z, a, B) = 0 zwei willktrliche
Parameter a und B so kann man nach der Grenzlage fragen, welcher die Schnitt-
punkte der Flachen
1 fia, B) = 0, 2. f(a 4-8 1B = 0, 3. f(a,B4-e = 0
sich ndhern, wenn 8 und e verschwinden. Diese Punkte sind offenbar die Schnitt-
punkte der Grenzlagen, welchen die Schnittcurven von 1. und 2. und von 1 und
3. sich nahern, wenn 8 und e verschwinden, werden daher aus den Gleichungen
bestimmt

df
aaz 0 6. aR

Wenn a und B zugleich um die verschwindenden Betrdge da und ff3 sich
andern, so andert sich die Function f um

fix,y, z, a, ) = 0, 0.

df . df
df da da 4 aR i3,
die Gleichung 1. geht daher Gber in
df _
E da 92 12 M= 0

Die Schnittpunkte von 4., 5. und 6. erfullen auch die Gleichung 6., und wir
schliessen daher: Durch die Schnittpunkte der Flachen 4., 5., 6. gehen alle
Flachen, welche aus f durch verschwindend kleine Aenderungen der Parameter
a und B hervorgehen. Aendern sich a und B stetig, so beschreiben die Schnitt-
punkte von 4., 5. und 6. eine Flache, die als die Einhillende des Systems
der Flachenfix,y, z, a, ) bezeichnet wird. Wahrend das Systemfix,y, z, a) = 0,
dessen Einhullende in No. 4 bestimmt wurde, nur eine einfach unendliche Reihe
von Flachen enthalt, besteht das System fix, y, z, a, ) = 0 aus einer zweifach
unendlichen Anzahl von Flachen.

Die partialen Differentialquotienten dz : dx und dz : dy fur einen Punkt der
Einhillenden werden aus 1. durch Differentiation gewonnen, wenn man darin a
und 3 als Functionen von x,y, z ansieht, die durch 5 und 6. definirt werden.
Man hat daher zur Bestimmung dieser Differentialquotienten die beiden Gleichungen

. df df df
88 " * gz dz + gl da + pdE= >
df df df df _
dydy . dZdz . dada C AR ffl = 0,

Die Differentiale da und ff3 sind durch Differentiation aus 5. und 6. zu ent-
nehmen, und zwar fir 8. unter Voraussetzung eines constanten y, fir 9. unter
Voraussetzung eines constanten Xx.

Aus den Gleichungen 5. und 6. folgt, dass die mit da und ffR multiplicir-
ten Glieder verschwinden, und daher die gesuchten partialen Differential-
quotienten fur einen Punkt der Einhtllenden dieselben Werthe haben, wie fir
die diesen Punkt erzeugende Fléche f{x,y, z, a B) = 0. Hieraus folgt sofort:
Jede Eingehillte wird von der Einhillenden in dem Punkte berthrt,
den sie erzeugt.

13. A. Wir betrachten zunéchst die Einhullende aller Kugeln, deren Centra auf
einem Ellipsoide gelegen sind, und die durch das Centrum des Ellipsoids gehen.
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Sind a, b, ¢ die Halbachsen des Ellipsoids, so sind die Coordinaten jedes
Ellipsoidpunktes in der Form darstellbar
a cos a cos bcosasinf3, csina,
wobei a und B willkirrlich sind. Die Gleichung einer Eingehullten ist daher
1. /==x2+ y2-h z2 — 2acosa cosfi ex — Vbcosa sin3 &y — besinn mz = 0.
Hieraus findet man

Zur Elimination von a und R aus den Gleichungen 1. df.da= 0 und
d f:dB = 0 berechnen wir zunachst aus den beiden letzten

aoo by
4. cos 3 = a2x 7t 5%/%: czc°ta> s*n8=52?§—_f_—ﬂ'§yf1-CZcota.

Quadrirt und addirt man, so entsteht

5 24 = a2x2 —+ h2y?2
' cotza = - S
Substituirt man 4. in 1., so erhalt man
. cz
6. sina = — > r2= x2 y2+ z2.

Aus 5. und 6. erhdlt man die Gleichung der Einhullenden
4 (a2x2 4- by2 H ¢c2z2) — (x2+y2-f-z2)2 = 0.
Die Einhillende ist daher die Fusspunktflache eines Ellipsoids, dessen Achsen
doppelt so gross sind, wie die Achsen des gegebenen Ellipsoids.
B. Sind Kx, K2, K% K x Functionen zweiten Grades, so wird die Einhullende

der Flachen
K ss= Kx H-aK2 -H aRAT3 + RA4 = 0

durch Elimination von a und B aus K = 0 und aus
ff = K, + BZT, = 0, ff =*KS+ Kt= 1

erhalten; ihre Gleichung ergiebt sich zu

KX, - K2K, = 0,
und ist daher eine Flache vierten Grades, die durch die Schnittcurven der
Flachen K x und K A mit den Flachen K2 und Kx geht.

1. Wenn fir einen Werth x — £ die Functionen fix) und @(x) ver-
schwinden, so verstehen wir unter /(£): @E) den Grenzwerth, dem
der Quotient /(£ 4- 8) : cplf 4- 8) sich nahert, wenn 8 gegen die Grenze
Null convergirt, haben daher fur das Symbol /7 (£): cp) die definirende Gleichung

/(O = umfAL 9

. <PD
Aus der ldentitat

I(E + 8 /(€ H 8 —/(£) #qg+ 8 — g
26+ 9 8

schliessen wir
/(0) o I($+ 8)-/(Q.cp(S + 8)-cp(S)

= km « - 8
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Der Uebergang zur Grenze liefert

9 M-1M
, 96) — PQ _ _

Wenn also fur einen Werth von x die Functionen fix) und @(x)
gleichzeitig verschwinden, so ist fur diesen Werth der Quotient
fix): y(x) gleich dem Quotienten der derivirten Functionen fix): f (x).

Wenn der Quotientf (x):g(x) sich nach Beseitigung gleicher Faktoren im
Zahler und Nenner in den irreductiblen Quotienten g(x) : h{x) verwandelt, und
g{x) und h(x) fur x = £ verschwinden, so ist

mithin f(—'I$§/= : ((2 u. s. w.
A. Setzt man f{x )" eax — ebXx, = ecx — edx, so verschwinden f
und @ fir x = 0. Da nun
f*'(x) = aeax — be6x, fix) = ccex — dedx,
so ist /'(0) = a— b, @0 = ¢ — d,

und man hat daher
/(0) a—b
®(0) c—d'
B. Die Functionen fix) = x — sinx, c¢p( = x — tangx verschwinden eben-
falls fur x = 0; man hat
i X
POy = L—oosx, w0 = L — gy ffilxx)) cosx 1’

daher ist
mQ) 1
?(0) t'(0) 2’

2. Der Grenzwerth, welchem sich der Quotient fix): cp(c) fir einen Werth

x — £ ndhert, fur welchen f(x) und cp(x) zugleich unendlich gross werden, kann

nach der vorigen Regel bestimmt werden, wenn man benutzt

/(*)y = _J_ ._J_

Y )/ (*)

denn die Functionen 1:cp(x) und 1:fix) verschwinden fir x = 5 Daher hat man

m_ : /m . Em V.,
| | = ReR~1(r [%9)
hieraus schliesst man
f® -t®
9@ 76
erhalt also dieselbe Regel zur Bestimmung des Grenzwerthes wie im vorigen Falle.
Die Functionen /sinx und Ix werden unendlich fur x = 0; daher ist
I/sinx\ (dIsinx dIx\ (cosx 1\ ( X
\ Ix Jx=0 V dx dx Jx=0 \sinx ' x)x=0 \ sinx
3. Wenn die Functionen fix) und cp(r) fur x = £ unendlich gross werden,
so kann der Grenzwerth der Differenz
fix) — cpX)
fur x = 6 ebenfalls durch Anwendung der Regel 1. gefunden werden, Setzt man
namlich
1

m - o) = <KD

so hat man
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» N , N i i <K% ~ z(x)
f(x) 2 ) KX f X)) K*)
Fur x = $ verschwinden g{pc) und also auch Dividend und Divisoi des
zuletzt gewonnenen Quotienten. Daher hat man
TO -*'®
/6) 2w g (8 4(9 4- 2(x) =g '(x)
Durch dieses Verfahren erhédlt man z. B. den Grenzwerth von
1 1_
X ex — 1
fur * = 0; man hat g{x) = x} ty(x) = e* - 1; daher ist der gesuchte Grenz-
werth gleich dem Grenzwerthe des Quotienten
ex — 1
Xex 4-ex — 1°
Zahler und Nenner dieses Bruches verschwinden fir x = 0; mithin hat man
beide nochmals zu differenziren und erhalt
ex 1
lex H xex X 4- 2"
Der gesuchte Grenzwerth ist daher |.
4. Durch Anwendung der Regel in No. 1 lassen sich noch einige weitere
Grenzwerthe bestimmen.
Wenn f(x) fir x = t verschwindet, und <p# fir denselben Werth der
Variabein unendlich gross wird, so ist fir x = £

1. limf{x) mv(x) = limfix) : ,
_ lim @ix) /W = e*WG)GW = eW W :11:GW1,
3. lim[14-fix)}pW = Hm*<p(*)/[1+/®@)] = limel[i+/W]*[i *»(*)].

Hierdurch sind diese Grenzwerthe auf den Grenzwerth des Quotienten zweier
verschwindenden Functionen zurtckgefuhrt.

13. Die TAYLOR’sche Reihe.

1. Im Folgenden soll die Frage beantwortet werden, ob man im Stande ist,
aus den Werthen, welche eine Function und ihre Differentialquotienten fir einen
bestimmten Werth x — t der Variabein haben, aut den Werth zu schliessen, den
die Function fur einen andern Werth der Variabein x = £4- h annimmt, ob es
also und bez. unter welchen Bedingungen es moglich ist, fit 4- h) aus

h, fit), fit), fit), fit), f""®
zu berechnen. Um einen Anhalt zu gewinnen, beantworten wir diese Frage
zundchst fur den einfachsten Fall, flr eine algebraische ganze Function nten
Grades, und untersuchen dann, wie weit sich das Resultat auf andere Functionen
Ubertragen lasst. Istfix) eine ganze Function, so ist /(£ -t- h) eine ganze Function
von h, so dass wir setzen kénnen
fit Th = qh),
wo @ eine ganze Function bezeichnet. Ferner ist
drfjt)
d%n \ 4-hjn)k=o V dhn Ja=o \ dhn J*=0
Es genigt also, zu untersuchen, ob man
tp(A) aus h, ¢p(0), cp'(0), cp"(0), cp™(©0) . . .
berechnen kann; man kann dann diese Grdssen der Reihe nach durch
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/(5+/S), h, 7©, /7'({), /" (E), /"€ ....
ersetzen. — Ist nun
?(x) = ao + ci-yX4- a2x2 4 asx34- ... 4- anxn= 2 akxk,
0

so haben wir

P{x) 1eax4- 2a2x 4- 3a3x2 4- 4a4x3 4- ... = 2 kakx*~1,

1

i Kik — 1) eakx*~2,
1

3'2eleat + 4-3-2F17+ .. .s|~_i)(~_2) akxfi~*,
3

@' (X) = 2elea2 4- 3 2a3x 4- 4 *3a4x2

()

Hieraus finden wir

cp(?) = , cp@0 = 1e«d, ¢cp'(0) = 12 a2, cp"(0) = 12 «3 =«s,
cp»(0) =1.2-3 .., (n-1)n-aM <p+i(0) = <p(*+2)(0) = ...== 0.
Wir erhalten somit die Gleichung
; = <p()+ vw + r2%,0) + r4”3
+ "+ le2 3. . » PN°)'

Hieraus folgt weiter

2./ ({+ A=/{)+ h\\)+ jA/"(5) + ffifiS ) + emt

2. Um die Existenz einer entsprechenden Formel fur andere Functionen
nachzuweisen, schalten wir zunachst folgende Bemerkung ein.

Wenn die Function Fix) fur x — $und x = t h verschwindet und inner-
halb dieser Grenzen nicht unstetig ist, so kann fx ) von x = 5bis x = g+ h
nicht bestdandig wachsen oder abnehmen, sondern muss wenigstens einmal von
Wachsthum zu Abnahme oder von Abnahme zu Wachsthum Ubergehen; es giebt
daher wunter der ausgesprochenen Voraussetzung einen zwischen
$und $4- h gelegenen Werth der Variabein *, fir welchen F\Xx) ver-
schwindet. Bezeichnet man durch ft einen positiven echten, nicht naher be-
stimmten Bruch, so ist also

F\t 4- ftf = O.

3. Unter f(x) irgend eine Function, vorlaufig noch ohne jede Einschréankung,

verstehend, setzen wir

/(>=/0 + (*-«)/'© + —fri—/"© + f f /"0 +

(x — $)»
e + T . - a +
worin x und $ als willkirliche Variable zu betrachten sind, und suchen den
Rest R als Function von $ und h — x — £ so zu bestimmen, dass diese

Gleichung erfullt wird. Aus Analogie mit dem Baue der Ubrigen Glieder setzen
wir zunéchst
(X - E)«t!
l1e2..nin 4-1)
Die Function der Variabein 2

2.7 ()7 (*) - (*-*)/'(*) - M— &=
1-2. .("4-1)
32
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verschwindet far 2 = x und z = V, folglich verschwindet der erste Differential-
quotient derselben fir einen zwischen x und $ liegenden Werth der Variabein,
den wir mit
3 54- $(x — 1), O< ft< 1
bezeichnen koénnen. Unter der Voraussetzung, dass alle Differentialquotienten
von f bis zum «ten einschliesslich fur jeden zwischen x und $ liegenden Werth
der Variabein stetig und endlich sind, erhdlt man als Differentialquotient von 2.
(*- _»_ ,+lw (*-»>e p.
1-2-3 ...nf W N 1-2-3 ...»
Da nun dieser Ausdruck fir den obigen Werth von z verschwindet, so hat man

4, p = *+[& + ft(*-e)f-

Ersetzt man hier und in 1. x — $ durch h, so erhalt man schliesslich

h2 .. h3
5. /(E+ h) = /() /*/(E) 1 i7'® + rrr»/ "®
hn //+1
12¢3 . W T 1e2.3 nn {76+ W)
Ersetzt man $ durch 0 und # durch x, so folgt
T3

/() =/(0) + AL(O)  gx/r<n>+ rT2T3/7(0) +

+ /«(O) -1 — -t/ «+i(»a) .
1-2<3..n) w 1e2 3. .(*-+- 1)y \Y

Hieraus erkennen wir, dass wir, um die Reihe No. 1, 2 auf andere als auf
ganze Functionen «ten Grades auszudehnen, ein Restglied hinzufiigen missen.
Dieses Glied ist noch nicht voéllig bestimmt, da es den unbestimmten Bruch ft
enthalt; wir sehen aber, dass es ein Produkt aus einem bekannten Faktor und
aus dem Faktor f n+x(E 4- ftA) ist, dessen numerischer Werth jedenfalls zwischen
dem grossten und kleinsten Werthe liegt, den f n+\x) annimmt, wenn die Variable
von g auf $ h wachst; und dies genigt fur die wichtigen Anwendungen, die
wir von dieser Formel machen werden.

Ehe wir hierzu Ubergehen, wollen wir noch eine andere Form fir das Rest-
glied mittheilen. Setzt man in 1

p 4-1
und schliesst dann in derselben Weise weiter, so erkennt man, dass der Ausdruck

“ nf "+l(z) + _ ZyP
fur einen zwischen x und £ liegenden Werth von z verschwindet. Wird dieser
Werth wieder mit S4- ft(A — 5 bezeichnet, so ist
X—2=x—g—ft*—5 = x—9H@Q —f)1
und man erhélt somit
(x — 5)*/ (1 — fty*~-/
P - 1-2-3...n -f7ke
KE)»+!1 (1 -»)m-»
1-2«3...n0>4-)y 1
Setzt man x 5= h, so folgt
; R - hn+x(\ — 3)«-/ S (E 4 .
le2<«3..n(p 4- 1)
Nimmt man p — 2, so kommt man auf die obige Form des Restes zurlck;

furp — 0 erhélt man

folglich ftw — $)].
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/& (! — fi>
8. R = -
1-2-3. . /H(EA W)
3. Die Formel No. 2, 6 kann ohne Schwierigkeit auf Functionen von
mehreren Variabein ausgedehnt werden. Setzt man in

tn
/W = /(0) + //'(0) + Y7%/"(.0) 1e2.3  /%0) R.
statt f(t) die Function
/(/) =3 y(x 4- th,y 4- tk, 24- //),
worin th, tk, tl willktrliche Aenderungen der Variabein x, y, z bezeichnen, so ist

/7(0) = y(x,y, 2).

Ferner ist
edf dy d(x 4- th) dy d(y 4- tk) dy d(z 4- th)
dt d(x 4- th) dt d(y 4- tk) dt d(z ~h tl) dl

Beachtet man nun, dass
d(x 4- th) - d(j 4- tk) _ d(z tl)
dt =M dt =k, it =7/
und dy dy dy dy dy dp
d(x-{-th) dx’ d(y-htk) —dy’ d(z tl) dz’
so folgt

df_(,d d
dt = Vax k@
Hieraus folgt sofort
dpi (, d d 8 \r
dir A& 4Ky Iwe  + htWV Ktz ).

Fur t = 0 ergiebt sich insbesondere

y(x 4- ht, y 4- kt, z -} It).

* Ui .
/1) - \hdx kgy + 132) 205y, D)
Setzt man der einfacheren Bezeichnung wegen fir th, tk, tl der Reihe nach
h, k, I, so erhalt man hieraus

2(% 4- . SN = d
2(* 4-h, y 4-k, z 4- /) y{x, Yy, 2) (/’dx kdy
e .. o .o
tvdy  1Tz) f 1-2-3.. n\ dx
1 — ft)«-/ d d I\«+i

1+2+3..n(p 4- 1) \"dx dy dzy X4 Ay m ftk oz 4- 1)

Die Voraussetzung fur die Geltung dieser Gleichung ist, dass sammtliche
Differentialquotienten bis zu denen «ter Ordnung inclusive endlich und stetig
sind innerhalb des Gebiets x,y, z und x 4- /, y -h k, z 4-/.

In gleicher Weise kann man

y(x14-hx, X hy > h. hr)
als Reihe darstellen.

4. Auf Grund der Formeln in No. 2 und No. 3 entwickeln wir hier noch
zwei Satze, die wir im nachsten Abschnitte verwenden werden.

Wenn fur einen bestimmten Werth der Variabein einer Function
f{x) die Differentialqguotienten, deren Ordnung unter r ist, ver-
schwinden, und der rte nicht verschwindet, so kann man hx immer
so klein wé&hlen, dass die Differenz f(x 4- Ax) —f(x) dasselbe Zeichen
hat, wie das Produkt f r(x)Axr.

Nach der Voraussetzung ist

32
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f{x 4- Ax) = fix)
und daher

rB (x) =AXxr fr+1(x) « Axr+X

10 .. 1-2-3..(r4-1)

1_2_; .r_B{X) Axr[\ 4- A =AXx].

Hierin bezeichnet A einen Faktor, der nicht unendlich gross ist; dahei kann
man Ax immer so wahlen, dass A «Ax dem absoluten Betrage nach kleiner als 1,
dass der Faktor 14- A <Ax also positiv ist.

Dem soeben bewiesenen Satze steht fur Functionen mit mehreren Variabein
der folgende zur Seite: Wenn die partialen Differentialqguotienten einer
Function, deren Ordnung kleiner als r ist, fir ein gegebenes Werth-
system der Variabein x,y, z, .. sémmtlich verschwinden und die dei-
nen Ordnung nicht sammtlich verschwinden, so kann man die
Grossen Ax, Ay, Az etc. immer so klein wéahlen, dass die Differenz

fix -I- Ax, y 4- Ay, z 4- Az, ..) fix,y, z..)
dasselbe Vorzeichen hat, wie die Grdsse

fix 4- Ax) —f(x) —

/ 0 | 0 Yy,
A\ T x Jr byjdy + + my -
Denn man hat unter der angegebenen Voraussetzung
0
fix -y Ax,y + Ay, z4-Az,...) = fix, y, 2) - 777 (AXS Aydy )
und daher
f(x 4- AX, ) — e eg =172 T BAXT + "e)'f (* + x )
Hierin ist M in Bezug auf Ax, Ay, Az ... von der (r -+ l)ten Ordnung,
N von der rten Ordnung; der Quotient vU: A”kann daher durch Verkleinerung
von AX, ... kleiner als jede gegebene Zahl gemacht werden, insbesondere also

so klein, dass (1 4- M: N) positiv ist.

5. Wenn man in der Gleichung
_ ) A2 _ a3 ) hn S R
fix-Y-h) = fix) -h hf\x) '+'T.53f/"W) Hr 1.%.-é\)j"|x)-+- st i 9. g N7 x)
die Zahl n uber alle Grenzen wachsen lassen kann, ohne dass die Bedingungen
ihrer Gultigkeit verletzt werden, so hat man

f{{x+ h)= lim [/ (*) + + 2% L] limR .
Hat nun bei unendlich wachsendem n der Rest R die Null zur Grenze, so ist
fix) =+ hf' ix) +J}J—=f"ix) H + ee ] e

Man denkt sich durch die Punkte am Schlisse eine unbegrenzte Fortsetzung
der Reihe angedeutet, und kann daher das Zeichen lim weglassen, so dass man hat

1 fix+ h=/(*) a- »fix)+
und unter denselben Voraussetzungen
2‘ le) = AO) + Xf'IO) 1.2‘!"(0) « 1_2_§!“’(0) ' 1.2.3.&""i0)
Der Fehler, den man begeht, wenn man diese Reihen bei dem «ten Gliede
abbricht, wird durch Abschatzung des Restgliedes R beurtheilt; nach der Voraus-

setzung ist er um so kleiner, je grosser n ist und kann durch Vergrésserung der
Gliederzahl ti kleiner als jede noch so kleine Zahl gemacht werden.

8§13. Die TAYLOR'sche Reihe.

Die Reihe 1. fuhrt nach ihrem Erfinder den Namen TAYLOR'sche Reihe.
Die zweite wurde als Specialfall der TAYLOR'schen Reihe zuerst von Mactaurin
initgetheilt und ist nach ihm benannt worden.

6. Wir wenden uns nun dazu, die Functionen

@ -I- /( 4- x), ex, sinx, cosX,
mit Hulfe des MACLAURIN'schen Satzes als unendliche Potenzreihen darzustellen.

Entwicklung von (1 4 xf (Binomische Reihe). In den Elementen der
Algebra wird fir einen ganzen positiven Exponenten ja die Potenz (1 -t- nach
steigenden Potenzen von x entwickelt; wir werden nun zeigen, dass innerhalb
bestimmter Grenzen dieselbe Entwicklung auch fir negative und gebrochene
Exponenten gilt. Der >fte Differentialquotient von (1 -+ ist

PP—NHP—2 --ta— k-1 + xf-K

Der letzte Faktor hat fir ein hinlanglich grosses k einen negativen Exponenten
und wird daher unendlich gross, wenn x = — 1; daher ist die MACLAURIN'sche
Reihe im vorliegenden Falle nicht anwendbar fir Werthe von x, die gleich oder
kleiner als — 1 sind; ob sie fur alle andern Werthe von x anwendbar ist, hangt
von der Untersuchung des Restes R ab. Wir wenden die Form des Restes
No. 2, 8 an und haben

r = - Ng*- $ mm(t* -») (i+ -
Hierfir kdnnen wir setzen

R= MI + (7 - »)(«- 0 ft“ 0 e=(* “ )] (firgf)*-

Der erste und der zweite Faktor werden fur wachsende n nicht verschwindend
klein; es muss daher der letzte Faktor verschwinden; wenn die Bedingungen
daftir festgestellt sind, so haben wir dann weiter zu sehen, ob unter diesen, oder
unter noch mehr beschrankenden Bedingungen, der Grenzwerth des Produkts
des zweiten und letzten Faktors Null ist.

Der letzte Faktor ist eine Potenz mit unendlich wachsendem Exponenten;
dieselbe verschwindet nur, wenn der Dignand ein echter Bruch ist. Aus der
Identitat

x — fr* X 4- 1

1+ b hx 4- 1
erkennt man, dass man wegen der Unbestimmtheit des positiven echten Bruches h
nur dann sicher weiss, dass der Dignand echt gebrochen ist, wenn x ein positiver
oder negativer echter Bruch ist; denn im ersteren Falle ist (x4- 1): (h4-1) < x 4- 1;
und wird im letzteren der absolute Werth von x mit $ bezeichnet, so ist

X 4- 1 1—$

hx +1 = 1—hl”’
mithin positiv und < 1, und daher der Dignand ein negativer echter Bruch.
Bezeichnet man den absoluten Werth des Dignanden mit t, so kann man den
zweiten und dritten Faktor des Restes folgendermaassen anordnen:

Ay + 1.243.4/"" (%) + g:_O‘ 4 _4

wachst n um eine Einheit, so tritt zu di

em Produkte der Faktor

der Grenzwerth dieses Faktors ist — t, also ein echter Bruch. Da nun das
obige Produkt fur ein unendlich grosses n von einer gewissen Stelle an eine
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unbegrenzte Menge von abnehmenden echten Briichen zu Faktoren hat, so folgt,
dass der Grenzwerth des Produktes selbst Null ist.
Die MACLAURIN'sche Reihe ist daher auf (1 H A)t* anwendbar fur alle posi-
tiven oder negativen echt gebrochenen Werthe von x. Da nun
/(0) = 1 /«0) = JiJi- (X- 2)...0 - n+ 1),
so hat man die Entwicklung

E. ., 1) ¢ D([X—2)m3 D(IX— 2)(1X— 3)
(1+xy= 1o AX+~TT~X 1.2-3 12 3 o4
mit dem Spielrdume: — 1< x < -p 1.
Man kann nachweisen, dass die Reihe auch noch fiur x = 1 gilt, wenn
p groésser ist als — 1, und fir x — — 1, wenn p positiv ist*).

Insbesondere hat man
1
1 H_X\,?: 1— 2a-P 3a2 — 4a3

Um (a -p by zu entwickeln, wo wir a2 > b2 annehmen, setze man

(a -p by = (1 + -b\f

Daher hat man

_ 0— 1)u—2)
(a-p by = l1 a]l M?_Z 1 Q2+ L er—

7. Entwicklung von /(I -f- a).
Der >fte Differentialquotient von /(I -+ x) ist
(—1/-1*1<2-3...(k— 1@ -px'yk;
die Differentialquotienten bleiben daher endlich und stetig, so lange x grosser
ist als — 1. Der Rest ist furp — 0
R o= (L 1y 0 — o) rares 1 o X X — fFA\w
Qf9ay+1 = ¢ > 1+ 1 49
Aus der vorigen No. wissen wir, dass der Rest verschwindet, wenn der
absolute Werth von x kleiner als 1 ist. Fur x = 1 ist
1 f| - »V
R = (—\y . (JzfTa)
und daher ebenfalls lirnR — 0. Die MACLAURIN'sche Reihe ist daher auf /(I -+ x)
fur alle Werthe von x anwendbar, die der Begrenzung genugen
— 1< x< H 1
Da nun
/()(0) = (—ry-iel-23... (k—1),
so ergiebt sich die Entwicklung

1 /(1 + x) = x —\x2 -t- -Ja3 — ~"x4 + £xh — ~x6
— 1< x< H 1.
Setzt man — x statt x, so erhalt man
/(I —x) — — x —\x2— \X4 —jX5

— I -c x EE R I

Durch Subtraction folgt hieraus
2@+ NMa3 H ~ab \xi+...),
— 1< x< H 1

1—x

*) Schlemilch, Compendium der hohem Analysis, 5.Aufl. Braunschweig 1881, Bd. i, pag. 211.
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Setzt man hier

14€x _
= z also 9 1

so erhalt man

3. Iz — 2

Logarithmus einer Zahl ist sie aber nur fir solche Werthe von z verwendbar,
fur welche (z — 1) : (z -+ 1) hinléanglich von 1 verschieden ist.

Zur praktischen Berechnung der Logarithmen von Primzahlen kann man
sich der Reihe 3. fur die Werthe z= 2 und z = 3 bedienen; fir grossere Zahlen
macht man mit Vortheil von der Identitdt Gebrauch

1+
. 2a
l(ag-b)= lei +~ M
1 —
2a

und erhalt hieraus mit Hulfe der Reihe 2.

>+ b) =1d 42

Ist a = 3, so liefert die Reihe fur b = 2 und 4 ziemlich rasch genaue Re-
sultate; fir eine Genauigkeit bis auf + 0,000005 wirden sechs Glieder genigen,
wenn b = 4 genommen wird, fir b — 2 bereits funf Glieder. Hat man 11
gefunden, so kann man a = 7 setzen, und 4. auf die Félle b — 4, 6 und 10
anwenden, u. s. f. Aus den Logarithmen der Primzahlen ergeben sich durch
Additionen die Logarithmen der zusammengesetzten Zahlen. Hat man auf diesem
Wege eine bis zu einer bestimmten Genauigkeit gehende vollstdndige Tafel der
natirlichen Logarithmen berechnet, so kann man die Logarithmen zu einer
beliebigen andern Basis a nach der bekannten Formel finden

alogz — lz :la.

Die Zahl 1:la bezeichnet man als den Modulus der Logarithmen zur

Basis a\ fur a = 10 erhalt man mit Hulfe der obigen Reihen

N = 0,434294 481 9.
8. Entwicklung von ex.

Alle Differentialquotienten von ex sind gleich ex und fiur alle endlichen

Werthe von x stetig und endlich. Der R{est ergiebt sich (No. 2, 6) zu
Xn+\.

le2m3..n-+1
Der zweite Faktor ist eine endliche Zahl, sobald x nicht unendlich ist. Der
erste Faktor enthélt unter derselben Voraussetzung und wenn n hinlénglich gross
ist n -t- 1 Faktoren

R =

X X X X
I 2 %3 - n+ Vv

die von einer bestimmten Stelle an echt gebrochen sind, und bei unendlich

wachsendem n sich der Grenze Null ndhern; daher ist

limR = 0.
Da nun
/*(0) = 1-
so hat man die fur jeden endlichen Werth von x gultige Exponentialreihe
X a? a3 X4 ab

~N= 1+ 1 + L2 + FITI + 1-2<3«4 + 1-2-3-4-5
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Setzt man x — 1, so erhalt man die zur Berechnung von e dienende Reihe

1 1
e = 14- . .
i+ in2 + 1 e2 <3 =4 1 e2 «3 4 5
Fur x = —1 erhalt man
1 1 1 1 1

e 1-2 1-2-3 1-2-3-4 1 23 «4 <5
Die Gleichung

ax — exla
fahrt zu einer Reihe fur ax, unter der Voraussetzung, dass a positiv ist; man erhalt
xla (xla)2 (xla)3 (xla)4

a* = 1-4-
T + 12 + 1-2-1 + 1-23-4 + eee

9. Entwicklung von cosx und sinx. Die Dififerentialquotienten
dkcosx . dksinx )
dxk = COSIKTT 41 X), xk — SMiNkT4- x)

sind fur alle realen Werthe von x endlich und stetig. Die Reste sind fir beide
Functionen

1-2 3.(nT 1) "costi(/l 0@k h 1, PEZ 4 55 gy SN[*O-CDE+ 01,

und haben fir jedes endliche x den Grenzwerth Null. Wir erhalten somit die
fur jeden endlichen Werth von x gultigen Entwicklungen

cosx = 1 - o B réd __ 5 i
1-2 N 1-2-3-4 1-2-3-4 5-6
o 1 1 1
sinx = X — S5
1-2-3 le2e3e4e5 ~ 1-2-3-4-5-6-7
Um mit Hulfe dieser Reihen eine Tafel der goniometrischen Functionen zu
berechnen, geniigt es, die Reihen fir den Spielraum x = 0 bis x — (entsprechend

dem Spielraum des Winkels von 0° bis 45°) anzuwenden. Da
1«2 «3 «4 -5 <6 «7 «8 «9 «10 = 3628 800,
so genugen selbst fur den Uber hinausliegenden Werth x — 1 die ersten 6 bez.
5 Glieder beider Reihen fir eine Genauigkeit von funf Decimalstellen.
Wir verlassen hiermit die Anwendungen der TAYLOR'schen und der Maclaurin-
schen Reihe und bemerken, dass wir allgemeine Untersuchungen Uber unend-
liche Reihen im letzten Abschnitte mittheilen werden.

§ 14 Maxima und Minima.

1 In 8 5 No. 1 haben wir bereits erkannt, dass eine Function einer
Variabein einen eminenten Werth, d. i. ein Maximum oder Minimum fur
denjenigen Werth der Variabein erreicht, fir welchen der erste Differential-
guotient verschwindet; wir fanden, dass ein Maximum oder Minimum eintritt, je
nachdem der erste Dififerentialquotient vom Positiven ins Negative Ubergeht oder
umgekehrt; fur den Fall, dass der erste Differentialquotient in der Nahe des
betreffenden Werths der Variabein sein Vorzeichen nicht &ndert, ist damals keine
Entscheidung getroffen worden. Wir geben im gegenwartigen Abschnitte voll-
standigere Untersuchungen Uber die eminenten Werthe einer Function von einer
und von mehreren Variabein und knlUpfen dieselben an die Untersuchungen des
vorigen Abschnitts an.

Wenn fur einen Werth x der Variabein der erste Differentialquotient der
Function y —f{pc) verschwindet, der zweite aber nicht, so hat fir einen hin-
langlich kleinen Werth von 8x die Differenz f(x H 8x) —f(x) dasselbe Vor-
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Zeichen, wie das Produkt f" ix)8x2, mithin dasselbe Vorzeichen wie f"(x). Ist
nun f"(x) negativ, so ist fix 4- 8x) — fix) < 0 sowohl fir positive wie fir
negative Werthe von &a, mithin ist f(x) grosser als jeder benachbarte Werth der
Function, ist also ein Maximum; ist hingegen f"(x) positiv, so istfix -4- 8x)
—f(x) > 0, und daher f(x) kleiner als jeder benachbarte Werth, fix) also ein
Minimum. Wir erhalten somit zunachst: Wenn der erste Differential-
guotient einer Function fir einen bestimmten Werth der Variabein
verschwindet, der zweite aber nicht verschwindet, so hat die Function
fur diesen Werth der Variabein einen eminenten Werth, und zwar
ein Maximum, wenn der zweite Differentialqguotient negativ ist, ein
Minimum, wenn er positiv ist.

Wenn fir eine Wurzel der Gleichung f'(x) — 0 der zweite Differential-
guotient verschwindet, der dritte aber nicht, so hat die Differenz f(x 4- 5&) —f(x)
fur eine hinlanglich kleine Aenderung 8x dasselbe Vorzeichen wie f""(x) 8x3,
und wechselt daher ihr Zeichen zugleich mit Sx; in diesem Falle istf(x) kein
eminenter Werth.

Verschwinden fur eine Wurzel der Gleichung f'(x) = 0 zugleich auch/"(Ar)
und f"*(x), so hat f(x 4- 8x) —f(x) dasselbe Vorzeichen wie f""(x)8x4, und
stimmt daher unabhdngig von den Vorzeichen von 8x dem Vorzeichen nach
mit """ (x) Uberein. Daher ist fir diesen Werth der Variabein f(x) ein Maximum
oder Minimum, je nachdem f""(x) negativ oder positiv ist.

So weiter schliessend, gelangen wir zu dem Satze: Um die Werthe der
Variabein zu erhalten, zu welchen eminente Werthe der Function
fix) gehdren, bestimme man die Wurzeln der Gleichung

f\x) - 0.

Diejenigen unter diesen Wurzeln sind Losungen der Aufgabe, fur
welche der seiner Ordnung nach niedrigste nicht verschwindende
Differentialquotient von gerader Ordnung ist; und zwar liefern diese
Werthe der Variabein ein Maximum oder Minimum, je nachdem der
niedrigste nicht verschwindende Differentialquotient fiir den be-
treffenden Werth der Variabein negativ oder positiv ist.

2. Wir geben zuné&chst hierzu einige Anwendungen.

Durch den Mittelpunkt O eines Kreises sind
zwei Gerade OA und OB gezogen, die den
Winkel 2a einschliessen; fur welche Punkte der
Peripherie erreicht die Summe der Quadrate der
Abstande von OA und OB einen eminenten Werth?

Ist OC die Halbirende der Winkel AOB, ist
ferner COP= 9und BQ -LOA, PR JL OB, soist
RQ = OP-sinf@a— <, PR = OP-sin(a 4- 9).

Ist OP = a, so handelt es sich darum, die
eminenten Werthe der Function des Winkels @ zu
bestimmen

y — a*sin2(a — 9) 4- a2««2(a 4- 9).

Die Differentiation ergiebt

dy
dy

(M 492)

= 2a2[— sinQt. — 9) cos(a — 9) 4- sin(ct. 4- 9) cos(a 4- 9)] >

L2[sin2(a 4- 9) — sin2(a —9)] = 2a2co0s2* sin29;
hieraus findet man weiter
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d*y
dtp2 = 4a2cos2acosx>.
Zwischen den Grenzen 0 und 2w des Winkels 9 verschwindety, wenn
fi—0, q2= 8 = tt = |
Fur diese Werthe von @ nimmty" die Werthe an
4a2cos2a, — 4a2cos2a, 4a2cos2a, — 4a2cos2a.
Ist 2a < so gehdren daher zu ~ und g8 Minimalwerthe, zu 42 und 94

Maximalwerthe, und es ist
y»n — 2a2sin2%, ymax = 2a2cos2a.
3. Auf einer Ellipse einen Punkt P so zu bestimmen, dass sein Abstand
von einem gegebenen Punkte A einen eminenten Werth hat.
Sind |, rj die Coordinaten des gegebenen Punktes, bezogen auf die Symmetrie-
achsen der Ellipse, und a, b die Halbachsen der letzteren, so ist
PA2— (acosy — £)2 4- (bsiny — t))2.
Um Irrationalitdaten zu vermeiden, kann man die eminenten Werthe von PA 2
aufsuchen, und hat daher zu differenziren

1* y — (acosy — £)2 4- (bsiny — 1)2.
Man erhéalt zur Bestimmung von @ die Gleichung

2- y' — — 2a sin (p(acos<fi — £) -t- 2bcosy(bsiny -- rj) = 0.
Die Gleichung der Geraden PA st

3* (bsiny — rj) (X — 1) — {acosy — 9 (Y — 1) = 0;

die Gleichung der Ellipsentangente in P ist

4- bcosy (X — £) 4- asiny (Y —1rj) = 0.

Fur die gesuchten Punkte besteht die Gleichung 2.; aus 2., 3., 4. schliesst
man: Die Ellipsenpunkte, deren Entfernungen vpn dem gegebenen Punkte A
einen eminenten Werth haben, sind die Fusspunkte der durch A gehenden
Normalen der Ellipse.

4. Eine Ebene ist durch eine Gerade M N getheilt; ein Punkt P bewegt
sich auf der einen Halbebene mit der constanten Geschwindigkeit g, auf der

andern mit der constanten Geschwindigkeit h\
welchen Weg muss der bewegte Punkt ein-
schlagen, um in kirzester Zeit von einem
gegebenen Punkte A der ersten Halbebene
zu einem gegebenen Punkte B der andern
zu gelangen?

Tritt P im Punkte C Uber die Grenze der
beiden Halbebenen, so ist klar, dass P sich
geradlinig von A bis C und von C bis B be-
wegen muss. Ist AA'= a, BB'= b, A'B"'= ¢,
so sind die Zeiten, in welchen P die Strecken

L’ A Cund CB durchlauft, AC:g = ~Va2-hx2 :g,
(M 493) bez. CB:g = -WVW (c—x)2:h, und daher
die Dauery der Bewegung von A bis B

1- y — —\\//a24-x2 4- 4- c—x)*
Hieraus ergiebt sich
gvza-xt WM
b2
gY(a24-x2)3 h y\b2 4- {c—jo)2]3
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Aus 2. folgt

so erhalten wir als Bedingung fur den Eintritt eines eminenten Werthes
sinLCA g
sinz,CB h
Liegt C in A\ so ist sinLCA — 0; liegt C in B\ so ist sinLxCB = 0; hier-
aus folgt, dass 4. fir einen zwischen A und B’ liegenden Punkt erfullt wird.
Beschreibt C von A' oder von B' ausgehend die Verlangerungen der Strecke A'B,
so wachsen beide Wege AC und CB, also kann ein Minimum fir diese Lagen
nicht eintreten. Bezeichnen wir mit e den gemeinsamen Werth der Quotienten
und T
gyapz4-x2 hyb24- {c—x)2
und bemerken, dass e fur jeden auf der Strecke A'B' liegenden Punkt positiv

ist, so ist
/ay?2 b2h2 \

y X 0 (c—vy3
und daher positiv; folglich entspricht der durch die Gleichung 4. bestimmte
Punkt C der Strecke AB"' einem Minimum, was auch aus der Natur der Aufgabe
vorauszusehen war.
5. Um die eminenten Werthe der ganzen rationalen Function

1 y = aQxm 4- axxm™ 4- a™x"I+2 4- . . 4- arxmt+>
zu finden, bilden wir
2. y maOx™—1 4- (tn 4- 1) axxm 4- ....

3 yr = (m—])ma0xm24' m(m 4= ])alx,K~1-4-... .

Ist m > 1, so hat die Gleichung y* — 0 (m — 1) Wurzeln x= 0, wéhrend
die anderen r Wurzeln von Null verschieden sind. Ist m — 2, soliefert die
Wurzel x — 0

gehort also zu einem Maximum oder Minimum, je nachdem a0 0. Istm > 2,
so hat man zu bilden
y(m — 1e2e3. . me=a0 4 2«3...m(m 4- Daxx 4- . e
denn dies ist der Differentialquotient niedrigster Ordnung, der fur x = 0 nicht
verschwindet; ist nun m gerade, so haty fir x — 0 einen eminenten Werth, ist
hingegen m ungerade, so findet fir x = 0 kein eminenter Werth von y statt.
6. Die eminenten Werthe der Radien eines Diametralschnitts
eines dreiachsigen Ellipsoids zu bestimmen.
Die Gleichung des Ellipsoids sei
X2 v2 z2
L N-+ P + M- 1==0-
Der Radius vector r, der mit den Achsen die Winkel a, R 7 einschliesst,
ergiebt sich aus
1 cos2a c0s2$ c0s27
2. r2= # + —yr A4 N2 e
Sind 9, 43 y die Winkel, welche die Normale des den Radius r enthaltenden
Diametralschnitts mit den Achsen bildet, so gelten die Gleichungen
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3. cosacosy -+ cosBRcoscos7cos/ = 0,
4. cos2a -f- cos2$ -+ cos2y = 1.

Diese Gleichungen bestimmen 8 und 7 als Function von a, so dass r als
Function von a allein erscheint. Die eminenten Werthe von r treten mit den
eminenten Werthen von 1 :r2 zugleich ein; wir bestimmen den Eintritt der
letzteren, und erhalten durch Differentiation der Gleichung 2.

K cosa dcosa cosfi dcosfy as~\ dcos™

5. -2 n p h n = :
ferner ergiebt die Differentiation von 3. und 4.

6. cosydcosv. -t- cosgdcosB -t- cos/ dcos7 = O,
7. cosadcoso. -f- cos B dcosfi -f cos7dcos7 = O.

Der Verein der Gleichungen 5., 6. 7. wird durch das Verschwinden der
Determinante bedingt

Das Verschwinden derselben ist gleichbedeutend mit dem Verein der drei
Gleichungen

cosa
Xcosa -+~ [keos(f = 0O,
a2
9 cos B X0 R - - 0
. VY cos veos = ,
cos 7 .
-2 Xcos7 -I- VW / = 0,

wobei X und jx sich aus zweien derselben bestimmen. Addirt man die Gleichungen
9., nachdem man sie der Reihe nach mit cos< cosfi, cos7 multiplicirt hat, so
erhalt man in Rucksicht auf 2., 3., 4.
10. \ + X= 0.
r2
Setzt man dies in 9. ein, so entsteht

cos* mm ffcosT = °»
Ny + ffeosy = O.
Aus diesen Gleichungen erhélt man in Rucksicht auf 3.
cos2® cos24h cos27 n
12. T T + T+ T Y = °°

A2 A2 A2 A2 A2 A2
Diese Gleichung ist quadratisch fur 1 :r2 und lehrt die eminenten Werthe
dieser Grisse kennen. Setzt man eine Wurzel dieser Gleichung in 11. ein, so
kann man aus 11. die Cosinus der unbekannten Winkel a, B 7 bis auf den ge-
meinsamen Faktor x finden; dieser ergiebt sich schliesslich aus der Gleichung 4.
7. Wir haben noch nachzutragen, dass — in seltenem Féallen — ein eminenter
Werth einer Function y — f{pc) auch fir einen Werth x der Variabein eintreten
kann, fir welchen der niedrigste nicht verschwindende Differentialquotient von
ungerader Ordnung ist. Ereignet es sich namlich, dass fur diesen Werth der
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Variabein der genannte Differentialquotient discontinuirlich wird, und dabei von
einem positiven zu einem negativen Werthe Uberspringt, oder umgekehrt, so ist
offenbar die Differenz
fix + 8") —fix)

im ersten Falle positiv, im letzten negativ fir jeden hinlanglich kleinen positiven
oder negativen Werth von S.v; also ist fix) im ersten Falle ein Maximum, im
letzten ein Minimum.

Als Beispiel betrachten wir die durch die Gleichung
1. y3 -+ x2y — 2rx2 = 0
definirte Function.*)

Reducirt man zunéachst auf x, so erhélt man

Dieser Werth wird Null fury — 2r\ dies ist das Maximum von y; hierzu
gehért x = < Fury = 0* wozu x = 0 gehort, wird y' unendlich gross, Aus 2.
ergiebt sich, dass mit y zugleich der absolute Werth von x wéchst, Daher
gehdren in 2. und 3. die oberen und die unteren Vorzeichen zusammeri, Mithin
ist f far einen unendlich kleinen negativen Werth von x negativ, flr einen
unendlich kleinen positiven Werth von x positiv unendlich. Folglich isty — 0
das Minimum von y.

9. Eminente Werthe einer Function mehrerer Variabein. Eine

Function fix,y ...) mehrerer Variabein erreicht fur ein bestimmtes Werthsystem
X,y .. der Variabein einen eminenten Werth, wenn zu jeder hinlanglich kleinen
Aenderung 8x, 8y . .. der Variabein eine Aenderung der Function von unver-

anderlichem Vorzeichen gehort.
Wenn die partialen Differentialquotienten von / bis mit denen %mter Ordnung

sammtlich verschwinden, so kann man 8x, 8y . . . immer so klein wahlen, dass
das Vorzeichen der zugehodrigen Aenderung der Function/ mit dem Vorzeichen von
/ d d \2w+i
Y x dS: + iiydy + ---) f
Ubereinstimmt. Diese Grdsse ist in Bezug auf 8x, .. ungerader Ordnung und
wechselt daher ihr Zeichen, wenn 8x, 8y . .. das Zeichen wechseln. Hieraus

folgt: Eine Function mehrerer Variabein kann fur ein Werthsystem
derselben nur dann einen eminenten Werth haben, wenn fur dasselbe
sammtliche partialen Differentialqguotienten der ersten Ordnung,
aber nicht sammtliche der zweiten, oder sammtliche der ersten,
zweiten und dritten Ordnung, aber nicht sammtliche der vierten u. s. f.
verschwinden.

*) Construirt man einen Kreis mit dem Halbmesser r, der die Abscissenachse im Nullpunkte
bertihrt, und bestimmt auf dem Radius vector jedes Kreispunktes $, 7 den Punkt P, dessen
Ordinate 2r — 7 ist, so beschreibt P die Curve 1.; dieselbe ist unter dem Namen der Cissoide
des Diokles bekannt.
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Die seltenen Ausnahmefélle, dass Werthsysteme der Variabein vorhanden
sind, fir welche die sammtlichen Differentialquotienten einer ungeraden Ordnung
unstetig sind, und alle niederen verschwinden, lassen wir ausser Betracht, ebenso
die Falle, dass es Werthsysteme giebt, fur welche sémmtliche partialen Differential-
quotienten der ersten, zweiten und dritten Ordnung, oder auch noch hdhere,
verschwinden. Wir beschrédnken uns vielmehr darauf, die Werthsysteme der
Variabein aufzusuchen, fir welche die partialen ersten Differentialquotienten dei
Function verschwinden, und entwickeln die Kriterien fur den Eintritt eines
Maximums oder Minimums unter der Voraussetzung, dass nicht sdmmtliche
Differentialquotienten zweiter Ordnung verschwinden.

10. Wenn fir ein Werthsystem xx, x2, x3, x4, . . . xn der Variabein der
Function f(xv x2, x3, x4 .. . X,,) die partialen Differentialquotienten erster
Ordnung verschwinden

dxx 8x2 8x3 T 8xn
die partialen Differentialquotienten zweiter Ordnung aber nicht sammtlich “er-
schwinden, so stimmt fir hinldnglich kleine Aenderungen £1( £2, £3, = = « S» dei
Variabein xx, x2, x3, . . . X,, das Vorzeichen der Differenz
f(xx4- 6X x24-8%2, ...X%, 4-6¢ —fixj, X2, x3, . . .X,)
mit dem Vorzeichen der Grosse

2- 2F“ (B> + + o+
Uberein; es kommt nun darauf an, zu untersuchen, unter welchen Bedingungen
V fir jedes reale Verhdltniss der . . £, positiv oder negativ ist.

Man kann setzen
* a2/
3. 2F = 2aihfz\h, wenn aih = SxiS~ >

und wenn man i und h alle Werthe von 1 bis n durchlaufen l&sst, bemeikt man,
dass aih — (ihi, so ist ersichtlich, dass der Faktor 2 bei allen Gliedern, in welchen
die beiden Faktoren £ und £ nicht denselben Index haben, in 3. zu Stande
kommt.

Die Grossen £1( £2, . . £« kénnen nicht alle gleich Null genommen werden.
Nehmen wir zunéchst £, 0, so kann man schreiben
V = £2w, wobei
Y
2fF = lau

Wahrend F eine homogene quadratische Function von £j e e 6« ist, ist IP
eine nicht homogene quadratische Function von
6l 62 6«-i
6«’ b6« """ B« '
Das Vorzeichen von F stimmt mit dem von W dberein. Soll nun fur alle
realen, der Null gleichen oder von Null verschiedenen Werthe der Quotienten
die Function W positiv oder negativ sein, so muss W, da es eine stetige
Function der Variabein £,*:f« ist, im ersten Falle ein Minimum haben, das
positiv ist, und im zweiten ein Maximum, das negativ ist. Das dem eminenten
Werthe von IV entsprechende Werthsystem der Variabein £z: £* wird aus den
(n — 1) Gleichungen erhalten
: dw div sV n

dn! * a Tja TU*t drin- 1
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wenn
bad 6« *
Multiplicirt man die Gleichungen 5. mit £,,, so gehen sie Gber in

of _ e
HE = OLlIU + alz" 4~ axnzn == 0,
dvVv
— =z a2XZ&X 4- a2 2 4- 4~ a2n™m — 0,

6. O_V =

A317?21 “F N3272 4- a3ng, — 0,

8V
oc . — #«—1, 1£l 4- #«—1,28 © 1«8 0.
0zZn—

Wir figen hierzu noch die Gleichung
7. an, 1 4- a,tgf2 4- . . ttn, N6 06 ¢

Der eminente Werth von F wird gefunden, indem man £x, . . £,_i durch
die Gleichungen 6. als Multipla von £, berechnet, und diese Ldsungen von 6.
in V substituirt. Dasselbe Resultat wird erreicht, wenn man auf irgend welchem
Wege mit Hulfe der Gleichungen G V als Multiplum von £,2 darstellt.

Lést man die Gleichungen 6. und 7. beziglich der Unbekannten £, so
erhalt man

A« of, A,_l oF
K =
. T
Nun ist identisch
* o F o F dv dv
4 + d" £3 ~t-ees 4. E£X T 2 F,
071 <m ~3 06«
also, wenn die £u ... Z++ den Gleichungen G genigen
8V
9. 05 = 2F;
mit Hulfe dieses Werthes folgt aus 8. fir den eminenten Werth von F
10 2F=V-1.2.
- A«

Wenn also £« von Null verschieden ist, so hat der durch die Gleichungen 6.
bestimmte Werth von F dasselbe Zeichen, wie das Verhdltniss An: A, i.

Ist dieser Quotient positiv, und soll 2 F immer dasselbe Zeichen haben, so
muss der Werth 10. ein Minimum sein, und wenn der Quotient negativ ist, ein
Maximum; ob dies der Fall ist, ersieht man aus

( 8 8 d \2 «—
2Fi s VI18ru+ N2+ e + ~ Qih :
im ersteren Fall muss dieser Ausdruck bestandig positiv, im letzteren bestédndig
negativ sein. Die Entscheidung dartiber, ob F immer dasselbe Zeichen hat, ist
somit auf die gleiche Entscheidung betreffs Vx zuriickgefihrt.

Man hat nun dieselbe Schlussweise wie bei V, und gelangt zunéchst zu der
Function

2 F2 == 2 aih 5/6a,
von da durch Wiederholung der Schlussweise zu
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n—3
2VA = 2 oiagh >
und so fort, bis man endlich mit

2Vn-i nmau $12
zum Abschluss gelangt.

Bezeichnet man die Determinanten, welche aus

dadurch hervorgehen, dass man die letzten i Zeilen und Colonnen weglasst, mit
A s o erhélt man somit folgendes Kriterium fir den Eintritt eines Maximums
oder Minimums einer Function mehrerer Yariabeln. Ein Maximum tritt ein,
wenn die Quotienten

An A\ PA 2 A

A,-I" A2 A«-3’ 1
sammtlich negativ sind; ein Minimum, wenn sie sammtlich positiv
sind; wenn nicht alle dasselbe Zeichen haben, so ist weder Maximum
noch Minimum fir das betreffende Werthsystem der Variabein vor-
handen; ist eine der Determinanten A» A,,_i, A,_2 ... Ax gleich Null,
so kann die Frage nur durch Untersuchung eines der Ausdriicke ent-
schieden werden

(k% “2dx2 4reees fnfo r> 2
11. Den Punkt zu bestimmen, fir welchen die Summe der Quadrate
der Abstdnde von gegebenen Ebenen ein Minimum-ist. Die Gleichungen
der Ebenen in Normalform seien

Tx = 0, r2 = 0, T, =0, ...T, = 0.
Dann hat man den eminenten Werth des Ausdrucks zu bestimmen
/= T?2 + T? + r2+ ... -+ Tn2
Ist nun
Ti= afX + fcy + 'uz — 8,
so erhélt man zur Bestimmungder gesuchten Coordinatenx, y, z die Gleichungen
2 =ai"F a2?2 -F ee -P nT,= 0,
1 27Ny ~RINi + ~272 + me + $nTn= o0,
2 =TiNli -F727"2 *F ee ~F T*Tn— 0.

Dies sind die Gleichungen von drei bestimmten Ebenen; ihr Schnittpunkt
ist im Allgemeinen eindeutig bestimmt.

Ferner ist
12 :&12 = «x2-F a2 -t- «x2 L a2,
1 aZ
2 dxdy ~ aiRi “F a2?2 “F = e “F
1 az”

2 = ai7li "F a272 + eee‘“P ®7m»m

14,

Maxima und Minima.

513
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13. Die Coefficienten 04, a2, a3, . . am der linearen Function

a\x\ d* a2x2 d- «3"3 H' e ed~ 1mXm
S0 zu bestimmen, dass fur n gegebene Werthsysteme derVaiiabeln

die Summe der Quadrate der Unterschiede der Function und dei

gegebenen Zahlen ux u2 .. un ein Minimum wird.
Die Function, welche in diesem Falle einen eminenten Werth annehmen soll, ist

f — 21(axX>¢ + a272r d“ azZXZ d" e e + V-mX»ir ur) e

Wenn man zur Abkirzung setzt
@ = axxir + a2x2r -h . eed- arxmr ur,
so sind die Bedingungsgleichungen fir den Eintritt eines eminenten Werthes

Diese Gleichungen sind linear in Bezug auf die Unbekannten <« a2, . . ag,
und gentigen, dieselben eindeutig zu bestimmen. Da man ferner hat
1 d/

—0—--=  Xi,Xkx H- Xioxk2 + . . ¢ + XinXknt
2 catoolk

so findet man, dass ~ Ar die Summe der Quadrate der r gliedrigen Determinanten

ist, die durch Combination von je r Colonnen aus den ersten r Zeilen der
Elemententafel hervorgehen

Mithin sind alle Ar positiv; folglich liefern die angegebenen LdOsungen ein

Minimum.

14. Maxima und Minima mit Nebenbedingungen. Wenn ein System
von n Variabein xx, x.2> . . . X, gesucht wird, fir welches die Function
f{x x X%, ... xn) einen eminenten Werth erhéalt, wé&hrend zugleich die
Bedingungsgleichungen erfillt werden sollen
1L q@(Xv X2,..Xn)= 0, M2XI>X2>'""X«) =0, ... fn(x1 X2, meX,)= 0,
so kann man zunachst aus dem m Bedingungsgleichungen m von den Variabein
X xn als Functionen der Ubrigen ausdricken und diese Werthe inf substi-
tuiren; dann erhdlt man / als Function von (m— n) unabhangigen Variabein
und kann dann wie im vorigen Falle weiter verfahren. Diese Methode bringt

§14. Maxima und Minima. 55

alle die Schwierigkeiten, die Eliminationsprobleme mit sich fihren kénnen, gleich
zum Beginn in die Rechnung hinein und ist daher selten empfehlenswerte

Ein zweiter Weg ware der, die Variabein xv x2, . . xH durch (m—n)
Variable”, y2) . .ym~n zu ersetzen, die so gewahlt sind, dass die Werthe
X~ rtyrlr o x2 = hO'l» eey»i-n), L ... Xn = tyn(yx, . .ymn)

die n Bedingungsgleichungen identisch erfillen. Um 2z B. der Bedingungs-
gleichung zu gentigen

konnte man setzen
X1 — axcosyxcosy2, x2 = a2sinyxcosy2, x3 = a3sinya.

Soll diese Methode verwendbar sein, so muss es gelingen, die neuen
Variabein y so zu wéhlen, dass realen Werthen der x auch stets reale Werthe
dei y entsprechen, da alle bisherigen Entwicklungen die Voraussetzung enthalten,
dass die Variablen und die Functionen real sind.

= Zweckmassiger im Allgemeinen, als diese beiden, ist folgende von L agrange
herriihrende Methode: Man betrachte auf Grund der Gleichungen 1. die m Variabein

XI> X2 XZ> ® e e exm
als Functionen der Ubrigen n— m Variabein
X»i+l >Xm+2, ... X, .
Bezeichnet x- irgend eine Variable der zweiten Gruppe, so erhdlt man durch
partiale Differentiation der Gleichungen 1. die Differentialgleichungen

071 . @+ + dlx.-~2 ~API_ _dx™  Oqt
dxx cXi dx2 dXj 8xm cx2 ex/’
0n2 _ ~xi dy2”~ dx2 df>2 dxm dy2
dxx 8 Xi 8x2 8Xi 8xm 8xi 8X,-
2, ~ A+ 0% L 0%2 0jp3_ SXm  Bf3 _

8xx 8x2 8x 2 " 8Xi ee+ 8xm '8Xi + 8x{ ~ °>

4§ <~ <dx 2 gxm  8(f,,
8xx 8xi 8x2 8Xi 8xm 8x,- 8X,-
Setzt man hier fur i der Reihe nach m-+1, m+ 2, ... n, so erhdlt man
im Ganzen m(n — m) Gleichungen, welche die m(n — m) Differentialquotienten
8Xj] 8x2 8x3 8xm
dxi * 8Xi’ tttarT
eindeutig bestimmen. Die partialen Differentialquotienten von / bezuglich der
unabhangigen Variabein xmjir\, A«+2 .. .xn verschwinden fir ein einem extremen

Werthe von / zugehoriges Werthsystem der Variabein. Also hat man noch die
n—m Gleichungen

3 .0/ , d 0*2 Bf _g”™3 8f_ ' 8xn 8f_ _
8xx 8Xi 8x2 8Xi 8x3 8x2 8xm 8xi 8xi ’
i= m+&=1, m-+2,...n.

Substituirt man in dieselben die aus 2. gewonnenen Differentialquotienten
der xv ... xm, so enthdlt das System 3. nur noch die Variabein xIt . ... X,
und gendgt, um im Verein mit den m Bedingungsgleichungen

<=0, ?22=0, ...M =0
die Unbekannten xIt x2, . . . . X,, zu bestimmen. Aus den Gleichungen 2. und

3. kann man die Differentialquotienten der abh&ngigen Variabein mit Leichtigkeit
eliminiren, denn der Verein derjenigen Gleichungen der Systeme 2. und 3. die

33
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sich auf dieselbe unabhéngige Variable x, beziehen, bedingt das Verschwinden
ihrer Determinante

Aus den n— tn Gleichungen
Ahtl = Art2 == A3 = e An 0
und den Gleichungen
¥l = 2= 73 = ee= =0
erhédlt man die gesuchten Werthsysteme der Variabein. Setzt man in 4. fUr i
der Reihe nach die Zahlen 1, 2, 3,..m, so erhdlt man Determinanten, die
identisch verschwinden, weil in ihnen die erste Colonne mit einer spéateren
identisch ist; man hat daher die n Gleichungen
Al = Ag=A3 — . = An  Antl oo A« 0,
von denen die ersten m identisch sind, die Ubrigen nicht. Die Determinanten A/
weichen bloss in Bezug auf die erste Colonne der Elemente von einander ab.
Bezeichnet man daher mit jg jaj, ja2, . . die Coefficienten dei Glieder der
ersten Colonne in jeder der Determinanten A, so ist
vV f , . g?-z , qu« _
+ + BT + mm "madxi
Dividirt man durch ja und bezeichnet j¢:n mit X SO erhadlt man die
Gleichungen

. A _ _
5, %’- i hal’_ "y "ZU"I- L+ 0, « 1,2 3

Da diese n Gleichungen im Verein mit den w Bedingungs-
gleichungen zur Bestimmung der Griossen XI? X2, X3,.. \mt xX Xx2,x3,..X,,
ausreichen, so kann man sie zur L6ésung des Pioblems benutzen.
Dieselben (n  tn) Gleichungen werden aber auch erhalten, wenn man das unbe-
dingte Problem stellt: Die Werthsysteme der Variabein xx, x2 .. xn, X\ X2, .. X2
zu finden, welche die Function

F —f + Xlgdl 4 Xq2 -P ==+ Xvqk

zu einem Maximum oder Minimum machen. Denn die partialen Differential-
quotienten von F nach den x fuhren auf die Gleichungen 5., und die nach den X
fuhren auf die Gleichungen

?2i = 92 — - = ® e
Wir erhalten somit folgende Regel: Um die Werthsysteme der Variabein
Xlt x2>x3, ... X,, zu finden, welche die Function
fOX\t x2,

zu einem Maximum oder Minimum machen und die zugleich die
Bedingungsgleichungen erfiallen
A=q@= g8= ..= = 0,
bilde man die Function
F =f -P Xjcpj -P Xq2 -P . e=-P X,(ow,
und suche die Systeme der Variabein

§ 14. Maxima und Minima. 5D

3 e- X2, X3, .. Xh
auf, welche F zu einem Maximum oder Minimum machen; die dabei
erhaltenen Systeme xx x2, . .xKsind die gesuchten.
Um zu entscheiden, ob fur die aufgefundenen Werthe der xx, x2, ..xH die
Function f ein Maximum, ein Minimum oder keins von beiden wird, hat man
die homogene quadratische F'orm zu bilden

| |

wobei die $ den aus den Bedingungsgleichungen fliessenden m Gleichungen
unterworfen sind
oxi =0, h — 1,2 3...m,
und zu untersuchen, ob nach Einsetzung der gefundenen Werthe der x die
Function 2V fur alle realen £e das negative oder das positive Zeichen hat, oder
nicht dasselbe Zeichen bewahrt. N&aher auf diese Kriterien
einzugehen, mussen wir uns versagen.

15. Aus n gegebenen Seiten, die in bestimm -
ter Reihe auf einander folgen, das Polygon mit
grosstem Flacheninhalte zu construiren.

Sind Px, P2, P3,...Ph die Eckpunkte und Xh, yh.
die rechtwinkeligen Coordinaten von P;t, so ist die
doppelte Flache des Polygons

(xu+\ — Xh-1)yh «
Bezeichnet man mit cjt die Strecke P/tPh+1, so sind
die n Bedingungen zu erfillen
Y(xh — xh-1)2-P (yh —yh-)2—ch = 0.
Also hat man
F = 2*(%h+i — Xh-i)yh 4- X [Y(xh — xh- )2 -p (yh —yh-1)2 — **]}»
h— 1, 2... n,
wobei x0, y0 durch xn, yn zu ersetzen ist.
Setzt man die partialen Differentialquotienten von F nach den Variabein
gleich Null, so erhalt man

Xh — Xh-1 )é:l‘iXh+\ — Xh -
Ch-1 Ch
\ yh —yh-1 , jfk+i —yh
hh fo o] Xa+ 1 & =
Wir bezeichnen die Strecke Ph-\Ph+i mit dh—, ihre Winkel mit OX, OY
und &k mit (ZT— 1, x), (H— 1, y) und (H — 1, K\ ferner die Winkel von &k mit
OX, OY und G mit (k, x), (k, y) und (k, i)\ alsdann folgt aus 1
2. — dh-\ ecos(H— 1,y) -p \hCos(h — 1, x) — Xaticos(h, Xx) 0,
3 <4-i ecos(H— 1, x) -p \hCos(h— 1, y) — \h+\cos(h, y) 0.
Werden 2. und 3. mit cos(H— 1, x) und cos(Ff— 1, y) multiplicirt und
addirt, so folgt
4. \hCos(H— 1, h — 1) — \h-\-\cos(H— 1, k) = 0.
Multiplicirt man dagegen 2. und 3. mit cos(h— 1,y) und cos(h— 1, x) und
subtrahirt, so entsteht
5. dh-\cos(H— 1, h— 1) — Xatisin(h, h— 1) = 0.
Aus 4. folgt

— (yh+1—yh-1) -P X

c» o

1 (xh+1— xh»l)N—P
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6.

aus 5. und 6.

cos{H— 1, K cos{H— 1, h— 1)’

dh—t ht+1 hi
sinfh, h— 1) cos(ll— ., h—1) cos{H— ., h)’
Das Dreieck Ph-\PhPh+\ lehrt
g dh— a4 )]
sin(Ji, h — 1) sin(H— 1, h) sin[H— 1, h— 1)"
folglich st
9. X+i = ChCot{H— 1, h — 1).
Ersetzt man in 7. und 8. h durch h 1 so erhalt man fir das Dreieck
Ph P>r1Ph+2
10 dh hi+2 iC + i Ch Ch+1

sint(h +1, h) cos(H, h) cos(//, h4- 1) sin{H, h 1) sin{H, h) "

Hieraus folgt
11, h+1 = Chcot{H} h -+ 1).

Aus 9. und 11. ergiebt sich

cot(H— 1, h— 1) = cot[H\ h -+~ 1),
folglich liegen die Punkte Ph—\ Ph, Ph+b Ph-b2 auf einem Kreise. Der
Halbmesser r des dem Maximalpolygon umschriebenen Kreises wird aus der
transcendenten Gleichung bestimmt
arc sin or arc sin or

die durch Anndherung aufgeldst werden kann.

16. Welches Polygon unter allen Polygonen von gegebener Ecken-
zahl und gegebenem Umfange hat die grosste Flache?

Ist n Anzahl der Ecken und c der Perimeter des Polygons, so ist die Function F

1. F = 27(xh-\ — Xh+i)yh + x[2“i/(xh —Xh+1)2 -+ (yfi —jh+1)2 — c\— 0.
Hieraus folgen die Gleichungen

+ arcsin}'rr- = ®

Durch Anwendung der Bezeichnungen in der vorigen Aufgabe gehen diese
Gleichungen Uber in
3. dh— ®os{H— . y) = X[cos(h, x) — costh —1. x)1,
4. dh-\ ecos(//— 1, x) = — X[cos(h, y) — cos(h — 1, _y)].
Quadrirt und addirt man, so entsteht
dt— = 2X2[1 — cos(h— 1, h)\,

daher ist
5. dh—\ — 2\sin\{Ji — 1, h) .
Ferner ergiebt sich, wenn man 3. mit cos{h— 1, y) und 4. mit cos(li 1, jo)
multiplicirt und addirt
6. dh-\ cos{H— 1, h— 1) = N\sin(h— 1, k).

§ 15. Singulére Punkte, Tangenten und Tangentenebenen an Curven und Flachen. 519

Aus 5. und 6. folgt weiter
cos{H— 1, h— 1) = cos\{h— 1, h), und daher
OH- hh-1 = Uh~ 1 h).

Dies zeigt, dass die Basis Ph-\ Ph+\ mit der Halbirungslinie des Aussen-
winkels von der Spitze des Dreiecks Ph—\PhPh+\ parallel, dass mithin P/t—PhPh+\
ein gleichschenkliges Dreieck ist. Hieraus ergiebt sich weiter, dass alle Seiten
des Maximalpolygons einander gleich sind. Aus der vorigen Aufgabe erfolgt
dann weiter, dass alle Winkel des gesuchten Polygons gleich sind. Unter
allen Polygonen von gegebener Seitenzahl und gegebenem Umfange
hat das reguldre die grosste Flache.

§ 15. Singulére Punkte, Tangenten und Tangentenebenen an Curven
und Fléachen.

1 Unter einem singularen Punkte einer Curve oder Flache f = 0 versteht
man einen Punkt der Curve oder Flache, fir welchen alle partialen Differential-
quotienten erster Ordnung der Function f, — oder alle partialen Differential-
guotienten erster und zweiter Ordnung — oder allgemein alle partialen Differential-
quotienten erster, zweiter u. s. w. bis zur rten Ordnung verschwinden.

Ist x, y ein singuldrer Punkt der einfachsten Art der Curve f = 0, d. i. ein
Punkt, fir welchen nur die ersten partialen Differentialquotienten verschwinden,
so genligen x, y den Gleichungen

df df
> / "m

Eliminirt man aus diesen drei Gleichungen die Coordinaten x, y, so erhalt
man eine Gleichung zwischen den Constanten der Curvengleichung; diese muss
erfullt sein, wenn singulare Punkte auf der Curve vorhanden sein sollen. st
ferner x, y, z ein singularer Punkt einfachster Art der Flache f = 0, so sind die
Gleichungen erfullt

AR MO | 2 LA

Durch Elimination der Coordinaten ergiebt sich wieder eine Bedingungs-
gleichung der Constanten der Flachengleichung. Wir sehen hieraus: Eine ebene
Curve und eine Flache enthalten im Allgemeinen keine singuléaren
Punkte; das Vorhandensein eines singuldren Punktes setzt vielmehr
voraus, dass zwischen den Constanten der Gleichung eine gewisse
charakteristische Bedingungsgleichung erfullt ist.

Sollen singuldre Punkte hoherer Art auf einer Curve oder Flache Vorkommen,
so mussen mehrere Bedingungsgleichungen erfiillt sein. Die Existenz eines
singuldren Punktes einer Curve, fir welchen die partialen Differentialquotienten
erster und zweiter Ordnung verschwinden, verlangt den Verein der Gleichungen

cf g 8 f d*f
/=°; 37~-0, gnyO; dax2 = P dxdy T R dy2 T

Combinirt man mit den beiden ersten Gleichungen jede der Ubrigen vier,
so erhélt man vier Systeme von drei Gleichungen; eliminirt man die Coordinaten
aus jedem dieser Systeme, so erhélt man vier Bedingungsgleichungen als noth-
wendige und ausreichende Bedingung fiUr einen singuldren Punkt dieser Art.

2. Die Gleichung der Tangente der Curvef = 0 im Punkte x, y ist

df df
XN~ x) + Ty M~y) = °"

0
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n -f o r
fr einen singuldren Punkt ist » AN =f 0; die Gleichung der Tangenten-
ebene der Flache f — 0 im Punkte x, y, z ist

TXN~*) + Tyr~~y}+-rz~r-2) = 0»
und fur einen singularen Punkt der Flache hat man

0
dx dy dz

Wir sehen daher: In einem singuldren Punkte einer Curve ist die
Tangente, in einem singuldaren Punkte einer Flache die Tangenten-
ebene unbestimmt.

3. Ist P ein Punkt der Curve /7 = 0, so sind die Coordinaten eines Punktes
11 der Geraden, die durch P geht und mit der AT-Achse den Winkel a bildet
le 8= X -~rcosa, =y -~ rsina,
wobei r die Strecke P 1l bezeichnet. Um die Punkte zu erhalten, welche die
Gerade mit der Curve gemein hat, setzt man die Werthe 1. in die Curven-
gleichung ein; diese enthdlt dann nur noch die Unbekannte r. Entwickelt man
die Function f (x -(- rcosa, y -+~ rsina) nach dem TAYLOR'schen Satze, so
erhélt man

Ist nun P ein singuldrer Punkt, so verschwindet das erste Glied der linken
Seite fur jeden Werth von cosa und sina\ die Gleichung 3. hat daher eine
Wurzel r = 0. Sind die partialen Differentialquotienten zweiter Ordnung nicht
sammtlich gleich Null, so sind die andern Wurzeln r der Gleichung 3. im All-
gemeinen von Null verschieden. Wir schliessen daher: Jede Gerade, die
durch einen singuldren Punkt P einfachster Art geht, hat in P mit
der Curve zwei Schnittpunkte.

Ein solcher Punkt wird daher als Doppelpunkt der Curve bezeichnet.

Ist P ein Doppelpunkt, so werden die Punkte, in welcher eine durch P
gehende Gerade die Curve noch ausser in P durchschneidet, aus der Gleichung
gewonnen

d . d\\ r( d . .4
4. dx S|nady1/+ g [cosa ¥f + = 0.
Wahit man die Gerade so, dass
d Vv C dF
0. cosa dy If = gy cos2a i chQy QBas 1@ —~ ({gyz,p o 0,

so hat die Gleichung 4. eine Wurzel r = 0. Die Gerade hat alsdann in P drei
Punkte mit der Curve gemein; sie giebt eine Richtung an, in welcher man vom
Doppelpunkte aus auf der Curve fortschreiten kann und heisst daher Tangente
im Doppelpunkte.

§15. Singuldre Punkte, Tangenten und Tangentenebenen an Curven und Flachen. 521

Durch die Gleichung 5. werden zwei Gerade bestimmt, die real und ver-

schieden, real und gleich, oder conjugirt complex sind, je nachdem
g2/ av _ z_az2ly<

6' dx2 " dy2 \dxdy) >

Sind die beiden Tangenten im Doppelpunkte real und verschieden, so be-
zeichnet man den singuldren Punkt als Doppelpunkt im engern Sinne, in
diesem Falle kann man von P aus in zwei verschiedenen Richtungen auf der
Curve fortschreiten, die Curve geht also zweimal durch P hindurch. Sind sie
real und vereint, so giebt man ihm den Namen Rickkehrpunkt und die duich
5 bestimmte Gerade heisst Rlickkehrtangente. Sind sie complex, so kann
von dem Punkte aus in keiner realen Richtung auf der Curve fortschreiten, es
giebt also keine realen Punkte der Curve, die dem singularen Punkte benachbart
waren, er ist ein vereinzelter oder isolirter Punkt.

Die Gleichung der beiden Doppelpunktstangenten wird erhalten, wenn man

in 5. setzt

Man erhalt N N

4. Wir geben zunachst hierzu einige Beispiele.
Fur die Doppelpunkte der Curve dritter Ordnung
/ == ax* h 3bx2y + 3cxy2 H- dy3 -t- 3ex2 + 6fxy + 3gy2 = 0

hat man ax<l + + + 2ex + =

Il d = bx2 + 2cxy + dy2 + 2%x 4 2y = 0.
3 dy df
Alle drei Curven/ = 0, ~ = 0 wund f -= 0 gehen durch den Null-
punkt, daher ist dieser Doppelpunkt von /; mehr als einen Doppelpunkt kann /
nicht haben; denn hatte eine Curve Ill. O. zwei Doppelpunkte A und B, so
wirde die Gerade AB in A zwei und in B zwei Punkte mit der Curve gemein
haben, hatte also vier Schnittpunkte mit der Curve, im Widerspruche mit der
Thatsache, dass eine Gerade mit einer (eigentlichen, nicht in Kegelschnitt und

Gerade oder in drei Gerade zerfallenden) Curve Ill. O. nur drei Punkte gemein
haben kann. Man hat

1d2 \ cof lax

pax2 . XY Ce qwy = bxwcyirs =+ o+

FUr den Doppelpunkt x =y = 0 erhalten diese Ausdriicke der Reibe nach
die Werthe ¢, /7, g] daher ist die Gleichung
der Doppelpunktstangenten

ex2 t+ Zxy -l-gy2 = 0.

Der Nullpunkt ist ein Doppelpunkt im
engern Sinne, wenn eg—f 2<0, ein Rluck-
kehrpunkt, wenn eg—f 2 =0, ein isolirter
Punkt, wenn eg —f 2>0.

5. Zieht man durch den Nullpunkt
Gerade, und tragt vom Schnittpunkte B
dieser Geraden mit einer Parallelen AAX
zur Abscissenachse auf der Geraden nach (M.495)
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beiden Seiten hin eine gegebene Strecke BP = PXB = m ab, so ist der Ort
der Punkte P und P x eine Curve, die unter dem Namen der Conchoide des
Nikomedes bekannt ist. Ist OA — p, und bezeichnet man Radius vector und
Anomalie eines Curvenpunktes r und @ so gelten fur P und P x die Gleichungen
{r gp m)sinp= p .
Ersetzt man siny durchy :r, so erhdlt man

Aus 2. folgt fir Doppelpunkte

5. X — 0, oder y — p.

Setzt man das erstere in 1. und 3. ein, so ergiebt 1.
6- y2= 0, oder (p —y)2= m2, und 3.
7- y = 0, oder (y—p) @2y —p) = m2.

Hieraus folgt, dass der Nullpunkt den Gleichungen 1., 2. und 3. genugt;
da er die Grossen 4. nicht zu Null macht, so ist er ein Doppelpunkt der
Conchoide. Die beiden andern Werthe fur y unter 6. und 7. stimmen nicht
Uberein; der in 5. noch angegebene Werth y = p befriedigt 3. nur unter der
Annahme x — o0 ; beide Werthe genigen auch 1. und machen 4. nicht gleich
Null, sind also Coordinaten eines zweiten Doppelpunktes.

Setzt man in den Formeln 4. x —y — 0, so erhdlt man die Gleichung der
Doppelpunktstangenten des Nullpunktes
8. px2 -t (p2— m2)y2 — 0.

Istp > m, so sind diese Tangenten conjugirt complex; der Nullpunkt wird
in diesem Falle zwar durch die Construction der Curve nicht erhalten, gehort
aber als isolirter Punkt zu der durch die Gleichung 1. definirten Curve. Ist
p — m, so hat die Curve in O einen Rickkehrpunkt und OY ist Ruckkehr-
tangente; istp < m, so ist O ein eigentlicher Doppelpunkt.

Der zweite Doppelpunkt ist der unendlich ferne Punkt der Geraden AAX
FUr die Coordinaten desselben ist

cX cX . £Y
8X—Z = 0, 'E_XEV unbestimmt,, cy2 00 >
die Gleichung der Doppelpunktstangenten ist daher
(y-py = 0;
der unendlich ferne Punkt der Geraden AAX ist somit ein Rickkehrpunkt,
und AA” die zugehorige Rickkehrtangente der Conchoide.

6. Die Curve
1. f == (x2— a22— ay2(3a -h 2y) = 0% liefert
2. = 4x(x2 ~ a2)> yy = - “ay(a +jy),
£/ dof d2f
3, dx2 A(Bx2 a2, A - o= (0, A~ j= - 6«(a+ 2y).

") Salmon-Fiedler, Analyt. Geom. der hoh. ebenen Curven, Leipzig 1873, I-Kap., 2. Absclin.
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FUr Doppelpunkte folgt aus 2.

Xx = 0 oder x — zha,
und y = 0 oder y — — a.

Von den sechs Paar Punkten, die sich durch Combination dieser Abscissen
und Ordinaten ergeben, genugen der Curvengleichung die drei Punkte

=0 y1= =a y2= 0; = —a>Js= °-

FOr keinen dieser Punkte verschwinden die zweiten Differentialquotienten;
also sind die so bestimmten Punkte Pt, P2, P3 Doppelpunkte. Die Gleichungen
der Doppelpunktstangenten sind

fur Pt : 2x2 — 3(t-h a)2— 0,
fur P 2: 4:(x —a)2— 3r2= 0,
far P 3: 4:(x + a)2 —3y2=0.

Flieraus erkennt man, dass P x, P 2> P %eigentliche Doppelpunkte sind.

7. Wenn in einem Punkte P einer Curve f = 0 die ersten und die zweiten
partialen Differentialquotienten von f verschwinden, aber nicht sammtliche dritte,
so hat die Gleichung (vergl. No. 2, 2)

FUr jede durch den Punkt P gehende Gerade sind also drei Schnittpunkte
mit der Curve in P vereint; der Punkt wird daher als dreifacher Punkt der
Curve bezeichnet. Bestimmt man a aus der Gleichung

( d . c\3
+smaTy)/
2. g d wa B =
Ry (0S3S + 3&*%9 cos‘ asina exdy?2 cosasin* a jZ <+ = 0,

so erh&lt man drei durch P gehende Gerade; diese enthalten die Richtungen,
in denen man von P aus auf der Curve fortschreiten kann. Durch einen drei-
fachen Punkt geht daher die Curve dreimal. Die drei durch 2. bestimmten
Geraden bezeichnet man als die Tangenten im dreifachen Punkte. Sind
die Wurzeln von 2. real und verschieden, so ist P ein dreifacher Punkt im
engern Sinne; sind zwei Wurzeln gleich, so wird die der Doppelwurzel zugehérige
Gerade 7\ in P von zwei Curvenasten beruhrt, die in P einen Rickkehrpunkt
und Tx zur Rickkehrtangente haben; ausserdem geht durch P noch ein dritter
Curvenast, dessen Tangente in P der dritten Wurzel von 2. entspricht. Hat 2.
drei gleiche Wurzeln, so enden in P drei Curvenédste und haben in P eine
gemeinsame Tangente, namlich die der dreifachen Wurzel von 2. zugehorige
Gerade; in diesem Falle ist P ein Ruckkehrpunkt héherer Art. Hat 2. eine
reale und zwei complexe Wurzeln, so ist P als ein isolirter Punkt aufzufassen,
durch den ein Curvenast hindurchgeht.

8. Wenn die Coordinaten der Punkte einer Curve als Functionen eines un-
abhangigen Parameters u dargestellt sind,

= 2(*)» = +(«)»
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so kdonnen Doppelpunkte in der Weise auftreten, dass zwei verschiedene Werthe

ult u2 des Parameters dieselben Coordinatenwerthe X, y ergeben, wéahrend die

Differentialquotienten gr und 4/ und damit die Tangente
fe@—x)—9<W—y) = 0

fur die beiden Parameter verschiedene Werthe annehmen. Aendert sich u con-

tinuirlich wachsend oder abnehmend von ux zu u% so beschreibt dabei P eine

Curvenschleife, die zu dem Ausgangspunkte zurtickkehrt.

Diese Schleife wird immer kleiner, je kleiner die Differenz ux — u2 ist;
wenn u2 von ul nur unendlich wenig verschieden ist, so verschwindet die
Schleife und der Doppelpunkt geht in einen Rickkehrpunkt Uber. Die Be-
dingung fur einen Rickkehrpunkt ist also, dass einer unendlich kleinen Aenderung
von u unendlich kleine Aenderungen hoéherer Ordnung von x und y entsprechen;
daher ist fur einen Rickkehrpunkt

dx dy
du A du
A. Fir die Curve, welche durch die Gleichungen dargestellt ist

w==-UW- sin))y y -- w
daher ist

dx . dv .
— = a(1l— costi), = asinu .

Beide Differentialquotienten verschwinden fir die Parameterwerthe u = 0
2t 44 u s. w. Die zugehérigen Punkte sind daher Ruckkehrpunkte; die
Ruckkehrtangenten sind normal zur Abscissenachse.

9. Doppelpunkte an Flachen. Um die Punkte Il zu erhalten, die eine
durch den Punkt P der Flache f(x, y, z) = 0 unter den Richtungswinkeln
a, B 7 gelegte Gerade mit der Flache gemein hat, setzt man
£= X -+~ rcosa, 1=y + rcosB, £= z -I-rcosy
in die Flachengleichung an die Stelle von x, y, z und bestimmt aus der resul-
tirenden Gleichung die Unbekannte r. Entwickelt man nach dem TAYLOR'schen
Satze, so erhalt man
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nx ny hz

Ersetzt man hier cosa, cos§, cos7 durch die proportionalen Differenzen
I —x, y—y, £— z, so erhdlt man die Gleichung der Tangentenebene in P.
Sind fur P die Gleichungen erfullt
u=1il=d
dx dy dz ’
so versehwindet in 2. das erste Glied unabhangig von a, B 7. Es hat also denn
jede Gerade, die durch P geht, mit der Flache in P zwei zusammenfallende
Schnittpunkte. Sind fir P nun nicht s&mmtliche partiale Differentialquotienten
zweiter Ordnung gleich Null, so verschwindet das zweite Glied von 2. nicht
identisch, alsdann hat also im Allgemeinen eine durch P gehende Gerade in P
nicht mehr als zwei Schnittpunkte mit der Flache; der Punkt P wird deswegen
als Doppelpunkt der Flache bezeichnet.

10. Die durch den Doppelpunkt P gehenden Geraden, welche mit
Flache in P drei zusammenfallende Punkte gemein haben, genigen der Gleichung
/ d d d\2,
L. eos$Ty [ = 0

denn in diesem Falle verschwinden in der Gleichung No. 9, 1. das erste, zweite
und dritte Glied, dieselbe hat daher eine dreifache Wurzel r — 0. Die der
Gleichung 1. geniigenden Geraden bezeichnet man als Tangenten im Doppel-
punkte. Ersetzt man in 1 die Cosinus der Reihe nach durch $— x, yj—y,
£— z, so erhdlt man die Gleichung der von den Tangenten im Doppelpunkte
erzeugten Kegelflache, néamlich

d2f d2f dz2 f
05*ff - *)2+ 2 - *)0-y)+ 2 - )
2. d2f . d2f d2f
ab =322+ Zaygy - ME- e T - D220
Wir schliessen daher: Die Tangenten im Doppelpunkte einer Flache
sind die Mantellinien eines Kegels Il. O., der den Doppelpunkt zur
Spitze hat.

Je nach der Realitdt und den Ausartungen dieses Berihrungskegels im
Doppelpunkte unterscheidet man verschiedene Ausartungen der Doppelpunkte.
Ist der Kegel real und ohne Ausartung, so wird P als Doppelpunkt im
engern Sinne bezeichnet. Ist der Kegel imaginar, so ist nur seine Spitze real,
und P wird zu einem isolirten Punkte.

11. A. Die Gleichung der Fusspunktflache eines dreiachsigen Ellipsoids

der



526 Differentialrechnung.

X yi zl
a3 PR ¥ 1= 0
fur das Centrum als Pol ist
le f = a2x24- by 2-hc2z2-r- x2+_y2H z2)2= 0.
Die partialen Differentialquotienten erster Ordnung sind
df df df
M2 — 2 ragxx, = 2("2—2r2)y, ~ = 2(V2—2r2)2,
dx d¥
wobei r2= o2 H-jv2 -i- 22.

Die Functionen 1 und 2. verschwinden nur fir x —y — z 0.
Die zweiten partialen Differentialquotienten von f sind

d2f d2f d2f

e 2= 2@2—4r- 8*2» N = 2M0—4r—8y2, ~~ = 2f2—4r2—8z4,
3 dxdy _ £2/ .

d2f T Ty~ dy = — 8xz gidz = — 8z

Sie verschwinden fir den Nullpunkt nicht; derselbe ist daher ein Doppel-
punkt der Fusspunktflache.
Der Tangentenkegel im Nullpunkte ist, wie sich aus 3. ergiebt:
a2x2 4- b2y2 4- c2z2 = 0;
derselbe ist imagindr, und daher der Nullpunkt kein Doppelpunkt im engeren
Sinne, sondern ein isolirter Punkt.
B. Fur das einschalige Hyperboloid
y*
b2
ist die Gleichung der Fusspunktflache, wieder mit dem Centrum als Pol,
f = a2x2 -t by2 — ¢2z22 — (x2-hy2-hz2)2 — 0.

------ 5- 1= 0

Daher ist
af n cf
o C 2(/a2 2r2n, dy — 2(b2 —2r2)y, 17 = —2{c2+2r2z;
dy_ _ dH dH
dx2 = 2a2— 4r2—8x2 W :W 4r2—8y2 dz2 —2c2—4r2 8z2,
bZ dz dH _
dxdy = — BAY, dydz = — 8xz, dydz ~ — 8z.

Der Nullpunkt ist daher Doppelpunkt, und der Tangentenkegel im Doppel-

punkte hat die Gleichung
a2x2 4- by2 — c2z2 = 0.

Ist a = 0, artet also das Hyperboloid in eine hyperbolische Grenzflache

aus, so artet der Tangentenkegel im Doppelpunkte zu zwei Ebenen aus
by2 — c2z2 = 0.

12. Tragt man auf jeder durch das Centrum eines dreiachsigen Ellipsoids
gehenden Geraden vom Centrum aus nach beiden Seiten hin je zwei Strecken
ab, die der grossen und der kleinen Halbachse des zur Geraden normalen
Diametralschnittes gleich sind, so erhdlt man die Punkte der FRESNEL’schen
W ellenflache¥).

Ist P ein.Punkt der Wellenflache und sind @ 7 die Richtungswinkel von
OP, so genigt OP = r der Gleichung § 14 No. 6, 12

a2cos2P b2cos2% c2cos2y
b2 r2 —c2 "~

*) Der Name der Flache bezieht sich auf die Bedeutung, die sie fiur die Theorie der
Aetherschwingungen in optisch zweiachsigen Mitteln hat.

§15. Singulare Punkte, Tangenten und Tangentenebenen an Curven und Flachen. 527

Multiplicirt man mit r und substituirt

X — rcosy, 'y = rcos<p, z = rcosy,
so erhélt man die Gleichung der Wellenflaéche in der Form
b2y * 202
b2 = 0.
Durch Beseitigung der Nenner erhélt man hieraus
2 f = (X2-+-y24-122) (a2x24- y24-c222) — a2x2{b2 c2)

— Py2(@2-ha2) — c2z2{a2-h b2) 4- a2b2c2 = 0
Um eine Vorstellung
von der Gestalt derWellen-
flache zu erhalten, bemerke
man, dass die Wellenflache
von jeder Coordinaten-
ebene in einem Kreise
und in einer Ellipse ge-
schnitten wird; bei der
ZF-Ebene hat der Kreis
den Halbmesser c¢, die
Ellipse in der X- und
der Y-Achse der Reihe
nach die Halbachsen b
und a\ bei der ZZ-Ebene
hat der Kreis den Halb-
messer b, die Ellipse in
der X- und Z-Achse die
Halbachsen ¢ und a\ bei
der YZ-Ebene hat der (M 496.)
Kreis den Halbmesser a, die Ellipse in der Y- und Z-Achse die Halbachsen ¢ und b.
Die Differentialquotienten von f sind

— = px\a9x94- by24- ¢332 +a2(r2__£2 _,2)] == 2xA,

dx
3 g © 2 \2X24-by24-c2224-b2(r2— 2 a2\= 2yB,
dz = 2z \a2x2 4- b2y24- c2z24-¢c2(r2— a2 b2\ B 2zC,

wobei A, B, C zur Abklrzung fur die Grossen in den eckigen Klammern einge-
fuhrt sind. Die Gleichung der Tangentenebene der Wellenflache im Punkte P
derselben ist daher
4, XA(% —x) 4-y B fi—y) 4- zC(t,—2z) = 0.

Man Uberzeugt sich leicht, dass unter den Punkten, welche den Gleichungen

XA = yB = zC — 0

genugen, nur diejenigen drei Gruppen der Flache angehdren, welche je eines
der drei Systeme aufldsen

5. x= B —C = 0,
6. A= y =C=0,
7. A= B = z=0,

Jede dieser drei Gruppen enthdlt vier Punkte, namlich die Schnittpunkte
der Kegelschnitte, welche je eine Coordinatenebene mit der Wellenflache ge-
mein hat.
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Unter diesen Gruppen enthélt eine vier reale, die andern beiden enthalten
imagindre Punkte; ista > b > ¢, so sind die vier Punkte der zweiten Gruppe
real; einer derselben ist in der Figur mit A bezeichnet. Die Coordinaten dieser
vier realen Doppelpunkte ergeben sich aus

vy W v X VAV&

Setzt man aus 5. die Werthe ein, so erhdlt man die Gleichung des Tangenten-

kegels im Doppelpunkte
a20(@2_ t) (5 _ xy — _ a2 _ g2 (2 _ )™
H a2c%2 _ b2)(5_ zy + acta* 4- c2)-[/(h2—a2) (™2 —£2)5—*)C—*) = 0.

Dieser Kegel ist symmetrisch gegen die AZ-Ebene; sein in diese Ebene
fallender Hauptschnitt wird aus den beiden Tangenten gebildet, die man im
Doppelpunkte an den Kreis und die Ellipse legt, in welchen die Wellenflache
von der AZ-Ebene geschnitten wird; die Achse des Kegels halbirt den stumpfen
Winkel dieser Tangenten.

Die Wellenflache besteht aus zwei Manteln; einem &usseren Mantel, dessen
Punkte von den grossen Halbachsen der Diametralschnitte herriihren, und einem
inneren, dessen Punkte von den kleinen Halbachsen herrthren; der innere wird
ganz von dem @ausseren eingeschlossen. Beide Mantel haben vier Punkte gemein,
die vier Doppelpunkte. Wie man aus den Coordinaten der Doppelpunkte
erkennt, sind die Geraden OA normal zu den Kreisschnitten des Ellipsoids. In
der Umgebung von Ahat der innere Mantel eine Spitze, der &ussere eine trichter-
formige Vertiefung. Der Uebergang aus dem inneren durch einen Doppelpunkt
in den ausseren Mantel erfolgt entlang der Oberflaiche des Tangentenkegels.

13. Betrachtet man eine Curve als Einhillende ihrer Tangenten, so kénnen
singulare Tangenten auftreten, die den Doppelpunkten und den vielfachen
Punkten einer als Punktgebilde aufgefassten Curve entsprechen.

Sind u, v und u -\ hu, v 4- hv die Coordinaten zweier Geraden, und $ 7
die Coordinaten ihres Schnittpunktes, so ist bekanntlich (vergl. § 3, No. 23)

i7" = — hv:hu.

Man kann daher setzen
1 hu = vwt, hv = —\t,
wobei / unbestimmt ist; &ndert sich /von — 00 bis 4- oo, so umhullt die Gerade
u 4- hu, v 4~ hv den Punkt i .

Die Geraden u4- hu, v 4- hv, welche durch den Punkt £ yj einer Geraden
u, v gehen und die Curve f(u, v) — 0 berthren, werden erhalten, indem man t
aus der Gleichung berechnet
2. f(u 4- hu, v 4- hv) ssaf{u 4- W, v— £/) = 0,
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und mit Hlfe der Wurzeln dieser Gleichung und der bekannten Werthe ¢, i, .. +
die Coordinaten zusammensetzt
3 u hu — u 4“yj/, v hv — v — £/.

Entwickelt m any” 4- 7]/, V— &/)nach dem TAYLOR’'schen Satze, so erhéalt man

4 /(K+ V' + (,£-{£)/
1 / 8 8\3
+ F-TTs "ta\~rd~~ + eee= °.
Isty v eine Tangente der Curve, so istf(u, v) = 0 und daher eine Wurzel
der Gleichung 4. gleich Null; die andern Wurzeln ergeben sich aus der Gleichung

51 TB) +VGu {n)"!k?"]GL ~3) /umm

Wahlt man ij, yi so, dass sie der Gleichung genligen

6 df ,df_

' Aoy —EF, = 0

so ist hierdurch ein Punkt P vollstandig bestimmt; durch diesen Punkt gehen

zwei zusammenfallende Tangenten der Curve, der Punkt ist somit der Be-

rihrungspunkt der Geraden u, v und der Curve. Die Gleichung desselben er-

giebt sich aus 6., wenn man darin y und (— ij) durch die proportionalen Grdssen
u—u, b—v

ersetzt, denn ist u, b eine P enthaltende Gerade, so ist fur einen bestimmten

Werth von 7/ (No. 1)

u—u= 7/, b—v= —\t.
Man erhalt dadurch die Gleichung
7 d/ X 3/,
du(*—“+ dv(*~ ® = 0’

in Uebereinstimmung mit § 5 No. 23, 4.
Wenn es eine Tangente 7' der Curve giebt, fur welche

e ———————— % -1 % -

so ist die Gleichung 7. identisch erfullt; in diesem Falle gehen durch jeden
Punkt der Geraden T zwei zusammenfallende Tangenten der Curve, die Curve
wird daher als Doppeltangente bezeichnet. Die Tangenten, welche ausser

der Doppeltangente selbst durch einen Punkt derselben gehen, ergeben sich aus
der Gleichung

9 1(s d \2 1 (4 g X\3
' 2 - (dv)f +6y'h,- £Y) 7+ 0.
Bestimmt man & y] aus der Gleichung
L eivVv / d2f d2f
10 ( du dv) & T du?2 2%? dudv

so fallen fur diese beiden Punkte je drei Tangenten der Curve mit der Doppel-
tangente zusammen. Die Gleichung dieser beiden Punkte wird erhalten, wenn
man 10. mit /2 multiplicirt und dann die Substitution ausfuhrt

W/ = u—u, &/=b—v.
Man erhdlt dadurch
8\ f d2f d2/
11. du?2 0* L»2+29)Lfd\9“v-- S>3 (> =)+ fy2(r ) =0

Diese beiden Punkte werden als die Berihrungspunkte der Doppel-
tangente bezeichnet. Sind sie real und verschieden, so ist T eine Doppel-
Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 34
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tangente im engern Sinne; sind sie conjugirt complex, so enthélt T keinen realen
Punkt der Curve und ist daher eine isolirte Tangente.

14. Beispiel. Sind Px und P2 lineare Functionen von Liniencoordinaten,
so werden durch die Gleichung

PXP2+ X{Pi + aPxP2+ bP?) = 0
fur ein veranderliches XPunktpaare dargestellt, die auf der Geraden P xP 2 liegen
und eine quadratische Involution bilden. Sind Qx und Q2 ebenfalls lineare
Functionen in Liniencoordinaten, so bilden die Punkte
Qi+ X2 =0

eine Punktreihe, die mit der Involution projectiv ist. Die Geraden, welche ent-
sprechende Punkte der Involution und der Reihe verbinden, gentigen der

Gleichung
fA (P ? + aPxP2+ bPS)Q, -P 1PiQl = O0;

dies ist die Gleichung einer Curve dritter Klasse. Man erhélt

¥ = ptm+ PN, 3\//= P,M" + P2N ",

wobei M, N, M' N' leicht zu bildende Functionen sind. Man sieht hieraus,
dass die drei Gleichungen

{:0,, J(RI:O’ ov:0
durch die Gerade erfullt werden, deren Coordinaten den Gleichungen
Pi = 0, P2=0

genigen. Die Curve f= 0 hat also die Gerade P\P~ zur Doppel-
tangente.

15. Sind u, v, w, und u A/, v+ A/, w -(- Aw die Coordinaten zweier
Tangentialebenen T, T' der Flache f{u, v, w) — 0, sind ferner u, D, tu die
Coordinaten einer durch den Schnitt von T und T' gehenden Ebene 2, so ist

bekanntlich (vergl. § 6, No. 9, 4)
u—u 06— v X0— W

&u A Aw
Man kann daher, mit t eine unbestimmte Grosse bezeichnend, setzen
1 u= « + /-Ag, d= Z-p/=A/, tu= w + /ekw.

Die Tangentialebenen von f, welche durch die Gerade TT' gehen, werden
somit aus der Gleichung erhalten
f(u p/=A/, Vv HLteA, w-+teAw) = 0.

Entwickelt man nach dem TAYLOR’schen Satze, so erhalt man
2

1(*, v>w) + MAudu + AW VA AWI W f "(AUju + Avdv~ Awdw) f
1 ul ( d
6 " \ Udn Aviv+AwN ) f + - °o_

Nach der Voraussetzung ist f{u, v, w) = 0; die Gleichung 2. hat daher
eine Wurzel t = 0; ihr gehort die Ebene T zu
Werden Az/, Az/, Aw so gewahlt, dass

3. AZ/-HU + PZ/'](RI-t- Awb\;\v = 0,

so hat die Gleichung 2. noch eine Wurzel t = 0; es fallen denn also zwei
durch die Gerade T T1gehende Tangentenebene der Flache in 1 zusammen.
Bezeichnet man die Coordinaten von T' mit U, V, IV, so ist

bu=U —u, A= V—v, AN =W — w,
aus der Gleichung 3. erhélt man daher
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4

r.w * > + rjvy +

dies ist in Uebereinstimmung mit § 6, No. 5, 4 die Gleichung des auf T ent-
haltenen Tangentialpunkts der Flache f.

Giebt es eine Tangentenebene T der Flache, fur welche die Differential-
quotienten verschwinden

5 0/= 0/ 0/
' du dv dw

so dass fur die Coordinaten von T die vier Gleichungen bestehen
0/ (V4 , 0/
/ = 0, o7 o, 8Z/=0‘, o 0,
so ist 3. identisch erfiullt; jede auf T enthaltene Gerade hat dann die Eigen-
schaft, dass zwei durch sie hindurchgehende Tangentenebenen der Flache f mit
T zusammenfallen. Die Ebene T heisst daher Doppeltangentenebene.

Sind in 2. zz v, w die Coordinaten einer Doppeltangentenebene, so hat die
Gleichung 2. unabhéngig von der Wahl der Ebene T zwei Wurzeln t — 0; die
Ubrigen ergeben sich aus
G,\(azzd .0 . 0\2, 1{. o 0 n ~

dx hvTy+ twTz)f+- 6 W ~ + AN + Ap ) /+===10.

Wahlt man-—-ntn T" so, dass

§ o ln * Ay 2 4 5

so hat die Gleichung 6. eine Wurzel t = 0, die Gleichung 2. mithin eine drei-
fache Wurzel t = 0; fir die Geraden, in welchen die der Gleichung 7. ent-
sprechenden Ebenen T' die Doppeltangentenebene T schneiden, fallen also drei
Tangentenebenen mit T zusammen. Die Gleichung 7. giebt entwickelt

z>v,, W» oo~ d¥sxu_ u){v_ v)+ i N~ f 7 u){w_ w)
dudv dudw
. d*f
g}v&}é v) dviW(\r/_ V)(W-:'W)’\'p 027 = °-

Dies ist die Gleichung einer Grenzflache zweiter Klasse; die in T
liegenden Tangenten dieser Grenzflache (die Trager der Ebenenbuschel, welche
die Grenzflache beridhren) heissen die Tangenten der Flache auf der
Doppeltangentenebene, die auf T liegende Curve zweiten Gerades, welche
sie berdhren, und deren Punkte der Flache / angehdren, ist die BerUhrungs-
curve der Doppeltangentenebene. Ist diese Curve eine eigentliche Curve
zweiten Grades, so wird T als Doppelebene im engern Sinne bezeichnet;
sie kann auch zu zwei getrennten oder vereinten Punkten ausarten, oder imaginar
sein; im letztem Falle ist T eine isolirte Tangentenebene der Flache 7/,
ohne reale BerUhrungspunkte.

16. Als Beispiel wahlen wir die W ellenflache. Um zunéchst die Gleichung
der Wellenflache in Ebenencoordinaten zu erhalten, bemerken wir Folgendes:
Ist P ein Punkt des der Wellenflache zu Grunde liegenden Ellipsoids E, so be-
schreibe man um das Centrum O des Ellipsoids eine Kugel K, die durch P
geht, und construire die Ebenen Tx und T2, die E und K in P berthren. Die
Schnittlinie Q Q X dieser beiden Ebenen ist normal zu OP, und berthrt den durch
QQt gehenden Diametralschnitt in P; folglich ist P ein Scheitel dieses
Diametralschnitts *).

*) In Fig. 497 sind E, K, Tv T2 durch ihre Schnittlinien mit der Ebene vertreten, die
durch OP normal zu QQI geht.

34’
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Macht man daher auf einer durch O
gehenden Normalen zu OPQ die Strecke
OU = OP, soist Il ein Punkt der Wellen-
flache; wir wollen ihn als den mit P ver-
bundenen Punkt bezeichnen.

Die Gleichungen der Ebenen Tx und
T %sind, wenn je t), 3 laufende Coordinaten
bezeichnen, und OP = r gesetzt wird

” X y z , n
L + + — 1 - -°.

72= Xxy 4- 4- 23 —r2= 0,

Die Ebene <9<2<2i geht durch die
Schnittlinie TxT2 und durchs Centrum,;
ihre Gleichung ist daher

v ~hz (ja - = °x
Die Richtungscosinus der Normalen dieser Ebene, d. i. der Geraden OIl

folgen hieraus zu .
cos 9 = (S ) ! (A O
B Qs7 r
Hierbei ist
Ir Ir2 \2 [>2  \2 />2 \ 21 G2 y2 22\

rM » + — rM '
ANG+n4 1

Aus 2. ergeben sich die Coordinaten des mit P verbundenen Punktes der
Wellenflache zu

"=MM- * MM
4. — -— -—

Aus der von Nennern freien Gleichung der Wellenflache erhélt man die
Gleichung der Tangentenebene im Punkte Il

T= g+ a2(r2— b2 —f2](y— 9 4- Dfp4- £2(r2—~ — tf2)] — 7))
4- 4- t2(r2- <2- b213-0 = 0,
wenn P==a2£2 4- "2y2 -t- c2Q2>

Legt man Ebenen TX) T2\ V parallel zu Tx, T2, 7’ durch den Nullpunkt,
so sind deren Gleichungen

T gt oy = 0>
T2 xje 4-y\N 4- z3 0,
T==$[cp + a2(r2— £2— f2)JjcH-Y)[<pH-£2(r 2— "2— + a5 -i1@)]S=0.
Hierzu fugen wir noch die Gleichung der Ebene OQQx
P% = Sc4- T4 0 = 0,
und beachten, dass die Ebenen Tx\ T2, T3’ ein Blschel bilden. Die Function
T lésst sich in folgender Weise unter Benutzung der Formeln 4. zerlegen

r ES @e7y 4- ~ [{r2—a2) 4- (r2— £2)fl9 4- {r2 — ~2) 03]

“OTE RO+ ) 22— B+ (24 «2Q)(R2-A JLAH-(N + 1)

WRA-N24-"2¢p  (2£2 + $22 + 2a2)] jy _ fl2$22.yy.
M
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Da hiernach die Function T' in der Form erscheint
r = ajy + BTy +~ 77/,
so erkennt man, dass T' durch die den Ebenen Tx, T2, 7B gemeinsame Schnitt-
linie geht. Hieraus folgt, dass die Tangentenebene der Wellenflache in

Il normal zur Ebene 11OT ist.
Um den Winkel zu beurtheilen, den die Tangentenebenen T und Tx ein-

scbliessen, bilden wir die Ausdricke

JpOT-H*2N 2—b2-c*)]=r2y-%x (@—r4) * ~ rX2-r\b2+c"~-h(b2+cx2,
5 ~mr)[y+b2(r2—c2—a2)]=r2f-"N —(P—r 4)--"2—r 2y 2—r 2(c2-+-a2)~2-h(c2-ha2)y 2,

NC[9+c2(r2-a 2—b2)]=r2v-~(<p-rd)-~—r2z2- r 2(a2-hb2)?2+ (a2-hb2)z2.
In Rucksicht auf
(b2+02)™ + (c2+ a2fy + (a2+ b2)~ =(a2+b2+ca)™ 2-hj2-h"2j — (xfi-+y2-hz2)
0.70. o
(b2-hc2)x2-h(c2-ha2)y2-h(a2-hb2)z2= (a2-hba+c2) r2— {a2x2+ b %/ 2+ c2z2)
ergiebt sich die Summe der Ausdricke 5. zu

g epr2 + No- (9-r1rd)- rd- r2(a2+ b2+ c2-r 2)4- (a2-hb2-hc2)r2
— (<2*2 + by 2+ c252)= M2+ rd— {ax2H b2 H c252).
Nun ist
/2 es «<PPM2 4- b2M 2 4- cK2M 2,
(/4 2 \ /™M r2
“aV (si-2~+ 1 pi_2F + 1
r* (“T+ Ji + Js) —2r2(*2-1-72+2z2) + + t'y* + A 2,

= — rd4- R2H2 4- ~Jy2 4- c222.

Setzt man diesen Werth in 6. ein, so erkennt man, dass die Summe der
drei Produkte 5. verschwindet und hat somit den Satz: Die Tangentenebenen
zweier verbundenen Punkte des Ellipsoids E und der Wellenflache

sind normal zu einander.
Ist ON JL 7\ und ON X-L T, so folgt hieraus, dass ON -L ONXx und
ON = ONXx. Die Gleichung jeder Ebene, die den Schnitt TXT2 enthéalt, hat

die Form
7y 4- «7/ = 0.
Soll sie ON enthalten, mithin normal zu T x sein, so muss die Gleichung

erfillt sein

aus welcher sich ergiebt

Sind u, v, w die Coordinaten von Tx, sowie u, b, ti die von 72, so ist

Nyl + - = o« + 22 pw2 = U24- 12 4" )2,
«4 b* c4

denn diese Quadratsummen sind gleich dem reciproken Quadrate der Strecke
ON = ONXx. Setzt man
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1:0N = I:0NX= p,
so ist daher die Gleichung der ON enthaltenden Ebene des Buschels
d. i. die Gleichung der Normalebene zu ONX,

« NV - Df+p(»V-i)H + 3 W -i)i = o
Ersetzt man x: a2, y :b2 z:c2 durch uyv, w, so erhdlt man fur die Co-
sinus der Winkel der Geraden ON und der Achsen
U \% ot
7. coscp = —T (a2p2 — 1), = — (E2p2 _ oSy _ («2p2 _

wobei L sich ergiebt aus

8-L 2= ~ [u ZaZp2— 1)2+ 7 2("2p2— 12+ W 2("2p2— 1)*]= p*(a*U*+& *V*+C*W *)— I.
Die Coordinaten von T folgen aus
u= pcoscp, b= pcosd, t) — pcosy zu
ui

9. u=jlazr-1), 9= 2 @22-1), »= J(r2p2_i).

Die gesuchte Gleichung der Wellenflache in Ebenencoordinaten ergiebt sich
nun, indem man aus 9. und aus der Gleichung des Ellipsoids E
E == a2u2 4- b2v2 4- c2w2 — 1 =0 .
die Coordinaten u, v, w eliminirt. Aus 9. ergiebt sich

u2  _u2{ap2—Y\) b2 v2(b2p2— \) w2 w2(c2p2— 1)
ap2— 1* L2 Tb2p2 — \~~ Z2 Toce2p2— 1= Z2 *
Addirt man, so erhdlt man die gesuchte Gleichung
10 u?2 b2 th2

a2@— | + b2p2- 1+ c2p2— 1= 0=
Man Uberzeugt sich auf Grund dieser Gleichung leicht, dass die Tangenten-

ebenen der Wellenflache erhalten werden, wenn man auf der Normalen zu einem
Diametralschnitte des Ellipsoids

G = a2x2 4- by2 4- c22 — 1 = 0
die reciproke grosse und kleine Halbachse des Schnittes vom Nullpunkte aus
nach beiden Seiten hin abtrdgt und durch die Endpunkte Ebenen parallel zum
Diametralschnitte legt. Denn die Endpunkte der Normalen gehéren einer Flache
an, deren Gleichung aus der Gleichung der Wellenflache
11 a2x?2 by 2 c2z2

r2— a2 r2—n2 r2—c2 n
hervorgeht, indem man a, b, ¢ mit 1:a, 1:b, 1 :c vertauscht, und die Coor-
dinaten x, y, z eines Punktes P durch die Coordinaten X, Y, Z des Punktes P’

ersetzt, der auf OP liegt, und dessen Radius vector reciprok zu OP ist. Man
hat somit

X:Y:Z = x:y:z, X2y-Y2 Z2= .
X2 -ty2+ z
und daher
X Y z
122 X =R2 §F R2> -~ Pomy R2= X24- Y24-22=Q

Die gesuchte Gleichung der Reciprokalfliche der zum Ellipsoide E ge-
horigen Wellenflache ist hiernach
X2 Y2 zZ2 n
a2— R2+ b2—R2+ ¢c2—R2
Die Ebene, die durch /' normal zu OP"' geht, hat die Coordinaten
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X . Y Zz
u= R2; = R2» W= R2’
dabei ist R2= 1:(u24-b24-th2) = |:p2-
Setzt man dies in 13. ein, so erhadlt man in der That die Gleichung der
Wellenflache 10.
Befreit man die Gleichung 10. von Brichen, so erhalt man, wenn man nun
u, v, w statt it, b, 0 schreibt
/ == {ii24- v2 4-w2) (b2c2u2 4- c2a2v2 4- a2b2w2) — @2+ c2u
M2+ a2)v2 — (a24-b2)w224- 1= 0.
Hieraus ergiebt sich

1 d — u (b2c2u2 4- QRa2v2 4- a2b2w2 4- b2c2p2 — b2 — ¢c2) = u=A,
2 du \Y

1 ’éZ — V (b2c2u?2 4- c2a2v2 4- a2b2iv2 + c2a2p2 — c2 — a2)
2 dv \Y;

1?Z. _ w(b2CQu2 4- c2a2v2 4- a2b2w2 4- a2b2p2 —a2 — b2) = w11 C,
2 dw '
wobei A, B, C abkirzungsweise fir die eingeklammerten Polynome gesetzt ist.

1
<

[]
[os)

Den Gleichungen
uA = vB = wC =f = 0

kann nur durch die Ebenen geniigt werden, deren Coordinaten eines der drei
Systeme erfillen
J

u = 0, B = 0, c = 0,
v —0, C= 0, A-=0,
w= 0, A= 0, B~ 0,

und hiervon liefert nur das zweite reale Wurzeln. Die Wellenflache hat somit
12 Doppeltangentenebenen, n&mlich vier parallel zu jeder Achse; von diesen
sind aber nur die vier real, die parallel zur mittleren Achse des Ellipsoids E sind.
Die Spuren der realen Doppeltangentenebenen auf der XZ-Ebene sind die
aemeinsamen Tangenten des Kreises und der Ellipse, welche die Wellenflache
mit der XZ-Ebene gemein hat. Die Coordinaten der Doppeltangentenebenen
ergeben sich aus . 2
1 a2-b 2 s n w= 1 D0b2- c2
U2 = g9 sto———V2 = 0, b2 a2—c2’
Die Gleichung der Grenzflache zweiter Klasse, langs welcher die Doppel-
ebene u, v, w die Wellenflache berahrt, ergiebt sich mit Hulfe der Werthe,
welche die zweiten partialen Differentialquotienten von / fir die Doppelebene

habgs 2 2  ,c2fa2 # -0

2si = i6 cu = 4 T 2 dudv '

1dZ 2b2@2 4- c2Quw =. 2 m/{b2 — c2) (a2 — b2),

2dudw

1a¥ - b2(c2u2N a2w?2) 4- a2c2(u2-hw2)- (a2+ c2)= - ~ (a2-b 2)(b2-c 2,
v -= N = + =

Iz_kolﬁv 0, 5 +a2b2w?2 4a2 a ¢ [

Man erhalt, wenn u, » tD laufende Coordinaten bezeichnen,

AN(a2- M)(u- «)24-b2(@2+ N)-/("2- c{a2- 2) »(u — «) (i) — w)
14-  Na2— "2)(a2—f2) ("2 — c2) b2 4- (b2 — ") to—w)2 = 0.

Fur die Doppelebene, welche im ersten Quadranten beruhrt, ist der positive
Werth der Quadratwurzel zu nehmen.
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Die Gleichung der Horizontalprojection der Berlhrungscurve wird erhalten,

wenn man in 14. w = 0 setzt. Man erhalt

15, b*c202- QU - *» - bafaz + c2)-/(T - c2) (a* - b Pw(u 9
— \{a2z —t*)(a* —c2)b 2 + azb2(b2 —*»)« = 0.

Dies ist die Gleichung einer Ellipse, die symmetrisch zur AT-Ache liegt;
daher ist die BerUhrungscurve eine zur XZ-Ebene symmetrische Ellipse. Eine

Achse der Ellipse 14. ist der zur O X normalen Achse von 15. parallel und gleich.

Das halbe Reciprokum derselben ist der Werth von », den die Gleichung 15. fur

u= U ergiebt; letzterer bestimmt sich aus
16. b2c*(a* — b2Ju2 + b*(a2-hc2)}/(a2— b2){b2—c2) uw
—i02—b2(a* —c2)(b2—c2)b2 + a2b2(h2—c2)w2 = 0.
Setzt man fir u, w die Werthe ein, so ergiebt sich
17. @ = 42
02 —b2)(h2—c2) =
Daher ist die der K-Achse parallele Achse der Beridhrungsellipse

18. hyV— b*)(b*-C*).
Die reciproken Abstdnde der auf der OX liegenden Scheitel der Ellipse 15.

vom Nullpunkte sind die Werthe von u, welche aus 15. fir 4= 0 hervorgehen;

werden diese mit ux und u2 bezeichnet, so ist die auf der AT-Achse liegende
Achse der Ellipse 15.

19 1 1

Die Gleichung 15. liefert fur b = 0, unter Rucksicht auf den Werth von w

20. Q ) m =
c2b-/(a2—b2)(a2 —c2) bZ2c2(a2—c2)(a2—bh2)

Lost man diese Gleichung auf und7 setzt dann fir u den Werth ein, so
erhalt man nach den einfachen Reductionen
21, » _ b-\/a2—c2 11/a2—¢c2

1 c2Va2—bh2' UM~bVa2—bh2'

Daher ist die auf der X-Achse liegende Achse der Ellipse 15.

22 1 1 b2 — c2~\/a2 — b2

5

u2 ux b f a“ —¢
Die auf der XZ-Ebene liegende Achse der Berihrungsellipse selbst wird

hieraus durch Multiplication mit 1 :cos<p erhalten, wenn @ den Winkel der
Doppeltangentenebene mit der X-Achse bezeichnet. Da nun

) i/b2—c2
COSsp = W :Vu2 -f- w2 = ’1/5 ....... (5:J

i (a2 —b2)(b2- ¢2.

Vergleicht man dies mit 18, so erkennt man: Die Wellenflache wird
von jeder der vier Doppeltangentenebenen in einem Kreise berthrt.

17. Ist eine Raumcurve der Durchschnitt der Flachen f (x,y, z) = 0 und
F (X, y, z) = 0 und gehoren ihr die Punkte P und P mit den Coordinaten *, y, z
bez. x —+~ hx,y -~ Ay, z + Az an, so sind die Gleichungen erfullt
f x>y»2)=0; F(xy2=0,

5 f(x -\-Ax,y + Ay, z+ Az)= f (x,y, z2) + + Ay + Az
' 1/A d . d A y ez
+ 2\™x dx + ~ydy + + *e= °

0.
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"wy ' 'z
Verschwindet die Strecke P P, so werden die Winkel a B 7 durch die
Gleichungen bestimmt, die durch Grenzubergang aus 6. und 7. hervorgehen.
Im Allgemeinen sind dies die beiden Gleichungen

Die Geraden, die ihnen einzeln gentgen, erfullen bekanntlich die Tangenten-
ebenen anf und F in P, ihr Verein bestimmt die Curventangente in P als
Schnitt dieser beiden Tangentenebenen. Unter besonderen Voraussetzungen
kénnen aber hiervon abweichende Bestimmungen eintreten.

A. Wenn fur den Punkt P die beiden Functionen

df df df dF dF cF

cosag8 + cossdy + QSLTZ' cosadx + C0S$ dy + COSLdz
nur um einen constanten Faktor verschieden sind, wenn also

/ dF dF dF\ / df df df\
10. + cos{igy + «»TaU - « +
so fallen die Tangentenebenen vonf und F in P zusammen, die beiden Flachen
berhren sich also in P. Die Richtungen, in welchen man von P auf der
Schnittcurve von f und F fortschreiten kann, sind in diesem Falle nicht aus 8.
und 9. zu bestimmen, da diese Gleichungen identisch sind, sondern man muss
auf 6. und 7. zurlickgehen. Multiplicirt man 6. mit m und 7. mit n und subtra-

hirt, so erhdlt man mit Rucksicht auf 10. und wenn man zur Grenze r = 0

Ubergeht

11 ma | . d d,\ A d d\2 ~
.m cosamx cosff oy CCS718Z / n cosadx cos\ dy COS?EE} £ = 0

Diese Gleichung im Verein mit
df f df
cosa &L)z---h cosrggy H codeZ = 8

bestimmt die Tangenten der Raumcurve in dem ausgezeichneten Punkte P. Sind
$ n, £ die Coordinaten eines Punktes Il einer solchen Tangente, so kann man
cosa, cosB, cos7 durch die proportionalen Grossen 6 — x, § — vy, £ — 2 ersetzen
und erhélt daher die Gleichungen
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Die Gleichung 12. ist die eines Kegels zweiter Ordnung; je nachdem der-
selbe von der Ebene 13. in zwei realen verschiedenen, oder in zwei realen zu-
sammenfallenden oder in zwei imagindren Geraden geschnitten wird, hat die
Curve in P zwei reale getrennte, oder zwei reale zusammenfallende, oder zwei
imaginare Tangenten, und P ist demgemass als Doppelpunkt, als Rickkehr-
punkt oder als isolirter Punkt der Raumcurve zu bezeichnen.

B. Wenn fur die Flache f im Punkte P die partialen ersten Differential-
guotienten verschwinden, fur F aber nicht, so bestimmen sich die Tangenten
der Raumcurve in P aus den Gleichungen

@f dof
" dx2~ 1 2QAYR N0 A gy
: d2f dof d2f
dy2n~ yy + = °
dF ,, dF dF
15+ + o

Je nachdem die Ebene 15. mit dem Kegel 14. zwei reale getrennte, reale
vereinte oder imagindre Gerade gemein hat, ist P ein Doppelpunkt, Rick-
kehrpunkt oder vereinzelter Punkt der Raumcurve.

C. Wenn fur beide Flachen Zund A’die partialen ersten Differentialquotienten
im Punkte P verschwinden, wenn also beide Flachen in P einen Doppelpunkt
haben, so werden die Tangenten ihrer Schnittcurve in P aus den beiden

Gleichungen erhalten.
d2f d2f d2f

G)ycz " ' ' Gz*
Diese beiden Kegel ZV\)/eiter Ordnung haben vier gemeinsame Mantellinien.
Wenn also zwei Flachen einen gemeinsamen Doppelpunkt haben, so gehen
durch denselben vier Zweige ihrer Durchschnittscurve, dieser Punkt ist daher
ein vierfacher Punkt der Raumcurve; er tritt als isolirter Punkt auf, wenn
die vier Tangenten imaginar sind.
18. Fur die Rotationscylinder

hat man
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Die Gleichungen No. 17, 8. und 9 sind daher
1 2cosR ey e 2cosy =z — O, 2. 2c0s1 *x (- 2cosl3y — R + r) = 0,
Sie werden identisch fur x — z — 0; fir diese Werthe habenf = Ound F = 0
die gemeinsame Wurzel y = R] die Cylinder haben also den Punkt x = z = 0,
y = R gemein und in diesem Punkte eine gemeinsame Tangentenebene, die der
AZ-Ebene parallel ist. Yir x — z = 0,y = R gehen die Gleichungen 1. und

2. Uber in
2cos§ mR — 0, 2cosfi er — O;

daher ist m — r, n — R.
Ferner ergeben sich die Differentialquotienten

Daher werden die Gleichungen No. 17, 12. und 13.
R £2 (R_rne_ Ry - K2= 0, "— R = 0.
Hieraus folgen die Gleichungen der Verticalprojectionen der Doppelpunkts-

tangenten
R\2 — K2 = 0.
Fur die Abscisse £ = r folgt die Ordinate C= j/7?r, wonach die Tangen-
ten leicht construirt werden kdnnen¥).

19. Das Ellipsoid /

A — 1= 0

und die Kugel F = x2+y2+ s2—2(c—r)z+ r2—2cr=20
haben den Punkt C mit den Coordinaten 0, 0, ¢ gemein und berUhren sich in
diesem Punkte. Man hat

Die Ubrigen partialen Differentialquotienten zweiter Ordnung sind gleich
Null. Die Gleichungen No. 17, 8, 9 werden fur C
2
—cs = 0, 2r cosf = O,

Daher ist m = ¢, n = 1:r; die Gleichungen 12 und 13 sind

(E-D)B+G-7)"2+(7-7)= - 2-c=¢

Hieraus ergiebt sich die Gleichung der Doppelpunktstangenten

6-7)2.-6.-9"- °

Wird das geometrische Mittel aus ¢ und r mit d bezeichnet, und ista > b,
so sind die beiden Tangenten
real und verschieden, wenn a > d > b,
real und vereint, " a= doder b= d,
imaginar, ., a<d , b>d.

*) Vergl. Schioemitch, Handbuch der Math., 1. Bd., Darstellende Geometrie § 8, No. 14.
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20. Der Kegel /7 = ~ - It\)* 0

und die Kugel F == x2 2dx — 2ey — 2/2 = 0
haben den Nullpunkt gemein, und im Nullpunkte hat / einen Doppelpunkt. Die
Gleichungen No. 17, 14. und 15. werden fir den Nullpunkt
2 0 CQ ., da ten +YC= 0.

Die Doppelpunktstangenten sind daher die Mantellinien, in welchen der
Kegel von der 1angentenebene der Kugel im Nullpunkte geschnitten wird.

Allgemein gilt die Bemerkung, dass in der Schnittcurve eines Kegels zweiter
Ordnung mit einer Flache F, die durch die Kegelspitze A geht, letztere ein
Doppelpunkt ist und die Tangenten des Doppelpunktes die Mantellinien des

Kegels sind, in welchen derselbe von der Tangentenebene von F in A ge-
schnitten wird.

Diese Reihen stimmen darin Uberein, dass fur unbeschrankte oder fur inner-
halb gewisser Grenzen liegende Werthe von x die Summe der ersten n Glieder
mit einer bestimmten Function um so genauer Ubereinstimmt, je grdsser n ist,
und dass man diese Genauigkeit beliebig gross machen kann, wenn man nur n
hinlanglich gross wahlt. Diese Functionen [(1 + X)v-, /(I + X), e*, cosx, sinx]
sind daher die Grenzwerthe, denen sich die Reihen bei unendlich wachsender
Gliederzahl nahern, und konnten in Folge dessen als die Summen der unendlich
fortgesetzten Reihen bezeichnet werden.

Jedes Glied der obigen Reihen kann als Function der Zahl m angesehen
werden, welche angiebt, das wievielste Glied der Reihe es ist; wird diese
Function mit gm bezeichnet, so treten die Reihen unter die allgemeine Form

Al o+ + M3+ gx H gh+ g6 4- ...
oder noch’ kurzer q q a

v -
wobei das vor gm stehende Zeichen bedeutet, dass die Functionen glt q2, 3> gx . .
gebildet und addirt werden sollen. Die Grosse gm wird als das allgemeine
Glied der betreffenden unendlichen Reihe bezeichnet. Die allgemeinen Glieder
der Reihen 1..5 sind
( v 3*“* xm  xm—1 X2m -2 g x2m
m- 1 LD =g DT (3 L g e v @7 (2m— )l
Diese Beispiele fur unendliche Reihen fordern dazu auf, unendliche Reihen
im Allgemeinen zu betrachten, die Bedingungen anzugeben, unter welchen die

8 16. Unendliche Reihen. 541

Summe der ersten n Glieder bei wachsender Gliederzahl einer endlichen Grenze
sich nahert, und zu zeigen, unter welchen Bedingungen die Reihen den arith-
metischen Operationen unterworfen werden koénnen.

2. Es sei gm eine Function der positiven ganzen Zahl m, und das allge-
meine Glied einer unendlich fortgesetzten Reihe gxFq~+q~Fq~"Fq~Fq"F -—--

Nahert sich die Summe der ersten n Glieder einem bestimmten endlichen
Grenzwerthe A, mit dem sie bis zu jedem Grade der Genauigkeit Ubereinstimmt,
wenn man nur n gross genug wahlt, so bezeichnet man A als die Summe der
unendlichen Reihe und die Reihe selbst heisst convergent. Enthalt dabei
das allgemeine Glied gm eine unbestimmte Grosse x, so wird im Allgemeinen
die Reihe nicht fiur alle, sondern nur fir die zwischen bestimmten Grenzen
liegenden Werthe von * convergiren; innerhalb der Convergenzgrenzen ist die
Summe der Reihe von x abhéngig und daher eine bestimmte Function f{x) von Xx;
jenseit der Convergenzgrenzen ist die Summe der Reihenglieder unabhangig von
x unendlich gross oder unbestimmt; die Reihensumme stimmt also dann nur
innerhalb der Convergenzgrenzen mit fix) Uberein; jenseit derselben ist diese
Uebereinstimmung nicht vorhanden.

Waéchst die Summe der ersten n Glieder uUber alle Grenzen, wenn n wéchst,
so bezeichnet man die Reihe als divergent. Wenn hingegen bei einer Reihe
Gruppen mit positiven und Gruppen mit negativen Gliedern abwechseln, so kann
es sich ereignen, dass die Summe der Glieder, bis zum Abschliisse einer Gruppe
positiver Glieder, sich einer bestimmten Grenze nahert, wéhrend die Summe der
Glieder bis zum Abschlisse einer Gruppe negativer sich einer andern bestimmten
Grenze néhert; dies ist z. B. der Fall bei

1—1+ 1—1+ 1—1+

Hort man hier bei einem positiven Gliede auf, so ist die Summe + 1, hort
man bei einem negativen auf, so erhélt man 0. Solche Reihen sind als oscil-
lirende bezeichnet worden; da durch dieselben bestimmte Grossen nicht dai-
gestellt werden, so sind sie analytisch nicht verwendbar.

3. Wir beschéaftigen uns in den folgenden Abschnitten mit der wichtigsten
der hierher gehorigen Fragen — mit den Convergenzbedingungen fur
unendliche Reihen.

Um Uber die Convergenz einer unendlichen Reihe zu entscheiden, kann man
zunécht versuchen, die Summe der ersten n Glieder in Ubersichtlicher Weise als
Function von n darzustellen. Findet man dann, dass diese Function fir ein
unendlich wachsendes n sich einer bestimmten endlichen Grenze nahert, so ist
diese Grenze die Summe der vorgelegten unendlichen Reihe und die Reihe selbst
ist convergent; man hat also in diesem Falle nicht blos Uber die Convergenz
entschieden, sondern auch die Reihe in geschlossener Form summirt.

A. Um uber die Convergenz der Reihe
P 1+ X+ X2+ X3+ X* +

zu entscheiden, bilde man

sn= 1+ x+ X2+ xX* + ..+ Xn
1-* W= _J L .xnet.
1 — X 1 —x 1 — X

Ist der absolute Werth von *> 1, so ist limx«+1= o0, und daher die

Reihe 1. divergent.
Ist x = 1, so ersieht man sofort, dass die Summe der Reihe unendlich ist.

Ist — 1< x < 1, so ist
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limxml = 0,
und daher

14-x 4- x24- x3-]-x44- .. 1
Diese Reihe wird als die geometrische Reihe bezeichnet.
B. Um uUber die Reihe zu entscheiden (vergl. § 2, No. 7, 3)
14- 2x H 332 H Ax3 4- 53;4 4- 6xFP 4- ...
betrachte man

Si — 14-2a:4- Sx24-4a34- ... 4- nxn-1.
Man hat
sn — 14-x 4- a24- a3 4- xn~14- x 4- 2a:24- .. 4- (n— 1) x"~4.
1— xn
_ .i..:-s(--4- x{s,, — nx"-1.
Hieraus folgt
1—{n4- )xnH nxn+l 1 . 1
o a— a2 a—x2 @1—x)2 & 1—a XN

Die Grosse w»a:! wird fur ein unendlich grosses n selbst unendlich, sobald
der absolute Werth von x — 1 oder > 1 ist; wenn x ein echter Bruch ist, so
giebt es immer eine Zahl m, fir welche

1+1<2
.m X
so dass also Kl 4"'r'ﬁ)1x ein echter Bruch ist, den wir mit e bezeichnen wollen:,

bezeichnen wir ferner die endliche Zahl mxm mit A, so ist

- J— - N = VAN —
(»4- 1) xm+l m(\14 mjxm+1 AQl 4 m X As.
{in4- 2) x™+2= {m -m )#"H4”i 4-m ~ x, also < As2,
{in 4- 3)xm+t3= {m 4- 2)xm+2~l + m c¢~x> aNo < Asz,

Folglich bilden die Grossen
inxm, {m4- 1)xm+l, {m4-2)xm2, (m-h3)xm+3, ....
eine abnehmende Reihe, die starker fallt als die Reihe
As, As2, As3, As4, .. ..
Da nun e ein echter Bruch ist, so ist fur ein unendlich grosses n und einen
gegebenen Werth von m

limAsn m= 0,
also um so mehr

limnxn — 0.
Die unendliche Reihe
14-2x 4- 3a;2 4- 4a:3 4- 5a4d 4- . . . .
convergirt daher fur alle echt gebrochenen x\ es ist

14- 2a; 4- 3a:24- 4a34- ... = —rr, — 1< x < 1.
E—xy
4. Die endliche Reihe*)
l. P , P(P+1) , , KP+ 1) eme(P+ »-2)

«4-1 (a4- I)(a 4- 2) @a4-N@as4-2)...@4-n—1
lasst sich summiren, indem man von der identischen Gleichung Gebrauch macht

) Vergl. u. A. schioemitch, Compendium der hohem Analysis, 1. Bd., § 36.
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BB 4- DB+ 2). .. (B+»-1) _ BB+ DHB+ 2).... (BR4- m)
a(@4- hH(@4-2) ... @a4-m—1 a(@4- h(@a4-2).... (@a4-w
2- _a— B BR4-1)BR4-2)m.esB4-m— 1)
a (@a4- )(a4- 2)(a4-3)... (a4-m)
Setzt man hierin der Reihe nach m = 1, 2, 3 . ... n — 1 und addirt, so
erhélt man
1 BB+ HB+ 2)...(RB + «-1)
a a(@4- h(a4-2) ...@4-n—1
> a-B/ B BB 4- 1) BR 4- 1) e.mm(B+ n- 2)\

a \a4- 1-+H«4- 1)(a4-2) @a4-1)@4-2)...(a4-n 17/
Die Convergenz oder Divergenz der unendlichen Reihe
3 BB+ 1) BB + NCR ~h2) BB+ 1)(R4-2)(B + 3)
'a4- 1 D(<x+2)+ (a4- )(a4- 2)(@a4-3) (ad4-1)(«+ 2)(a4-3)(a-+4)
wird daher durch die Untersuchung des Grenzwerthes entschieden, den der Bruch
B(R+ DR+ 2) m. mB+ n-\)
a(oc4- )(a 4-2) ... (a+ n—1)
bei unendlich wachsendem n sich néhert.
Ist a = R, so ist dieser Bruch die Einheit; in diesem Falle wird aus 1. die
Reihe

In 3. sind dann beide Seiten Null, und man kann an 2. weitere Schliisse
nicht kndpfen; wir bertcksichtigen diesen Fall jetzt nicht weiter und behalten
uns vor, auf die unendliche Reihe

spater zurickzukommen.

Wir haben nun die Félle a > B und a < B zu untersuchen und beschranken
uns dabei auf positive Werthe von a und R

Sind h und k ganze positive Zahlen, und ist auch x positiv, so ist bekanntlich

N 4-NQ > 14-x, (14-x)k> 14 kx,
folglich auch 9

6. (1+0 "< 1+ * < (1 + kxfi

Ist nuna> R und m> 0, so kann man x durch (a — B) : (8 4- in) ersetzen

Wahlt man h und k so, dass
1
h > a—=8g, k > a_~p>

soist @—RB):h < 1 und k(a—RB) > 1; die Ungleichung 7. wird daher noch
verstarkt, wenn man (a — ) : h und k (a — B) durch die Einheit ersetzt. Dadurch
entsteht 1

/ B4 -« V< RB4-m / B4-m y _

\R 4-m4- 1/ ad4-m \B4-m4- I/
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Ist 3 > a > 0, so divergirt sie.

5. Durch die Forderung, behufs der Entscheidung Uber die Convergenz einer
unendlichen Reihe die Summe einer endlichen Reihe in Ubersichtlicher Form
darzustellen, wird die Schwierigkeit im Allgemeinen nicht vermindert, sondern
vermehrt. Handelt es sich zundchst nur um die Entscheidung uber die Con-
vergenz, so giebt es einfachere Mittel. Wir geben dieselben zuné&chst fir Reihen
an, die lauter positive Glieder haben. ”

Um Uber die Convergenz der Reihe
1 gx 4- 2 H- g3 4- gA 4- 4- & me o
zu entscheiden, vergleichen wir diese Reihe mit einer Reihe
2 61+02403h'04'hér)+06-*
deren Convergenz bekannt ist; wenn von irgend einem Gliede gm an die Glieder
der Reihe 1. kleiner bleiben, als die gleichstehenden Glieder der zweiten Reihe,
so dass also

gm <= Qm} Qm+l) QM2 <& QMi2> o=
SO ist
3 gm. gm+i. P24 qme3 - - - < Qm . QmH 4- QM+24- Qm+3 4+ -

Da nun nach der Voraussetzung die Reihe 2. eine endliche Summe hat, da

ferner die Reihe

Q\ 4- (2 4" Qz 4“ Qi + e 4- QM
als die Summe einer endlichen Anzahl endlicher Grossen selbst endlich ist, so
hat auch die unendliche Reihe

Qm 4- Qm+l 4- Qm+2 4" QM3 4" . ..
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eine endliche Summe, und diese ist zufolge der Ungleichung 3. grosser als die
Summe

qgm 4- gm+1 4- gm+2 4- Qm+3 4-
also ist letzteie Reihe, und daher auch die um eine endliche Anzahl endlicher
Glieder vermehrte Reihe

+ 72 4- g3 4- . . 4- gqml 4- gm 4- gm¥l + qgm+2 4-
convergent. Dies ergiebt den Satz; Wenn die Glieder der unendlichen
Reihe
Ao+ A2 4-N3 4-N4 4

von einem Gliede gm an sammtlich Kkleiner sind als die gleich-
stehenden Glieder einer convergenten Reihe, so ist die vorgelegte
Reihe convergent.

In &hnlichei Weise schliesst man; Sind die Glieder der unendlichen

Reihe

+ "2 4- "3 4- gt 4- gh 4- . ..
von einem bestimmten Gliede gm an sdmmtlich grdsser als die Glieder
einer divergenten Reihe, so ist die vorgelegte Reihe divergent.

6. Die unendliche Reihe
1- 4- ax2 -+~ ax2 -+ ax4 4-
convergirt fuor alle echt gebrochenen x. Wenn daher in der unendlichen Reihe

_ N+ N2 47 N3 4" i 4-
von einer gewissen Stelle an
3 gm+l < ax’*+1, gm+2 < axmt2, gmt% < axF+3 u s w,
so convergirt auch 2. Ist nun von einer bestimmten Stelle an das Verhaltniss
zweier auf einander folgenden Glieder gm+i : gm ein echter Bruch, und bezeichnet
x einen echten Bruch, der grosser ist, als der grosste Werth, den das Verhaltniss
g,n+l :gn annimmt, so ist

gm+i sC gm mx ,
qm+2 P\ ex <C qm ex2 ,
gm+3 < gm+2 ex < Qgmex3, .. ..

Wenn man nun in 1. und 3. a durch gm ersetzt, so erkennt man, dass die
Glieder der Reihe 2. von gm+1 an kleiner bleiben, als die gleichstehenden Glieder
der Reihe 1. Hieraus folgt; Wenn das Verhéaltniss zweier auf einander
folgenden Glieder einer unendlichen Reihe von einer bestimmten
Stelle an kleiner bleibt als ein gegebener echter Bruch, so ist die
Reihe convergent.

Wenn der Quotient gmi-i ‘gm mit vt wachst, so hat man, um dieses
Kriterium anwenden zu kénnen, nachzuweisen, dass

Um{gm+\ : gm) < 1.

Geht man davon aus, dass die Reihe
4. ax 4- ax2 -+ ax3 4- ax4 4-
fur x > 1 divergirt, so ergiebt sich auf ganz ahnliche Weise; Wenn das Ver-
héltniss zweier auf einander folgenden Glieder einer unendlichen
Reihe von einer bestimmten Stelle an grdsser ist als die Einheit, so
diveigirt die Reihe. Nimmt gm+1;gm mit nt zu, so ist die Reihe diver-
gent, wenn

lim (qm+[ ; gm” 1.

Wenn das Verhéltniss gm+\ : gm die Einheit zur Grenze hat, so sind die

obigen Schlisse nicht mehr anwendbar; in diesem Falle muss man die vorge-
Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 35
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legte unendliche Reihe mit einer Reihe vergleichen, die schwacher conveigiit
oder divergirt, als die Reihen 1. und 4., d i. deren Glieder langsamer abnehmen
als in 1. oder bez. langsamer zunehmen, als in 4.

Als Beispiel betrachten wir die Reihe

1 1 + JL
e n 2N N 4t* 5n 6"
Nimmt man das 2. und 3., das 4., 5, 6. und 7., das 8. bis mit lo-, das IG.
bis mit 31. Glied u. s. w. zusammen, und bemerkt, dass

so erkennt man, dass diese Reihe, und mithin auch b. convergnt, souaia jx 1,
und divergirt, sobald fx< 1
Um auch Gber den Fall jx= 1, also Uber die Reihe
1+1 +J+ 1+ —
zu entscheiden, bemerken wir, dass
i+ i > i+ +
£ 4- .. *4- TV > tt+ eee+ I/ >

In dieser Weise die Glieder zusammenfassend, erhalt man unendlich viele
Gruppen von Gliedern, deren Summe grosser als % ist; folglich ist die Summe
der Reihe unendlich gross, die Reihe also divergent.

7. Die Reihe
1 + i+ |+ N+
divergirt nur schwach und liefert daher ein verwendbares Merkmal fir die
Divergenz einer Reihe. Man erhdlt hieraus: Wenn das Produkt ngn von
einer gewissen Stelle an abnimmt und sich einer Grenze néhert, die
von Null verschieden ist, so divergirt die Reihe

qt + —+ oo/

Nahert sich das Produkt 1lgn der von Null verschiedenen Zahl k, so mussen

von einer gewissen Nummer m an die Ungleichungen bestehen
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Die Reihe 1. lehrt, dass der Klammerinhalt unendlich gross ist; da nun k
nach der Voraussetzung nicht unendlich klein ist, so ist gm -f- g\ 4- . .
unendlich gross, und daher die vorgelegte Reihe divergent.

Bei der Reihe

I+i + 1+ 4-d- ——-

. / N\ 1
I|m1:&24 ----- .= 0,

. 7.
ist lim, — h
im, mgm m = )

m —
w741~
daher divergirt die Reihe.

Ebenso erfahrt man, dass die Reihen

1+ ] + Vv tV
1+ 1+ | TT 4

Uberhaupt alle Reihen von der Form

1 1 1 1

a + a4-b «4-2™ + a-\-"b +~a Ab
divergiren; denn es ist

m
limmgm — lim {in—l)b_“ma—b b
und daher von Null verschieden, wenn a und b endliche Zahlen sind.

8. Wenn limgn+\:qn = 1, so fuhrt der Vergleich der unendlichen Reihe

1+ A2 + N3+ NMOYF e e e

mit der geometrischen Reihe zu keiner Entscheidung Uber die Convergenz oder
Divergenz. In einigen dieser Falle fuhrt der folgende Satz zum Ziele: Ist von
einer bestimmten Stelle n — m an das Produkt

grosser als die Einheit, so convergirt die Reihe; ist es kleiner als
die Einheit, so divergirt die Reihe.

Im ersten Falle kann man einen unechten Bruch k wéhlen, so dass die
Ungleichungen gelten

Aus der Ungleichung

schliesst man die folgende

givdl ot N
qn n
Wendet man dies der Reihe nach fur die Werthe n — m, m+ 1, m + 2,
m4-3, .. .. an und multiplicirt die ersten zwei, die ersten drei, die ersten
vier . ... der so erhaltenen Ungleichungen, so erhdlt man
q,n+l th—k gm2 {in—k)(m—k 4- 1)
aqm tn 1 gm m{m 4- 1) ’

8.3 {tn—k)(tti—k-j- 1){m—~"4-2) gm+4  (in—k)(in—k-\~\){m—k-\-2)(m—"4-3)
gm tn(m 4-1) (tn 4- 2) ogm m(in 4- 1 (m 4- 2) (m 4- 3)

35
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Hieraus ergiebt sich
gmtl H- q™+2 + 4m+3 + gn+4 —+

p» —k | (i — —k-f-) Q—AQ —k DHw—E£ 2
<q m m(m - ) -+ 1) (W -t- 2) -]e
Da k nach der Voraussetzung ein unechter Bruch ist, so ist
th— k< m—1,

daher convergirt die in der Klammer enthaltene unendliche Reihe (vergl. No. 4),
mithin auch die vorgelegte Reihe
Ist hingegen von einer bestimmten Stelle n = tn an das Produkt
g»+i\
Q)
bestandig kleiner als die Einheit, so kann man einen echten Bruch k immer
so waéhlen, dass die Ungleichung gilt

Hieraus schliesst man

und dann wie oben weiter, dass
gm+tl m—k gmt2 (M—K)(mMm—k+ 1) gm% Q —k)(m—k+ 1)0*— £+ 2)
gm th ° gn mm-+1) ° gn tn(n+ 1) ({tn  2)

Daher ist
gmdl + gm+2 -t- gqm+3 -+~ gm+4 +
2 k th—Kk@—k+ 1) (@@m—k @th—k Dtr—k-+2

> q m m@n + L) mm+ 1(m+ 2)

Da k hier ein unechter Bruch ist, so ist

th —k > tu— 1,

daher divergirt die in der Klammer enthaltene Reihe, und um so mehr die vor
gelegte Reihe.

Nimmt das Produkt

("-v)

von einer bestimmten Stelle an bestdndig zu oder bestandig ab, und st

Umn \(/1— = 1, so liefert der soeben bewiesene Satz keine Entscheidung

|

Uber die Convergenz oder Divergenz der Reihe; auf die Untersuchung solcher
Falle kénnen wir hier nicht weiter eingehen.
Beispiel. Die Reihe
1 1-3 x5 1-3-5 1-3 5«7 **
2 3 or_2%8'T5 '2-4-6 7 24 <68 9

liefert fir den Quotienten zweier auf einander folgenden Glieder
gt | @en—292 2
an (2«—2)(2«—1)
Der vor x* stehende Faktor ist kleiner als Eins, nimmt bestdndig zu, wenn
tn wéchst und hat fur ein unendliches tn den Grenzwerth 1. Ist nun x < 1, so

ist daher fur alle Werthe von n
*=H < |,
gn

und daher die obige Reihe convergent; ist x > 1, so ist
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lim 9N S
und daher divergirt die Reihe. Fur x — 1 erhdlt man aber auf diesem Wege
keine Auskunft. Wendet man das soeben entwickelte Verfahren an, so erhélt
man fur x = 1 nach einfacher Reduction

~k\ __ n6n—7)

gn) — @2n—2)2Q« — 1

Der Grenzwerth dieses Bruches ist folglich convergirt die vorgelegte Reihe
auch noch, wenn x = 1 ist.

9. Wir wenden uns nun zur Untersuchung utber die Convergenz und Divergenz
von Reihen, deren Glieder nicht sammtlich positiv sind.

Hier kann man zunéchst von folgendem Satze Gebrauch machen, dessen
Richtigkeit ohne Weiteres erhellt: Eine unendliche Reihe, deren Glieder
ungleiche Vorzeichen haben, convergirt, wenn die aus den absoluten
Werthen der Glieder gebildete Reihe convergirt. Die Reihe kann aber
auch dann noch convergiren, wenn die aus den absoluten Werthen gebildete
Reihe divergirt.

10. Wenn je zwei aufeinander folgende Glieder einer unendlichen
Reihe ungleiche Vorzeichen haben, und die absoluten Werthe der
Glieder von einer bestimmten Stelle an bestdndig bis zur Grenze
Null abnehmen, so ist die Reihe convergent.

Die Reihe sei

A\ — Q2 d- 03 — 2?4 wm#5 — 0% -= gl — Q8 -+ . . .
es seien gx, g%, q8 sammitlich positiv und
i 2 g\ N gm2 QMm% N e e e e
Setzt man alsdann

fi — gm>
3 —agm (@m-bl  gm+2 t
A5 = gm (gm+\ qm+2) a>n+3  gm+4) }

7 =gm  (gm+i gm+2)  (gm+3 gm+4) (@m+5  pu&>

sowie € =gm qm\>
4 —g»i gm\ 7 (gm+2 gqm+90)>
6 =K oitl+ g2  gm+d & @gntd gm+H >
g =gm gm+i ~+ (@m+2  gm+3 “t (gm+4  gm+bp (Pith  gri+7) >

so ist, da qr — gr+\ der Voraussetzung nach fir jedes r > m positiv ist

$2, j4, ~6, fi8 . . . derselben endlichen Grenze sich nahern, die kleiner als jedes
j2 und grosser als jedes fi2*_1 ist- Wird diese gemeinsame Grenze mit N be-
zeichnet, so ist
S —gx— X2+ ?23— M+"5 — + o' -
Dieser Satz zeigt, dass die Reihe
l—i+ 1 —i + 1 —&+ ===
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convergirt, obgleich die Reihe aus den absoluten Werthen divergirt. Die Summe
der Reihe liegt z. B. zwischen
l—i+i—i ud 1 —i + i —i+

d. i. zwischen und ~  f

11. Wenn der Grenzwerth der absoluten Werthe der Glieder einer Reihe
eine von Null verschiedene Zahl 7 ist, und im Uebrigen dieselben Voraussetzungen
gelten, wie beim vorigen Satze, so hat die Reihe keinen bestimmten Grenzwerth.

Man hat namlich auch jetzt wieder

<~ A3 o< sT e
s2 > 6> > Mo =<'
und VvV = li™Mgm+2P-\-
Da nun nach der Voraussetzung
ifHQOmtdp—  ; 7>
so folgt, dass die Summen SS, ...und s2, ™4, zweverschiedenen
Grenzen nahern, deren Unterschied 7 ist. Die unendliche Reihe
R R

liefert also zwei endliche um 7 verschiedene Werthe, je nachdem man sie bei
einer ungeraden oder einer geraden Gliederzahl abbricht.

12. Eine Reihe, deren Glieder ungleiche Zeichen haben, kann verschiedene
Summen geben, wenn man die Anordnung der Glieder &ndert; es kann selbst
der Fall eintreten, dass die Reihe bei einer gewissen Anordnung der Glieder
convergirt, bei einer andern divergirt. Wenn die aus den positiven Gliedern
gebildete Reihe, sowie die aus den negativen Gliedern gebildete einzeln divergiren,
so ist es doch mdoglich, dass, wenn man in einer bestimmten Weise zwischen die
positiven Glieder die negativen einstreut, der Grenzwerth von

N -+ £2 + N3 + eeeet 4n>
der als der Grenzwerth der Differenz zweier unendlich wachsenden Summen
aufgefasst werden kann, einen endlichen Betrag hat, wahrend bei einer andern
Anordnung, bei welcher unter den ersten n Gliedern eine grossere Anzahl
positiver oder negativer Glieder sich finden, der Grenzwerth positiv oder negativ
unendlich oder auch von einem andern endlichen Betrage sein kann, als bei der
ersten Anordnung. Die Reihe
S=1—i+ i —i+i—1! + eecee)

in welcher je zwei folgende Glieder ungleiche Vorzeichen haben, ist nach No. 9
convergent; ihre Summe betragt /2 (8 13, No. 7). Ordnet man die negativen
Glieder so an, dass man hinter je zwei positive ein negatives einschaltet, vom
grossten an absteigend, so entsteht die Reihe

S=(|+i-1)-ha'+"].-u-+-a+ |)+
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Wir begnigen uns damit, hieriber folgenden Satz nachzuweisen: Wenn
eine convergente Reihe nur positive Glieder hat, oder wenn, falls
die Glieder mit ungleichen Vorzeichen behaftet sind, die aus den
absoluten Werthen der Glieder gebildete Reihe convergirt, so ist die
Reihensumme von der Anordnung der Glieder nicht abhéngig.

Die vorliegende Reihe sei

1. S = qt H g2 + @3 + qh +
Durch andere Anordnung der Glieder entstehe
2. S'= q/ Hqy -+ qi Hqgi+ K+ ee-
Ferner sei Sn die Summe der ersten n Glieder in 1, also
Sn = + B 4+ e+ (ne

In der Reihe S' gehe man bis zu einem solchen Gliede qr vorwarts, dass
in der Gruppe
Sr = qf + Qg 4- Qh -b e+ Qr
alle Glieder von Su vorhanden sind; ausser diesen Gliedern enthélt dann Sr'
noch andere Glieder, deren Indices alle grésser sein mussen, als n\ die Summe
dieser Glieder sei

qX ntm qy + qZ + e . . e
Alsdann ist

Sr — Sn= OX-h QY +« QZ+ = - -

Nahert sich nun n dem Grenzwerthe 00, so nahert sich auch r dieser Grenze,
die Summe der absoluten Werthe von gx, qy, qz, . . . ist nur ein Theil der
Summe der absoluten Werthe der Glieder der Reihe S, deren Index grdsser als
n ist, also néhert sich

QX - Qy + Q- .- -
dem Grenzwerthe Null; daher haben wir
S— S = IlimS,, — limSr — lim(Sn— Sr") = 0,
folglich S = S'.
In dem obigen Beispiele ist die Voraussetzung des Satzes nicht erfullt, denn
die Reihe der absoluten Werthe
Il+i-bi + i-bf + /- -
ist divergent.
13. Addition unendlicher Reihen. Wenn die unendlichen Reihen
P =P\ + Pi + Pi P\ + eo'ey
6 = N o+ +
convergiren, und man streut zwischen die «Glieder der ersten Reihe
P\t Pvt Pit seet P
die r Glieder der zweiten
2+ ?2 b g3 -b meeH qr
so, dass mit n auch r unendlich gross wird, so erhdlt man eine neue
convergente unendliche Reihe, deren Summe P -t- Q ist.

Bezeichnet man die neue unendliche Reihe mit S und die Summe der ersten

n+ r Glieder mit Sn+r, so ist
Su+r = Pn + Qre

Werden n und r unendlich gross, so gehen Pn und Qr in P und Q uber,

und man hat daher
S= P+ Q.

Denkt man sich P und Q aus gegebenen Reihen durch Multiplication mit

endlichen Faktoren a und b entstanden, so erkennt man, dass der soeben
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gegebene Satz auch auf die Bildungen P — Q, aP -4 bQ anwendbar ist. Nach-
dem man aus den convergenten Reihen aP und bQ die convergente Reihe
°P + bQ erhalten hat, kann man auf diese Reihe und eine neue S den Satz
wieder anwenden u. s. f.; dadurch gelangt man zu der Bildung
aP + bQ + ¢S -~ dT
jedoch mit der ausdricklichen Einschrankung, dass die Anzahl der zu einem
Aggregat verbundenen unendlichen Reihen nicht eine unendlich grosse sein darf;
ein solcher Fall musste vielmehr besonders untersucht werden.*)

14, Multiplication von Potenzreihen. Auf die convergenten unend-
lichen, nach steigenden Potenzen einer Variabein x fortschreitenden Reihen
1- . P = a0 axx a2x24- a3xs m+-...,
2- Q — b0 -f- bxx 4- bAx24 b3xXAH ...

wollen wir die gewohnlichen Multiplicationsregeln anwenden und das Resultat
nach steigenden Potenzen von x ordnen; wir erhalten dann eine neue Potenz-
reihe, und es ist nun zu entscheiden, ob die Summe dieser Reihe gleich dem
Produkte PQ ist. Durch Multiplication der Reihen 1. und 2. erhdlt man eine
Reihe S, deren allgemeines Glied ist
h “tl = ("obu mmcitbn— ™2  eee-~dnbo)xn.

Durch Multiplication der ersten n -4- 1 Glieder der Reihen 1. und 2. entsteht
das Produkt

-Pn+1 Qti+l a0b0 | («1 b0 - (t™QjX
+ @ al b14 a0bQ)x”
+ (3K + b\+ a\b2 -ma0b3)*3
(@4b0 + a3bi+ a2b2+ aib3+ alb4)x*

+

(dnbo -]- an-\b" ahbn-\ 4-arb"x'l
~h (dHb~ -4- an-\b. + . .. -4 (iy bM) X H-™
+ (dnb. -f- dn-"b* + e e -4 drHQAX'D

SH
-I- dnbnx 2«.
Diese ersten n + 1 Glieder dieses Produktes stimmen der Reihe nach mit
M $3> -G> N8 Ja+

Uberein. Setzen wir nun voraus, dass die Reihen P und Q wuur positive
Glieder enthalten, und setzen
. ==& _h"2'd- y3'+' = e d“sn+l
O st 1 ¥ sn
N+l Poi+1 " Qntle
Die Glieder, welche in 4. auf das {n -4 I)te folgen, sind kleiner als die
Glieder

L SHE2> Sn3> e e e >
folglich ist

A Pn+lQn+l -

Vertauschen wir in 5. n gegen 2n, so erhalten wir im Verein mit 6. die

Begrenzung
-p2n+1 Q2n+l > i+ Pn+1Qn+l =
Fur ein unendlich wachsendes n wird
limp 2k+iQ 2n+i — lim Pn+\Qnm+\ — PQ, lim S™n+i — S\
daher folgt
S = PQ.

*) Vergl. Schloemilch, Compendium der héheren Analysis, i. Bd., § 43.
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Wenn man daher zwei convergente Potenzreihen mit positiven
Gliedern multiplicirt, und das Produkt nach steigenden Potenzen
der Variabein ordnet, so erhalt man eine convergente Potenz-
reihe, deren Summe das Produkt der Summen der beiden gegebenen
Reihen ist.

Wenn in den Reihen P und Q positive und negative Glieder mit einander
abwechseln, und die Reihen aus den positiven sowie die aus den negativen
Glieder einzeln convergiren (oder wenn, was damit gleichbedeutet, die Reihen
der absoluten Werthe convergiren), so kann man die Ordnung der Glieder in
P und Q dergestalt dndern, dass man P und Q als Differenzen je zweier Reihen
auffasst, deren Glieder positiv sind,

P = U - U Q= V — V"
Auf die Reihen CP, U"™, V, V" kann man die Multiplicationsregel an-
wenden. Aus den Produkten
u'v, u'vs, u"v, u"ve,
erhélt man
s = UV - oPVv"_ U"V 4 U"V'. {CP—U")}{V —V);
folglich ist
S —PQ .

Bei Potenzreihen mit wechselnden Zeichen gilt also die Multi-

plicationsregel, wenn die Reihen der absoluten Werthe convergiren.

15. Differentiation unendlicher Reihen. Wenn die Glieder einer

unendlichen Reihe eine unbestimmte Grdsse x enthalten und die Reihe far alle
zwischen gegebenen Grenzen liegenden Werthe von x convergirt, so ist innerhalb
dieser Grenzen die Summe der Reihe eine Function von x. Bezeichnen wir die-
selbe mit S{x) und das allgemeine Glied der Reihe mit qx, n), so ist
1 S{x) = y{x, 1) -4 <p(x, 2) -t- f(x, 3) H-.....c.......
Es fragt sich nun, unter welchen Bedingungen man aus dieser Gleichung
auf die durch Differentiation gewonnene schliessen darf
S'(x) = f'(x, 1) 4 Q{x, 2) 4 y'(x, 3) -h
Denn wenn auch fur eine endliche Anzahl Summanden aus der Gleichung
A= gx+ @H ...-(- 9
auf die Gleichung
S" = ¢pg H b eeem 9«
geschlossen wird, so kann doch nicht behauptet werden, dass dieser Schluss auf
eine Summe aus unendlich vielen Summanden ausgedehnt werden kann.
Wenn x + h den Convergenzbereich der Reihe 1. nicht Uberschreitet, so ist
2 SX+41Q — ofx N, 1) +@x 7 2) -+ y(x +hy3) -+ . . <
Zieht man hiervon die Reihe 1. ab und setzt nach § 13, No. 3, 5

+ = + + m), 0 < » < h,
so erhalt man

S{x +H — S () y{x, 1) 4 Q{x, 2) 4 y'{x, 3) 4 ..

3
~h ] d hi 1) -k 9" ~bhghfP) 4" Q"+ hgll, 3) -f- . . ].
Wenn die in der Klammer eingeschlossene Reihe — auch fur einen ver-
schwindenden Werth von h — gegen einen endlichen Grenzwerth R{x, K) con-

vergirt, so nahert sich das Produkt hR(x, h) mit h zugleich der Grenze Null;
man erhalt daher aus 3.
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ds (x) -
gx = ? (x>1) 4- Px, 2) 4- cp'(x, 3) 4- . . ..
Dies ergiebt: Wenn fur den Werth x die Differentialquotienten
cp'(x, r) und cp”(x, n) endlich und stetig sind und wenn die Reihe
R {x, fi) ® (x 4- ffjh, 1) 4- cp"(x 4- ffi/z, 2) + o'(x 4- ff3L, 3) H . ..

fir ein hinlanglich kleines positives h und fir positive echt ge-
brochene ff convergirt, so folgt aus der convergenten Reihe

S(x) = cp(x, 1) -~ @(x, 2) -+ cp(x, 3) 4- . ..
die neue convergente Reihe

Das allgemeine Glied derselben ist
S(x, n) = (- ST
hieraus folgt
cp(x, n) = (— i)« (2n — 2)x2n~z,
R(x, hy= — 2 (x + ff2A) 4- 4 (x + ff3/AH3- 6(x 4- WMAH+ 8(* + flBA)7 . . .
Die Reihe der absoluten Werthe ist
2(x 4- F2N) 4- 4(x 4- f3™N3 + 6(# -I- AN 4- . ..

Setzt man fiar die 0 den grossten Werth, namlich die Einheit, so erhalt man
eine Reihe, welche convergirt, so lange — 1 < (.* 4- A) <C 4- 1; es convergirt
daher auch R(x, h)\ folglich ist der Differentialquotient von S(x) gleich der
Summe der Differentialquotienten der einzelnen Reihenglieder

ds (x)
“dx

Die Summe der rechts stehenden Reihe ist bekanntlich 1: (1 4- x2)\ man
hat daher

— 1— x2 X* — X8 X8 — ...

dS(x) 1
dx 14- x2°
Da nun auch
d arc tang x 1
dx 14 x2’

so folgt, dass
d(S — arctangx) A
dx = °7
dass also S — arc fangx gleich eine von x unabhédngige Constante a ist. Man
kann dieselbe bestimmen, indem man fir einen geschickt gewéhlten Werth
x — x0 die Differenz S0 — arc tangx0 berechnet; setzt man z. B. x0 — 0, so

erhalt man SO = 0, arctangx0 = 0, und hieraus folgt a — 0. Dabher ist
¥ ¥ (¥
arctangx — x —-y 4-qr- —-y 4- - eeee _ 1< N< 4- 1.
Fir x = 4- 1 folgt hieraus eine zur Berechnung von w brauchbare Formel
4= 1 —i+i— cee

17. Die Reihe
X 1x3 13 x¢t le35 x1
9 =1+21 +2M'T +2%6"'T + '**

convergirt fur — 1< X < 4- 1e
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Das allgemeine Glied ist
1-3*5 ... (2n—23)
®ie, n) =y 4.a\_.(2n—1t) oy_

Hieraus folgt

1-3... (2n —3)
9 (*, n) —2.4.6 ... (2n— 4) 'x*™
Die Reihe R (x, li) wird bei positiven Werthen von * vergrdssert, wenn man
i —2 = .. = 4- 1 setzt. Fur den Grenzwerth des Quotienten zweier auf

oinanrUrfrdcrpnripn fVlipder ermebt sich unter dieser Voraussetzung

so folgt
S — arcsinx = a,
wo a einer von e unabhdngige Constante bezeichnet. Setzen wir ~ = 0, so
wird £ = 0 und arcsinx = 0; folglich ist auch a = 0. Dies ergiebt die
auch fir x2 = 1 convergente Reihenentwicklung
) X 1 x8 13 jcb 1-3 X
arcsinx = j 4- ~ T + 24 *T + 275
— 1< X< 4- 1
Far x = 4- 1 folgt
. 1 11 1*31 1.3-5

2% L +22'32 244'5 + 2-4-6

eine nur schwach convergirende Reihe, Fur x = i ergiebt sich die rascher
convergirende
T o1 1 1 1-3 1 1.3-5 1

6 —2 ' 2 3e23 2 «4 ' 5 25 2 4 «6 7 27

18. Wenn man zur numerischen Berechnung einer Irrationalzahl (z. B. von
u, ¢, Logarithmen, Sinus oder Cosinus bestimmter Bogen) eine unendliche Reihe
zur Verfugung hat und die gesuchte Zahl mit grosser Genauigkeit bestimmt
werden soll, so ist die direkte Verwendung der Reihe oft insofern sehr lastig,
als man zur Erreichung grosser Genauigkeit nicht selten eine sehr grosse Anzahl
von Gliedern der Reihe berechnen und addiren muss. Fur solche Falle ist es
werthvoll, eine Methode zu besitzen, welche die Reihensumme bis auf eine grosse
Genauigkeit rascher gewinnen lehrt, als dies durch direkte Summation erfolgen
koénnte*).

*) Kummer, Eine neue Methode, die numerischen Summen langsam convergirender Reihen
zu finden. Crerte’s Journal, Bd. 16, pag. 206, 1837.
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Die unendliche Reihe
S = + r2 + dz+ e el B4 <1 4- . L.
theilen wir in
Sn — g\ Qg2 + e 4-Qgn
lIn<n — g1 4- Q2
wir nehmen an, dass Sn durch direkte Summation der darin enthaltenen Reihen-
glieder gefunden sei und suchen einen angendherten Werth des Restes R. Hier-
zu bestimme man die beiden Functionen <p(«) und f(n) so, dass
lim f(ti) eqgH= 0,
2- limf(n) — 1,
3 - _ .
/() = gne1 P — y(n 4-1).
Es wird sich spater zeigen, wie sich gund 7/ diesen Bedingungen entsprechend
bestimmen lassen. Aus den Gleichungen
/(»)?*+1 = <An)gn — ?2(» 4- 1) gn+i,
f(n - 1) qn+2 P> 4- 1) gr+i — ¥(>4-2) 2%+2
f(n + 2) g% P« d- 2) 2,42 — ?(«-+- 3) 7*+3,

/0 + P*-NH-I1= <p»+ K) gtk — ?2(» 4- £ —~ 1) A*+x+1
erhélt man durch Addition
f(N)qu+l +/(*-+-1)"«+2 H' eee 4-/(» 4-£)$"*+atl — ?(»)?2« —: <p(«+"-\-1)gn+k+l.
Lasst man n unbegrenzt wachsen, so folgt in Ricksicht auf 1.
2(«)ogn = /(«) 2«+i H-/(» 4- 1)?,+2 4- /(« 4- 2)gn+3 4- . . . .
Ist nun
/(«) > /(»4-1) >f(n4-2) > .. .> 1
so ist No< [(») %] 4- (<« 4- ) H24- 0L L.
und zugleich

R > 2.4 + f(f]ve-l) 2 + /(« 4-2)
Man hat somit fur A die Begrenzung
4 ?0)u .
' /(«) < N < 9(n)a,,.
Wenn hingegen
/(*) < /0 4-1) < /(« 4-2) < . 1,
so hat man umgekehrt
» (")« < Rc

5.

Die Functionen @ und f kann man in folgender Weise entsprechend den
Bedingungen 1., 2., 3. erhalten. Man setze flr cp» eine algebraische rationale
gebrochene Function von n, etwa

6. 9(n) = in+ e + + mm+ a,
0 nP + nP—1 -4 "2«/—2 -t- .. -+ bp "’

Entwickelt man durch Division den Bruch nach steigenden Potenzen von
1:n, so erhalt man
7. y(N) = ¢n + cf 4- — 4- ., 4- & 4-
Ferner wollen wir voraussetzen, dass sich der Quotient gn: gn+\ in folgende
Reihe entwickeln lasst
8 -1 1 a1 | g2 g3 ai
qn i n n2 «3

§

16.

Unendliche Reihen.

557
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-l- [c'a7 + a6 + r,(a5+ 1) + "2(a4—5)+ ~3(a;+ 10)+ r4(a2—10) + r5(al-f-5)-~
~bXag+ Ma7~bG(ae 1)+ ™2@5~6) + r3(ad4 15) + ct(a3+20) + c5(a2—15)
+ c6(ax+6)] =—7
H- [r a9 -(- f0a8 + cx(a7+ I) + c2(a8—7) -t-~3(a5+21) + f4(a4—35)+ £5(a3+ 35
+ ce6(@a2—21)+ ci(al+ 7)]'"8
+ [/al0 + r0a9 + ~(otg—I) + "2(a7+8) + r3(a6—28) + c4(oc5+56) + c5(a4—70)
+ 96(a3+56) + f7(a2—28) + c8(a4+8)] =
+ [c'oxx + c0ax0+ cx(a9+ I) + c2(a8—9) + c3(oc7+ 36) + ™M (ab6—84)

+ ”5(apt+ 126) + ce(ad4 126) + c7(a3+84) + ~8(a2—36) + "9(ad+9)] =

2

Die Zahlen c¢', c0, cx .. .kann man nun so bestimmen, dass der Gleichung 2.
genugt wird, und dass mdoglichst viele Glieder von /(») verschwinden; zur Er-
fallung dieser Bestimmungen muss man die Grossen a4, a2 . . . kennen, und

erhélt somit fur jede Reihe eine besondere Bestimmung fur /(»). Hat man nun
die Coefficienten bestimmt
Pi Co> PI>P2 eee"y
so hat man den Bruch (6)
dxnP~1+ d2nP~2+ ..+ dp
nP + bxnP~1+ ..+ bp
der Reihe gleichzusetzen
cX c2 cz P -
n H'"ﬁ%"' nat oot %+ ce-

Man erhalt dann die Gleichung

axnP~~+ ..+ ap= (NP + bxnP-i + ee+ ~) (~ + AT+ **+ rfp + *e)e

Setzt man die Coefficienten gleich hoher Potenzen von » auf beiden Seiten
dieser Gleichung einander gleich, so erhadlt man

ax = cX,
ai = C2 + ci >
a3 — ¢3 + ~lc2 “b ~2C\’

ax = ci "™ M3 + b2c2 + b3cx,

12. dp = @ + bxCp-i + ...+ bpcx,
0 = \L+ bxO + . ..+ bpCx,
0 = cp+#2+ bxcpy\ + . ..+ bpc2,
0 = n3-+ + . ..+ bpc3

0 — Cp + bxCp—i+ ...+ bpCp.
Aus den letzten p dieser Gleichungen erhdlt man die Grdssen
~1> &2>"3 me==hp,
und mit Hulfe derselben aus dem ersten p die Grossen
dx, dr, <3Y... dp.
19. Als Beispiel hierzu wollen wir « mit Hilfe der schwach convergenten
Reihe berechnen
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n 1

1 1
| =1 3+5+7+-"--
Nimmt man je zwei Glieder zusammen, und dividirt dann durch 2, so erhalt man
T 1 1 1 1 1 11
8 “ 1le3+ 5 o7 9ell + 13 15 + 17 «19 + 21 m23 25 27
Das nte Glied dieser Reihe ist
1 1
M (4n —3)(An — 1) 16»2 — 16» + 3
Demnach hat man
qt (An+ 1)(4» + 3) __ 16»2+ 16» + 3
(4» — 3)(4» — 1) 16»2— 16»+ 3

128" * 128~ ' 4M ' 8
Das System No. 18, 12. ergiebt fir p = 2 und fur die soeben gefundenen

Werthe der ¢ die Gleichungen

0= " + ~"bx+ }b2, folglich bx = — 1,
0= — ~b V2 - . ~2 17>
al = i > a2 ~ vV “b \bx, v o = iV e
Daher ist nach Beseitigung der gebrochenen Coefficienten
2, - 1
»(*) = 7 - 1+ 16»»-16»+7-
Berechnet man nun die Summe
SR = q! + g2 ~bP3 ~bQ\ ~bgs5 + ~g

direkt, so erhalt man auf 8 Stellen genau
S6 = 0,382 300 35.

Ferner ergiebt sich

®(6) = 5,022 587 26, ®7) = 6,019 145 80,
2(6) *os 001039873, <> = 7019 14275.
Aus diesen Werthen folgt
/(6) = 0,999 996 95 , 1(6) = 0,010 398 70.
Dies ergiebt auf 7 Stellen genau
nmo qosi 7
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Hieraus findet man schliesslich ebenfalls auf 7 Stellen genau
J = 0,392699 1.
[o}

Um dieselbe Genauigkeit durch direkte Summation der Glieder der gege-
benen unendlichen Reihe zu erlangen, héatte man so viel Glieder zusammen-
nehmen missen, bis man 1:(4n —3)(4«— 1) kleiner als 10—, also (4n— 3)

(4n — 1) grosser als 107 erhalten hétte; bei dem Gliede
1 1

3001 <3003 ~ (4 =751 — 3) (4 =751 — T)
waére dies noch nicht erreicht worden;- man hatte also mehr als 750 Glieder
berechnen missen, um zu dem Ziele zu gelangen, das wir durch eine nicht um-
standliche Rechnung nach « ummer's Methode erreicht haben.

20. Methode der unbestimmten Coefficienten. Wenn man nach-
weisen kann, dass eine Function fix) innerhalb gewisser Grenzen fur die Variable
x sich in eine Potenzreihe
1 f{pc) Aqfi—Ai1x -+ Agx”™ -+ Agx ff- . ..
entwickeln lésst, die Anwendung des TAYLOR'schen Satzes aber wegen der mehr-
fachen Differentiationen ungeeignet erscheint, so kann man durch geschickte
Benutzung der Besonderheiten von f(x) oft eine Reihe von linearen Gleichungen
aufstellen, aus denen sich A0, Al, A2, As . . ergeben. Man kommt dann da-
zu, eine beliebige Anzahl der Coefficienten von A kennen zu lernen; lasst sich
der Fortgang der Rechnung mit Sicherheit Ubersehen, so kann man auch das
allgemeine Glied finden, wéhrend man im Gegenfalle es dabei bewenden lassen
muss, jeden einzelnen Coefficienten zu ermitteln.

Geht man von der Voraussetzung aus, dass tangx fur die zwischen —
und ff- liegenden fur welche kein Differentialquotient von tangx unendlich
gross wird, in eine Potenzreihe entwickelt werden kann,

tangx = AO0 ff- Axx ff- A2x2 Asx3 ff- . .
so ist zunachst sicher, dass AO = 0 ist, da tangx mit x zugleich verschwindet.
Da ferner x und tangx zugleich das Vorzeichen wechseln, so erkennt man, dass
A2 = A4 = A6 — = A= .. = 0.
Die Reihenentwicklung beschrankt sich daher auf die Glieder mit ungeraden
Exponenten,
tangx = Axx ff- A~x* ff- Ahxh ff- A~xL ff- . ..
Benutzt man die Gleichung
sinx = tangx cosx ,
und setzt fur sinx und cosx die friher gefundenen unendlichen Reihen ein, so
erhalt man

Fuhrt man links die Multiplication aus und vergleicht beiderseits die Coef-
ficienten gleich hoher Potenzen von x, so erhdlt man zur Bestimmung der A die
Gleichungen
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