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Die Félle B — E = 0, oder C= E = 0, B~ 0 sind von dem
soeben erledigten nicht wesentlich verschieden.

Ist B = C—0und A= B3 so folgt aus 3., dass auch E = O;wir
kommen damit auf den Fall B = C — E =0 IstB = C= E = 050

folgt aus 1, dass auch
M o D = ABO O

Hieraus folgt die Bedingung A = B = E.Nimmt man den gemeinsamen
Werth dieser Grossen fir 20, so ist R = 0 und die Gleichungen No. 11, 8
werden identisch; folglich ist jede Ebene, die durch PO geht, Symmetrieebene.
Die Gleichung der Flache ist

A(x2-hy2-hz2 + 2Gx 4- 2Hy -+ 2Jz 4- K = 0.
die Flache ist daher eine Kugel.

13. Der Untersuchung des Falles = 0 schicken wir einige Be-
merkungen (ber die Geraden voraus, die eine Flache Il. O. in einem
unendlich fernen Punkte treffen.

Eine Gerade, die durch einen Punkt n geht und mit den Achsen die Winkel
a, B y bildet, hat mit der Flache Il. O.f = 0 einen unendlich fernen Punkt
gemein, wenn in der Gleichung No. 1 1 der Coefficient von r2 verschwindet,
wenn also a, [ y der Bedingung geniigen
1 Acos2a 4- 2Bcosa cosfi 4- 2 Ccosa cosy 4- Dcos23$ 4- 2Ecosfi cosy 4- Fcos2y — 0.

Zieht man durch den Nullpunkt eine Parallele zu einer solchen Geraden,
und ist P ein Punkt dieser Parallelen-, so ist

X 1y 1z — cosa :zwh : cosy,
mithin erfillen die Coordinaten x, y, z die Gleichung
2. k= Ax2 - 2Bxy -+ 2Cxz H Dy2 + 2Eyz b Fz2 = 0.

Diese Gleichung enthélt nur die quadratischen Glieder der Function /, sie
stellt daher einen Kegel zweiter Ordnung dar, dessen Spitze im Nullpunkte
liegt; der Kegel ist unabhéngig von den Coordinaten des Punktes PO.

Bezogen auf die Symmetrieebenen ist die Gleichung einer centralen Fléache I1. O.

| = Ax2+ Dy2+ Fz2 4 K = 0,
die Gleichung des Kegels k wird daher
k= Ax2h Dy2 t+ Fz2 = 0.

Beim Ellipsoid haben die Coefficienten A, D, F dasselbe Vorzeichen. Der
Kegel k enthdlt daher ausser der Spitze keinen realen Punkt; es giebt mithin
keine realen Geraden, die ein Ellipsoid in einem unendlich fernen Punkte treffen.

Bei den Hyperboloiden haben wir den Kegel k — 0 (in § 6, No. 9 und 12)
bereits als Asymptotenkegel kennen gelernt. Alle Geraden, die ein
Hyperboloid in einem unendlich fernen Punkte treffen, sind daher
den Mantellinien des Asymptotenkegels parallel.

Giebt man den Gleichungen der beiden Paraboloide die Form

f == Ax24- Dy2+ 2)z = 0O,
so erhdlt man
k= Ax2 -- Dy2 — 0.

Beim elliptischen Paraboloide haben A und D gleiches Vorzeichen;
daher besteht die dieser Gleichung zugehérige Flache aus zwei imagindren Ebenen
y'Aex 4-[—D my = 0, i/Amx—-/—D.y= 0,
die sich in der Z-Achse schneiden, und ausser derselben reale Punkte nicht ent-
halten. Alle Geraden, die ein elliptisches Paraboloid in einem unend-
lich fernen Punkte treffen, sind der Achse des Paraboloids parallel.

Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. H. jg
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Beim hyperbolischen Paraboloide haben A und D verschiedene Vor-
zeichen; die Ebenen -
Y~Aex 4-1/-—D sy = 0, ~[/Aex4-Y—D ey =0
sind daher real. Die Geraden, die ein hyperbolisches Paraboloid in
einem unendlich fernen Punkte treffen, sind den Asymptotenebenen
parallel (vergl. § 6, 18).
14. Wenn Ax verschwindet, so zerféllt die quadratische Function

4-2Ey 4- F
(”:)2 7 2 z \z
in zwei lineare Faktoren (Anal. Geom. d. Ebene § 13 No. 3)

(“7 + i7+1t) (a7 + + ©)

Daher zerfdllt der Kegel k in die beiden Ebenen
1. (ax H by 4- cz) (a'x t- by 4-c'z) = O.

Dieselben sind real und verschieden, real und vereint, oder conjugirt com-
plex. Im letzteren Falle werden sie von jeder Ebene z = d in den conjugirt
complexen Geraden getroffen

(ax + by H cd)(a'x 4- b'y 4- ¢'d) — 0.

Da diese einen realen Punkt gemein haben, so folgt, dass die Schnittlinie
der Ebenen 1 auch dann real ist, wenn die Ebenen conjugirt complex sind.

WAéhIt man diese Schnittgerade zur Z-Achse eines neuen Coordinatensystems,
so muss die Gleichung k = 0 fur dieses System zwei Ebenen darstellen, die die
Z-Achse enthalten; hieraus folgt C— E = F = 0. Unter dieser Voraussetzung
wird die Gleichung fir p

— ji [f> — (A-+- 29fi 4- AD —B2] = O;
dieselbe ergiebt die Wurzeln

Po= 0, Piudp2= \(A4D)zx \yiB24 (A—V)2.

Die Wurzeln px und p2 sind real.

Ist A—B — D = 0, so verschwinden alle drei Wurzeln dieser Gleichung.
Die Flache reducirt sich dann auf

2GX 4- 2Fly 4~2Jz 4~ K —0,
artet also in den Verein dieser Ebene und der unendlich fernen Ebene aus.

Ist AD = B2, so verschwindet p2; die Flache enthdlt daher unter dieser
Voraussetzung nur eine Symmetrieebene; hierdurch ist sie als parabolischer
Cylinder charakterisirt.

In jedem andern Falle ergeben die Proportionen No. 11, 10.

2. aos{= 0, cosa:cos$ = (p—D):B =B :(p—A).

Ist B = 0 und A = D, so bleibt das Verhaltniss cosa : cos$ unbestimmt;
alsdann sind alle durch FO gehenden Verticalebenen zugleich Symmetrieebenen
der Fl&che, und ausserdem hat dieselbe keine Symmetrieebenen; die Fl&che ist
daher ein Rotationsparaboloid.

Wenn B nicht verschwindet, so folgen aus 2. zwei bestimmte Werthpaare
fir cosa. und cos$, fir welche

cos(tx : cos$x — (pj —D) : B,
cosa2:cosR2 = (p2—B> :B.
Hieraus folgt
cosnxcosa2 4 - cos$x cos$2 = n [ — D) (ji2— D) 4- B2,
wobei n eine leicht angebbare Grosse bezeichnet. Da nun
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pTp2 = AD — B2, Mi 4 p2— A-\rD,

so folgt cosaxcosa2 4- cos$xcos$2 = 0. Die beiden Symmetrieebenen
der Flache sind daher normal zu einander; folglich ist die Flache ein
elliptisches oder ein hyberbolisches Paraboloid.

15. Aus diesen Untersuchungen ziehen wir den Schluss, dass es nur folgende
Arten eigentlicher (nicht in Ebenen zerfallender) Flachen Il. O. giebt:

Parabolische, elliptische und hyperbolische Cylinder; Kegel;
elliptische und hyperbolische Paraboloide; einschalige und zwei-
schalige Hyperboloide; Ellipsoide.

16. Wir kehren zu dem Ausgangspunkte unserer Untersuchung tber Symmetrie-
ebenen an Flachen zweiter Ordnung zuriick und kniipfen noch einige Bemerkungen
an die Proportionen No. 11, 10, unter der Voraussetzung, dass fir keine Wurzel p
der Gleichung R = 0 alle Subdeterminanten von R verschwinden.

Setzen wir abkirzend

(D—p) (F—p)—E2* 9, CE—B (F—p)=33, BE—C(D —p.)"©,
L (A—p)(F— p)— U2=2), CB—E(A-m= @ (A-V(D-V-B 2%,
so haben wir
cosa : cos§ :cos7 = 3t:33: 0O,
= 33:2:0.
= ©:&:%.
Erweitert man die drei Verhdltnisse rechts der Reihe nach mit @ 6, 33 und
ersetzt dann die in der Diagonalreihe stehenden Produkte 3t@ ©3), 335 der
Reihe nach durch die auf Grund der Proportionen 2. gleichen Produkte 330,
33®, ©@, so erhdlt man die Proportion
3. cosa : cos$ : cos7 = 330 : 330 : ©O@,
woraus durch Division mit 33©6 hervorgeht

2

1 1
4, cosol © COS$ : cos7 = ég) HEAN)
Da 1:© 1:©, 1:3 proportional den Subdeterminanten 3t 58, © der
Glieder, z. B. der ersten Zeile der Determinante R sind, und da diese Deter-
minante verschwindet, so ist

: Y s 3=

Bezeichnen wir die Wurzeln der Gleichung R = 0 (oder der gleich-
bedeutenden Gleichung 5) mit p.1, p2, p3 und setzen fir © © 3B in 5 die
Werthe ein, so erhalten wir daher die Gleichungen

A — Pi B c -0
CB—EA 4-Ep! BE CD Clix CE~BF+B)Ix '
A- 12 B c - 0
CB—EA 4-Eil2 BE—CD4-Up2 CE—BF-+-B\I2 '
A —p3 B C

CB—EA-hE[L3 BE—CD4 U3 CE—BFB\I3"~ 0.
Subtrahiren wir die zweite dieser drei Gleichungen von der ersten und
beachten, dass
(A—Pi) (CB—EA 4-E\M2) — (A —pa) (CB—EA 4-E[1X) == (p2—WMx) BC,
so erhalten wir nach Division durch (p.2—p”) B G und wenn wir die Werthe,
welche die Gréssen 33, © © annehmen, wenn darin p durch p,(i= 1 2, 3
ersetzt wird, durch 33, ©g ©, bezeichnen

18*
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9 .
' @e2”~ © © ©iSj

Ebenso entstehen durch Subtraction der Gleichungen 7. und 8. und nach-
herige Division durch (jx3— p,2) BC, sowie aufgleiche Weise aus den Gleichungen

6. und 8. die beiden Gleichungen

1 1 1
10. = 0,
©2 ©3 ©2 ©3
1 1 1
11. = 0.
©1 ©3 N~ ©Ot©3 8183
Sind az, Rz 7/ die Stellungswinkel, welche zur Wurzel gehdren, so hat
man nach 4.
” 1 1 1
cos04 : cosW : cosyx — g- 1Ig~>
n 1 1 1
cosa2 : cosB2 : cosy2 = ($f : D sgn-*

cosa3 : «vi, :cosy3 = gl- Al
Mit Ricksicht auf die Gleichungen 9., 10., 11. folgt hieraus
cosax cosa.2 -I- cos$x cos$2 4- cosyl cosy2 — O,
cosa2cosa3 4- cosR2<<A 4- N7 2 = 0,
c<?a3 4- COSHX COSH3 4- A T73= 0.
Diese Formeln zeigen, dass die drei Symmetrieebenen einer Flache
zweiter Ordnung mit einander rechte W inkel bilden.

§ 8. Gerade Linien auf Flachen zweiter Ordnung.

1. Wird der Punkt Il auf der Flache Il. O./ = 0 angenommen, so ist in
der Gleichung 8 7, No. 1, 1/(i, » Q = 0. Soll nun die in der Richtung a, § 7
durch 1l gezogene Gerade ganz auf der Flachef — 0 liegen, so muss die Gleichung

(/1$' ecosa 4-/i/ ecos$ 4-ft! ecosy) r 4- (Acos2a 4- ... 4- Fcos27)r2 = 0
identisch sein; die Winkel a B 7 missen also den Gleichungen geniigen
1 /$' ecosa 4-fi)' «*wB 4- [V scosy = 0,

2. Acos2a 4- 'ZBcoso. cos$ 4- 2Ccosa ™ 7 4- Dcos28 4- 2ANOM3~ 7 4- Fcos27= 0.

Die Gleichung 1 zeigt, dass die durch 1L gehenden Geraden der Flache
auf der Tangentenebene des Punktes liegen (§ 5 No. 3); aus der Gleichung 2.
folgt, dass sie den Mantellinien des Asymptotenkegels parallel sind (wobei man
beim hyperbolischen Paraboloide die beiden Asymptotenebenen als einen ausge-
arteten Kegel betrachten kann).

2. Fir das hyperbolische Paraboloid ergiebt sich hieraus der Satz: Durch
jeden Punkt eines hyperbolischen Paraboloids gehen zwei Gerade,
die ganz auf der Fl&che liegen; die eine ist der einen Asymptoten-
ebene, die andere der andern parallel.

Das hyperbolische Paraboloid wird daher von zwei Systemen von Geraden
bedeckt; die Geraden jedes Systems sind einer Asymptotenebene parallel; durch
jeden Punkt der Flache geht eine Gerade jedes Systems. Die Geraden des-
selben Systems schneiden sich nicht; denn sonst wiirden durch den
Schnittpunkt zwei derselben Asymptotenebene parallele Geraden der Flache gehen.
Legt man durch eine Gerade g der Flache und durch einen Punkt P auf einer
Geraden h des andern Systems eine Ebene T, so schneidet diese die Flache f
in einem Kegelschnitte, von dem die Gerade g ein Theil ist; zu der Schnittlinie
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gehort daher noch eine zweite Gerade, die durch P geht; diese zweite Gerade
ist also eine der beiden durch P gehenden Geraden der Flache. Da diese
zweite Gerade nicht desselben Systems sein kann wie g (denn zwei Gerade des-
selben Systems schneiden sich nicht), so folgt, dass T die Flache in den Geraden
g und h schneidet, dass also g und h sich schneiden. Wir schliessen daher.
Jede Gerade des einen Systems wird von jeder Geraden des andern
Systems geschnitten.

Jede Ebene, die durch g geht, schneidet f in einem Kegelschnitte, von
welchem g ein Theil ist, der also aus g und aus einer Geraden h des andern
Systems besteht, und berihrt daher die Fldche in dem Punkte, in welchem ¢
und h sich durchschneiden. Wir schliessen daher: Es giebt zwei Systeme
von Ebenenbischeln, welche aus lauter langentenebenen eines
hyperbolischen Paraboloids bestehen; jede langentenebene gehort
zu zwei solchen Buscheln, die verschiedenen Systemen angehdren.
Die Trager der Bischel sind die auf der Flache liegenden Geraden.

3. Die allgemeine Gleichung der Fléache Il. O. enthalt zehn Coefficienten,
deren Verhéltnisse eindeutig berechnet werden, wenn neun Punkte der Flache
bekannt sind; denn durch jeden Punkt Pr ist eine Gleichung

fr=Ax,24-2Bxryr4- ... 4-2Jzr4-TP= 0
gegeben, die linear und homogen fir die Coefficienten A, B, .. .J, K st
Eine Flache Il. O. ist daher durch neun Punkte bestimmt.

Wenn drei Punkte einer Flache in gerader Linie liegen, so liegt diese Gerade
ganz auf der Flache; denn die Coordinaten der Schnittpunkte einer Geraden und
einer Flache Il. 0. hangen von einer quadratischen Gleichung ab, und wenn
dieser von mehr als zwei Wurzeln gentgt wird, so ist sie identisch.

Sind von einem hyperbolischen Paraboloide zwei Gerade a und 04 gegeben,
die sich nicht schneiden, so gelten diese daher fir zusammen sechs Punkte der
Flache; sind noch zwei Gerade B und Bx gegeben, deren jede die Geraden a und
04 schneidet, so dass a, 04 und B, Bx die Gegenseiten eines unebenen Vierseits
bilden, so gelten die Geraden B und Bx, da jede durch zwei gegebene Punkte
der Flache, namlich durch Punkte auf a und al gelegt ist, zusammen fur zwei
neue Punkte. Ein unebenes Vierseit, das ganz auf einer Flache Il. O.
enthalten ist, zahlt also fur acht Punkte der Flache.

Da fur die Coefficienten in der Gleichung eines Paraboloids die Bedingung gilt

|A B C
A e Lb d e = 0,
C E F

so kann auf Grund dieser Gleichung einer der Coefficienten, z. B. F, durch die
andern ausgerechnet werden; man bedarf daher zur Bestimmung eines Paraboloids
eines Punktes weniger als im allgemeinen Falle. Wir sehen daher: Ein Para-
boloid ist durch acht Punkte bestimmt. Ein hyperbolisches Para-

boloid ist durch ein unebenes Vierseit bestimmt.

Um das Paraboloid zu construiren, auf welchem das unebene Vierseit der
Geraden a, B, 04, Rj liegt, bemerken wir, dass eine Asymptotenebene parallel den
Geraden a und ax, die andere parallel 8 und Bx ist. Da nun alle Geraden des
Systems, zu welchem R und Bj gehéren, die beiden Geraden a und 04 des
andern Systems schneiden und der letzteren Asymptotenebene parallel sind, so
erhalt man das ganze Paraboloid, wenn man eine Gerade 7 ldngs der Geraden
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a und o4 so fortfiihrt, dass sie einer Ebene E parallel bleibt, die zu R und Rt
parallel ist.

Die Punkte P und Q, in welchen a und aj von der Geraden 7 in irgend
einem Augenblicke getroffen wird, sind daher zugleich Schnittpunkte der Geraden
a und ax mit einer zu E parallelen Ebene. Sind nun Px, Qx und P2, Q2 die
Schnittpunkte von a, ax mit 8 und Bt, so hat man die Proportion

P\P'-Q\Q — P\ +Qi Q2

Dies ergiebt: Die Geraden a, ax etc. eines hyperbolischen Para-
boloids werden von den Geraden des andern Systems 7 in dahnlichen
Punktreihen geschnitten, und zwar entsprechen sich die Punkte, die
auf derselben Geraden 7 liegen.

Umgekehrt schliesst man leicht, dass, wenn zwei &hnliche Punktreihen auf
zwei Geraden a und ax liegen, die sich nicht schneiden, die Verbindungsgeraden
je zweier entsprechenden Punkte einer festen Ebene parallel sind. Wir schliessen
daher: Die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte zweier dhn-
lichen Punktreihen bedecken ein hyperbolisches Paraboloid; sie
bilden die Geraden eines Systems, wahrend die Trager a und a, der
Punktreihen zu dem andern Systeme gehdren.

4. Um zu erfahren, ob durch einen Punkt 11 eines Hyperboloids

f = AXx2+4- Dy2 Fz2—1=0
reale Gerade gezogen werden konnen, die ganz auf der Fl&che liegen, haben
wir nachzusehen, ob in der Tangentenebene 7' des Punktes Il durch 11 Gerade
gezogen werden konnen, welche Mantellinien des Asymptotenkegels parallel sind.
Legt man durch den Mittelpunkt der Flache eine Ebene TI parallel zu T, so
lassen sich in T durch O zwei reale verschiedene, zwei reale zusammenfallende,
oder keine realen Geraden parallel zu Mantellinien des Asymptotenkegels legen,
je nachdem derselbe von der Parallelebene Tx in zwei Mantellinien geschnitten,
oder entlang einer Mantellinie beriihrt wird, oder ausser der Spitze keine realen
Schnittpunkte mit Tx gemein hat.
Die Gleichungen des Asymptotenkegels und der Tangentialebene T sind

1 k= Ax2 +~Dy2+ Fz2= 0,
2. T= Acxy- Drly +~ F*z — 1= 0.

Die Gleichung der den Mittelpunkt enthaltenden Paralellebene 7\ ist demnach
3 T1==Aix -t Dily t F,z = 0.

Multiplicirt man 1 mit Ft2 und setzt dann fir F272z2 den Werth aus 3.
ein, so entsteht
Fr2{Ax2+ Dy2y-{A$x + Drty)2 = 0,
oder besser geordnet
4, {FAt2+ A212x2 -+~ ZADIri-xy -+~ {FDt2+ D2r2y2 = 0.

Dies ist die Gleichung der Horizontalprojection des Schnittes von k und V;,
sie stellt zwei durch den Nullpunkt gehende Gerade dar; dieselben sind real
verschieden, zusammenfallend, oder imaginér, je nachdem die Gleichung 4., nach
x aufgelost, zwei reale verschiedene, zusammenfallende, oder imagindre Wurzeln
hat, je nachdem also

A2D2 92 — {FDt2H-D2n(FAt2+ A2\2) g 0.

Multiplicirt man die beiden Binome, so erhélt man
5. - ADFt2{A®R+ TV + Fr2 g O.

Da nun Il auf dem Hyperboloide liegt, so ist Al12+ Drf + Fr2= 1, das
Kriterium 5. geht daher Uber in
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6. ADF = 0.
Das zweischalige Hyperboloid hat die Gleichung
X2 y2 z2.
a2 » 2 70
N _ 1
also ist hier ADF = a2b2c2”
das einschalige Hyperboloid hat die Gleichung
X2 y2 z2
NN 2 1
L 1
folglich ist — ADF — a2bh2c2"

Hieraus folgt: Auf dem zweischaligen Hyperboloide liegen keine
realen Geraden. Durch jeden Punkt eines einschaligen Hyperboloids
lassen sich zwei reale Gerade auf der Flache ziehen.

Die durch einen Punkt eines einschaligen Hyperboloids gehenden Geraden
fallen nur dann zusammen, wenn fir diesen Punkt

A\2 + TV + Fr2= 0,
also wenn der Punkt zugleich auf dem Asymptotenkegel liegt. Da nun die
Mantellinien des Asymptotenkegels mit dem Hyperboloid unendlich ferne Punkte
gemein haben, und da ferner zwei Gerade, die im unendlich Fernen sich unter
einem verschwindend kleinen Winkel schneiden, parallel sind, so folgt der Satz.
Die Geraden eines einschaligen Hyperboloids sind paarweis parallel.

5 Wie beim hyperbolischen Paraboloide (No. 2), so (berzeugt man sich
auch hier, dass jede Ebene, die durch eine Gerade g eines Hyperboloids gelegt
wird, die Flache in einer zweiten Geraden h schneidet, und Tangentenebene der
Fldche in dem Schnittpunkte P der Geraden g und h ist; sowie, dass durch
jeden Punkt P des Hyperboloids eine Gerade h desselben geht, welche die
Gerade g schneidet. Die zweite Gerade g”, die ausser h durch P geht, kann
die Gerade g nicht schneiden; denn sonst wiirden die drei Geraden g, h}, 1 auf
einer Ebene liegen, diese Ebene wiirde also mit der Flache ein Gebilde dritter
Ordnung, namlich den Verein der drei Geraden g, h, gXx, gemein haben im
Widerspruche mit der Thatsache, dass eine Ebene mit einer Flache Il. O. nur
ein Gebilde zweiter Ordnung gemein hat. Sammtliche Gerade eines einschaligen
Hyperboloids zerfallen also in zwei Systeme: in solche, die eine gegebene Gerade
g der Flache schneiden, und in solche, die g nicht schneiden; durch jeden
Punkt der Flache geht von jedem der beiden Systeme eine Gerade. Zwei Gerade
h und hx, welche g schneiden, kdnnen sich ebenfalls nicht schneiden, da sonst
das Dreieck der Geraden h, hx, g auf der Flache liegen wirde. Jedes der
beiden Systeme von Geraden, die auf einem einschaligen Hyperbo-
loide liegen, enthdlt also solche Gerade, die sich nicht schneiden,
wahrend jede Gerade des einen Systems von jeder Geraden des andern
Systems geschnitten wird.

Da jede durch eine Gerade eines Hyperboloids gelegte Ebene die Flache
in einem Punkte dieser Geraden beriihrt, so hat man den Satz: Es giebt zwei
Systeme von Ebenenbiischeln, deren Ebenen sdmmtlich Tangenten-
ebenen eines einschaligen Hyperboloids sind; jede Tangentenebene
des Hyperboloids gehdrt zu zwei Buscheln verschiedener Systeme;
die Tréger dieser Systeme von Tangentialebenen-Bilscheln sind die
beiden Systeme von Geraden des Hyperboloids.
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6. Durch drei Gerade gx, g2, g3, die nicht zu zweien auf einer Ebene
liegen, ist ein Hyperboloid bestimmt, denn diese Geraden des Hyperboloids sind
gleichbedeutend mit neun gegebenen. Punkten, deren je drei auf einer der Ge-
laden liegen. Die Geraden gx, g2 g3 schneiden sich nicht, sie gehdren also zu
demselben Systeme; es werden daher alle drei von jeder Geraden h des andern
Systems geschnitten. Da nun durch jeden Punkt der Geraden g nur eine
Gerade gelegt werden kann, welche g2 und g3 schneidet, so folgt: Wenn eine
Gerade h sich so bewegt, dass sie in allen ihren Lagen drei gegebene
Gerade gX g2, g3 schneidet, so beschreibt sie ein einschaliges
Hyperboloid; die verschiedenen Lagen von h sind die Geraden des
einen Systems, die Geraden gx, g2, g3 gehdren zu dem andern
Systeme.

Durch ein unebenes Vierseit und einen Punkt A ist ein einschaliges Hyper-
boloid bestimmt. Die Geraden des Hyperboloids, die durch A gehen, sind die
Geraden, welche die Gegenseiten des unebenen Vierecks schneiden.

7. Die Gerade h, die durch einen Punkt P der Geraden gx geht und die
Geraden g2, g3 schneidet, wird dadurch erhalten, dass man den Punkt P durch
Ebenen T und T projicirt, die durch g2 und g3 gelegt sind; die Schnittgerade
dieser Ebenen ist die gesuchte Gerade.

Rickt nun P auf gx fort, so beschreiben die Ebenen T und die Ebenen T
zwei Ebenenbischel, welche die Trager g2 und haben; diese Buschel, die
aus lauter Tangentenebenen der Flache bestehen, sind projectiv mit der Punkt-
leihe auf h, die sie projiciren, und mithin auch unter einander projectiv.

Wir sehen daher: Je zwei zu demselben Systeme gehdrige Buschel
von Tangentenebenen eines einschaligen Hyperboloids (und eines
hyperbolischen Paraboloids, auf welches man denselben Beweisgang anwenden
kann) sind projectiv; und zwar entsprechen sich die Ebenen, welche
dieselbe Gerade des andern Systems enthalten, also zusammen ein
Buschel des andern Systems bilden.

Man kann die Gerade gi durch irgend eine andere Gerade g desselben
Systems ersetzen, g wird von allen Geraden h des andern Systems geschnitten,
in jedem Punkte von g treffen sich also zwei entsprechende Ebenen der Biischel,
deien Jlager g2 und g3 sind; mithin werden die Geraden, die zu dem-
selben Systeme gehdren, von den Geraden des andern Systems in
projectiven Punktreihen getroffen, und zwar entsprechen sich die
lunkte, die auf derselben Geraden des andern Systems liegen.

8. Umgekehrt schliesst man leicht: Der Ort der Schnittgeraden je
zweier entsprechenden Ebenen zweier projectiven Ebenenbischel,
deren Tréger nicht auf einer Ebene liegen, ist ein einschaliges
Hyperboloid oder ein hyperbolisches Paraboloid.

Denn sind in den beiden Biischeln die Ebenen Tx, T2, T37KT ', TA, T '
und sind die Gleichungen von T3 und T3'

T3 N axTx + a2T2 = 0, T3 =bxTx + b2T2' = 0,
so sind die Gleichungen zweier entsprechenden Ebenen

Ts \ axTx + keazt2 = 0, T = XbxTx + Xb2T2 = 0.

Die Schnittpunkte beider Ebenen gentigen der Gleichung, die sich durch
Elimination von X und X aus T = 0 und T = O ergiebt, also der Gleichung
*ib*TxT2' - a2bxT2T% = O

dies ist eine Gleichung zweiten Grades,
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Wenn die beiden Ebenenbiischel ein hyperbolisches Paraboloid erzeugen, so
sind die beiden Trager der einen, und die Schnittlinien je zweier entsprechenden
Ebenen der andern Asymptotenebene parallel; daher schneiden je zwei ent
sprechende Ebenen die letztere Asymptotenebene in parallelen Geraden, erzeugen
also auf ihr zwei projective Strahlbiischel, deren entsprechende Strahlen parallel
sind. Durch Umkehrung findet man: Hat man auf einer Ebene E zwei
congruente Strahlbtschel S und S1 deren entsprechende Strahlen
parallel sind, zieht durch die Tréger zwei nicht auf E liegende sich
nicht schneidende Gerade a und & und projicirt S und A von a und
al aus, so schneiden sich je zwei entsprechende Ebenen der so er-
zeugten Ebenenbischel in den Geraden eines hyperbolischen Para-
boloids; eine Asymptotenebene desselben ist parallel zu E, die andere
parallel zu a und a'.

Ferner: Die Ebenenbilischel, deren Tréger die entsprechenden
Punkte zweier projectiven Punktreihen verbinden (die nicht auf der-
selben Ebene liegen) umhdllen (berlihren) ein einschaliges Hyperboloid
oder ein hyperbolisches Paraboloid.

Sind namlich entsprechende Punktpaare der beiden Reihen

P2» P% 7" PI> F*> Und i8t
P3 = axPx 4- a2P2, iy = bxPx 4- b2P2,
so sind die Gleichungen irgend zweier entsprechenden Punkte
P = \xaxPx4- \2a2P2 =0, P' = \xoxPx + X*2/y =

Die Pfbenen, welche durch zwei entsprechende Punkte gehen, erfiillen die

Gleichung, welche durch Elimination von und X aus P = 0 und P 0

hervorgeht
axb2PXP2 - az2bxP2Px' = 0.

Dies ist die Gleichung der umhillten Flache in Ebenencoordinaten. Man
kann dem soeben bewiesenen Satze auch folgende Fassung geben: Der Ort
der Geraden h, welche je zwei entsprechende Punkte zweier pro-
jectiven Punktreihen verbinden, deren Trager nicht auf derselben
Ebene liegen, ist ein einschaliges Hyperboloid; die Geraden hbilden
das eine System von Geraden des Hyperboloids, die Trager der
beiden Punktreihen gehdren zu dem anderen Systeme.

. Wir bemerken schliesslich, dass die Flachen zweiter Ordnung, welche Gerade
enthalten, unter der Bezeichnung Regel flaichen zweiten Grades zusammen-

gefasst werden.

8 9. Schnittcurve und Schnittpunkte von Flachen zweiter Ordnung.
Kreisschnitte.

1 Die Schnittpunkte zweier Flachen II. O. genligen den Gleichungen der
beiden Flachen
== AX2-+2Bxy-\- m4-2jz-gK=Q und g=A"'x2-g"B'XyA-. ¢e4-2/'s 4-K' —0;
eliminirt man der Reihe nach x, y und 2 aus diesen Gleichungen, so erhélt man
die Gleichungen der drei Projectionen der Schnittcurve der beiden Flachen,
diese drei Gleichungen sind vom vierten Gerade; die Projectionen der
Schnittcurven zweier Flachen 1l. O. sind also Curven vierter Ord-
nung. Um die Coordinaten der Punkte zu erhalten, in denen die Schnittcurve
der Flachen/und g von einer Ebene

T=mx 4 ny 4-pz 4- «= 0
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geschnitten wird, kann man z mittelst der Gleichung T = 0 auch den Gleichungen
f = 0 und g = O entfernen; man erhdlt dann zwei Gleichungen zweiten Grades
fur x undy; bestimmt man die vier gemeinsamen Wurzelsysteme, und zu jedem
Werthsysteme durch die Gleichung F = 0 den zugehdrigen Werth von z, so er-
hélt man die Coordinaten der gesuchten Schnittpunkte. Man sieht hieraus: Die
Schnittcurve zweier Flédchen Il. O. wird von einer Ebene in vier
Punkten geschnitten.

Man bezeichnet daher diese Schnittcurve als eine Raumcurve vierter
Ordnung; indem man als Raumcurve «ter Ordnung eine Raumcurve bezeichnet,
die von einer Ebene in «Punkten geschnitten wird. Zum Unterschiede von
Raumcurven vierter Ordnung, die nicht auf zwei Fl&chen Il. O. liegen, bezeichnet
man die Schnittcurve zweier Flachen Il. O. als Raumcurve vierter Ordnung
erster Species.

2. Wenn eine Flache Il. O. die acht Punkte Px, ... P8 enthalt, so bestehen

die Gleichungen
Ax2 + 2Bxy -2Cxz +Dy2 4-...4-2Jz 4K — 0,
Axe 4-2Px1lyl 4- 2Cxxzx 4- DyR 4- ... 4- 2Jzx K = 0,

Axe 4- 2Bx8y84- 2Cx8284-Dy$ 4- ... 42)Jz28 4- K = 0.
Der Verein dieser Gleichungen wird durch das Verschwinden der Deter-
minante bedingt
Ax2  4-2BXxy, xz y2 yz 22 X .y 7z 1
AXj2 4-2BXXYyX, XXZX YN jyxzx 2@ XX YyX ZIX 1
/ =  AXQ 4-2BX2Y2, X222 e z2 1 =0

AXE 4= 2B X8y 8, x828 siiiiiiiiiinnneanann- z8 1
Dies ist die Bedingung dafir, dass P auf einer durch die gegebenen Punkte

gehenden Flache 1I. O. liegt, ist also der allgemeine Form der Gleichung irgend
einer durch PX ..P8 gehende Flache Il. O. Die Function f zerfallt in die
Summe zweier quadratischen Functionen

f =A p 4- 2B -4,
wobei @ und 4 ausf hervorgehen, wenn man die erste Colonne durch x2, x”t
XE, ...Xx&, bez. durch xy, xxyx ...x8y8 ersetzt. Die eindeutig bestimmten
Flachen @ = 0 und & — 0 enthalten die gegebenen acht Punkte; denn wenn
man in @ oder 4 die Coordinaten X, y, z durch die Coordinaten eines der
Punkte Px, ... P8 ersetzt, so wird die erste Zeile in @ und 4 mit einer der
tbrigen identisch, mithin verschwinden @ und 4 Alle Punkte, deren Coordinaten
die beiden Gleichungen erfullen

=0 und 4= 0
gentigen auch der Gleichung

/ = Acp -h B> = 0.

Hieraus ergiebt sich der Satzz Alle die unendlich vielen Flachen

Il. O. die durch acht gegebene Punkte gehen, haben eine durch
diese Punkte gehende Raumcurve vierter Ordnung mit einander
gemein; diese Curve ist der Schnitt zweier durch die Coordinaten
der gegebenen Punkte vollstdndig bestimmten Flachen Il. O. @@= 0
und 4 = 0) und mithin selbst durch die acht Punkte eindeutig be-
stimmt.

3. Wenn eine Flache Il. O. durch acht auf einer Raumcurve C
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vierter Ordnung erster Species beliebig gewdhlte Punkte Px ... P8
hindurch geht, so geht sie durch alle Punkte dieser Curve. Denn zwei
Flachen f x und f 2, deren Schnitt die Curve C ist, gehen beide durch die
Punkte Px, ... P8, mithin enthalten sie auch die durch diese Punkte bestimmte
Raumcurve vierter Ordnung, folglich ist dieselbe mit C identisch. Durch eine
Raumcurve IV. O. 1 Sp. lassen sich unzédhlig viele Flachen zweiter
Ordnung legen. Diese Flachen bilden ein Bischel, dessen Trager
die Raumcurve ist, die sie gemein haben.

4. Haben zwei Flachen Il. O. eine Gerade G gemein, so schneiden sie sich
ausserdem noch in einer realen Curve; denn jede Ebene E, die durch G gelegt
wird, schneidet die beiden Fl&chen noch ausserdem jede in einer realen Geraden,
und der endlich oder unendlich ferne Punkt P dieser beiden Geraden ist ein
gemeinsamer Punkt der beiden Flachen II. O.; dreht sich E um die Gerade G,
so beschreibt P die Curve, in welcher die beiden Flachen ausserhalb G sich
schneiden.

Diese Schnittcurve hat mit einer Ebene nur noch drei Punkte gemein, und
ist daher eine Raumecurve dritter Ordnung.

5 Wenn finf Punkte der Durchschnittscurve zweier Flachen 1. O./ = 0
und g — 0 auf einer Ebene T liegen, so haben die Flachen den durch diese
funf Punkte auf T bestimmten Kegelschnitt mit einander gemein; denn die
Ebene T trifft jede der beiden Flachen in einem Kegelschnitte, der durch die
funf Punkte geht, mithin sind diese beiden Kegelschnitte identisch. Wahlt man
T zur AF-Ebene eines Coordinatensystems, und sind
f== AX24- 2Bxy 4- .++4- K= 0, ¢g= Axx24-2Bxxy 4 ... 4-Kx= 0
die Gleichungen der Flachen in Bezug auf dieses System, so muss die Substitution
2= 0 in/ und g auf Gleichungen flhren, die gleichbedeutend sind, die also
nur um einen constanten Faktor von einander abweichen. Ist n dieser Faktor,
so hat man daher
Ax24- 2Bxy 4- Dy24- 2Gx 4- 2Hy 4- K=n (Axx2-h2Bxxy-t-Dxy 24-. .-\-KXx).

Bildet man die Differenzf — ng, so erhdlt man

f—n g z[2(C—CxX 4 2(E- EX)y 4- (E-EXz « 2 (/-/X)].

Die Punkte, welche/ = 0 und g = 0 erfiillen, und fiur welche nicht z = 0
ist, genligen somit der Gleichung

Ns 2(C—Cx)x + 2{E—EX)y -4 {E—EXx)z 4- 2 (/-/a = 0.

Dies ist die Gleichung einer bestimmten Ebene; je nachdem diese Ebene
/ und g in einem realen oder imagindren Kegelschnitte trifft, haben die beiden
Flachen ausser dem auf T liegenden Kegelschnitte noch diesen realen oder
imagindren Kegelschnitt gemein; die Ebene Tx dieses Kegelschnitts ist immer
real. Wir schliessen daher: Wenn flinf Schnittpunkte 1, 2, 3, 4, 5 zweier
Flachen II. O. auf einer Ebene Fliegen, so zerféallt die Schnittcurve
der beiden Flachen in zwei Kegelschnitte; der eine auf Fliegende
istdurch diePunkte 1..0bestimmt, der andere kann real oder imagindr
sein; die Ebene, die ihn enthalt, ist auch im letzteren Falle real.

Oder: Wenn zwei Flachen Il. O. einen Kegelschnitt gemein haben,
so haben sie noch einen realen oder imagindren Kegelschnitt gemein,
dessen Ebene stets real ist.

Bezieht man die Flachen / und g auf ein beliebiges Coordinatensystem, und
hat man dabei u. A die Substitution auszufiihren

z = oX 4- Bj 4- 72



284 Analytische Geometrie.

wobei x\ y\ z' die Coordinaten im neuen Systeme sind, so erhdlt man, wenn
f\ g\ T\ die Functionen sind, in welche f, g und T in Folge der Transformation
ubergehen

/"= ng' = (ax -f-B/ 4-72") Tx.

Hieraus folgt: Wenn zwei Flachen Il. O. /= 0 und g = 0 sich in
zwei ebenen Curven schneiden, so kann man die Function g mit
einer geeigneten Zahl multipliciren, so dass die Differenz f —ng
in zwei lineare Factoren zerfallt, die, gleich Null gesetzt, die
Gleichungen der Ebenen der beiden Schnittcurven sind.

6. Wenn eine Flache II. O.

1 AX2 4- 2Bxy 4- 2Cxz 4- .. 4- 20z ~hK = 0

sieben gegebene Punkte Px, ..P7 enthdlt, so bestehen die Gleichungen
AX12 4- 2Bxxyx 4- 2Cx1zl 4- . . 4- 2zx 4 K — 0,

2. ettt er et eeens

AXTF 4~ 2BXH 7 4- 2CXT27 4- eo4- 2)27 4- K = 0.
Der Verein der Gleichungen 1 und 2. wird durch das Verschwinden der
Determinante bedingt
AXx2 4- 2Bxy 4- 2Cxz, y2yz z22x y z 1
y = AXX 4-2Bxxyx4-2Cxlz1, yRyxx z@xxyx zx 1 n

AxR4-2BxXN74-2Cx7z7, y2y7z7 z2x7y7 z7 1

Dies ist die allgemeine Form der Gleichung einer Flache Il. O., die durch
die sieben gegebenen Punkte geht. Die Determinante / zerfallt in drei Deter-
minanten
1. | = Aep 4- 2B« 4- Cry;
die quadratischen Functionen ¢, < y gehen aus f hervor, wenn man die erste
Colonne der Reihe nach durch x2, xX . . X2 bez xy, xxyXx, .. X%
bez. xz, xxzx, . . X727 ersetzt. Aus 1. ist ersichtlich, dass alle Punkte, die den
drei Flachen o, ij, y gemeinsam sind, auch auf jeder Flache II. O. liegen, die
durch die gegebenen sieben Punkte hindurch geht.

Die Theorie der Gleichungen lehrt, dass drei Gleichungen zweiten Grades
mit drei Unbekannten x, y, z durch acht Werthsysteme derselben befriedigt
werden. Hieraus folgt, dass drei Flachen Il. O. sich in acht Punkten
schneiden.

Jede Flache 1I. O., die durch die sieben Punkte 1, 2... 7 geht, enthalt
also die acht Punkte, in denen sich die Flachen @= 0, p= O und y — 0
schneiden. Diese drei Flachen haben die gegebenen sieben Punkte gemein;
denn wenn man in ¢  @die Coordinaten x, y, z durchxr,yr, zr, r= 1...7,
ersetzt, so verschwinden ¢, ¢ y identisch.

Da nun durch die sieben gegebenen Punkte die Functionen @ y
vollstandig bestimmt sind, so ist auch der achte Punkt bestimmt, den die
Flachen 9= 0, 4= 0, y = 0 ausser den gegebenen sieben gemein haben.
Wir schliessen daher: Alle Flachen II. O., die durch sieben gegebene
Punkte gehen, enthalten noch einen achten Punkt, der durch die
gegebenen bestimmt ist. Oder: Ein System von acht Schnittpunkten
dreier Flachen II. O. enth&lt nicht lauter von einander unabhéngige
Punkte, sondern jeder der acht Punkte ist durch die andern sieben
bestimmt.

Der Satz: »Eine Raumcurve IV. O. 1 Sp. ist durch acht Punkte bestimmt«
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bedarf hiernach einer Einschrdnkung; diese acht Punkte dirfen nicht die acht
Schnittpunkte dreier Flachen Il. O. sein; durch acht Schnittpunkte dreier
Flachen Il. O. gehen unzédhlig viele Schnittcurven zweier Flachen II. O.

7. Wir untersuchen nun, ob es Ebenen giebt, die eine Flache Il. O. in
einem Kreise schneiden, und beweisen hierzu zundchst folgenden Satz: Parallele
Ebenen schneiden eine Flache Il. O. in dhnlichen Kegelschnitten.

Wir nehmen eine der parallelen Schnittebenen zur AF-Ebene eines Coordi-
natensystems; ist die Gleichung der Flache in Bezug auf dieses System

f = Ax2 4- 2Bxy 4- .. 4- K = 0,
so ist die Gleichung der Horizontalspur dieser Flache
1 AX2 4- 2Bxy 4- Dy2 4- 2Gx 4- 2Hy 4- K = 0.

Ist diese Curve eine Ellipse, oder eine Hyperbel, oder besteht sie aus zwei
sich schneidenden Geraden, so nehmen wir die beiden Symmetrieachsen der
Spur zur A- und F-Achse, so dass die Gleichung der Spur die Form annimmt

Ax2 4- Dy2 4- K = 0.
Die Gleichung der Flache beziuglich des neuen Systems ist daher
/| == AX24- 2Cxz 4 Dy2 4- 2Eyz 4 Fz2 -+ 2Jz 4- K — 0.

Eine Ebene, die parallel zur AF-Ebene und von derselben um zO entfernt

ist, schneidet die Flache in einer Curve, deren Gleichung ist
Ax2 4- 2Cxz0 4- Dy2 4- 2~y"0 4- Fzg 4- 2z0 4- K — 0.
Hierfir kann man schreiben

4 + 2~ =mpENT) + D{y2+ 2y + Hb 2 Ho K
_cw _ FW _
A D ~

oder
2. + = 0,
wobei K,—(EA + blIPL _ 2_ 2 K.

Die Gleichung 2. gehort einem Kegelschnitte an, dessen Achsen parallel der
A- und Y-Achse sind und dessen Mittelpunkt die Coordinaten hat £= — Cz0:A,
1= — EzO0:D . Die Halbachsen ax und bx dieses Kegelschnitts sind

ax= yKx:A, bx—]/Kx:D\ man hat demnach

ax:bx = fID :yA ;
das Verhdltniss der Halbachsen hat also fir alle parallelen Schnitte denselben
Werth; mithin sind die Schnitte &hnlich und haben parallele Achsen.

Ist die Horizontalspur 1 eine Parabel, so wahle man die Achse derselben
zur A-Achse, den Scheitel zum Nullpunkte; die Gleichung 1 geht dann Uber in
Dy2 + 2Gx = 0;

die Gleichung der Flache bezilglich des neuen Systems ist daher
f = 2Cxz 4- Dy2 4- 2Eyz 4- Fz2 4- 2Gx 4- 20z — O.
Der Schnitt der Flache mit der Ebene z — z0 hat die Gleichung
2Cxz0 4- Dy2 4- 2Eyz0 4- Fz@ 4- 2Gx 4- 2Jz0 = 0.
Hierfur kann man setzen
( FzA2 , H (PF—£22z24 2JF>z0\
Vy+ 2(G+Cz0)[x 4- 2P(G-hCz0) J - °-
Der Schnitt ist daher eine Parabel, deren Achse der Achse der Spur parallel
ist, deren Scheitel die Coordinaten hat
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__[{DF-E>)*t +2/23,1 _ _En
5 2X>(G+ Cs0) T om
und deren Parameter p — — (U + Ga0): st
Da nun je zwei Parabeln einander dhnlich sind, so ist damit der Satz bewiesen.
Inshesondere folgt: Wird eine Flache Il. 0. von einer Ebene in

einem Kreise geschnitten, so wird die Fldche auch von allen Parallel-
ebenen in Kreisen geschnitten.

8. Die Flache 1. O.f = 0 enthalte den Kreis K Legt man durch K und
durch einen anderen auff liegenden Punkt eine Kugel S, so schneidet dieselbe
die Flache f ausser in K noch in einer ebenen Curve, hat also mitf noch einen
Kreis Kx gemein.

Die Ebene dieses Kreises ist im Allgemeinen nicht zu K parallel. Denn
sind K und Kx parallel, so fallen die Geraden, welche in den Centren normal
zu den Kreisebenen errichtet sind, in eine Gerade a zusammen, da sie beide

durch das Centrum der Kugel S

gehen und parallel sind. Die Ge-

jj rade a ist Symmetrieachse fiir jeden

ebenen Schnitt der Flache /, der

a enthalt, da a zwei parallele

Sehnen jedes solchen Schnittes,

z B.AB und CD senkrecht halbirt.

Dreht man den durch a gehenden

ebenen Schnitt Ax, Bx, C1, Dx der

Flache / um a bis die Ebene in

die ebenfalls durch a gehende

Schnittebene AB CD fallt, so fallen

A und Av B und Bx, C und Ct zusammen. Da nun die beiden Schnittcurven

noch die beiden Punkte gemein haben, in welchem / von a geschnitten wird,

so folgt, dass beide ebene Schnitte congruent sind; mithin sind alle durch a

gehenden ebenen Schnitte congruent; folglich ist die Flache eine Rotations-

flache und a ihre Rotationsachse. Wenn also / keine Rotationsflache ist,

so sind die Kreisebenen K und Kx nicht parallel; wir schliessen daher: Wenn

auf eine Flache Il. O, die keine Rotationsflache ist, Kreise liegen,

so giebt es zwei Schaaren von Parallelebenen, welche die Flache in
Kreisen schneiden.

9. Ueber das Vorhandensein von Kreisen auf einer Flache 1. O. werden
wir nun in der Weise entscheiden, dass wir die Bedingungen untersuchen, unter
denen die Schnittcurve der Flache f und einer Kugel S in zwei ebene Curven
zerfallt. Wir werden die Untersuchung fir die einzelnen Flachenarten der Reihe
nach durchfihren.  Vorerst bemerken wir noch, dass beim hyperbolischen
Cylinder, beim parabolischen Cylinder und beim hyperbolischen Paraboloide von
Kreisschnitten nicht die Rede sein kann. Denn jede Ebene schneidet einen
hyperbolischen Cylinder sowie ein hyperbolisches Paraboloid in einer Curve,
welche Punkte im Unendlichfernen hat, ndmlich die Punkte, die auf den Schnitt-
geraden der Ebene E mit den beiden Asymptotenebenen der Flache gelegen
sind. Jeder ebene Schnitt eines hyperbolischen Cylinders ist also eine Hyperbel
oder besteht aus zwei parallelen Geraden, je nachdem die Schnittebene der
Mantellinien nicht parallel oder parallel ist; und jeder ebene Schnitt eines hyper-
bolischen Paraboloids ist eine Hyperbel oder eine Parabel, je nachdem die Ebene
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der Achse nicht parallel oder parallel ist. Jeder ebene Schnitt eines para-
bolischen Cylinders ist eine Parabel oder besteht aus zwei Mantellinien.

10. Kreisschnitte des elliptischen Cylinders. Die Mittelpunkte aller
ebenen Schnitte eines Cylinders liegen auf der Achse des Cylinders; wenn daher
Kreise auf einem Cylinder liegen, so kann man jeden Punkt der Cylinderachse
als Centrum einer Kugel wéhlen, die einen Kreisschnitt enthdlt. Soll die um
den Nullpunkt mit dem Radius r beschriebene Kugel

S= x2ty2+22—r2=20
den elliptischen Kegel
™- 1=0
in Kreisen schneiden, so muss flr eine bestimmte Wahl des Faktors n die
Differenz

1 / — nmS == *h /2 — 1—n{x2 y2>xz2—r2)

in zwei reale lineare Faktoren zerfallen. Hierzu ist zunéchst erforderlich, dass
die Flache f — nS — 0 unendlich viele Doppelpunkte habe, dass also fur die
Function f — nS die Bedingungen gelten
A= 0, A{ = 0.
Nun ist in unserm Falle

4= - (i - ")(p- )"m2- " A<~ - (0 - T)(> - F) e
Die Gleichungen A= 0 und = 0 haben die Wurzeln gemein
1
n—08, n—4&> n ~ e

Die erste Wurzel fuhrt zu keiner Lésung unserer Aufgabe. Die Wurzeln
n= 1:a2und n= 1:b2 liefern

2.

a 1 b2 \a2 b2 b2\ b2/

Die Gleichungen

f —338 — 0 und 5 ----§2: 0
sind die Gleichungen zweier Cylinder zweiten Grades, die durch die Schnitt-
curve vonf und S gehen und deren Mantellinien parallel zur X-Achse, bez. zur
Y-Achse sind. Diese beiden Cylinder zerfallen in zwei Ebenen, wenn r2= a2,
bez. r2— b2 Man erhalt unter diesen Voraussetzungen

4, 2N =N C*2+ a2+ *2—«2) = i *2»

5 2=/ — /12 (*2+ L2+*2 s (M2 fi)X2_- Jz:2-

Ist nun a > b so ist in @ der Coefficient von y2 positiv, mithin ist = 0
die Gleichung des Vereins der beiden realen Ebenen
T» |\//_t|)—2_%,2-y az=0 und Tx vV w

Die Gleichung 41 = 0 gehort hingegen zu zwei imagindren Ebenen, da der
Coefficient von x 2 negativ ist.

Es giebt also beim elliptischen Cylinder zwei Systeme von Kreisschnitten;

Iy 4-—2 = 0.
Y3
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dieselben sind parallel zu den Ebenen T und Tv Die Kreisschnitte eines
elliptischen Cylinders sind normal zu der Symmetrieebene, in welcher
die kleine Achse des Cylinders liegt, und sind gegen einen Normal-
schnitt des Cylinders um den Winkel a geneigt, fiir welchen

w2 b2
tang, _ « _

11. Kreisschnitte des Kegels zweiter Ordnung. Die Gleichung des
Kegels sei

1 c- b2 ¢ —~°’
die Gleichung einer Kugel, deren Centrum die Coordinaten d, e f und die den
Radius r hat, ist

2. P=x2-+y2-+z22—2dx —2ey —2fz t-p = 0,
wennp —d2 +~e2-t-f2—r2.
Die Determinanten A und A% der Function C —  sind
},‘1}5_“' 0, 0, nd
A= 0, —n, 0, ne
0, 0, nf
nd , ne,  ,—np
Setzt man die Wurzeln der Gleichung =0, ndmlich die Werthe
n= py, N= b2 2>

der Reihe nach in A ein, so erhalt man

B
1f+ -\ n
bez-  4[a2F ?z))&w +
Diese Werthe verschwinden nur, wenn d= 0, bez. e— 0, bez. f = 0.
Unter diesen Voraussetzungen erhdlt man der Reihe nach

3 C~- A28~ (j2- ~Ajy2~ A+ W2+ 2,22 ‘2’,4* a2 —0,
Rb

H C~b2sr{a2~32)x2~{t2 i) 2P *

5. + i r Z-Ei- 2 A =0
Dies sind die Gleichungen der Cylinder, welche durch die Schnittcurve des
Kegels C und der Kugel S gelegt werden konnen; die Mantellinien derselben
sind der Reihe nach der AT-Achse, der F-Achse, der Z-Achse parallel. Nehmen
wir nun an, es sei a > b, so ist
B
b2~ a2 > 0’
die Gleichungen 4. und 5. gehdren dann zu elliptischen Cylindern; diese kdnnen
fur keine Wahl der unbestimmten Coordinaten des Kugelcentrums und des
Radius r in zwei Ebenen ausarten; dies ist nur bei dem hyperbolischen Cylinder 3.
maglich.
Zerfallt 3. in ein Ebenenpaar, so muss die Gleichung 3., als Gleichung
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eines Kegelschnitts in der FZ-Ebene betrachtet, in ein Geradenpaar zerfallen,
es muss also die Determinante verschwinden:

J__J e
b2 a2’ 0 » a2
0 -+ -+ L nn i\ fi j_\p
’ "2 a2 a2 —~a2[\/2 a2\e2~"a2"> yf2 a?) a2
f P (J_ J_\e2 _
a2 e a2z ’ az + w2 a2 a2

Ersetzt man in dieser Gleichung p durch €2 t-f 2—r2 so erhilt man nach
einfacher Reduction

PO» +id B+ (w=-1)/2- (yr+i) (w~1)r3=0

Sient man r als gegeben, die Coordinaten e und f als unbestimmt an, so
ergiebt sich hieraus der Satzz Die Kugeln mit gegebenem Radius r, die
einen Kegel Il. O. in Kreisen schneiden, haben ihre Centra auf einer
Ellipse, die auf einem Hauptschnitte liegt.

Aus 3. ergiebt sich fur den Winkel a, den die Kreisschnittebenen des Kegels
mit der X F-Ebene bilden

7. tanga = * V{]d- |) (J_l_r)) :ig Ir/e;g:tég

Die Kreisschnitte des Kegels Il. O. sind rechtwinkelig zu dem
Hauptschnitte des Kegels, dessen Mantellinien den kleineren Winkel
mit der Kegelachse bilden, und bilden gleiche Winkel (90°—a) mit
der Achse.

12. Kreisschnitte des Ellipsoids. Ist k ein Kreis auf einem Ellipsoide,
so lege man eine Ebene parallel zu k durch das Centrum des Ellipsoids. Diese
Ebene schneidet das Ellipsoid ebenfalls in einem Kreise, und durch diesen Kreis
kann man eine Kugel legen, deren Centrum in das Centrum des Ellipsoids fallt.
Um also die Kreisschnitte des Ellipsoids zu finden, hat man die Kugeln aufzu-
suchen, die mit dem Ellipsoide concentrisch sind und dasselbe in zwei ebenen
Curven schneiden. Die Gleichungen des Ellipsoids und der Kugel sind

+ S= x2+y2+z2-r2= 0.

Die Determinanten A und Ax der Functionf — nS sind

Fir diese erhalt man

Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. Il. 19
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2-

3-

-0 -f)“ 0-

Dies sind die Gleichungen der drei Cylinder, die durch die Schnittcurve von
F und A gehen, und deren Mantellinien der Reihe nach der X-, der Y-, der
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3. + £ ) _ 0.

Dies sind die Gleichungen der drei Cylinder Il. O., welche durch die
Schnittcurve von F und A gelegt werden koénnen; ihre Mantellinien sind der
Reihe nach den Coordinatenachsen parallel. Setzen wir voraus, dass a > b, so
ist der erste Cylinder hyperbolisch, der zweite und dritte hingegen sind elliptisch.
Es kann daher nur der erste in ein Ebenenpaar ausarten, und zwar tritt dies ein,
wenn r — a\ man erhdlt dann

Z-Achse parallel sind. Setzen wir voraus, es sei a> b> ¢ so sind 1 und 3.
elliptische Cylinder, wahrend 2. ein hyperbolischer Cylinder ist; es kann daher
nur dieser durch besondere Wahl des Kugelradius r in ein Ebenenpaar ausarten,
und zwar tritt dies ein, wenn r — b, denn dann hat man

F~ ®2Sa (j2-72)j2 —~ (2+7%)*2= Qe

Diese Gleichung zerféllt in lineare Faktoren

a2—h2 V*

ab %Y ac h W ac ) oo

sie stellt daher zwei Ebenen dar, die durch die Af-Achse gehen, und deren
Neigungswinkel gegen die ATF-Ebene sich ergeben aus

c~\Va2— b2
b-\ic
Im einschaligen Hyperboloide giebt es zwei Systeme von Kreis-

tanga = 4h

F b2S — {b2 ~ A~~~ {c2 b*)*2— 0
diese Gleichung zerféllt in das Produkt zweier Ebenengleichungen
. c_IVra— = . VSF—DH2 [\(Vb —W_ , va* -
F e be A ab be ab 0
Diese beiden Ebenen gehen durch die K-Achse und ihr Neigungswinkel

gegen die ATF-Ebene folgt aus

cl/<z2 — b2

tanga. = =+
a*b2—e*'

Ein dreiachsiges Ellipsoid hat daher zwei Systeme von Kreis-
schnitten; die Ebenen derselben sind parallel zu der mittleren
Achse (b) des Ellipsoids und gegen die grosse Achse gleich geneigt.

Die zwei Paar Gegenpunkte, in welchen das Ellipsoid von den vier Ebenen
beruhrt wird, die den Kreisschnitten parallel sind, heissen die Kreispunkte

des Ellipsoids.

schnitten; die Ebenen derselben sind normal zu dem hyperbolischen
Hauptschnitte, der die kleinere Hauptachse hat und sind gegen den
elliptischen Hauptschnitt gleich geneigt.

14. Kreisschnitte des zweischaligen Hyperboloids. Da die durch
das Centrum gehenden Ebenen, welche die Fl&che treffen, dieselbe in einer
Hyperbel schneiden, so geht kein realer Kreisschnitt durch das Centrum, wir
haben daher die Kugel A in allgemeiner Lage vorauszusetzen. Die Gleichungen
des Hyperboloids und der Kugel seien

13. Kreisschnitte des einschaligen Hyperboloids. Wenn es hier
Kreisschnitte giebt, so giebt es auch Kreisschnitte, die das Centrum des Hyper-
boloids enthalten, und man kann daher auch diesmal die Kugel A mit dem
Hyperboloide concentrisch annehmen. Aus den Gleichungen des Hyperboloids
und der Kugel

yZ
E = bp 2—1=0 A= x24y 4-22—r2 =0
ergeben sich fir die Function f nS die Determinanten a
oo™ 00,0 A 0 0o, o
1 02
0 , ®v—n, 0, 0 A 1
A— © h= 0 .-p-n, O
0. 0. -ig«, 0 B . &, —Jon
0o, 0, 0, —14-nr2 C
Die gemeinsamen Wurzeln der Gleichungen A= 0 und Al =0 sind daher
n 1
2» N=py
Fur dieselben hat man der Reihe nach
> F ~
2.

X2 y2 z2
Fr& 2~~p2~c2 ~ 1= 0,

Ass x2-hy24-22—2ex — Xy —29z p =»0, /[ = e24-/24-9g2—r2

Fir die Function F —nS hat man die Determinanten

1
—2—0, 0,0 , éen 1
a -5 T 0 ] 0
n 1 a
No» 82 n’ ® » fu LA __ 6\ '92 n ]
1 ' '
0" 0» . Sn O, 0 , _ b 5
en y fn , gn , —1—pn c
. o
(V f> 2—(f-f) %T*y zZm oz P2 = U

19
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2 N+N25 = (a2+ N~ 2 (*» n)22 2 Dp2 z g22n £2 U»

P — 0

3 ("2+71M)N2- (€2-72-)->'2-~272'""_2 7 '

Setzen wir voraus, dass £> ¢, so sind 1 und 3 elliptische Cylinder, wéhrend

2. ein hyperbolischer Cylinder ist. Nur dieser kann in den Verein zweier Ebenen

ausarten; dies tritt ein, wenn die Gleichung 2., als Gleichung einer Curve Il. O.
in ffM- Y Z.F.hpnp hptrnrhtet. in zwei Gerade zerfallt, also wenn

Ist r gegeben, so ist dies die Gleichung einer bestimmten Ellipse. Wir
haben daher: Die Centra der Kugeln mit gegebenem Radius, die ein
zweischaliges Hyperboloid in zwei Kreisen schneiden, liegen auf
einer Ellipse, die auf dem hyperbolischen Hauptschnitte liegt, der
die kleinere Nebenachse hat.

Wihlt man e g und r so, dass sie der Gleichung 4. geniigen, so zerfallt
der Cylinder 2. in zwei Ebenen, die parallel der F-Achse sind und deren
Neigungswinkel mit der AF-Ebene sich aus der Formel ergeben

Cjldi2 | £2
tanga = %

Wir schliessen daher: Ein zweischaliges Hyperboloid enthédlt zwei
Systeme von Kreisschnitten; dieselben sind normal zu dem hyper-
bolischen Hauptschnitte, der die kleinere Nebenachse hat und sind
gegen die Ebene des andern hyperbolischen Hauptschnitts unter
gleichen Winkeln geneigt.

15. Kreisschnitte des elliptischen Paraboloids. Wir haben hier
wieder die Kugel S in allgemeiner Lage vorauszusetzen, haben also von den
Gleichungen des Paraboloids und der Kugel auszugehen:

F= 2 + 40— —22=0, S=x2-hy2-hz2—2ex — 2fy — 29z -hp = 0.
Fir die Function F —nS hat man diesmal die Determinanten

w

Fir die Wurzel 1= 0 reducirt sich F — nS auf F allein, also wird durch
diese Wurzel das Problem nicht gelést. Fir n= 1:a und n= 1:b erhdlt A
die Werthe
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JJiese Grieicnungen sma aie cneicnungen wvun upmucm,
parallel der A-Achse, bez. der F-Achse sind; setzt man a Z>b voraus, so ist 1 ein
hyperbolischer, 2. ein elliptischer Cylinder. Nur der erstere kann flr besondere
Werthe von f, g und r in ein Ebenenpaar ausarten, und zwar tritt dies ein, wenn

Diese Gleichung giebt entwickelt

(- ") f) +i =0

Hieraus erhalt man nach einfacher Umrechnung die Gleichung

/ 72 -+ a2\

3 /2 + 2(« —b)N — e J =0

Flr einen gegebenen Werth r ist dies die Gleichung einer Parabel, deren
Achse mit der Z-Achse zusammenféllt, die sich in der Richtung der negativen
Z-Achse erstreckt, deren Parameter gleich der Differenz (a — b) ist und deren
Scheitel die Ordinate hat z = (r2+ al):a.

Waéhlt man nunf}g und r der Gleichung 3. gemass, so zerfallt der Cylinder
1 in zwei Ebenen, die der V-Achse parallel sind, und fir deren Winkel < mit
der AfF-Ebene

tango. = £ Y (j- j) A - £ W -

Im elliptischen Paraboloide giebt es also ebenfalls zwei Systeme
von Kreisschnitten; dieselben sind normal zu dem parabolischen
Hauptschnitte, der den kleineren Parameter enth&lt, und sind gegen
die AF-Ebene gleich geneigt.

§ 10. Die abwickelbare Flache, die zwei Flachen zweiter Klasse um-
schrieben ist. Gemeinsame Tangentenebenen dreier Flachen zweiter
Klasse. Umschriebene Rotationskegel.

1 Die Coordinaten der Ebenen, welche zwei Flachen II. KI.
1. P=Au2 + 2Btiv 2Jw + K = 0,
2. J = Atu2 4- 2Btuv + ..+ 2Jtw -+ Kx= 0
zugleich beriihren, gentigen den beiden Gleichungen 9= 0 und 41= O.
Eliminirt man z B. w aus 1 und 2, so erhdlt man eine Gleichung vierten
Grades in u und v\ betrachtet man diese Gleichung als die eines Gebildes in
derAF-Ebene, so erkennt man: Die Spuren der Ebenen, die zwei Fldchen
IIl. KI. berithren, umhillen in jeder Coordinatenebene eine Curve
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vierter Klasse. Oder: Die Spuren der Flache, welche von den ge-
meinsamen Tangentenebenen zweier Flachen II. KI. umhullt wird,
sind Curven vierter Klasse.

Die Anzahl Tangentenebenen dieser Flache, die durch einen gegebenen Punkt

3 P=Lu+ Mv f Nw + 2= 0
gehen, wird durch Auflésung des Systems erhalten
$= 0, =,0, P = o.

Aus der dritten Gleichung berechnet man z B. w und setzt die Werthe in
die beiden ersten ein; man erhalt dann zwei quadratische Gleichungen in u
und v. Diese ergeben vier Wurzelpaare, und zu jedem folgt der zugehdrige
Werth w aus der Gleichung P = 0. Wir schliessen daher: Von der Flache,
welche die gemeinsamen Tangentenebenen zweier Flachen II. KI.
umhillen, gehen vier Tangentenebenen durch einen gegebenen
Punkt. Die genannte Flache wird aus diesem Grunde als Fldche vierter
Klasse, und zwar zum Unterschiede von andern Flachen vierter Klasse, als
Flache vierter Klasse, erster Species, bezeichnet.

2. Um eine Vorstellung vom Baue dieser Flache zu geben, bemerken wir
Folgendes: Es sei Tx eine Ebene, deren Coordinaten ux, vx, wx den beiden

Gleichungen @= 0 und — 0 geniigen. Aendert man ux um einen Kkleinen
endlichen Betrag, in dem man es durch den nur wenig davon verschiedenen
Werth u2 ersetzt, so folgen aus 9= 0 und = 0 zwei dazu gehdrige Werthe

z2 und w2, die um so weniger von vx und wx abweichen, je n&her u2 an ux
liegt. Die zu u2, v2, w2 gehorige Ebene sei T2\ dieselbe schneidet Tt in einer
Geraden G12*). Hierauf ersetze man u durch einen nicht viel von u2 ver-
fi’ schiedenen Werth u3, und be-
stimme aus 9= 0 und $= 0
die zugehorigen Werthe v3 und
ws; man erhalt damit eine dritte
Ebene T3, welche T2 in einer
Geraden G23 schneidet. Die
beiden Geraden G12 und GZ23
liegen auf einer Ebene T2 und
haben daher einen Punkt P2 mit
einander gemein.
Féhrt man so fort, so erhalt
man eine Reihe von Ebenen TX,
T$) Tx, Th...., die den
Gleichungen o= 0 und €= 0
geniigen; jede Ti wird von der
\ folgenden Ti+\ in einer Geraden
ML} Giti+ geschnitten, auf jeder
Ebene liegen zwei solche Gerade, die sich in einem Punkte Pi schneiden.
Jede Gerade, Gv_p *wird von der folgenden Geraden Gitz+1 in einem Punkte
Pi geschnitten, auf jeder Geraden Git,+1 liegen zwei solche Punkte, ndmlich
Pi und Pi+l. Diese Punkte sind die Ecken und die zwischen ihnen liegenden
Strecken sind die Seiten eines unebenen Polygons R.
Durchlauft man R in der Richtung Px, P2, P3 , bestimmt durch diese

*) Die Figur ist als Grundriss gedacht; daher die Bezeichnungen GI12', Px u. s. w.
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Bewegung den positiven Sinn aller Seiten des Polygons, und l&sst von jeder
Ebene nur den von zwei positiven Schenkeln eingeschlossenen Winkel sowie
seinen Scheitelwinkel stehen, wahrend man die beiden Scheitelwinkel wegnhimmt,
deren Schenkel vom Scheitel aus gerechnet ungleichsinnig sind, so erhalt man
die von den Ebenen gebildete Fléche.

Die Projection der Flache auf eine geeignet gewahlte Ebene ist von dem
Polygone Px', P2, P3, P+ ... begrenzt, so dass der von dem Polygone ausge-
schlossene Theil der Projectionsebene von der Projection der Flache bedeckt
wird, wéhrend die innerhalb Px, P2 ... liegenden Punkte nicht Projectionen
von Punkten der Flache sind.

Sind die auf einander folgenden Werthe ult u2, u3, ux... nur wenig von
einander verschieden, so unterscheiden sich auch die Stellungen der Ebenen
N, T2, T3, .. nur wenig von einander. Gewisse Ausnahmestellen abge-
rechnet, ist daher der Flachenwinkel, der an dem positiven Theile der von P\
sich erstreckenden Geraden Gi—p z liegt, sowie dessen Scheitelwinkel, der an
dem von Pi— sich erstreckenden negativen Theile derselben Geraden liegt, nicht
viel von einem gestreckten Winkel verschieden; dagegen ist der Flachenwinkel,
der an der Kante Pi-1 Pi liegt, als Supplement eines nahezu gestreckten
Winkels, ein sehr kleiner Winkel; das Polygon Px, P2, P3 ... erscheint
daher als eine scharfe Kante der Flache.

Denkt man sich die Flache entlang des Polygons Px, P2, P3 . .. zer-
schnitten, so zerféllt die Flache in zwei getrennte Mantel, die gleich und &hnlich
sind; zu jedem Mantel ge-
hort von jeder Ebene nur
noch ein Winkelfeld. Zer-
schneidet man einen solchen
Mantel entlang einer Ge-
raden, z. B. GI2, so kann
man die auf T2 folgende
Ebene T3 um G23 drehen,
bis sie mit T2 zusammen-
fallt und die vorhandenen
Winkelfelder von T2und T3 (
nicht auf einander liegen.

Verfaghrt man ebenso mit

jeder folgenden Ebene, ers

mit Tx, dann mit 7\ u. s. w,,

so wird dadurch der

ganze Mantel der Flache (M4%)
in eine Ebene ausgebreitet.

Lasst man u nun alle realen Werthe von — 00 bis + 00 stetig durchlaufen,
so geht das unebene Polygon Px, P2, P3 ... in eine Raumcurve (uber; die
Geraden der Flache werden zu Tangenten dieser Curve, da sie zwei unendlich
nahe Punkte der Curve verbinden; die Winkel unter denen die beiden Maéntel
entlang der Curve R sich treffen, werden verschwindend klein; die Eigenschaft
beider Mantel, sich in eine Ebene abwickeln (ausbreiten) zu lassen, bleibt be-
stehen.

Umgekehrt Uberzeugt man sich leicht, dass jede in eine Ebene abwickelbare
Flache von dem eben beschriebenen Typus ist; denn eine solche Fléche ist noth-
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wendig geradlinig, und jede Gerade der Flache wird von den nachstfolgenden
geschnitten.

Die Curve P, langs deren die beiden Mantel einer abwickelbaren Flache
sich bertihren, bezeichnet man als Cuspidalkante der Flache.

3. Doppelt gekrimmte Curven und abwickelbare Flachen stehen
im engsten Zusammenhénge.

Jede doppelt gekrimmte Curve kann man als Cuspidalkante einer abwickel-
baren Flache betrachten; die Geraden der Flache sind die Tangenten der Curve,
die Ebenen der Flache sind die Ebenen, welche durch je zwei auf einander
folgende Tangenten bestimmt sind. Da eine Curventangente zwei benachbarte
Punkte einer Curve enthdlt, so liegen auf der von zwei benachbarten Tangenten
der Curve bestimmten Ebene drei benachbarte Curvenpunkte. Eine solche
Ebene heisst eine Schmiegungsebene (Osculationsebene) der Curve. Die
Schmiegungsebenen einer Raumcurve sind also die umhillenden Ebenen der
abwickelbaren Flache, die von den Tangenten der Raumcurve beschrieben wird.

4. Der Kegel Il. O. ist die einzige abwickelbare Flache zweiten Grades
(den Cylinder kann man als Kegel mit unendlich ferner Spitze betrachten);
da aber die Cuspidalkante hier zu einem Punkte, der Spitze des Kegels, einge-
schrumpft ist, so kann der Kegel nur als Ausartung einer abwickelbaren Flache
bezeichnet werden.

Eine unebene Curve Il. O, d. i. eine Curve, die eine Ebene nur in zwei
Punkten trifft, kann es nicht geben, da man durch drei Punkte einer Curve
immer eine Ebene legen kann.

Betrachtet man die ebene Curve Il. O. als Cuspidalkante einer abwickel-
baren Flache, so ist diese Flache von der Ebene der Curve nicht verschieden.

Der von den Tangenten einer Ellipse oder Hyperbel bedeckte Theil der Ebene
kann als ein geradliniges Hyperboloid

angesehen werden, in welchem entweder ¢ oder b einen verschwindend kleinen
Werth angenommen hat.

Der von den Tangenten einer Parabel bedeckte Theil einer Ebene kann als
ein hyperbolisches Paraboloid betrachtet werden,

in welchem b verschwindend klein ist.
Eine eigentliche abwickelbare Flache I1I. KI. giebt es ebensowenig, wie eine

eigentliche Raumcurve Il. O.; denn drei Tangentialebenen der abwickelbaren
Flache gehen immer durch einen Punkt.

5. Die zwei Flachen Il. O. gemeinsame abwickelbare Flache (d. i

die von ihren gemeinsamen Tangentenebenen gebildete abwickelbare Flache)
beriihrt jede der beiden Flachen langs einer Raumcurve IV. O. 1. Sp.
Die Ebene, welche die Flache
f= A®R + 2B\r\ + ... + 2/E+Ar=0
im Punkte x,y, z berihrt, hat die Gleichung
T~ "E£E+ff'1+ff eC+ff =0,
wobei f+' = Ax -pBy -pCz+ G, ff =Bx+ Dy -+ Ez+ H,
s Cx + Ey + Fz pp/, ff =Gx-pHy -t Jz -pK .
Die Coordinaten der Ebene T sind hiernach
L U= ~foff, v= ~ff"-ff, w= —ff\ff,
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Soll nun die Ebene T noch eine andere Flache zweiten Grades berihren,
deren Gleichung in Ebenencoordinaten ist
2 @s= Axuz -p 2Bxuv + ... -p 2f xw -P Kx — 0,
so musse die Werthe 1 der Gleichung 2. geniigen; setzt man diese Werthe ein,
so erhdlt man
AA" + 2BjPfj + 2Cifx/z H A //72+ AlllI*" + A /»2
6- - 2A fff ft - 2/,/."'1] + Kiffx =
Diese Gleichung ist zweiten Grades in Bezug auf die Coordinaten x, y, 2\
die Punkte, in denen die gemeinsamen Tangentialebenen der Flachenf = 0
und @ = 0 die erstere beriihren, liegen also noch auf der durch die Gleichung
3 charakterisirten Flache Il. O. Ebenso beweist man den analogen Satz: Die
Tangential-Ebenen einer Flache Il. O. l&ngs einer auf ihr liegenden
Raumcurve IV. O. 1 Sp., berihren noch eine Flache Il. O.; denn der
Punkt P} in welchem die Flache
@ Au2-- 2Bub (-...+ 2> - K0
von der Ebene u, v, w berlihrt wird, hat die Gleichung
P Q/eU+ @b+ gy -p 0,
wobei  (ff Au+ Bv-p Cw -P G, @f= Bu -p Dv -P Ew -P H,
-P K

cpJ= Cu-p Ev-p Fw -pJ, @'= Gu+ Hv -P fw .
Die Coordinaten von P sind hiernach
4. X = —ao/:@, vy= —@ g, z= W:

Wenn nun durch diesen Punkt noch eine zweite gegebene Flache zweiten
Grades geht
5. f =A|x2 2Bjxy + ... -P 2f -P =0,
so missen die Werthe 4. der Gleichung 5. genligen; man erhélt also fir die
u, v, w die Bedingungsgleichung

Arq/2 |- 2B quQv ~P 2 Cropu o/ H- E\ v “F 2E " qv v -P FA qw 2
— 26" cpfepl 2HCRV'cpr — 2fepfepr + Klqr'2 — 0.

Diese Gleichung ist zweiten Grades in u, v, w\ alle Ebenen, welche die
Flache @ langs ihrer Schnittcurve mit der Flache f bewahren, sind daher auch
Tangentenebenen der Flache 6.

6. Die abwickelbare Flache, die zwei Flachen Il. KI. umschrieben
ist, ist unzéhlig vielen Flachen Il. KI. umschrieben. Denn die Ebenen,
welche die Flachen @ = 0 und = 0 beriihren, beriihren auch alle Flachen,
deren Gleichungen von der Form sind

y= X@-p Xe= 0,
wobei X und X zwei Zahlen von beliebigem Verhaltniss bedeuten.

Wir schliessen daher: Auf einer zwei Fldchen Il. KI. umschriebenen
abwickelbaren Flache giebt es unz&hlig viele Raumcurven IV. O. 1 Sp.
Und dem entsprechend: Durch die Punkte einer Raumcurve IV. O. 1 Sp.
gehen unzahlig viele abwickelbare Flachen IV. KI. 1 Sp.

7. Wenn die Flache
1. Au2 -p 2Buv -p 2Cuw -p ... -P 2Hv -P 2fw -p K — 0
von acht gegebenen Ebenen Tx, T2 . . . beruhrt wird, so ist
2 AuM-\-RBul v1-\-"2Culw x-\-Dv*-\-1EVAWi -\-Fw\-\-E&Guxa-"F[vxa-w x+Ar=0,
S AU2Y-ALBUSYV- P -p 2 m2-p AT=0,

4 AUS-\-2BITZV3- N - e -p2/w 3H-AT=0,

9. AUR -"-'iBugvVg-R +2fw s-\-K*=p .
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Flgt man zy den Gleichungen 2. 3. 9. die Gleichung 1, so folgt aus dem
Verein dieser neun Gleichungen

UE e Jws 4- K

Diese Gleichung ist das Resultat der Elimination der acht Coefficienten
A, B, ... Pfaus den Gleichungen 1 . . . 9.; sie ist daher die Gleichung einer
den acht gegebenen Tangentenebenen eingeschriebenen Flache II. KI. Die
Determinante 9 zerféllt in die Summe zweier Determinanten
10° ?=J'"TH B-y,
wobei 4§ und y aus 9 hervorgehen, wenn man die letzte Colonne durch w, wx,

e e ®8 bez- durch 1, 1, ... 1 ersetzt.

Die Gleichung 9 = Jty 4- Ky = 0 enthélt die beiden willkirlichen Zahlen
J und K\ &ndert man deren Verhéltniss in jeder Weise ab, so erhdlt man die
Gleichungen der unendlich vielen Flachen Il. Kl., die von den gegebenen acht
Ebenen beruhrt werden.

Die Tangentenebenen, fur deren Coordinaten die Functionen ~ und y ver-
schwinden, erfillen auch die Gleichung @ — 0; wir schliessen daher: Alle
Flachen zweiter Klasse, die von acht gegebenen Ebenen berthrt
werden, sind einer abwickelbaren Flache IV. KI. 1 Sp. einge-

schrieben. Eine abwickelbare Flache IV. Kl 1. Sp. ist durch acht
berihrende Ebenen bestimmt.

8. Die Coordinaten der Ebenen, welche drei gegebene Flachen zweiter
Klasse 9 = 0, ~= 0, y = 0 berihren, sind die Wurzeln der drei
Gleichungen

9=10 <$=10 y-=0.
Wie die Theorie der Gleichungen lehrt, haben diese drei Gleichungen
zweiten Grades acht gemeinsame Wurzelsysteme. Es giebt daher acht

Ebenen, welche drei Flachen Il. KI. berthren.
9. Wird die Flache
1. Au2 + 2Buv 4- 2Cuw 4- ... 4- 2Hv 4- 2Jw 4- K = 0
von sieben gegebenen Ebenen Tx, . . T7 beruhrt, so bestehen die Gleichungen
2. ... 7.in No. 7; aus dem Verein dieser sieben Gleichungen und der

Gleichung 1 kann man die sieben Unbekannten A, By G D, E, F, G eliminiren;
man erhélt

Dieselbe zerfallt in die Summen dreier Determinanten

4. Jy 4 Km;
wenn mit ¢ y, 10 die Functionen bezeichnet werden, die aus 9 hervorgehen,
wenn man die letzte Colonne durch v, vx, . .vx bez. w, wX ... w7, bez.

1, .. 1 ersetzt.
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In der Function 9 treten drei unbestimmte Zahlen H, J, K auf; fir jeden
Werth dieser Zahlen stellt die Gleichung 3. eine Flache II. O. dar, die von den
gegebenen sieben Ebenen beriihrt wird.

Die drei Gleichungen ~ = 0, y = 0, = 0 werden, wie man sieht, von
den Coordinaten der gegebenen Ebenen erfiillt. Ausser diesen sieben Ebenen
haben diese drei Flachen (nach No. 8) noch eine d rch den Verein der
Gleichungen 9 = y = tu= 0 bestimmte achte Tangentenebene gemein; wir
schliessen daher: Alle Flachen Il. KI., die von sieben gegebenen Ebenen
berihrt werden, haben noch eine achte gemeinsame 1 angentenebene,
die durch die gegebenen sieben Ebenen eindeutig bestimmt ist.

Zugleich bemerkt man: Durch acht Ebenen ist eine abwickelbare
Flache IV. KI. 1 Sp. nur dann bestimmt, wenn dieselben nicht ein
System gemeinsamer Tangentenebenen dreier Flachen Il. O. bilden

10. Wenn zwei Flachen II. Kl. einem Kegel IlI. O. eingeschrieben sind, so

wahle man ein Coordinatensystem, in welchem die Z-Achse durch die Spitze
dieses Kegels geht. Ist nun w = w0 die Gleichung der Kegelspitze, so mussen
die Gleichungen, welche aus den Gleichungen der beiden Flachen
1 9 = Au2 -\-2Buv 4-... 4-2Jw -\ K = o,
2 9X = dj«24-2BuUxvx4-.... 4-2Jxw 4- Kx= 0
durch die Substitution w — w0 hervorgehen, geometrisch gleich bedeutend sein,
denn sie stellen den den Flachen von der Spitze w = w0 aus umschriebenen
Kegel Il. O. dar. Fir eine bestimmte Zahl m gilt also die Identitat
Au”4-2Buv 4-2Cuw04-Dv/4-2Evw04-Fw$ 4-2£u4-2Hv 4-2Jw 4-K
3 =m(AXu24- 2B xuv 4- 2Cxuw0 4- Dxv* 4- 2ExvwQ 4- Fxw”" 4- 2Gxu
4- 2H xv 4- 2JxwQ 4- KJ).

Aus dieser Identitat folgen die Gleichungen

4. A= mAx B = mBx, D = mDx,
Cwg 4- G — mC\wQ4- niGx, EwQ4 H — mExwQa4- Hx,
FwA 4-2Jwg 4-K = mFxw$ -T w «2Jxw0 4- mKXx.
Aus 5. ergiebt sich
(G—mGxy= —(C—mCxY)wQ, H — mHx= — [E— mEXwQ
K—mKx= —{F— mFXYw@— 2 (/— mJIXwQ.

Bildet man nun die Function 9 — myx, so erhédlt man in Ricksicht auf
4. und 6.

9 — myxs=2(C— mCxuw 4-2(F — mEx)vw 4- (F— mFx)w2— 2(C—mCx)wO0u
— 2(F—mEX)ywOv 4- 2 (/ — mIXYw — (F— mFX)w@ — 2 (/ — mJIXYwQ
= (W—w0) [2(C—mCX)u~\-2(F—mE")v-\-(F—mFX)w-\-(F-—mFj)wW0A-(J mJ \)=

Hieraus ist ersichtlich, dass fur alle Ebenen, welche zugleich die Flache 9
und <& berlihren, entweder w = wd oder
P. 2{C—mCxu-+-2(E- mEXv-h(F- mFYw-\-{F- mFXY)wQ\-J—mJx - 0
ist; und dass, umgekehrt, alle Ebenen, die den Gleichungen P = 0 und 9= 0
geniigen, auch die Gleichung 9, = O erfilllen. Dies lehrt, dass die beiden
Flachen 9 und yx noch einem Kegel 1. O. eingeschrieben sind, dessen Spitze
die Gleichung P = 0 hat. Wenn also zwei Flachen II. K. 9 = 0 und
d= 0 einem Kegel Il. O. eingeschrieben sind, so sind sie noch einem
zweiten Kegel Il. O. eingeschrieben; es giebt dann eine bestimmte
Zahl m, fur welche die Differenz 9 — m® in das Produkt zweier
linearen Functionen zerfallt, die einzeln gleich Null gesetzt die
Gleichungen der beiden Kegelspitzen ergeben,
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11- Die Schnittpunkte einer Geraden, die durch einen Punkt PO unter den
Winkeln a, B 7 gegen die Achsen gelegt ist, mit der Flache Il. O
[ = Ax2 + 2Bxy -+ 2Cxz -f-... -f-2Jz K—20
sind bekanntlich durch die Gleichung bestimmt
m/0~F2(/jr0' cos a -\-fyo'cos B-\-fzQ cosi)r ~(Acos2a H 2Bcosa cosfi -+ 2 Ccosa 005\
4 Dcos28 + 2EcosQasy{ + Fcos2-\)r2 =

Die Gerade tangirt die Flache, wenn diese Gleichung zwei gleiche Wurzeln
fur r liefert, also unter der Bedingung
fo (Acos™a + 2Bcosacs?) + 2Ccosa cos H _A<P2R-f- ~MNEcos™ cos-\ -(- Fcos2)

(Ao + fyo'cos$ + /20~ 92 = 0*

Fuhren wir statt der Winkel a, 3 7 die Coordinaten a, 1y, 2 des auf einer
Tangente liegenden Punktes P ein, um so die Gleichung der Kegelflache zu er-
halten, die von den Tangenten gebildet wird, so geschieht dies durch

cosa : @S$:cost = (x —x0): (y —y0:(z—z0).

Wir erhalten
1 /o MC* *0)2 + 2B(x —x0) (y —y0) -y 2C(x—x0)(z—z0) -+~ D (y—y0)2

H2E(y—y0)(z-z0)+ F(z-20)]— [fXQ (x—x0) A-fy0'(y—y 0) -h/,0' *—*0)]2

0.

Setzt man abkiirzend

== fy01t-FfyOy + fz8zH- Gxg -+- Hy0:t- Jzg K,
so hat man (§ 5 No. 3 6)

fxo'(x — X0) + fyo'iy—Jo) + /*</(* —z0) = "~ ~Jo i
ferner ergiebt sich Ielcht
AxX—x0y + ...+ P(z-zQ s / +/0- 2r.

Daher wird aus Gleichung L

lo(/+/0-271-(r-/02=0.

Lost man die Klammern auf, so erhdlt man schliesslich
2- I»e]- t2= 0.

Diese Gleichung lehrt: Die Tangenten einer Flache Il. O, die durch
einen gegebenen Punkt PO gehen, sind die Mantellinien eines Kegels
Il. O., der die Gleichung hat
3- /,1- T2= 0.

Die Punkte, in welchen dieser Kegel die Flache / = 0 berlhrt, geniligen
der Gleichung 3. und der Gleichung f — 0, mithin genligen sie auch der
linearen Gleichung T = 0. Liegt daher ein Punkt PO nicht auf der
Flache f = 0 so ist T — 0 die Gleichung der Ebene, welche die
Bertihrungspunkte der von PO anf = 0 gelegten Tangenten enthalt.

12. Die Gleichung der centralen Flachen II. O. ist von der allgemeinen
Form

f ==ax2+ Ry "z2—1= 0.

Die Gleichung des von PO aus an diese Flache gelegten Tangentenkegels

ist demnach
/o] — (ox + RToy + 7zoz — 1)2= 0.
Die Coefficienten dieser Gleichung sind

2 A s a'lo — a2a@, B = — aRa:0yo0> C = — a-{x0z0,
Ds R*fo — BR2o2» E " — BTIVO T'lo ~ 720@-
Ist der Kegel 1 Rotationskegel, so sind die Bedingungen erfullt (8 7, No. 12).
q AE—BC PC—BE FB— CE
: E ~ o _ B .

§10. Die abwickelbare Flache, die zwei Flachen zweiter Klasse umschrieben ist etc. 3°X

Die (Gleichungen 3. sind unabhéngig von ertunt, soDaia a = p= 7,
d. i. wenn die Fl&che f eine Kugel ist.

Istf keine Kugel, so kann den Gleichungen 3. genigt werden, wennf = 0
ist; in diesem Falle geht der Tangentenkegel in die Beriihrungsebene der
Flache f im Punkte PO Uber, und diese kann man in der That als eine Rotations-
flache ansehen. Abgesehen hiervon kann den Gleichungen 3. nur dadurch
geniigt werden, dass zwei von den drei Coefficienten B, C E verschwinden und
der dritte von Null verschieden ist. Nehmen wir zunéchst

B=C=0 E~™ 0 alsox0= 0.

Nach §7 No. 13 istalsdann 1. eine Rotationsflache, wenn (D—A):E=E: (F—A);

setzt man x0 = 0 in 2 ein, so erhalt man aus dieser Proportion
[»-«)/,-PWJth-«)/» - taV)I - BV W = 0.

Rechnet man die linke Seite aus und unterdriickt den Faktor / 0, so ergiebt

sich

5 a— Rt 4729 —1= 0
Die Annahmen B = E = 0, bez. C= E = 0 flhren in derselben Weise
fur die Spitzen der umschriebenen Rotationskegel auf die Gleichungen

6- Y« = °>  pf o *»2 4+ — 1= 0.

7' *,’:Ol

Dies sind die Gleichungen dreier in den Coordinatenebenen liegenden der
Flache /= 0 zugeordneten Kegelschnitte; man bezeichnet sie als die Focal-
kegelschnitte der Flache f.

13. Wir stellen nun die Gleichungen der Focalkegelschnitte des Ellipsoids
und der beiden Hyperboloide der Reihe nach auf und entscheiden Uber die
Realitdt der von ihren Punkten aus der Flache umschriebenen Rotationskegel.

A. Fir das Ellipsoid ist a= 1:#2, 8= 1: , 7=1 Die
Gleichungen der Focalkegelschnitte sind daher

Setzen wir a > b > c voraus, so sind dies der Reihe nach die Gleichungen
einer imagindren Ellipse, einer realen Hyperbel und einer realen Ellipse.
Die letztere liegt ganz im Innern des Ellipsoids, daher kdnnen von ihren Punkten
aus reale Kegel nicht um die Flache gelegt werden. Der Ort der Spitzen
der einem dreiachsigen Ellipsoide umschriebenen realen Rotations-
kegels ist der Theil der in der Ebene der grdssten und kleinsten
Achse enthaltenen Focalhyperbel, der ausserhalb des Ellipsoids
liegt. Die Schnittpunkte dieser Hyperbel und des Ellipsoids sind die Kreispunkte
des letzteren.

B. Fur das einschalige Hyperboloid ist a = 1:a2, B= 1:72
2= — 1:c2. Die Gleichungen der Focalkegelschnitte sind daher

x>+ r—T"8—1= Qe
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Ist a > b, so ist die erste Curve imagindr, die zweite ist eine Hyperbel,
die ganz im Innern des Hyperboloids liegt, die letzte eine ganz ausserhalb der
Flache gelegene Ellipse. Der Ort der Spitzen der einem einschaligen
Hyperboloide umschriebenen Rotationskegel wird von der realen
Focalellipse und der realen Focalhyperbel gebildet.

C. Fir das zweischali~e Hyperboloid ista = 1:a2. 0= — 1:b\

a2Hc2 b2—c2

Die erste Curve ist imaginér; ist b > ¢ so ist die zweite eine Ellipse, die
dritte eine Hyperbel, die ganz im Innern des Hyperboloids liegt. Der Ort
der Spitzen der einem zweischaligen Hyperboloide umschriebenen
Rotationskegel ist die reale Focalellipse; dieselbe liegt auf dem
Hauptschnitte, der die kleinere Nebenachse enthdlt. Die Schnittpunkte
dieser Focalellipse und der Flache sind die Kreispunkte der letzteren.

14. Man kann eine Ellipse als Ellipsoid und eine Hyperbel als zwei-
schaliges Hyperboloid mit verschwindend kleiner r-Achse betrachten, und findet
somit: Die Spitzen der Rotationskegel, die eine gegebene Ellipse
enthalten, liegen auf einer Hyperbel, deren Scheitel mit den Brenn-
punkten der Ellipse zusammenfallen, und deren Ebene normal zur
Ebene der Ellipse ist. Die Spitzen der Rotationskegel, die eine ge-
gebene Hyperbel enthalten, liegen auf einer Ellipse, deren Scheitel
mit den Brennpunkten der Hyperbel zusammenfallen, und deren
Ebene normal zur Ebene der Hyperbel ist.

15. Die Gleichungen der beiden Paraboloide haben die Form

f=o2-+R8y2— 2z = 0

Hier ist fx'= ax, fy'= $y, = — 1, f/l = —1z,
daher ist die Gleichung des von B0 aus der Flache umschriebenen Tangentenkegels
I fo («*2 H" Bjy2 — 2*) — (obOx + $yQy — z+ z0)2 = 0.
Hiernach ist
A= alo — a2*02» B = —a8xyQ C= ci0,
D= o~ [Yo> ¢ R"o, F——1;

BC BE CE
A — it = a0, D -—gr= 8/0, F -g-=0

Losungen des Problems erhalten wir daher nur, wenn zwei von den Grdssen
B, C und E verschwinden. Ist B = C = 0, so folgt x0O = 0. Die Proportion
{D—A) :E — E :(F—A) ergiebt alsdann
K8 —«)/o —BVoZ [L+ alo] + RVo2 = 0-
Rechnet man die linke Seite aus und unterdriickt den Faktor f 0, so erhélt man
2-
Die Voraussetzung B = E = 0 fihrt auf

3 yo= 0, *02= 2(- —j) («0—2R)-
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Die Voraussetzung C= E = 0 fihrt auf xO0 = y0 = 0, also ist auch
B = 0; soll nun 1 Rotationskegel sein, so muss A = D = F sein; diese Be-
dingung ist fir keinen Punkt der Z-Achse erfullbar.

Die Parabeln 2. und 3. werden als die Focalparabeln des Paraboloids
f = 0 bezeichnet.

16. Fir ein elliptisches Paraboloid ista = 1:a, B = 1:b; folglich
sind die Focalparabeln

= 2b—a)(z—%), *2= 2{a—b)(z—\bh).

Wie man sieht, geht jede dieser Parabeln durch den Brennpunkt des auf der
Ebene der andern liegenden Hauptschnitts des Paraboloids; der Scheitel jeder
dieser Parabeln ist der Brennpunkt der anderen. Ist a > b so liegt die zweite
Parabel ganz auf der concaven Seite des Paraboloids, wahrend die erste das
Paraboloid in zwei realen Punkten schneidet. Dies ergiebt: Der Ort der Spitzen
der einem elliptischen Paraboloide umschriebenen realen Rotations-
kegel ist der auf der convexen Seite liegende Theil der Focalparabel,
die auf der Ebene des Hauptschnitts liegt, der den kleinsten Para-
meter hat.

Fur ein hyperbolisches Paraboloid ista= 1:a, = — 1:b; folglich
sind die Focalparabeln
y2= —2(a-hb(@z—%a), x» = 2(a+ b(z+ \b).

Jede der beiden Parabeln geht durch den Brennpunkt der andern, und ihre
Scheitel sind die Brennpunkte des in der Ebene der andern Focalparabel
liegenden Hauptschnitts; keine der beiden Curven schneidet das Paraboloid.
Wir erhalten daher: Es giebt zwei Systeme Rotationskegel, die einem
hyperbolischen Paraboloide umschrieben sind; die Spitzen des einen
Systems liegen auf der einen, die des andern auf der andern Focal-
parabel.

17. Eine Parabel kann man als ein elliptisches Paraboloid ansehen, fir
welches b — 0 ist. Die Rotationskegel, die eine gegebene Parabel
enthalten, haben daher ihre Spitzen auf einer congruenten Parabel,
deren Ebene normal zur Ebene der gegebenen Parabel ist, und die
zum Scheitel den Brennpunkt derselben und den Scheitel der gege-
benen Parabel zum Brennpunkte hat.

18. Fur die Lage der Achsen der einer Flache Il. O. umschriebenen
Rotationskegel ergiebt sich noch ein bemerkenswerther Satz.

Bei centralen Rotationsflachen besteht unter der Annahme C — E — O firr
die Stellungswinkel der Symmetrieebenen, welche durch die Rotationsachse gehen,
die Gleichung (8§ 7 No. 13)

1 (A — E)cosu. 4- Bcos$ = O0;
ferner ist
2 (A—F):B = B\(D—E).

Nun ist fir einen der Flache f = 0 umgeschriebenen Rotationskegel unter
der gemachten Voraussetzung, und wennf central ist (No. 12, 2)
A—E= @—i)f0—a2*®, B = ~a.$xy0, z20= 0.
Aus der Proportion 2. und der von FO erflllten Gleichung des auf der
W-Ebene liegenden Focalkegelschnitts No. 12, 7 folgt

é«—txv/o— ag*%z = B-%S(a—_ -7) -yOOI;
daher erhalt man aus 1.



304 Analytische Geometrie.

* <—a]
Diese Gleichung lehrt, dass alle ihr geniigenden Symmetrieebenen zu der

Ebene normal sind, fir deren Stellungswinkel @ 4,
. Ryft axr. .
cosif:at>= A y L — cos'i — dA
T T p—7 a—7
Die Gerade, welche durch x0, y0 geht und diese Winkel @ ~ mit den
Achsen bildet, ist daher die Rotationsachse.
Die Gleichung der Tangente des Focalkegelschnitts

T« . n

Die Winkel op, | V\;elche diesei Tangente mit den positiven Seiten der X-
und der F-Achse bildet, ergeben sich daher aus

3 a
cosq@ :cosM = 0: — *0 e
Daher findet man @= cp,, = ”te Aehnliche Schlisse ergeben sich auch
fur die Rotationsachsen der den Paraboloiden umgeschriebenen Kegel. Man
erhélt daher den Satz: Jede Tangente eines Focalkegelschnitts ist die

Achse des Rotationskegels, dessen Spitze in dem Berthrungspunkte
der Tangente liegt.

8 11. Homogene Coordinaten des Punktes und der Ebene. Gleichung
der Ebene und des Punktes.

1 Bevor wir homogene Coordinaten des Punktes und der Ebene einfiihien,
haben wir einige Bemerkungen (iber Tetraedersummen vorauszuschicken, die sich
an die Erérterungen (ber das Vorzeichen von letraedern anschliessen, die wir
in 3, No. 7 mitgetheilt haben.

Vier Ebenen, die keinen gemeinsamen Punkt haben, theilen den Raum in

15 getrennte Gebiete;
eins derselben, nam-
lich das wvon den
vier Ebenen einge-
schlossene Tetraeder
AB CD st von end-
licher Grosse, die
tbrigen sind unend-
lich gross; vier Ge-
biete sind dreiseitige
Ecken, n&mlich die
Gegenecken der Te-
traederecken;  vier
sind die von je drei
dreiseitigen Ecken ge-
bildeten Raumfiguren,
die von je einer der
dreiseitigen ~ Ecken
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des Tetraeders Ubrig bleiben, wenn man von derselben das Tetraeder abschneidet;
sechs sind keilformige, von je zwei dreiseitigen Ecken gebildete an den Kanten
des Tetraeders aussen anliegende Figuren.

Liegt ein finfter Punkt auf keiner der Ebenen des Tetraeders, so kann er
zundchst im Innern des Tetraeders oder an einer der an den Tetraederecken
aussen anliegenden dreiseitigen Ecken liegen; in jedem Falle liegt dann einer der
funf Punkte ABCDE im Innern des von den vier andern bestimmten Tetraeders.
Denn nimmt man z B. E im Innern der an A gelegenen Ecke an, so liegt A
im Innern des Tetraeders BCDE. Befindet sich hingegen E in einem der vier
dreieckigen, an den Tetraederfldchen oder in einem der sechs zweieckigen,
an den Tetraederkanten aussen anliegenden Gebiete, so liegt immer einer der
funf Punkte in dem an einem Dreiecke des von den vier andern bestimmten
Tetraeders aussen anliegenden Raumtheile; denn ist E z. B. in dem an DC
liegenden keilférmigen Gebiete, so liegt offenbar D in Bezug auf das Tetraeder
AB CE in dem an EAB aussen anliegenden Gebiete.

Wir beweisen nun folgenden Satz: Fir je funf Punkte A, B, C D, E
des Raumes ist

1 EABC — EBCD + ECDA — EDAB = DABC,
oder, in anderer Anordnung
2 ABCD + BCDE + CDEA H DEAB + EABC = 0.

Nimmt man zundchst an, einer von den flnf Punkten liege im Innern des
Tetraeders der vier andern, und bezeichnet diesen mit E, die andern mit A, B,
G D, so ist ersichtlich, dass die vier Dreiecke

ABC, BAD, CBD, CDA
von E aus gesehen in gleicher Drehrichtung erscheinen, und zwar in derselben,
wie ABC von D aus. Daher haben die fiinf Tetraeder
EABC, EBAD, ECBD, ECDA, DABC
gleiche Vorzeichen.

Nun ist, abgesehen noch vom Vorzeichen, die Summe der vier Tetraeder,
welche die Seiten eines Tetraeders ABCD zu Basen und einen Punkt im Innern
desselben zur gemeinsamen Spitze haben, gleich dem Tetraeder ABCD; man
hat daher die nun auch in Bezug auf die Vorzeichen genaue Gleichung
3 EABC +EBAD +~ECBD + ECDA = DABC.

Da nun EBAD und EDAB, sowie ECBD und
EBCD Permutationen ungleicher Klasse sind, so ist

EBAD = — EDAB, ECBD = —EBCD;
indem man dies in 3. einfuhrt, erhdlt man 1 und durch
geeignete Permutationen hieraus 2.

Um die richtige Aufeinanderfolge der Buchstaben in
2 sicher und leicht zu treffen, kann man die finf Buch-
staben in der Reihenfolge ABCD E hinter einander an die
Peripherie eines Kreises schreiben.

Man hat nun, von jedem der fiinf Punkte anfangend,
und immer in derselben Richtung fortschreitend, je vier auf
einander folgende Punkte aufzuschreiben.

Vertauscht man irgend 2zwei benachbarte der flnf
Buchstaben, z. B. B und C so erhalt man die beistehende
Halfsfigur, und daher fir die Summe 2. die Tetraeder

ACBD, CBDE, BDEA, DEAC, EACB.
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Da nun ACBD = — ABCD, CBDE = —BCDE,

BDEA = — DEAB, DEAC = — CDEA, EACB = — EABC,
so folgt aus 2., dass auch
+ DEAC + EACB = 0.

Durch fortgesetzte Vertauschung zweier benachbarter Elemente kann aus
ABCDE jede Permutation dieser fiinf Buchstaben abgeleitet werden. Wenn
daher einer der funf Punkte A, B, C D, E im Tetraeder der vier andern liegt,
so gilt die Gleichung 2., gleichgiltig, in welcher Reihenfolge man die finf
Punkte mit den Buchstaben A, B, C D, E bezeichnet hat.

Es bleibt nun noch dbrig, den Beweis fiir den Fall zu fuhren, dass keiner
der finf Punkte im Tetraeder der vier andern liegt.

Bezeichnet man zundchst den Punkt mit E, der in Bezug auf das Tetraeder
der vier andern ABCD in dem an einer Seite anliegenden dreieckigen Gebiete
liegt, und mit BCD diese Seite, so dass also E und A auf verschiedenen Seiten
von BCD liegen und EA die Ebene BCD in einem im Innern des Dreiecks
BCD gelegnen Punkte schneidet, so werden die Dreiecke ABC, BCD, CDA,

£ DBA, von E aus unter derselben Drehrichtung

gesehen, und zwar unter der entgegengesetzten

Drehrichtung, wie BCD vom Punkte A aus.

Daher haben die Tetraeder EABC, EBCD,

ECDA, EDBA, ACBD dasselbe Zeichen.

Nun giebt riicksichtlich der absoluten

Werthe die Summe der Tetraeder, welche die

in an A liegenden Seiten des Tetraeders zu

Basen und E zur gemeinsamen Spitze haben,

vermindert um das Tetraeder, welches E zur

Spitze und die A gegeniiberliegende Seite zur

Basis hat, das Tetraeder der vier Punkte A, B, C D. Daher gilt auch rick-

sichtlich der Vorzeichen die Gleichung

4, EABC + EDBA + ECDA — EBCD = ACBD.

Da nun ACBD = —ABCD, EBCD = —BCDE, ECDA = CDEA,
EDBA = DEAB, so folgt aus 4. die Gleichung 2

Hieraus schliesst man wie im vorigen Falle, dass die Gleichung 2. fiir jede
Permutation der finf Punkte A, B, C D, E gilt.

Somit ist die Gleichung 2. fiir jede Lage der finf Punkte und fir jede An-
ordnung derselben gltig.

Liegen die vier Punkte A, B, C, D in einer Ebene, so ist
ABCD = 0, und man erhalt daher aus 1
5. EABC — EBCD -h ECDA — EDAB = 0.

2. Als homogene Coordinaten des Punktes P verwenden wir die
senkrechten Abstdnde des Punktes von den Ebenen eines Tetraeders
AlA2A3Ai. Der Abstand des Punktes P von der Ai gegeniberliegenden
Tetraederflaiche wird mit Xi bezeichnet, und x, wird positiv oder negativ ge-
rechnet, je nachdem P und A, auf derselben Seite der A, gegenuberliegenden
Tetraederflache sich befinden oder nicht. Fir einen Punkt im Innern des
Tetraeders sind daher alle vier Coordinaten positiv. Fiir einen Punkt in einem
an einer Tetraederflache aussen anliegenden Gebiete ist die auf dieser Flache
normale Coordinate negativ, die andern sind positiv. Fir einen Punkt in einem
an einer Kante aussen anliegenden Gebiete sind die Coordinaten negativ, die
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normal zu den diese Kante enthaltenden Tetraederebenen sind, die andern
beiden positiv. Flr einen in einer Gegenecke einer Tetraederecke gelegenen
Punkt sind die drei Coordinaten negativ, die auf den Seiten dieser Ecke normal
sind, die vierte Coordinate ist positiv. Fur keinen Punkt des Raumes sind alle
vier Coordinaten negativ.

Bezeichnet man die Hoéhen des Achsentetraeders A1A2A3Ai mit hx, h2
h3, hA, und zwar mit hi die von Ai auf die gegeniberliegende Flache geféllte
Normale, so sind die Coordinaten

Fur jeden Punkt einer Tetraederkante sind zwei Coordinaten Null; z. B. fir
jeden auf AXA2 gelegenen Punkt ist xa—xi — 0. Fir jeden Punkt einer
Tetraederflache ist eine Coordinate gleich Null; z B. fur die auf AxA2Aa
liegenden Punkte ist x4 = 0. *

3. Fir jede Lage des Punktes P gilt die Gleichung (No. 1, 1)

PA2AIAI —PAaAiAlh PAAAXA2 —PAIA2AG= AXA2A3A4.

Hieraus folgt
j AN ZLA3A4A L PA+ AxA?2 PAxA2Aa __

AxA2A3Aa  A2A3A4Ax  AaA4AXA2  A4AxA2Aa

Das Verhaltniss der Tetraeder PAKAiIAmM : AiAKAIA,,, ist numerisch gleich
dem Verhdltniss der von P und Ai auf die Ebene AiA/.Ai gefallten Normalen,
also dem absoluten Werthe nach gleich dem Verhdltnisse Xi'./n.

Liegen nun P und Ai auf derselben Seite von AKAiAm, so ist sowol
PAKAiAmM : AiAKAIAm als auch x2:hi positiv; und liegen P und Ai auf ver-
schiedenen Seiten von AkAiAm, so sind beide Verhaltnisse negativ. Es gilt also
auch riicksichtlich der Vorzeichen die Gleichung
2 PAKAIAmM : AiAKAIAm = xt :h,.

Hiernach folgt aus 1

ht h2 h3 AL !

Die vier homogenen Coordinaten eines Punktes genigen also
der Gleichung
3 A3 y *4 _

hh ks n3 BA

Umgekehrt schliesst man leicht: Wenn vierStrecken dieser Gleichung
genligen so sind sie die homogenen Coordinaten eines durch sie
eindeutig bestimmten Punktes.

4. Als homogene Coordinaten einer Ebene T verwenden wir die
Quotienten aus den Abstanden der Ebene T von den Eckpunkten des Achsen-
dreiecks und dem Abstande von einem beliebig gewéhlten festen Punkte C. Sind
die Abstidnde der Ebene T von Ai und von C bez. Vi und p, so sind die Coordi-
naten von T die Zahlen

U.:V—F:, UZZUOF, Us:_, Ui:LL.
Sind Sx, S2, Sa S4 die Spuren von T auf den Geraden AXC, A2C AaC

AXC so sind daher die Coordinaten von T den Verhéltnissen gleich
20
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__ AxSx _ A2S2 __A%3 _ AtS4
1~ CSX’ u2* (Cs2” - CS3’ 4~ CS4-
Sind p4, p2, p3, p4 die homogenen Coordinaten von C und bezeichnet G/
die dem Eckpunkte Azgegeniiberliegende Tetraederflache, so sind die Coordinaten

Fur jede durch eine Ecke Ai des Achsentetraeders gehende Ebene ist eine
Coordinate U gleich Null; fir jede durch eine Kante Ai Ak gehende Ebene sind
zwei Coordinaten U und uk gleich Null.

5. Wenn drei Gerade a R ydurch einen Punkt O gehen und von
zwei Ebenen Tx und T2 der Reihe nach in den Punkten Ax Bx, Clt
bez. A2, B2, C2 geschnitten werden, so gilt auch ricksichtlich der
Vorzeichen die Gleichung

OAxBxCx OAt OBx OCx
OA2B2C2 ~ OA2°'0B2'O0OC2°

In der analytischen Planimetrie ist bewiesen worden, dass

n OAXxB x OAx OBx
OA2B2 — OA2 mOB" m

Nun ist dem absoluten Werthe nach das Verhéltniss OCx : OC2 dem Ver-
haltnisse der Abstdnde der Punkte Cx und C2 von den Ebenen OAXB x und
OAZ2B 2 gleich. Folglich ist zunéchst lir die absoluten Werthe

OAXxBxCx OAxBx OCx
6' OA2B2C2 ~ OA2B2’ OC2*
Liegen nun Cx und C2 auf derselben Seite von 0, so ist das Verhaltniss

OCx: OC2 positiv, und dieéeWisseu_d
. OAN
OAaf aCa

haben dasselbe Vorzeichen. Werden hingegen Cx und C2 durch O getrennt, so
ist dgs Verhaltniss OCx und OC2 negativ, und die Verhdltnisse 4. haben un-
gleiche Vorzeichen; daher gilt die Gleichung 3. auch ricksichtlich der Vorzeichen.
Beriicksichtigt man nun die Gleichung 2., so erhdlt man aus 3. die behauptete
Gleichung 1

6. Aus der Gleichung No. 1, 5 folgt
1 CSXS2S3 — CS2SZ84 + CSIFP4SX—CS45)X52 = 0.

Nach No. 5 hat man

CSi * CSk mCSi

CS;SkS; — CAIAKAI * - \i  CAK.CAL

Setzt man dies in 1 ein, so erhalt man
A AA CSX.CS2mCS, A A CS2¢CSZCS4
CAXA2A3 . eaztenz edual CA2 mCAZ » CA4

. AAA CSo. . CS4 mCSX+ CS2 _
“h Gya3ydandj « CA4-CAx CA4AXA2 cpsa mCAXsCA2 = O
Multiplicirt man alle Glieder dieser Gleichung mit
CAX. CA2. CAZ. CA4
CSX.CS2mCSZmCS4.
so erhdlt man die einfachere Gleichung
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2 CAxA2A3+c —CA2AZA4+.g + CAZA4AXe CA4A XA 2.
Nun it OGS —AST 1 AP ) — Uit daher erhalt man
CSi ~~ CSi “ CSi
aus 2.

CAXA2AZ(\—u4)— CA2A3A4(1— «j)+ CAzZA4A x(\—u2)— CA4A XA 2(1—»,)= 0.
Lost man die Klammern auf und beruicksichtigt, dass nach No. 1,1
CAxA2Az — CA2AZA4 + CA3BA4Ax — CA4AxA2 = A4AxA2A 3,
so erh&lt man zunéchst
CAxA2A.a*U4d—cA2AzA42UuX CA3A4JAXeu2—caAsAaxA2-U3— AXA2A3A4.
Da nun (No. 3, 2) CAKAtAm: A;AkAiAm = p2: hi} so folgt schliesslich

+ + % W+ \ = U
Wir haben daher den Satzz Die vier homogenen Coordinaten jeder
Ebene T erfullen die Gleichung

3 % u'+ +fM Ui

Umgekehrt schliesst man: Wenn vier Zahlen ux, u2, uz, u4 dieser
Gleichung geniigen, so sind sie die Coordinaten einer eindeutig be-
stimmten Ebene.

7. Sind B x, B 2, B s die Schnittpunkte
einer Ebene T mit den Kanten A4a X
A4A2, A4A3 des Coordinatentetraeders,
und theilt ein Punkt P der Ebene T das
Dreieck”jB 28 3im"Verhéltnissenx\n2\n3)
sind ferner \xm, 12m Izm, \4m die Coor- Ai”-------
dinaten von B8 m, so sind die Coordinaten

von P (8 2, No. 28) B'
_nx --n2 + n3
1 Xk~ nx -+ n2 H nz ‘
k=1,% 3 4 (. 407
Nun gilt fir die Coordinaten von Bm, wenn k, /, m eine Permutation von
1 2 3ist

2 Mkt—%«=0, \dmwh4= AtnBmlAamas, \nmeKn ~ A4Bm .A4AM.
Da nun BmAm:BmA4 = vm:v4 = um: u4d, so ist

AmBm :AmA4 = AmBm :(AmBm h- BmA4) 1.~ N>
s / u,n\
A4Bm:A4AM == A4Bm :(A4Bm -+BmAm)=1.71 uxJg -
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Fihrt man diese Werthe in die vier Formeln 1. ein, so erhalt man fiir die
Coordinaten von P, wenn man nx n2 n3—n setzt

11. w

Umgekehrt:  Wenn die Coordinaten von P und T dieser Gleichung geniigen,
so ist auch 7. erflllt; man kann daher drei Zahlen nx:n, n2:n, n3:n aus den
Gleichungen 6. ableiten, und erhalt somit fur die Coordinaten von Z*die Formeln
4. und 5., welche mit den Gleichungen 1. fir die angegebenen Werthe der Coor-
dinaten der Punkte Bx B2, 223 (ibereinstimmen; hieraus schliesst man: Wenn
die Coordinaten eines Punktes ujid einer Ebene der Gleichung 8.
geniigen, so liegen der Punkt und die Ebene vereint (d. i. der Punkt
liegt auf der Ebene).

8. Haben die Coordinaten der Ebene T gegebene Werthe W{ — di, so ist
die Gleichung

die Bedingungsgleichung fir die Coordinaten der Punkte, welche auf der Ebene T
liegen, ist also die Gleichung dieser Ebene in Punktcoordinaten; haben
hingegen die Coordinaten des Punktes P gegebene Werthe xt= az so ist

1 1 i 1

hx axux 4- ~ a2u2 4- a3usz "P *4#™M — 0
die Bedingungsgleichung fir die Coordinaten der Ebenen, welche durch /'gehen,
ist also die Gleichung dieses Punktes in Ebenencoordinaten.

Jede homogene lineare Gleichung in Punktcoordinaten ist die
Gleichung einer durch die Verhaltnisse der Coefficienten eindeutig
bestimmten Ebene. Sind ax, a2, a3, a4 beliebige Zahlen, so ist

«Hi -j— (12*72 ~3&3 H- ~4n4 == 0
die Gleichung der Ebene, deren Coordinaten der Proportion geniigen
U :u2:u%: u4d — hxax:h2a2:h%% hdad,
also die Werthe haben
u\ — kaxhx, u2 = kaz2h2, u3 — ka3h3, u4 — kadh4,
wobei k = 1:(ptax -(- p2a2 4- p3a34- pi#d)-
Jede homogene lineare Gleichung in Ebenencoordinaten ist die
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Gleichung eines durch die Verhdltnisse der Coefficienten eindeutig
bestimmten Punktes. Sind ax, a2 o8 a4 beliebige Zahlen, so ist

axux 4- a2u2 4- a3™"3 + «4™M = 0
die Gleichung des Punktes, dessen Coordinaten sich aus der Proportion ergeben

ist die Gleichung einer Ebene, deren Coordinaten nach No. 8 die Werthe haben
ux= u2= u3= ud4= 1 Diese Ebene theilt die Strecken AXC A2C, A3C
A4C aussen im Verhéltniss 1, ist also unendlich fern.

Wenn in der homogenen linearen Gleichung in Punktcoordinaten
2. P = <xux + a2u2 4- a3&3 4- ad4u4 = 0
die Summe der Coefficienten verschwindet

3. al 4« a2 “P a3 ~P a4 == ~>
so wird der Gleichung durch die Werthe geniigt
UX — 202 — 73 — 24 HE1>

der Punkt P liegt daher auf der unendlich fernen Ebene und ist somit selbst
unendlich fern.

10. Die Gleichung der durch die Punkte Px, P4 P3 bestimmten
Ebene erhalt man durch Elimination der Constanten ax, |2y wa, a4 aus den
vier Gleichungen

wenn mit xxi, ' - bezeichnet werden.
Aus diesen vier Gleichungen ergiebt sich die gesuchte Gleichung in Determinanten-
form

T=

Di; Gleichung des den Ebenen Tx, T2, T3 gemeinsamen Punktes P ergiebt

sich durch Elimination der Coefficienten aus den vier Gleichungen
n i —+—n,1l« -4—n«ll« -4— QilIC* O «

Man erhalt

11. hie Coordinaten des Schnittpunkts der Ebenen 7X= 0,
T«= 0, Z3= 0 sind die Lésungen des Systems
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*1

12. Der Abstand eines Punktes P von der Ebene T kann aus den

Coordinaten xx, x2, x3, x4 des Punktes und der Gleichung der Ebene
T djxx F0oXx2 «(- d3x3 4 d4x4 — 0O
in folgender Weise bestimmt werden:

Der Punkt II, in welchem die Ebene T von der Geraden PA4 geschnitten
wird, theile die Strecke PA4 im Verhéltnisse n2\nx\ aus den Coordinaten jrl,
X2, X3, x4 des Punktes P und O, O, 0, h4 des Punktes A4 ergeben sich hier-
nach die Coordinaten glt $, £3, $t von Il zu

s — i . %2 - nixz2 f - _hxx3 ” n"x4 -4- nAK
vx-hn2’ nx-4-n2' nx 4 n2

Setzt man diese Werthe in die Gleichung der Ebene ein, so erhélt man

nx{eixx x -f- 02x 2 4 d3x 3 -|- d4x4) 4 n2adh4 = 0,
daher folgt
«2:n\ = — T: od4h4.

Das Verhéltniss der Abstdnde der Punkte P und A4 von der Ebene T
stimmt numerisch mit dem Verhaltnisse 0berein, in welchem die Strecke PA4
von T getbeilt wird; geben wir den Abstdnden zweier Punkte von einer Ebene
gleiche oder ungleiche Vorzeichen, je nachdem die Punkte auf derselben Seite
der Ebene liegen oder nicht, so haben die beiden Verhdltnisse ungleiche Vor-
zeichen. Bezeichnet daher p den Abstand des Punktes /'von der Ebene Tyso ist

2- p:vd= —tio:m<>s
daher folgt aus 1.
3 P:v4 = T:d4h4

Nun ist v4 =u4p und (No. 8) d4h4 = (pxax + p2d2+ p3a3 4 pdddeus.
Wird der Werth, welchen die Function 7’ annimmt, wenn man darin die Xk

durch die Coordinaten p;, des Punktes C ersetzt, mit « bezeichnet, so erhat man
aus 2.

4. P=x*_'T.

Hieraus ergiebt sich der Satzz Der Abstand eines Punktes P von
einer Ebene T= 0 ist dem Werthe proportional, den die Fun:tion T
fir die Coordinaten des Punktes P annimmt.

13. Um den Faktor p:« .. bestimmen, mit dem man die Fuiction T
multipliciren muss, damit man den Abstand des Punktes P von T = 0 erhilt,
entwickeln wir zunédchst die Gleichung, durch welche die Abstinde vx,

v2>vv v\ der Ecken eines Tetraeders von einer Ebene mit einander
verbunden werden.
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Es seien az Rz 7, die Stellungswinkel der dem Eckpunkte Ai gegeniber-
liegenden Tetraederebene in Bezug auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem,
dessen Nullpunkt im Innern des Tetraeders liegt, a, B 7 die Stellungswinkel der
Ebene T und d ihr Abstand vom Nullpunkte, also die Gleichung von T in

Normalform
T e=rwa ex -4 cos$ey 4 cos7ez —d — 0;

ferner seien Xi, yi, Zi die Coordinaten von A\ alsdann ist

Lost man dieses System linearer Gleichungen zundchst in Bezug auf cosa
auf, so erhalt man

Nun ist bekanntlich _
yi Zi
vk & — ZAiA/tAiCosa,
i Z
wenn i, k, /, m eine Pe)r/rlnutation von 1, 2, 3, 4 ist; ferner ist der Faktor von
osd dem sechsfachen Tetraedervolumen entgegengesetzt gleich (8 3, 7). Daher
hat man aus 2.
— 3*AXA2A3A4ecosa — A2A3A4 ecosax VX -4- A4A. . AX+cosa2 +V2
-4 AXA2A4ecosa3°v3 -4 AXA3A2ecosadev4.
Dividirt man durch 3. AxA2A3A4, so erhdlt man

V-, VP Vio v4
3 cosa — ' cosax 4 nﬁZ cosor2 4 |5 c05a3 4 I, cosad.
Ebenso erhdlt man die beiden entsprechenden Gleichungen
0 v4
4, cos$ = ij cos$x 4  cosB2 4 Y cosh + i ’
V. . W v
5. Cos7 =— x%(cosw -h riémsyg + x% cosy3 4 Y2 cosy4 .

Quadrirt man diese drei Gleichungen und addirt sie dann, und beriick-
sichtigt, dass, wenn man mit es den Winkel der den Ecken Ai, Ak gegeniiber-
liegenden Tetraederflachen bezeichnet, die Gleichungen gelten

cos2d 4 cos2$ 4 cos27 = 1,
cos2m-4- cos2$i-4- cos2'{i= 1,
CoBdi (¥ak 4 cosRi BR* 4 OB(id@Hk = — costik,
so erhélt man schliesslich die gesuchte Gleichung:
v 2 0 2 VX VX
6 W+U)+w+t? k ’ﬁ%e'* hx *3
* VX V4 Vo Vo, _V2 V4 v3 v4
— Jyo-gast'* -$r,., m,cosh~"h, rt-att,» =u
14. Um nun in der Gleichung (No. 12, 4)
p = keT s k = p X,
den Faktor k als Function der Coefficienten von T und der Dimensionen des
Tetraeders AXA2A3A4 zu bestimmen, setzen wir fir den Punkt P nach einander
die Punkte Ax, A2 A3 A4. Dadurch erhalten wir
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vl = k.axhx, v2 — k-.a2h2, v3 — k-.a3h3, v4d = k-adh4.

Fuhren wir diese Werthe in No. 13, 6 ein, so erhalten wir den gesuchten
Werth k aus

= 1:\al+ a2+ a2-h a®— 2axa2cosex2 — 2a*a3coszx3 — 2axas cosexd
— 2a2a3c0ss23 — 2a2a4 cost24 — 2a7a4 cosz3A\.

Ueber das Vorzeichen von k kann so verfligt werden, dass fur die auf einer
bestimmten Seite von T gelegenen Punkte die Abstdnde positiv, mithin fir die
auf der andern Seite liegenden Punkte negativ ausfallen.

15. Sind $4, s2, 8, & die Abstande eines Punktes von den Ebenen eines

Tetraeders BXB 2B 3B4 und ist die Gleichung der Bi gegeniiberliegenden Ebene
Ti dieses Tetraeders
Ti e= axixx + a2iX2 H a3 x3 - adiX4d = 0;
ist ferner ki der in voriger Nummer bestimmte Faktor fiur die Ebene Ti, und
sein Vorzeichen so gewahlt, dass der Punkt Bi einen positiven Abstand von
der gegeniiberliegenden Flache hat, so ergeben sich die Coordinaten  von P
in Bezug auf das Tetraeder B XB 2B 3B 4 aus den Gleichungen:
G — kx(axxxx-h a2xx2 + a3xx% adxx4),

j $2 A2NAN2 XN U22X2 ~F "32'M3 P
A3 = A3 (M3 M ~P a23X2+ a33XS+ "Nasz-Ma)»
‘4 N4 iflx 4x | "P N24X 4~h CI34X 3 -1 Cl44 «3%4) »

Werden die Determinante dieses Systems mit R und die zu ki-a” gehdrige
Subdeterminante mit a3 bezeichnet, so erhalt man hieraus

Dies sind die Transformationsformeln in homogenen Punkt-
coordinaten zum Uebergange aus dem Systeme AXA2A3A4 zu dem
neuen Systeme B XB2B3B4. Wie man sieht, erfolgt dieser Uebergang durch
homogene lineare Substitutionen. Man Uberzeugt sich leicht, dass auch der
Uebergang aus einem gewdhnlichen rechtwinkeligen Systeme in ein homogenes
System durch homogene lineare Substitutionen erfolgt.

16. Aus der Gleichung eines Punktes

P = *I"1 -t a2u2 -|- @BuU3 4+ idm = 0
und den Coordinaten ux, u2, u3, u4 einer Ebene T kann man den Abstand der
Ebene von P bestimmen. Denn die Gleichung der Ebene T ist

und die Coordinaten von P sind (No. 8)

xk — V-khk — al + ® P a3P a4’
Der gesuchte Abstand p ist daher
1 r |/ r
L P= ~*iux-P du2+ a3"3+ adqud) = —eP,

wobei r den Werth des Coefficienten k (No. 14) bezeichnet, der entsteht, wenn
man in k fir ax, a2, a3 die besonderen hier geltenden Werthe ux:hx, u2\h2,
u3:h3 einsetzt; man hat daher
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Dividirt man diese Gleichung durch r2 und vergleicht das Resultat mit
No. 13, 6, so sieht man, dass r der Abstand des Punktes C von der Ebene
T ist. Daher ist

2 i A

die Coordinate von T \n Bezug auf P, d. i. der Quotient aus den Abstédnden
der Ebene T von P und von C

17. Der soeben gefundene Werth fir u fuhrt auf die Transformations-

formeln fir Ebenencoordinaten.
Sind Bx, B2, B3, B4 die Eckpunkte des neuen Coordinatentetraeders und

ist die Gleichung von Bi

Die Auflésungen dieses Systems ergeben homogene lineare Functionen fir
die m) wir sehen daher: Der Uebergang von einem homogenen Coor-
dinatensysteme zu einem andern erfolgt fir Ebenencoordinaten eben-
falls durch homogene lineare Substitutionen.

18 Die Determinante

kann als der Werth betrachtet werden, den die Gleichung der durch je drei der
vier Punkte Px, P2, P3, P4 bestimmten Ebene (No. 10) annimmt, wenn man in
derselben xx, x2, x3, x4 durch die Coordinaten des vierten Punktes ersetzt.
Werden daher die Hohen des Tetraeders Pv P2, P3, P4 mit Hx, H2, H3, H4,
und mit ki der Faktor k fiir die lineare Function

@i, I, m n eine Permutation gerader Klasse von 1, 2, 3, 4)

bezeichnet, so hat man
1. A= kxHx = k2H2 — k3H3 — k4H4,

Andererseits ist, wenn mit V das Tetraedervolumen PXP2P3P4 und mit
Gv G2 G3 G4 die Flachenzahlen der Seiten dieses Tetraeders bezeichnet werden
2 3U= GXH X= G2H2 = G3H3 = G4HA4.

Hieraus folgt die Proportion

kx :k2:k3:k4: A= Gx:G2:G3:G4\3V.
Man kann daher setzen G, = \ki, 3V = XA
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Da G, und ki von den Coordinaten des Punktes Pi nicht abhdngen, so ist
auch X von diesen Coordinaten unabhéngig; folglich ist X eine von den Coor-
dinaten der Eckpunkte des Tetraeders P,P2P3P4 unabhéngige Constante und
kann durch jeden Specialfall bestimmt werden. Wendet man, um Xzu erhalten,
die Gleichung V = XA auf das Tetraeder AXA2A3A4 an, so erhdlt man
3- AXA2A3A4 = \-h xh2h34.

Wird das Volumen des Achsentetraeders AXA2A3A4 mit t bezeichnet, so
hat man daher die Gleichung

4 AWt =%

Man uberzeugt sich leicht, (vergl. 8 3), dass die Determinante A und das
Volumen P}P2P3P4 immer zugleich das Vorzeichen wechseln; also gilt in 4.
nur eines der beiden Zeichen. Um zu entscheiden, welches gultig ist, kann man
n m't den Ecken des Achsentetraeders vertauschen. Man erféhrt dann,
dass in 4. das positive Zeichen gilt, und hat sonach das Volumen eines
Tetraeders aus den homogenen Coordinaten seiner Eckpunkte

8§ 12. Polarebene und Pol fur Flachen zweiter Ordnung.
1 Wenn in einer ganzen Function tetraedrischer Punkt- oderEbenencoordinaten
der Grad eines Gliedes der Function um o-Einheiten Kleiner ist als der Grad n

der Function, so kann man dieses Glied mit dem der Einheit gleichen Faktor
(8 11, No. 3, 3 und No. 6, 3)

multipliciren, dadurch gehen aus diesem Gliede eine Reihe von Gliedern hervor,
die alle den Grad n haben. Fihrt man dies bei allen Gliedern der Function
aus, deren Grad niedriger ist als n, so erhdlt man schliesslich eine Function,
deren Glieder alle vom “ten Grade sind, die also homogen ist. Bei Be-
nutzung homogener Coordinaten kann man sich daher auf die Be-
trachtung homogener Functionen beschrénken.

2 A. Die allgemeine Form einer homogenen quadratischen Function

tetraedrischer Punktcoordinaten ist
L fssAnx\ + 2AX2Xxx2-p 2AXi XX pp 2Axdxxxd-p A22x 2-p 2A23x X3
~F2A2UX X4 -p AIXN p 2A X X4 -+~ AdAXE.

Geht die Flache / = 0 durch den Eckpunkt Ai des Achsentetraeders, so
wird der Gleichung durch die Coordinaten Xi = hit xk = X/ = xm — o genigt;
also ist An = 0. Die Gleichung einer Flache zweiter Ordnung, welche
dem Achsentetraeder umschrieben ist, hat daher die Form
2. f= 2A12xxx2+ 2Ax3xxx3 -p 2A14Xxx4 -p 2A23x2xz -p 2A24x2x 4

-P 2A34x3x4 — 0.
Wenn die Flache f — 0 die Gerade AiAk enthdlt, so wird der Gleichung
durch xi — xm =0 unabhéngig von Xi und Xk genugt, es ist daher
An = Aik = Ak — 0.
_Enthalt die Flache alle Seiten des unebenen Vierecks A ,A»A~A
so ist daher 1234,
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Aii M2 AB — A4 — Axg —AB — AA — AXd — 0,
und die Gleichung der Flache reducirt sich auf
3 f = 2AX3xxx3-p 2A24x2x4 = 0.

Diese Gleichung enthélt nur noch eine verfugbare Constante, ndmlich das
Verhdltniss Axz : A24\ sie bestatigt, dass eine Flache Il. O. durch ein auf ihr
liegendes unebenes Viereck und einen Punkt eindeutig bestimmt ist.

B. Die allgemeine Form einer homogenen quadratischen Function in
tetraedrischen Ebenencoordinaten ist
i NW\ ~P2B x2uxu2 p 2B x: uxu3 - 2B xduxu4 » B 22u2 P 2B 2:u2u3

-P 2B 24u2u4 -p B33u? -p 2BS4uaud -p B 44xE.

Wenn die Fldche 9= 0 von der Ai gegenuberliegenden Tetraederflache
berlihrt wird, so wird der Gleichung durch die Coordinaten k= ui = um= 0
genugt, also ist An — 0. Die Gleichung einer dem Coordinatentetraeder
eingeschriebenen Fldche zweiter Klasse ist demnach
2. <p=2B x2uxu2-\-2Bx3uxu 3-\r2Bx4uxu4-\-2B23u2u3-\-2B 24u2u4-\-2B34u3u4=0.

Enthalt die Flache die Tetraederkante AiAk, so wird der Gleichung @ — 0
durch U = Wk = 0 unabhéngig von ui und um genugt, also ist

Bn = Bim= Bmm= 0.
Ist das Viereck A XA2A3A4 auf der Flache gelegen, so ist daher
BlIx — B2 = B33= B4 —Bx2 = B23= Z84 = BM4 = 0,
und die Gleichung der Flache reducirt sich auf
3 ? = 2Bxsului -p 2B24u2u4 = 0.

Da diese Gleichung nur eine Constante enthélt, ndmlich das Verhaltniss
BUi:B24, so folgt, dass eine Flache Il. O. durch ein auf ihr liegendes
unebenes Viereck und durch eine Tangentenebene eindeutig be-
stimmt ist.

3. Zur Vorbereitung der nachsten Untersuchungen schalten wir folgende
Bemerkung ein: Die Coordinaten Xk des Punktes P, der die Strecke PxP2 im
Verhiltnisse A2:  theilt, wobei X -p X2 = 1 sei, sind bekanntlich
Lo XX =DXOXX\-"A X2, X 2= XXX 2] -\-\X 22, X 3= X j#3x-pX2" 32, x 4= \xx 4x~\-\2x 42.

Die Ebene T, deren Coordinaten Wk aus den Coordinaten Ukx und Wk2 nach
den Formeln abgeleitet werden
2 W= \xWg H \2WkY, X -p X = 1,
hat die Gleichung (8 11, 8)

P—Arnr (WWUkx-p UMK — 0, k —1, 2 3 4

Hierfur kann man setzen

T — X *1™ ukaxk P XS ™ ukaxk — 0.

Setzt man nun
4, Tx — -~ Uk, P2—2" UMK,
so dass also Tx — 0 und T2 = 0 die Gleichungen der beiden Ebenen Txund 7\
sind, so hat man
5 T= XjPx-p\2T2= 0.

Die Faktoren kx und k2 der Functionen Tx und T2 (8§ 11) haben hier

die Werthe rx und r2, wenn man hiermit die Abstdnde der Ebenen Tx und T2
von C bezeichnet; setzt man nun
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so ist ersichtlich, dass fur jeden Punkt P der Ebene T die Gleichung besteht
KrxXto=- g(r”n).

r\ r
Nun sind aber rxTx und r2T2 die Abstande px, p2 des Punktes P von den
Ebenen Tx und T2, und haben gleiches Zeichen mit rx und r2; daher hat man
fur jeden Punkt der Ebene T

P\ P2 — A

Hieraus schliessen wir: Die Ebene T, deren Coordinaten aus den
Coordinaten der gegebenen Ebenen Tx und T2 durch die Formeln
abgeleitet werden

uk — \xUkx fi- X202,  Xj fi- X2 = 1,
theilt den Winkel der Ebenen Tx und T2 im Sinusverhéaltnisse
sinTxT X2 X4
SinTT'2 rs’ri

Je nachdem x4:X2 negativ oder positiv ist, geht T durch den
Winkel, in welchem der Punkt C liegt, oder nicht.

4. Wir bestimmen nun die Verhdltnisse, durch welche die Strecke
zweier Punkte durch eine Flache Il. O. f = 0 getheilt wird, sowie die
Sinusverhéltnisse, in welchen der Winkel zweier Ebenen durch die
Tangentenebenen einer Flache Il. O. 9 = 0 getheilt wird, die durch
den Schnitt der beiden gegebenen Ebenen geben.

A Sind Px und P2 die beiden gegebenen Punkte und sind

« Ktx2 .- 1234 07
die Coordinaten eines Punktes in welchem die PxP2 von der Flache
[ = Axxx? f-..=0

geschnitten wird, so hat man die Gleichung
Axx X + 212 k 252 (MNNXIT tk ~2n2) (M2l kh2r22) -k o> = 0.
Lost man alle Klammern auf, so erhdlt man
lo N2°fl "k 2XX2(fxxxx2 -kf 2x X22-kyS8l x'i2 11 "2 kK X2m/2 - 0.
Hierin bezeichnen f x und f 2 die Werthe, welche die Function f erhélt,
wenn man die Coordinaten Xk durch die Coordinaten Xkx des Punktes Px, bez.
durch die Coordinaten Xk2 des Punktes P2 ersetzt. Ferner bezeichnenf x, f 2,
fs> ff die abgeleiteten linearen Functionen
2 fi =~x ixi KA j22Hi-Ax33-h Axdx 4 f 2 "=AxX x-\-A22x 2-\-A23x 3-y-A24x 4,
fo=="  A-A23X2-y-A33"3-y-A3x 4, f 4 "=AXMXx-\-A24x 2-y-A34x 3-\-Ad4x 4,
und ein zweiter Index i deutet an, dass man statt der veranderlichen Coordinaten
Xk die Coordinaten Xki eines gegebenen Punktes Pi gesetzt hat.
Multiplicirt man die Functionen f Xt f2, /3, f4 der Reihe nach mit
XX, X2, X3, x4 und addirt, so erhdlt man die Identitit
ff + /2 "k ff A -/
Ersetzt man in den Formeln 2. die Coordinaten xx, x2, x3, x4 durch x xii
x 2i, x3i, x4i, S0 erhdlt man die Functionen f xit f 2i, f 3j, f 4i\ multiplicirt man
dieselben der Reihe nach mit x xk, x 2k, x 3k, x4k und addirt, indem man die in
jeder Verticalreihe stehenden Glieder vereint, so ergiebt sich die ldentitat

f 11 "X xk~hf 21 2X2k~\~£3I f 40 xakn=fx * fok XA f 3k K ~kf 4ie
B. Sind Tx und T2 die beiden gegebenen Ebenen und sind
X1 kXU

k=" e k= 1234
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die Coordinaten einer Ebene T\ welche die Flache y =8 xxup -i- .. = 0 berihrt,
so ist die Gleichung erfllt
Bx4 (\xuxx -y \2ux2)2 -t- 2Bx2 (pxux4 y-\2ux2) xu2x +\2u22) H .. .= 0.

Nach Auflésung der Klammern ergiebt sich hieraus
5 X2, +2 exxXjAn' e»12+ 221" '«22+731" 9«32 + 941" ®rs2) + x2 ®22 = °-
Hierin sind ¢« und 42 die Werthe, welche die Function ¢ fir die Coordi-
naten der Ebene Tx und T2 annimmt; ferner sind 41, q®, g8, ' die abge-
leiteten linearen Functionen

Diese Functionen erfullen die lIdentitaten
+ 22«2 + ?3f«3 “k ?/«4 =
xi'Uxk H- f 2i U2k PR *« 3 "k Mii'udk
= @bk M 1T ~k 92& «21%k 93k «3i ~k 94~ «dit
wobei ein zweiter Index i andeutet, dass die veranderlichen Coordinaten durch
die der Ebene 7] ersetzt worden sind.

5 A Liegt der Punkt Px auf der Flache /= 0, so istfx=0, und die
Gleichung No. 4, 1 erhdlt somit die selbstverstdndliche Wurzel X =0.

Soll auch der zweite Schnittpunkt der Geraden Px P2 und der Flache f
mit Px zusammenfallen, soll also PxP2 die Flache in Px tangiren, so muss der
Coefficient von X4X2 verschwinden. Unterdriicken wir die zweiten Indices bei
den Coordinaten von P2, so erhalten wir daher die Gleichung der Tangenten-
ebene der Flache f=0 im Punkte Px desselben
1 T fxi exx ~f2 ox2Hf3i « x3Hf3i x4= 0.

B. Wird die Flache 9 = 0 vonder Ebene Txberlhrt, soist ox -= 0; die
Gleichung No. 4, 4 hat alsdann eine Wurzel X2= 0. Soll auch die zweite durch
den Schnitt von TxT2 gehende Tangentenebene der Flache 9 mit Tx zusammen-
fallen, so muss die Gleichung noch eine Wurzel X2 = 0 haben, es muss also der
Coefficient von XX verschwinden. L&sst man den Index 2 bei den Coordinaten
der Ebene T2 weg, so erhdlt man fir den Tangentialpunkt der die Flache
9 beruhrenden Ebene Tx die Gleichung

2 P= @®n,-«i + ¥21 *«2 "k T311°'«3 -k P4f"«4 = 0.
6. A. Wenn es einen Punkt giebt, fur dessen Coordinaten
1- fi =/2=1/3=/4=0

so ist fur diesen Punkt zufolge No. 4, 3 auch/= 0, der Punkt liegt also auf
der Flache. Fir diesen Punkt verschwinden alle Coefficienten in der Gleichung
der Tangentenebene (No. 5, 1), und die Gleichung No. 4, 1 hat unabhangig von
der Lage des Punktes P2 zwei Wurzeln X2 = 0; jede durch diesen Punkt gehende
Gerade hat daher mit der Flache zwei Punkte gemein. Der Punkt ist somit als
Doppelpunkt der Flache, die Flache selbst als Kegelflache II. O. gekenn-
zeichnet.

Der Verein der Gleichungen 1 wird durch das Verschwinden der Determi-
nante bedingt
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Die Gleichung A = 0 ist daher die Bedingung dafir, dass die Flache
f —0 ein Kegel ist.

Die Verhaltnisse der Coordinaten der Kegelspitze ergeben sich aus den
linearen Gleichungen 1.; um die Coordinaten selbst zu erhalten, hat man noch
die Gleichung § 11 No. 3, 3 zu benutzen.

B. Wenn es eine Ebene 5 giebt, fir deren Coordinaten
3 9/ = 9/ = @@ = cp/ = 0O,
so erflllen dieselben zufolge der Identitdt No. 5, 7 auch 9 = 0, die Ebene 5
beriihrt daher die Flache 9. Fir diese Ebene verschwinden in der Gleichung
No. 4, 5 der Coefficient von X/ und der von X X2 unabhangig von der Ebene T2,
also gehen durch jede Gerade dieser Ebene zwei mit 'S zusammenfallende Be-
rihrungsebenen der Flache 9. Hierdurch ist £ als Doppelebene charakterisirt.

Der Verein der vier Gleichungen 3. wird durch das Verschwinden der Deter-
minante bedingt

Unter der Bedingung y = 0 hat die Flache 9 also eine Doppelebene;
mithin ist die Flache unter dieser Bedingung eine Grenzflache Il. O. Die
Verhéltnisse der Coordinaten der Doppelebene ergeben sich aus dem linearen
Systeme 3.

7. A. Die Verhdltnisse der Coordinaten Lk der Ebene, die eine Flache II. O.
f = 0 im Punkte Px derselben beriihrt, ergeben sich aus den Gleichungen

Nimmt man hierzu noch die Gleichung

Flache f — 0 berthren; mithin ist 9 = 0 die Gleichung der Flache in
Ebenencoordinaten.
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B. Die Verhdltnisse der Coordinaten des Punktes, in denen eine Flache
IIl. 0. 9= 0 von der Ebene Tx beriihrt wird, ergeben sich aus den Gleichungen

so ergiebt sich fur den Verein dieser in Bezug auf ull} u2l> u3l, u4l linearen
Gleichungen

Dies ist die Gleichung der Flache in Punktcoordinaten.

8. A Liegt Px nicht auf der Flache/= 0, so wird die Flache/= 0 von
der Geraden PxP2 berthrt, wenn die Gleichung No. 4, 1 zwei gleiche Wurzeln
fir das Verhaltniss X : X2 ergiebt. Die Bedingung hierfir ist

(f11 'X12 +/2 1*eM22  f61' 32+ A 1'ex42)2 = 0.

Denkt man sich Px als gegeben und P2 als veranderlich, und unterdriickt
man demgemass bei den Coordinaten des letzteren Punktes den Index 2, so er-
halt man als Gleichung des der Flache/ vom Punkte aus umschrie-
benen Kegels
L coa f - (il exi +/21'e*2 + [s]ex3+ [/ 4 1 ' = 0.

Die Punkte, in welchen dieser Kegel die Flache f berlhrt, erfillen ausser
der Gleichung 1. noch die Gleichung/ = 0, folglich erfillen sie auch die
Gleichung

N— 11 mxy + [2L e + [S L "x3 + [4i'e™M = 0.

Dies ist daher die Gleichung der Ebene der Berlihrungspunkte; sie
ist real, auch wenn der Kegel ausser der Spitze keinen realen Punkt hat.

B. Beriihrt T die Flache 9= 0 nicht, so wird die Flache von der Geraden
T\ T2 beruhrt, wenn die Gleichung No. 4, 5 fur das Verhaltniss \x : X2 gleiche
Wurzeln ergiebt, also wenn

TI 222 — («Pli' +«l2  2SI' =u22 + <Psi +~32 + 241 *~42)* = ().

Denkt man sich Tx gegeben und ersetzt T2 durch T, so erhdlt man
3 9x m9 (9i1 eux+ 92/ eu2-+93/ eu3+ 941'euy — 0.

Diese Gleichung wird von allen Ebenen T erfullt, welche die Ebene Tx in
einer Tangente der Flache 9 schneiden; sie stellt daher die derFlache 9 ein-

Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 21
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geschriebene Grenzfliche dar, welche die Ebene Tx zur Doppel-
ebene hat, d. i. die Gleichung des Kegelschnittes in Ebenencoordinaten, in
welchem o von Tx geschnitten wird.

Die Tangentialebenen, welche diese Grenzflaiche mit der Flache 9 — 0 ge-
mein hat, genigen ausser der Gleichung 3. auch der Gleichung 9 = 0, mithin
erfillen sie die lineare Gleichung

P = <PI" "»1 + 2217 **2 + 231" *»8 + 7?41 *»4 = 0=

Die Ebenen, welche eine Flache II. O. entlang einer ebenen
Curve berihren, gehen also durch einen Punkt, und umhillen somit
einen Kegel Il. O, der diesen Punkt zur Spitze hat. Der Punkt P ist auch
dann noch real, wenn in der Ebene Tx keine realen Tangenten der Flache 9
liegen.

9. Wir nehmen auch fir die folgenden Untersuchungen den Punkt P x und
die Ebene Tx in No. 4, 1 und No. 4, 5 als gegeben an, hingegen den Punkt P2
und die Ebene T2 als verdnderlich und lassen dem entsprechend den Index 2
hinweg.

A. Wir fragen nun, unter welcher Bedingung die Flache/=0 die
Strecke PxPin einem Punktpaare schneidet, das zu PXP harmonisch ist.

Sollen die beiden Punkte, in welchen PxP von/ geschnitten wird, zu PxP
harmonisch liegen, so missen die beiden Verhdltnisse X2 : Xx, in welchen sie
die Strecke PxP theilen, entgegengesetzt gleich sein. Diese Theilverhéltnisse
sind die Wurzeln der Gleichung No. 4, 1 Folglich muss diese Gleichung rein
quadratisch sein. Wir erhalten somit als die gesuchte Bedingung
1 T=fx4 exx \~f21 "x2 +fz1" ‘x3+ Al 'x4—0.

Dies ergiebt: Der Ort der Punkte P, welche auf den durch einen
Punkt Px gehenden Strahlen zu den Schnittpunkten jedes Strahles
mit einer Flache zweiter Ordnung f — 0 und zu Px harmonisch zuge-
ordnet sind, ist die Ebene

T= fxt'"exx Hf2l"ex2 + fz1'""x3 "tAIl" = 0.

Diese Ebene heisst die Polarebene des Punktes Px in Bezug auf die
Flache /.

In Rucksicht auf No. 8 haben wir: Die Polarebene eines Punktes P in Be-
zug auf eine Flache II. O. ist die Ebene der Berlihrungspunkte des der Flache/
von der Spitze P aus umschriebenen (realen oder imaginéren) Kegels.

B. Wir fragen weiter nach der Bedingung, unter welcher die durch
den Schnitt TXT der Ebenen Tx und T gehenden Berihrungsebenen
einer Flache zweiter Klasse 9 = 0 den Ebenen Tx7' harmonisch zuge-
ordnet sind.

Sollen diese Ebenen den Ebenen TxT harmonisch conjugirt sein, so missen
die Sinusverhdltnisse, unter welchen sie den Winkel TtT theilen, entgegengesetzt
gleich sein; dies ist der Fall, wenn die beiden Werthe des Verhaltnisses X : X,
welche der Gleichung No. 4, 5 entspringen, entgegengesetzt gleich sind, wenn also
die Gleichung selbst rein quadratisch ist. Die gesuchte Bedingung ist daher

P = Tu' U\ fI- @21 wmU2 ~h 231" " U% + ¥41* " Ui = 0-

Hieraus folgt: Legt man durch die Geraden einer Ebene Tx
Tangentenebenen an eine Flache Il. O. 9= 0, und bestimmt die
vierten harmonischen Ebenen zu jedem solchen Paar von Tangenten
ebenen und zu Tx, so gehen dieselben durch einen Punkt. Dieser
Punkt heisst der Pol der Ebene Tx in Bezug auf die Flache 9.
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Wie aus No. 8, B hervorgeht, ist der Pol einer Ebene T in Bezug auf eine
Flache 1I. O. 9 die Spitze des (realen oder imagindren) Kegels, welcher die
Flache l&ngs ihres Schnittes mit der Ebene T berihrt.

10. Aus der letzteren Bemerkung folgt: Ist P der Pol einer Ebene T in
Bezug auf eine F'lache Il. O. so ist auch T die Polarebene von P.

Wir geben flr diesen Satz noch einen direkten algebraischen Beweis. Hier-
fir machen wir zundchst auf einige bei diesem Beweise zu verwendende lIdenti-
taten aufmerksam.

Mit aik mag das Produkt der Determinante, die aus

durch Unterdriickung der zten Horizontalreine und der £ten Verticalreihe hervor-
geht, mit dem Faktor (— 1)*+ * bezeichnet werden. Dann ist bekanntlich
L Axiesxk + A2ieax + Aaiea3E + Axiead*= A oder = 0,

je nachdem i = k, oder ivon k verschieden ist, wenn wir dabei Aik und Aki als
gleichbedeutende Symbole gelten lassen. Nun ist
2- aXkf\ ~b vekf2 -F «37/3' + NAN/4, =

(Axxvxk -+ A

H- (Ax2aX H- A

+ {Axdat™+ AC
In Rucksicht auf 1. ergiebt sich hieraus
3 a\kf\ + o~2kfi + v-zkf* + a4'/4' = AmXk.
Sind nun ulx, u2x, u3X uix die Coordinaten der Polarebene des Punktes P x,
so haben wir in Ricksicht auf die Gleichung der Polarebene die Proportion

bleibt daher ungedndert, wenn wir darin Ukx : hk durch fkx ersetzen, In Riick-
sicht auf die vier in 3. enthaltenen ldentitten erhalten wir
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Die Gleichung der Flache / in Ebenencoordinaten ist (No. 7, A)

ux
*11 Alz2 Al3 Al4

uz2
n2
Uo
/
h3
ux
A 14 A 24 A 34 A 44 K
ux U2 u3 «4 0
Tx h2
Entwickelt man die Determinante 9 nach den Gliedern der letzten Zeile, so
erhalt man

A\2 A22 A23 A24

9 = A13 A23 A33 A 34

Die abgeleiteten Functionen 9/ von 9 sind

Die Gleichung des Poles Ilx der Ebene Tx ist

Ui == cpn' *ux 4- 921' eu24- 81'euz 4-@l's —O;
die Coordinaten £X1, £21, £S1, £41 desselben folgen daher aus der Proportion
8. £11 :7?21 *M31e%wal = A1?21 1 " 72222 1fen3*P:U 7424 1

Setzt man hier die Werthe aus 7. ein, und vergleicht dann die Proportion
mit 5., so ist ersichtlich, dass
xV1ex2lex3lexil — ALl «/721 «73L « M1e
Hieraus folgt, dass die Punkte Px und IIx identisch sind, w. z. b. w.
11. Aus der Definition der Polarebene und des Poles, sowie aus den
Identitaten No. 4, 4 und 8 folgt sofort: Wenn P/c auf der Polarebene des

Punktes Pi liegt, so liegt auch Pi auf der Polarebene des Punktes P/c.

Wenn die Ebene T/cdurch den Pol der Ebene Ti geht, so geht auch Ti
durch den Pol der Ebene Tjc

Ferner: Die Polarebenen aller Punkte einer Ebene gehen durch
den Pol dieser Ebene. Die Pole aller durch einen Punkt gehenden
Ebenen liegen auf einer Ebene, der Polarebene des Punktes.

Legt man durch eine Gerade 7 zwei Ebenen Tx und T2, bestimmt deren
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Pole PX und P2, und bestimmt ferner die Polarebene T eines Punktes Q der
Geraden 7, so geht T durch PX und durch P2, weil Q auf TX und auf T\ liegt.
Wir erhalten somit: Die Polarebenen aller Punkte einer Geraden 7
gehen durch eine Gerade 7' (PXP2.

Legt man durch PXP2 zwei Ebenen TXT2, so liegen deren Pole auf der
Geraden 7, da diese Pole sowol auf TX als auf T2 liegen mussen. Hieraus
folgt, dass auch die Polarebenen aller Punkte der Geraden 7' durch
die Gerade 7 gehen.

Zu jeder Geraden 7 giebt es also eine in Bezug auf eine Flache
I. O. conjugirte Gerade derart, dass jede der beiden Geraden die
Pole der Ebenen enthéalt, die durch die andere Gerade gehen. Die
Geraden, die den Geraden einer Ebene conjugirt sind, gehen durch den Pol der
Ebene; die Geraden, die den durch einen Punkt gehenden Geraden conjugirt
sind, liegen auf der Polarebene des Punktes.

12. Der Punkt PO, der die Strecke PXP 2 im Verhiltniss X2 : XX theilt, hat
die Coordinaten

XQ = XX 4~ A2xK2i
wenn man voraussetzt, dass X4 4- X = 1 ist. Da man nun offenbar hat
kQ = NMik\ + XUN2,
so hat die Polarebene von PO die Gleichung
1. Tqg 5 X47\ 4- k2T2 = 0,
wobei
T\ fl1eXX ~+f 2l x2 d“f 32 "x3 o~fd4l x4 =
N2 = f12'X1 d‘f22"x2 ~+~fz2 'X3 f 42 ’X4:®
die Gleichungen der Polarebenen von P X und P2 sind.

Die Gleichung 1 bestatigt, dass die Polarebene von PO durch die Schnitt-
gerade der Polarebenen von P Xund P2geht, dass also die Polarebenen der Punkte
der Geraden PXP2 ein Buschel bilden; sie lehrt aber zugleich, dass die Punkte
einer Geraden mit dem Buschel ihrer Polarebenen projectiv sind.

Durch die Polarebenen der Punkte der Geraden PX° 2wird auf dieser Geraden
eine Punktreihe ausgeschnitten, die mit der auf PXP 2 liegenden Reihe der PO
projectiv ist. Die Beziehung der Punkte beider Reihen ist wechselseitig; denn
wenn Il auf der Polarebene von PO liegt, so liegt auch PO auf der Polarebene
von Il Folglich fallen die Gegenpunkte beider Reihen zusammen, da sie dem-
selben Punkte der Geraden, nadmlich dem unendlich fernen, entsprechen. Hieraus
folgt weiter, dass die beiden projectiven Punktreihen eine Involution bilden.

13. Die Gleichung der Polarebene eines Punktes PX in Bezug auf/ = 0,
und die Gleichung des Poles einer Ebene TX in Bezug auf9 = 0 kénnen zufolge
der lIdentitaten No. 4, 4 und 8 auch geschrieben werden
1 Txs=f\ ‘xxx + f2 x21 f% ' x3i TX41 ~
2. Px= 9/ suxx 4- 92fen21 w 93 "ud\ + 9:"'“udi == 0-

Hieraus erhélt man leicht die G leichungen der Polarebenen der

Ecken des Achsentetraeders; namlich fir die

Aus Gleichung 2. ergeben sich die Gleichungen der Pole der Ebenen des
Achsentetraeders; man erhdlt fur den
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Hierdurch ist die geometrische Bedeutung der abgeleiteten
linearen Functionen und <" gegeben.

14. Die Gleichung des Pols der unendlich fernen Ebene ergiebt sich
aus der Gleichung No. 13, 2, wenn man darin die Coordinaten der unendlich

fernen Ebene uxx = uX — iux =u =* 1 einsetzt. Man erhalt
1 1, -h §2' + 23"+ 24"
= (R\1 + A 3 + (-#12 + *#22 + -#23 + ~#24) U2

+ iBi3d-~"23 d- -#33+ -#34) U3 ((#14 + -#24 + #34 H- -#44) Ut = 0.
Dieser Punkt M ist auf jeder durch ihn gehenden Sehne den beiden End-
punkten der Sehne und ihrem unendlich fernen Punkte harmonisch conjugirt;
folglich sind in M die Mitten aller durch M gehenden Sehnen vereint; M ist
daher der Mittelpunkt der Fldche 9 — 0. Aus der Gleichung des Mittel-
punkts ergiebt sich fir die Coordinaten %, £2, £3, £4 desselben die Proportion

s, i R 2 g- Bix3d- Bx4) 1 {BX2+ B, 4. nur3a- -#24)

hx *h2’hz ' h4 —
((MNi: 23 d-Bas 0~BW) 1 (#14+ B2ad"i734+ -#44).
Der Mittelpunkt der Flache @ = 0 ist unendlich fern, wenn die Coeffi-
cienten der Bedingung geniigen (8 11, No. 9)
3 Bx4+ 2Bx2+2Bx3+ 2.#14+ £22H 2 #23-T2 #24-+-B33H 2 #34+ 444 = (.

Unter dieser Bedingung wird, wie man sieht, der Gleichung @ = 0 durch
die Coordinaten ux = u2 — uz — u4 = 1 geniigt, also wird die Flache ¢
von der unendlich fernen Ebene berihrt. Durch diese Eigenschaften sind
die beiden Paraboloide charakterisirt.

Die Gleichung einer Flache 1I. O., die das Viereck AXA2A3A4 enthlt,
haben wir gefunden (No. 2, 3)
€= "Biszuius d- 2B24u2u4 = 0.
Soll diese Flache ein Paraboloid sein, so muss nach 2. die Bedingung gelten
2-#13 + 2-#24 = 0.

Die Gleichung des das Viereck AXA2A3A4 enthaltenden hyper-

bolischen Paraboloids ist daher
uxu3 — u2u4 = 0, oder ux\u2= u4:u3.

Dieser Gleichung genugt jede Ebene, die AXA2 in demselben Verhéltnisse
theilt wie A4A3. Hieraus folgt: Die Ebenen, welche zwei Gerade (AXA2
und A4A3) in entsprechenden Punkten zweier dhnlichen Punktreihen
treffen, umhullen ein hyperbolisches Paraboloid, das die Tréger der
beiden Punktreihen enthalt (88, No. 3)

Ist die Summe -#13 -+~ #24 von Null verschieden, so ist

B x3tlx:113 —- B 2\ ~2 ~4

0

die Gleichung eines einschaligen Hyperboloids. Fir die Coordinaten des
Centrums M dieses Hyperboloids hat man die Proportion

li.12.i3.1i _ R
ry ng g — I3 124 .13 <024 .

Daher hat man insbesondere

N — £3e/3> R R VRN
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Legt man eine Ebene durch AXA3M und ist R der Schnittpunkt dieser
Ebene mit der A XA 3 gegeniiberliegenden
Tetraederkante A2A 4, sind ferner N und
Q die Schnittpunkte der Geraden AXM
und A3M mit ASR und AXR, so ist

\hx = MN: AxN\
e3:hz = MQ :ASQ;
folglich ist auch MNAAXN — M Q:A3Q.

Hieraus folgt weiter, dass NQ und
AxA3 parallel sind, sowie dass die Ge-
rade RM durch die Mitte Rx der Seite
AxA3 des Dreieckes AXR A3 geht;*)
folglich liegt das Centrum des Hyper-
boloids auf der Ebene, welche durch A2A4 und die Mitte der gegeniber-
liegenden Kante A XA 3 geht.

Ebenso schliessen wir aus der Gleichung = U w4, dass M auf der
Ebene liegt, welche die Kante AtA, mit der Mitte der gegeniberliegenden
Kante A2A4 verbindet. .

Wir gewinnen so den Satz: Die Centren aller Flachen Il. . ie ein
gegebenes unebenes Viereck enthalten, liegen auf der Geraden,
welche die Mitten der Diagonalen dieses Vierecks verbindet.

15. Construirt man zu einem Punkte Ax die Polarebene Tx in Bezug auf
eine Flache 1I. O., wahlt einen Punkt A2 auf Tx und construirt die Polar-
ebene desselben T2> so geht T2 durch Ax\ wahlt man auf der Schnittgeraden
von Tx und T2 einen dritten Punkt Az und bestimmt dessen Polarebene T,, so
geht diese durch Ax und A2. Der Punkt A4, den Tx, T2 u<d V3 gemein
haben, hat eine Polarebene, die durch Ax, A2 und As geht, also ist diese die
Ebene AxXA2Ar

Man erhdlt so ein Tetraeder AxA2AiA4> dessen Seitenflachen die lolar-
ebenen der gegentberliegenden Ecken sind; ein solches Tetraeder wird als
Polartetraeder der Flache/ bezeichnet.

Wie man sieht, giebt es unzahlig viele Polartetraeder einer Flache f , einen
Eckpunkt (AX) kann man beliebig im Raume wéhlen; den zweiten Eckpunkt (A2)
kann man beliebig auf der Polarebene von Ax wahlen; den dritten Eckpunkt
kann man beliebig auf einer Geraden, dem Schnitte der Polarebenen von Tx und
X waéhlen; der vierte ist durch diese drei bestimmt.

” Oder man wahlt eine Ebene (Tx) beliebig im Raume; die zweite Ebene (T2)
kann man unter den durch einen Punkt (den Pol von Tx) gehenden Ebenen
beliebig wahlen; die dritte kann man unter den durch eine Gerade (die die 1ole
von Tx und T2 verbindet) gehenden beliebig wahlen; die vierte ist durch diese
drei bestimmt.

*) Den Beweis dafiir, dass MR die Seite AXAZ halbirt, kann man dem Satze (analyt.
Planimetrie § 5, No. 13) entnehmen: Theilt man die Seiten AXA2, A2A3, A3AX eines
Dreiecks der Reihe nach in den Verhaltnissen Nx:n2, N3 :nX, und verbindet die
Theilpunkte mit den gegenuberliegenden Ecken, so gehen diese drei Geraden durch einen Punkt.
Theilt man also AZR im Verhiltnisse m:n= A3N: RR und RAXim Verhéltnisse A Q. QAX
= RN:NA3= n:m, so wird AXA3 von RM im Verhéltnisse m: m getheilt, folglich ist

AXRX— Rx-d3
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W éhlt man ein Polartetraeder zum Achsentetraeder, so missen sich
m den Gleichungen einer Flache / = 0, bez. 9= 0 die Gleichungen der
Polaiebenen der Ecken des Achsentetraeders
) A'= > /=190 [/3=0 fj =0
aui die Gleichungen der Tetraederebenen reduciren
Allxl = o, 72272 =0, "333= 0, AMY —(
Die Gleichungen der Pole der Tetraederebenen
21" = ?22=0, ?3=10, ¥ =0
missen sich auf die Gleichungen der Ecken des Tetraeders reduciren
Bx\W = 0, "2202 =0, B"3wW= 0, "4 = 0.
Hieraus folgt als Bedingung dafir, dass das Achsentetraeder ein Polartetraeder
der Flache/ = 0, bez. = 0 ist,
M2 = A|i*3: A;(A—A%} = A2C4 — ~34 — O,
12 ~ 13 N4 = M3~ ~24= ~34= 0.
ict dE%ie Gleichung einer Flache zweiten Grades in Bezug auf ein Polartetraeder
ist daher
in Punktcoordinaten:  AIIXf + Atixf + + Atix} = 0,
in Ebenencoprdinaten: _Bxxu'l + i?22,\2_ + 3F aggng 0.
A. Die abgeleiteten Functionen der Function
_ foof = AMlini2+ A2x%4- ARX$ b M44M = 0
SN ¢ = ke [, = A22> 13— A3BB [ 4= N aarge
Die Gleichung der Tangentenebene des Punktes Px (bez. der Polarebene
desselben) ist daher
L T = AXXIX. XX+ 722%21 «*2 + A33X31 «*3 + ~44~44 «+ X4 = 0.

Sind uz> uj die Coordinaten der Tangentenebene, so hat man die
Proportion

Sind daher bezogen aufeinPolartetraeder die Gleichungen derselbenFlachell.O.
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in Punktcoordinaten: axx? 4- a2Jr|] 4- a3jr2 4- a™x? = 0,
in Ebenencoordinaten: R4uf 4- 2 4- R3z2 4- R4ul = 0,

T A 2®iBi Na2B2 — h3@R3 — hadls — 1.

16. Aus der Proportion 3. in No. 15 ergeben sich die Coordinaten des
Centrums, wenn man ukx = 1 setzt.

Wenn als Gleichung der Flache vorausgesetzt wird

P Ru B3 R4«® = O,
so erhédlt man daher fur die Coordinaten £2, £3 £ des Centrums

M—Rlh> & =%h H-= [33% g= %n,,

wenn man B abkirzungsweise fir B: 4- B2 4- 33 4- R4 setzt.

17. Wenn man durch Coordinatentransformation von derGleichung
einer Flache Il. O. in Bezug »auf ein Polartetraeder zur Gleichung
derselben Flache in Bezug auf irgend ein anderes Polartetraeder
tibergeht, so bleibt sowol die Summe der Coefficienten in der
Gleichung fur Punktcoordinaten, als auch in der Gleichung fir
Liniencoordinaten ungedndert. Sind die Gleichungen im urspriinglichen
Systeme

04.%2 4- a2x'l 4- a3*2 4- a4"2 = 0,
BiNi2 + R2°2 + R3”3 +
und im neuen Systeme
AXE2 4- A2 4- Az£2 4- M4 32 = 0,
Bxwl 4 B2w'l 4- B3w$ 4- Btwl —O0,
so gelten die Gleichungen
ai a2 a3 4- a4 = Ax4-A24- A34- At
Bi 2P R+ ™4 Bx4-B24- B34- B4.

Beweis. Da in unseren Gleichungen nur die Quadrate der Coordinaten Vor-
kommen, so kann in den Transformationsformeln § 11, No. 15, 1 und. No 17, 1
Uber die Coefficienten immer so verfugt werden, dass
1 N = 3=M=-~P1 und 4-24-u34~-A=14*1,

Unter dieser Voraussetzung sind die Transformationsformeln

ALIAT P A21A2 ~P A31NM3 ~P MINA y  /Q==a\ 281 ~P A22/2 ~P 73283 ~P A4 2% >

"3~ a\3X14“723"2 ~P "3+"43M4» M= al 4X1+ a24X2~P a34X3 “P a44X4*
Setzt man dies in die Gleichung der Flache
Ax\ I+ A2il -TA +AJI = 0,

so erhdlt man aus der Identitat
2 AXA2 -I- A262 + A3%W 4- ANl = all® 4- a2t 4- a3 2 4-
zunichst folgende vier Gleichungen, welche aussagen, dass in der transformirten
Gleichung die Coefficienten, welche Produkte von je zwei Coordinaten multipliciren,
verschwinden
3 AxazdaltX 4- A2ctj2ak2 -P A*a”a™ 4- Afa*a™ = 0,
wobei man fir 1, k jede Combination zu zweien aus den vier Ziffern 1, 2, 3, 4
zu nehmen hat, so dass man sechs Gleichungen dieser Art erhdlt.
Ferner erhdlt man aus 2
«@ — Axai'l 4- A2a,l 4- Asazd 4- A™a’l,
daher ergiebt sich die Coefficientensumme
4  dj 4-a2+ a3+ a4 = 2Aj, (af* 4- a*k + a\k + a%k), k — 1, 2 3 4.
Multiplicirt man nun jeden der sechs Ausdriicke 3. mit 2coseik (§ 11, No. 13, 6)
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subtrahirt sie dann von der rechten Seite der Gleichung 5., und ordnet nach den
neuen Coefficienten Ax, A2, As, A+, so erhdlt man
PKg @ = 'SAfcfak -p (I"k H U\k Pk 2#j£RPE 2

5. — 7Ma-Lka-ik cost13 — *laxk<itk cosz1l4 — 2a2kask costiz — 2°2"d4N N s24
26912 <T(AY) .
Nun ist aber nach der Voraussetzung (8 11, No. 14)
Nk + B$k + a$k “P Ik — 2/ d12MCBE2 — . . — 2C%ttikCOSZN — 1,

folglich erhdlt man aus 5. die erste der beiden behaupteten Gleichungen
HqP@®Pdgpad = Ax-pA2-p Ag-P Ax.

Um die Richtigkeit der zweiten nachzuweisen, filhre man in
6. B xw% -P B2w\ -p 2?3ze/f + Bxtw\ = 0
die Coordinaten des urspringlichen Systems ux, u2, uv ux mit Hilfe der Formeln
8 11, No. 17 ein; unter der Voraussetzung 1. ist
@®T = @1M + a2l d- a31"3 P@&14, ~2 al2M ~ha22"2 d~a32'3 d~ ad42M >
W3= al3™l d- «23"2 d- a33VB + a43wi> w4 = aidW + a24\W o~ «34"3 ~P ad4™M *

Setzt man diese Werthe in die Gleichung 6. ein, so erhdlt man aus der
Identitét
7. BXV + BWwl +
zunéchst die sechs Gleichungen
8. AN la,lail+ ~2a”"2a™2 + ~3aZa’3 + -#a*afh = 0;
wo man wieder fir i, k die sechs Paare aus den vier Ziffern 1, 2, 3, 4 zu setzen
hat. Aus 7. folgt weiter

Z = Byaix -p B*®2 ~P ~3a/3 o~ Ya%4 >

+ Bxw\ s= Rx«* + R2We d" R3a3 + R4M2

daher erhélt man
Bl d~22d g+ B4 = EPa2EPVK+ a48> k= 1 2 3 4.
Addirt man in dieser Gleichung zu der rechten Seite die sechs Grdssen 8.,
jede mit 2 multiplicirt, so erhélt man
Bi + B2d~NRg+ R4 = "Bk(a.xk-f- afE-P an. -P o~ 20j£0C2F + 2 &k&3k
~P 2adrady -P 20t2"ad* d- 2a24radA-P 2ag4;adf)
= ®ift P a2t d- a3t d“ @2 = "Bk k2
Da nach der Voraussetzung tsk— 1, so ergiebt sich hieraus die zweite der
behaupteten Gleichungen
Bl d“722d- 23 d-B4 = Bx-pBy HZBd- #4
18. Um zu zeigen, wie man die Flachen II. O. nach den Coefficienten ihrer
Gleichungen in Bezug auf ein Polartetraeder unterscheiden kann, schalten wir
einen allgemeinen Satz Uber die Transformation quadratischer Functionen ein.
Wenn die quadratische Function

1 AN o~ a%y$ d- a33 d- e e -t- drhr2
durch die homogenen linearen Substitutionen
Al fiih d- + e e d-cr\zrt

A2 = NN + N272 d- eeed- CiZr,

yr = CYZ4 +CrS2cd~... +Qr%
in die Function Ubergeht
3 d- A2 d“ A3~2 d~ e e o d- by Zr,
so ist die Anzahl der positiven Coefficienten unter den a gleich der
Anzahl der positiven Coefficienten unter den h
Beweis. Aus der Identitat
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a\y\ d“ a2yf d- e e d- «UV2 = AiN2 -T 7252 d- o + brzr*
folgt
4, -4 ayg d- , . d- ayr2 — "Nini2 — — ... — brzr2= 0.

Denken wir uns die Functionen
ANAI2 d- a2y2 d- e« und b \ -y b2zg
so geordnet, dass erst alle Glieder mit positiven Coefficienten kommen dann
die mit negativen; es seien ax, a2 . . . am positiv, am+1 . . . ar negativ; sowie
bx, b2 . . . bn positiv, bn+l . . . br negativ. Nimmt man nun zundchst an, es
sei n< m, so wére die Anzahl der negativen Glieder in dem Polynom 4.
r—md-n=r — (n—in),

also kleiner als r. Setzt man alley, welche negative Coefficienten haben, gleich
Null, also

5. ymyX = y»i-\-2 — ee e —yr = 0>
so kann man noch ausserdem uber die z so verfugen, dass man alle in der
Function bxz » -t- b2z<f mit positiven Coefficienten versehenen z annullirt, also
6. ZIX — 22 = 23 = eee= 7n= 0
annimmt. Denn die letzten r — m der Formeln 2. gehen dann in r —m homo-
gene lineare Gleichungen der r — n Grdssen zn+2, zn+l ... zr Uber, enthalten

also mehr unbestimmte Grossen, als die Anzahl der Gleichungen betrégt, und
sind daher auf mehr als eine Weise durch von Null verschiedene Werthe der
Unbestimmten erfillbar.

Durch die Substitutionen 5. und 6. verschwinden in 4. alle negativen Glieder;
da nun eine Summe von positiven Grossen nicht verschwinden kann, so folgt,
dass die Annahme falsch ist; also ist n nicht kleiner als m.

Nimmt man an, n sei grésser als m, so kann man, ohne auf widersprechende
Bestimmungen zu stossen, alle y gleich Null setzen, welche in der Function 1
positive Coefficienten haben, und alle z, welche in 3. negative Coefficienten
haben. Dann fallen in 4. alle positiven Gréssen hinweg, im Widerspruche damit,
dass die algebraische Summe aller in 4. stehenden Glieder identisch verschwindet.

Es ist nicht Uberfliissig, hervorzuheben, dass diese Schlussweise in dem Falle
m= u ihre Anwendbarkeit verliert; denn setzt man alle y, deren Coefficienten
negativ, und alle z, deren Coefficienten positiv sind gleich Null, so erhdlt man
aus den letzten r — m Formeln der Gruppe 2. ebensoviele homogene lineare
Gleichungen fiir die Grdssen zn+x ...zr> die gerade so viel Unbestimmte ent-
halten, als die Anzahl der Gleichungen betrégt, und daher im Allgemeinen nur
durch verschwindende Werthe der Grossen zm+x . . . zr erflllt werden kdnnen.
Aus zl+x = zm+2 = . .zr = 0 folgt dann auf Grund der Gleichungen 2.,
dass auch die Ubrigeny verschwinden, so dass nun die Identitat 4. erfullbar ist,
da alle Glieder derselben verschwinden.

19. Wenn in der Gleichung

@ == BjBj2 + R2«2 -~ Rg"g2 + R4aL = O

kein Coefficient Null oder unendlich gross ist und auch die Summe der Coeffi-
cienten nicht verschwindet, so ist die Flache keine Grenzflache, kein Kegel
und kein Paraboloid; man kann dann die Gleichung durch die Summe aller
Coefficienten dividiren. Man kann daher im Falle

Bi + B2+ R3 R4 =81 0
ohne Beschrankung der Allgemeinheit voraussetzen, dass

Bi H- B2 -~ R3-URL= 1-

Geht man nun durch die Transformationsformeln zu irgend einem andern
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Polartetraeder Uber, so ist auch in der neuen Gleichung (No. 17) die Summe
der Coefficienten der positiven Einheit gleich; ferner enthalt auf Grund des
soeben bewiesenen Satzes die neue Gleichung ebensoviel positive Coefficienten,
als die urspriingliche.

Die Flachen ordnen sich daher in drei Arten, je nachdem A. ein positiver
Coefficient und drei negative, oder B. drei positive Coefficienten und ein nega-
tiver, oder C. zwei positive und zwei negative vorhanden sind.

A. Sind unter den Coefficienten drei negative, so kann man die Gleichung
schreiben

9 - — b~u2 - bgu.f - bgug = 0.
Die Coordinaten des Centrums sind
h = Hhi. 5 = - AjA,, S3 = - AfA,, 7= — HA, ,

das Centrum liegt daher in jedem Polartetraeder in einer Gegenecke
einer Tetraederecke.
Die Gleichung der Flache in Punktcoordinaten ist
Ao J *2 J ) 2 =
fR™  plp 2-pui - =0
Setzt man hier die Coordinaten des Centrums ein, so erhdlt man
[(Ei. E, Es. £4) = ~ tf - bi - bi = |
nach der Uber die Coefficienten von @ gemachten Voraussetzung. Da nun fir
die Coordinaten At, A2 A3 A4 des Coordinatentetraeders die Function f die
Werthe erhélt
1:bf, - 1: bf, - 1: bi, - 1:b\,
so folgt, dass das Centrum M und die Ecke A1l auf derselben Seite der Flache
liegen, wahrend A2, A3 und A+ mit M nicht auf derselben Seite liegen.
Verbindet man das Centrum mit einem Punkte P2 der Ebene A2A3Aa, so
bestimmt sich das Verhaltniss, in welchem die Strecke MP2 von der Fléche
getheilt wird, aus der Gleichung No. 4, 1, wenn man darin
1 1 1 1

0 00 . — o A

reale Verhéltnisse  : X genigt, jede durch das Centrum und durch einen Punkt
der Ebene A2A3A4 gelegte Gerade, d. i. jede Gerade durch das Centrum
schneidet die Flache in realen Punkten. Hieran wird die Flache als
Ellipsoid erkannt.

B. Sind drei Coefficienten positiv und einer negativ, so kann man setzen

9 = bMu™ 4- b2u2 4- bEug bu2= Qe
Die Coordinaten des Centrums sind
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Das Centrum liegt daher in einem an einer Tetraederflache
aussen anliegenden Raume.
Die Gleichung der Flache in Punktcoordinaten ist
/ Il o . | 1 1
© b\hl boshl bihl 0
Fur die Coordinaten des Centrums nimmtf den Werth an
/GIl. 7> £4) = b~ 4- bi -p bi — bi = 1;
fir die Coordinaten der PunkteAx, A2, A3, A4 erhdlt/ die Werthe
1:bh 1-bi, 1:bi, - 1:b*.
Daher liegen drei Ecken jedes Polartetraeders At, A2, A? mit dem Centrum

auf derselben Seite der Flache, die vierte Aa wird von M durch die Flache
getrennt.

Fiii das Verhéltniss, in welchem die Strecke, die das Centrum mit einem
Punkte P2 der Ebene A1A2A3 verbindet, von/ geschnitten wird, ergiebt sich
jetzt die Gleichung

X + 24 + X {bibi b&q*2 bihi ) = 0
aus welcher folgt

= h 1/i-iini T2 pihi @+ pipj &

Der Radicand wird fir unendlich grosse Werthe von x 12, x 22, x 32 negativ
unendlich.  Wir sehen daher: Die Ebene, die durch das Centrum parallel der
Ebene eines Polartetraeders gelegt wird, deren Ecken mit dem Centrum auf der-
selben Seite der Flache liegen, hat mit der Flache keinen realen Punkt gemein.
Es giebt daher Ebenen durch das Centrum, die die Flache nicht schneiden.
Folglich ist die Flache ein zweischaliges Hyperboloid.

ol %etzt man in den Gleichungen des Ellipsoids und des zweischaligen Hyper-
oloids
biW —b X 2—b3x3—b2x 2= 0, bez. b*xX+ b*x2 b3x3 bgxf 0
der Reihe nach xt = 0 und x+ = 0, so erhdlt man

bIxi  pixi blxl —0, bez. b\x1 38 b3Xi - 0.

Beiden Gleichungen kann durch reale Punkte nicht genligt werden. In
jedem Polartetraeder eines Ellipsoids und eines zweischaligen
Hyperboloids giebt es daher eine Ebene, welche die Fldche nicht
schneidet. Hierdurch wird bestatigt, dass auf dem Ellipsoide und auf dem
zweischaligen Hyperboloide keine Geraden liegen; denn von einer Geraden wird
jede Ebene in einem realen Punkte getroffen.

C. Sind zwei Coefficienten der Function @ positiv, und zwei negativ, so kann
man setzen
_ _ ®= b" ~ blul — b}ul
Die Coordinaten des Centrums sind jetzt

. e e - b2b2- £ - - 3b3> £ bl K
Die Gleichung in Punktencoordinaten ist

I - gy X 4 p a4
Fir die Coordinaten des Centrums und der Ecken des Polartetraeders

nimmt die Function/ die Werthe an
1. 1: bi, 1: b2, - 1: bi, - 1:tP/o.

N 1
i#he &~ pingXd — O
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Daher liegen zwei Ecken Ax, A2 jedes Polartetraeders mit dem Centrum
auf derselben Seite der Flache, die beiden andern A3 A4 werden durch die
Flache vom Centrum getrennt. Das Centrum liegt, da zwei Coordinaten positiv,
die andern beiden negativ sind, in einem an einer Kante anliegenden zwei-
eckigen Raume. Giebt man/ die Form

kirlicher Wahl des Verhaltnisses . ja2 die beiden Gleichungen gelten
PiTx = 12, K\Tx = p272 >
welche also den beiden Ebenen gemeinsam sind
Ts=[ijl] —[272= 0, Tx = PiTx h2~2 Ne
Diese Ebenen sind entsprechende Ebenen zweier projectiven Ebenenbiischel,
in denen Tx und V2 den Ebenen Tx und entsprechen.
Dies charakterisirt die Flache als einschaliges Hyperboloid.
20. Ist in der Gleichung
® == Auf -+ B2¢| + s3auz + 24w - O
kein Coefficient Null oder unendlich und die Summe der Coefficienten
Bl + + B3 + =
so sind die Coordinaten des Centrums unendlich gross, und die Flache
ein Paraboloid (No. 14). Alsdann haben entweder drei, oder zwei Coefficienten
gleiche Zeichen.
A. Haben drei Coefficienten dasselbe Zeichen, so kann man die Gleichung

schreiben

®= blul + blul + blul —blul' = o.
Daher ist die Gleichung in Punktcoordinaten
1 1 1 1 -0
blhi*1 ~ blhl A blbi bfhi
Setzt man in beiden Gleichungen der Reihe nach u4 = 0, x4 0, so er-
giebt sich n

blu\ H blul H blul = 0, bez. i d- 7\/I'r5x§ + A X3 =

Beiden Gleichungen kann durch reale Werthe des Coordinaten nicht ge-
nigt werden. Wir sehen daher: In jedem Polartetraeder giebt es eine
Ecke, durch welche sich keine realen Tangentenebenen der Flache
legen lassen, und die dieser Ecke gegeniberliegende Seite des
Tetraeders hat fnit der Flache keine realen Punkte gemein.

Hierdurch ist das elliptische Paraboloid charakterisirt; denn eine gerad-
linige Flache wird von jeder Ebene in realen Punkten getroffen, und sendet
durch jeden Punkt des Raumes reale Tangentenebenen.

Fur die Coordinaten der Ecken des Achsentetraeders nimmt die Function /

die Werthe an
1:bl, 1:b* 1:bl, -1:K.
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Hieraus folgt, dass die Ecken Ax, A2, A, durch die Flache / von A4 ge-
trennt sind. Die durch A4 gehenden Kanten und Flachen des Tetraeders
schneiden also die Flache in realen Punkten, die andern nicht.

B. Haben nur 2zwei Coefficienten dasselbe Zeichen, so kann man die
Gleichung schreiben

P £= b\ul brl — bAl — bAl — oO.

Die Gleichung in Punktcoordinaten ist daher

1= bipi 7 Loini’5—oror '3 —erer 4 = &

Man Uberzeugt SICh wie bei der Gleichung des einschaligen Hyperboloids
No. 19, C. dass diese Flache geradlinig ist; wir haben daher das hyperbolische
Paraboloid vor uns.

Fur die Coordinaten der Tetraederecken erhdlt / die Werthe

1:01, li;i, —lovy —1:p1.

Daher werden Ax und A2, sowie A3 und A4 durch die Flache nicht ge-
trennt, wéahrend die Tetraederkanten AXA3, AXA4, A2A3 A2A4 von der Flache
geschnitten werden, und zwar, wie aus den Polareigenschaften folgt, so, dass
innerhalb jeder Strecke nur ein Schnittpunkt liegt, — eine Bemerkung, die in
Bezug auf jede Flache Il. O. von jeder Kante eines Polartetraeders gilt, die die
Flache in realen Punkten trifft.

21.  Wir schliessen hieran die Frage nach den Punkten im Raume,
welche in Bezug auf zwei Flachen Il. O. dieselbe Polarebene haben.

Wir beziehen beide Flachen auf ein Polartetraeder einer der Flachen; die
Gleichungen in Punktcoordinaten seien

F = bxxI|l =+ b2x1l -h b3xl H- b4x\ = 0,
/ == axxx| + '2ax2x xx2 -+- . . . -+ ad44x1l = 0.
Die Polarebenen eines Punktes PO bezlglich beider Flachen sind
T bXxXXQ + XX — b2720 * X2 d- 73230 "X3 d- M4~40 "x4 ==

T A fx0 exx -T/20 ex2 \-130 X3+ /40 x4 =0 .

Sollen T und T' geometrisch gleichbedeutend sein, so muss die Function T
durch Multiplication mit einer Zahl \ identisch mit T' werden. Man hat daher
die Gleichungen

allX10 "k a\2x 20 ~k a\3x3Q d“ 714740 = AN1N10
1 a42%x10 ~k a22x20 “k a23x30 d~ &24x40 == ~2720»
al3x10 "k a23X20 "k 733730 d- #34740 = 7373 0»
N4 x10 d~ a24x 20 “k ~34730 #44N40 =  ANANAQ
Reducirt man diese auf Null, so erhalt man
(~11 Abx) x xo H- <ZX2X "0 + d'X3X30 “h a\4X40 =
2 ai2x 10 ‘k (22 ARD) A20 Kk a23x30 ~k a24x40 = A >
al3X10 “k a23x20 d- ("33 d- 234740 = 0»

N14740 d- N24720 d- N347N30 d~ (N4 AXAXNg =
Der Verein dieser vier homogenen linearen Gleichungen W|rd durch das
Verschwinden der Determinante bedingt

Dies ist eine Gleichung vierten Grades fur X Hat man sie aufgelost, so
setzt man die Wurzeln der Reihe in das System 2. ein und erhdlt somit aus den
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vier Wurzeln der Gleichung 3. vier verschiedene Systeme zur Bestimmung der
Coordinaten x"0. Bezeichnet man mit den Coefficienten des "-Elements der
z-ten Zeile von (7, so hat man

X10 *X20 - %30 «"™"0 = a*l «@*2 *@z3 «a™
wo nun die fur die vier Wurzeln Xim Allgemeinen verschiedene Werthe an-
nehmen Es giebt somit vier Punkte im Raume, die fir zwei Flachen
Il. O. dieselbe Polarebene haben.

Ist lIx ein Punkt, der fir F und f dieselbe Polarebene Tx hat, und hat 112
fur F undf dieselbe Polarebene Z2, so liegen 112 auf Tx und U1 auf T2
Denn angenommen, 112 lage nicht auf Tv mithin auch Ilj nicht auf T2 so be-
trachte man auf der Geraden U11I2 die beiden Involutionen (No. 12), deren
Paare durch die Punkte dieser Geraden und durch die Schnittpunkte derselben
mit den Polarebenen der Punkte in Bezug auf F bez. / gebildet werden. Diese
beiden Involutionen haben zwei gemeinsame Paare, namlich die, zu welchen
11 und 12 gehdren. Wenn aber zwei Involutionen zwei gemeinsame Paare
haben, so sind sie identisch. Folglich treffen die Polarebenen jedes Punktes I
der Geraden H2 in Bezug auf F und f diese Gerade in demselben Punkte;
da sie nun ausserdem beide durch den Schnitt von Tx und T2 gehen, so sind
sie identisch. Es fallen also fir alle Punkte der Geraden Ilj 112 die Polarebenen
beziiglich F und / zusammen. Dies widerspricht der Thatsache, dass die
Gleichung C = 0 im Allgemeinen nicht durch unendlich viele Wurzeln X erfllt
wird, sowie dass im Allgemeinen nicht fir eine Wurzel Xder Gleichung C = 0
die vier Gleichungen des Systems 2. sich auf zwei Gleichungen reduciren, in
welchem Falle allerdings alle Punkte auf dem Schnitte der durch die beiden
tbrig bleibenden Gleichungen dargestellten Ebenen zusammenfallende Polar-
ebenen haben wirden.*)

Hieraus folgt, dass im allgemeinen Falle, wenn nicht mehr als vier Punkte
vorhanden sind, deren Polarebenen firf und F zusammenfallen, die Polarebene
jedes der vier Punkte FO durch die drei andern geht.

Zwei Flachen Il. O. haben also ein gemeinsames Polartetraeder.
Hat die Gleichung C— 0 vier reale Wurzeln, so sind alle Ecken dieses Tetrae-
ders real. Hat C = 0 ein Paar conjugirt complexe Wurzeln, so sind zwei
Ecken des Tetraeders und die ihnen gegeniuberliegenden Ebenen real; die Ge-
rade der beiden realen Ecken und die Schnittlinie ihrer Polarebenen bilden zwei
Gegenkanten des Polartetraeders und sind fir beide Flachen/ und F conjugirte

*) Von der Richtigkeit dieser Bemerkungen (berzeugt man sich, indem man die Gleichungen
zweier Flachen bildet, die ein gemeinsames Polartetraeder haben. Die Gleichungen in Bezug
auf dieses Tetraeder seien
F = bxx? + bex<f+ be3x2+ baxf = 0 7= a™x? + ax$ + a3xg + asx* = 0.

Die Gleichung C= 0 wird jetzt (al — \by) (@2 —X") (B—XY) (a| —)le) - 0
und ergiebt fir Xdie vier Auflésungen «j :bx, a2 :b2, @& :bs, a4 :bd

Aus den Gleichungen 2. ergeben sich, wenn die Verhaltnisse der a von den Verhaltnissen
der entsprechenden b verschieden sind, die Ecken des Achsentetraeders als Lésungen der Aufgabe.

Nur dann, wenn zwei Coefficienten inf dasselbe Verhaltniss haben, wie die entsprechenden
in F, tritt eine Abweichung ein. Ist z. B. ai :a2 = by: b2, und sind £t £2 die Coordinaten
eines auf AYA2 liegenden Punktes F, so sind die Polarebenen von P

aiG ‘x1 Ppa2G "x2“ O GH exx 4~GG’ = 0i
und diese sind identisch, da bx: b2 — ax:a2

Ist ax:a2:a3 = bx:b2 :b3, so haben alle auf AA2A3 liegenden Punkte dieselbe
Polarebene firf und F.

§ 12. Polarebene und Pol fir Flachen zweiter Ordnung. 337

Gerade. Hat (7— 0 keine reale Wurzel, so sind die gleichbezifferten Coordi-
naten je zweier Punkte, welche einem Paare conjugirt complexer Wurzeln von p
zugehoren, conjugirt complex; daher werden auch die Gleichungen der Polar-
ebenen zweier solchen conjugirt complexen Punkte conjugirt complex.

Aehnlich, wie die Bemerkungen iber conjugirt complexe Punkte und Geraden
in der Ebene, leitet man die Satze ab: Zwei conjugirt complexe Punkte
geniigen den Cileichungen einer durch sie bestimmten realen Geraden.
Zwei conjugirt complexe Ebenen haben eine reale Schnittgerade.

Daher schliessen wir: Zwei Flachen Il. O. haben in jedem Falle ein
Paar reale conjugirte Gerade gemein.

Diese Untersuchung kann auch mit Hulfe der Gleichungen in Ebenen-
coordinaten durchgefiihrt werden.

Sind dxu? + d2u2 + d3ug 4- d4U* = 0
und cwu\ H- ~cx2uxu2 =+, .. ~~c44u4 = 0
die Gleichungen von F und/ in Ebenencoordinaten, so erhdlt man die Coordi-
naten der Ebenen, deren Pole fiir/ und F zusammenfallen, aus drei Gleichungen
des Systems

Die Gleichungen (7=0 und F= 0 haben daher immer die gleiche
Anzahl reale Wurzeln.

22. Die soeben mitgetheilte Untersuchung héngt aufs Engste zusammen mit
der Frage nach den Kegeln II. O., die durch die Schnittcurve zweier
Flachen II. O. gehen, sowie mit der Frage nach den Grenzflachen II. KI.,
die den gemeinsamen Tangentenebenen zweier Flachen Il. KI. einge-
schrieben sind; oder allgemeiner: mit der Frage nach den Kegeln Il. O., die
zu einem Flachenbischel 1. O. gehdren, bez. nach den Grenzflachen, die zu
einer Schaar von Flachen Il. KI. gehdoren.

Sind/ und F zwei quadratische Functionen in Punktcoordinaten
j / = allxla -+~2al2xtx2 ai4x?,

F GjxX-P2G2Xxx2-+ ..+ >
so versteht man unter einem Fldchenbischel Il. O. die Gesammtheit aller
Flachen, deren Gleichungen unter der Form enthalten sind
2 o= Xf + XF = 0.

Alle Punkte, fir welche f — 0 und zugleich F — 0, genligen auch der
Gleichung @= 0. Jede Flache des Buschels enthdlt also alle den Flachenf= 0
und F = 0 gemeinsamen (realen oder imagindren) Punkte.

Umgekehrt: Alle Flachen 1l. O., die durch eine gegebene Raumcurve IV. O.
1 Sp. gehen, bilden ein Bischel. Denn es ist in § 9 No. 3 nachgewiesen
worden, dass die Gleichung jeder dieser Fldchen die Form 2. hat, wobei/ = 0
und F = 0 die Gleichungen zweier bestimmten, die Raumcurve enthaltenden
Flachen Il. O. sind. Ferner folgt aus § 9, No. 22 Durch acht Punkte, die nicht

Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 20
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ein Schnittpunktsystem dreier Flachen Il. O. bilden, ist ein Bischel von Flachen
Il. O. bestimmt.

Sindf = 0 und F = 0 quadratische Functionen in Ebenencoordinaten

3 /= ql«2+ 29 2Kl«2+ ... + g 4«®)

F s= dixuj2 + 2d12utu2 -+-... -P M4 «2,
so versteht man unter einer Schaar von Flachen Il. KI. die Gesammtheit
aller der Flachen, deren Gleichungen unter derForm enthalten sind
4. 9 = kxf \2F = 0.

Jede Flache der Schaar wird von allen gemeinsamen (realen oder imaginéren)
Tangentenebenen der Flachen/ — 0 und F = 0 bertihrt. Alle Fl&chen I1I. KI.,
die der abwickelbaren Flache der den Flachen/ = 0 und F = 0 gemeinsamen
Tangentenebenen eingeschrieben sind, bilden eine Schaar; denn die Gleichung
jeder solchen Flache ist nach § 10, No. 7 von der Form 4.

Wir wahlen ein Polartetraeder von F = 0 als Coordinatentetraeder, so dass
also die Gleichungen dieser Flache sind

in Punktcoordinaten: bx  -t- b2xE + b¥%g -f- bxx£ ,
in Ebenencoordinaten: dxuf 4- d2u% 4- b%ig 4- d+ug .

Soll nun 9= 0 ein Kegel sein, so mussen X und X so gewahlt werden,

dass die Gleichung erfullt wird (No. 6)

\ 2bx MA12 AMAN13 MA14
n 13112 MN22 + N2 NA23 MNa2d _q
MA3 MA23 NA33 P 2273 N a3

Al/\ /\1/\ /\A4 qa44+ NN,

Dividirt man jede Zeile dieser Determinante durch X und ersetzt dann
X2 : X4 durch (—X, so erhédlt man die Determinante C in No. 21.

Die Kegelspitzen sind die Ldsungen des Systems
6. tl'= 0, o2 = 0, 93 = 0, = °>
wenn man fiur X und X2 Werthe eingefilhrt hat, die der Gleichung 5. geniigen.
Stellt man diese Gleichungen auf und ersetzt X :1x durch (—X), so werden
dieselben mit dem System No. 21, 3 identisch. Die Ecken des zwei Fladchen
Il. O. gemeinsamen Polartetraeders sind zugleich die Spitzen der
Kegel, welche in dem durch die beiden Flachen bestimmten Bischel
enthalten sind.

Soll die Flache 9 der durchf und F bestimmten Schaar eine Grenzflache
sein, so muss die Gleichung erfullt sein (No. 6)

MM P A2 AITI2 MAM3 MM4
] AMAM2 MA22 +7212 ME23 NN24 _ a
ATi3 AN23 MA33 23 MN34

X4 N4 N34 M4+ M )
Setzt man (— X an die Stelle von X2 :Xv so geht diese Gleichung in T= 0
(No. 21, 6) Uber; durch dieselbe Substitution gehen die Gleichungen
?i'= 0, o= 0, 8= 0, 2?4=0,
deren Verein von den Coordinaten der Doppelebene einer Grenzflache erfillt
wird, in das System No. 21, 5 Uber. Die Ebenen des zwei Flachen II. O.
gemeinsamen Polartetraeders sind daher die Doppelebenen, die in
der von den beiden Fldchen bestimmten Schaar enthalten sind.
23.  Die abgeleiteten Functionen der Function
9= 4- XF — 0
in Punkt- oder in Ebenencoordinaten sind
P B bxfk 4- x2Fk.

12.  Polarebene und Pol fur Flachen zweiter Ordnung.

A. Dabher ist die Gleichung der Polarebene des Punktes FO
T= (hxfxo + XFX0)xXQ -+ ... -~ ("/40 ~P XFx0)™0 = 0>

oder

1 T = 4- nanp =0,
wobei

2 ~ f x\ P/20x2"P /30*3 + -/40 x ¢

T2= Fl)xx b F2gx2 h- 0 x2 4- Fi0O x4 = 0
die Gleichungen der Polarebenen von FO beziglich der Flachen f — 0 und
F= 0 sind. Hieraus folgt: Die Polarebenen eines Punktes in Bezug
auf die Fldchen eines Buschels Il. O. bilden ein Ebenenbiischel; die
verschiedenen Punkten zugehdrigen Buschel von Polarebenen sind
projectiv.

Die der Geraden POPX in Bezug auf 9= 0 conjugirte Gerade ist der
Schnitt der Polarebenen von FO und Px beziiglich 9 = 0; diese beiden Polar-
ebenen sind entsprechende Ebenen der beiden projectiven Polarebenenbiischel,
die den Punkten FO und Px in Bezug auf die Flachen des Buschels zugehoren.
Daher folgt: Die Geraden, welche einer Geraden 7 in Bezug auf alle
Flachen eines Blschels conjugirt sind, bilden ein System von Ge-
raden einer Regelflache Il. O.; die Geraden des andern Systems auf
derselben Regelflache sind die Tréger der Polarenbischel, welche
den Punkten der Geraden 7 in Bezug auf die Fldchen des Bischels
zugehaoren.

B. Die Gleichung des Poles einer Ebene TO fir die Flache einer Schaar
Q= X/4-\2F — 0 ist

P = (M/10*+ 7270.0UL “P eee(M/40f + 7270) Ui — O

Daher hat man

3 P es MP\ + h2P2 = 0,
wobei
A A= /10 *u\ “Pf20 ‘u2~Pfzo ‘uz~Pf40 ‘u\ = o>

P2= Fxo *WxH 20 ‘R~P 80" WIZ~P40'™M = 0
die Pole von TO in Bezug auf/ = 0 und F= 0 sind. Man schliesst hieraus:
Die Pole einer festen Ebene in Bezug auf die Flachen einer Schaar
liegen auf einer Geraden. Die geradlinigen Polreihen, welche irgend
zwei Ebenen in Bezug auf die Flachen der Schaar zugehdren, sind
projectiv.

Die Pole zweier Ebenen TO und Tx in Bezug auf die Flache

= \f H XF —0
sind entsprechende Punkte der beiden projectiven zu TO und Tx gehdrigen Pol-
reihen; ihre Verbindungsgerade ist die dem Durchschnitt der Ebenen TO und Tx
in Bezug auf 9 conjugirte Gerade. Daher folgt: Die Geraden, welche einer
Geraden 7 in Bezug auf die Fldchen einer Schaar conjugirt sind,
bilden die Geraden eines Systems einer Regelflache Il. O.; die Ge-
raden des andern Systems derselben Regelflache sind die Trager
der Polreihen, welche den durch die Gerade 7 gehenden Ebenen in
Bezug auf die Fldchen der Schaar zugehoren.

Das Centrum einer Flache Il. O. ist der Pol der unendlich fernen Ebene;
daher folgt: Die Centra aller Flachen einer Schaar liegen auf einer
Geraden.

Wenn ein Paar Pol und Polarebene fiir beide Flachenf und F zusammen-
gehdren, so gehoren sie auch flr jede Flache des durch / und F bestimmten

2
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Bischel oder der durch beide Flachen bestimmten Schaar zusammen. Alle
Flachen II. O., die ein Biischel oder eine Schaar bilden, haben also
ein gemeinsames (reales oder imagindres) Polartetraeder.

24, Bezieht man die Gleichungen der Flachen eines Buschels oder einer
Schaar auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem, welches eine gegebene Ebene
zur XK-Ebene hat, und setzt in der Gleichung einer Flache des Blschels bez.
der Schaar z = 0, bez. w = 0, so erhédlt man die Gleichung des Kegelschnitts,
in welchem @ von der XE-Ebene geschnitten, bez. in welchem <9 von dem
unendlich fernen Punkte der Z-Achse aus auf die XE-Ebene projicirt wird.

Bezeichnet man die linken Seiten der Gleichungen dieser Kegelschnitte
dadurch, dass man die linke Seite der Gleichung der betreffenden Flache in
Klammer setzt, so hat man

. : ﬁ?..)“W.)+>S2“?]=0- .

Hieraus folgt: Die Flachen eines Buschels werden von einer Ebene
in Kegelschnitten eines Buschels geschnitten. Die Flachen einer
Schaar werden von einem unendlich fernen (ebenso wie von einem end-
lich fernen) Punke aus in Kegelschnitten einer Schaar auf eine Ebene
projicirt.

Dies ergiebt sofort: Die Flachen einer Schaar werden von einer
Geraden in Punktpaaren einer quadratischen Involution geschnitten;
die Involutionen auf allen Geraden sind projectiv, und zwar ent-
sprechen sich je zwei derselben Flache angehdrige Paare von Schnitt-
punkten; ferner sind diese Involutionen den Punktreihen projectiv,
in denen die Fldchen des Blschels die Geraden schneiden, die durch
einen gemeinsamen Punkt der Flachen des Bischels gehen.

Die Flachen einer Schaar werden von einer Geraden aus von
Ebenenpaaren berihrt, die eine quadratische Involution bilden;
diese Involutionen sind projectiv, und zwar entsprechen sich die
Paare, welche dieselbe Flache berlhren; sie sind ferner mit den
Ebenenbischeln projectiv, deren Ebenen die Flachen der Schaar be-
rihren und deren Trdger auf einer gemeinsamen Berihrungsebene
der Flachen der Schaar liegen.

25. Wenn f und F und @ drei von einander unabhdngige quadratische
Functionen in Punktcoordinaten sind, so kann man durch drei willkirrliche Zahlen
X, X, X3 neue quadratische Functionen von der Form bilden

1. = Xj/ 4- XA 4- A3m
Die Gesammtbeit der Flachen 4= 0 bezeichnet man als ein Flachenbindel.
Die Gleichung = 0 wird von den Gruppen von Coordinaten erfillt, welche

dem Vereine von Gleichungen
/= 0, F=10, 9=0
geniigen. Hieraus folgt: Alle Flachen II. O. eines Bilindels haben acht
gemeinsame Punkte. Umgekehrt: Die Fl&dchen Il. O., die durch sieben
gegebene Punkte gehen, bilden ein Biindel. Denn nach 89, No. 6 hat
jede solche Flache eine Gleichung von der Form 1, wobei die Functionen
f, F, @ durch die sieben gegebenen Punkte bestimmt sind. Durch die gege-
benen sieben Punkte ist noch ein achter Punkt bestimmt, der allen Fl&chen des
Bundels angehort.
Die Gleichung der Polarebene eines Punktes FO in Bezug auf die Flache

eines Bundels ist
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2. T ss \XTX -p XgTg 4- 3”3 = O,
wobei
Tx = Jio"*| 4“/20'X2 + [ 30'XS+ fio'x4—

T2 "3F10xXx 4- F2gX2 4-Fzgx4- M0 ™M 0>

Tz 3= 0 0,X1 4- 22<)'*2 + 230'*3 + ?24</*4= 0
die Gleichungen der Polarebenen von FO in Bezug auf die Flachen fy F, @ sind.
Dies lehrt: Die Polarebenen eines Punktes FO in Bezug auf die
Flache 11 O. eines Bindels gehen durch einen Punkt FO. Die Be-
ziehung dieser Punkte ist reciprok (No. 11); sie werden als conjugirte Punkte
des Flachenbiindels bezeichnet.

8 13 Construction einer Flache zweiter Ordnung aus neun gegebenen
Punkten.
1 Construction eines Kegels zweiter Ordnung, der einen gege-
benen Kegelschnitt k enthdlt und durch drei gegebene Punkte geht.
Die Mantellinien des gesuchten Kegels, die durch die gegebenen Punkte
A, B und C gehen, sind Mantellinien der drei Kegel 72, 73, welche durch k
gehen, und der
Reihe nach A,
B und C zu
Spitzen haben;
folglich ist die
Spitze 2 des ge-
suchten Kegels
ein  gemeinsa-
mer Punkt der
drei Kegel ylt
72, y3. Je 2wei
dieser drei Ke-
gel haben den
Kegelschnitt  k
gemein und
schneiden sich
daher  ausser
dem noch in
einer  ebenen
Curve (8 9
No. 5). Ist D
die Spur der Geraden AB auf der Ebene k und legt man eine Gerade durch D,
welche k in F und G trifft, so sind F[ und J zwei den Kegeln  und y2 gemein-
same Punkte; denn AF und AG sind Mantellinien von y1, und BF, BG sind
Mantellinien von 2. Die Gerade FFJ liegt auf der zweiten Schnittebene von 7X
und i2; sie trifft DG in dem Punkte K, der zu F, G, D harmonisch ist, also
in einem Punkte der Polaren T des Punktes D in Bezug auf k. Die Ebene,
welche die Schnittpunkte von yx und y2 enthalt, die nicht auf k liegen, ist also
durch die Polare T und durch den Punkt L bestimmt, der zu A, B und D
harmonisch liegt.

Ebenso ist die Ebene, welche die Punkte enthalt, die yt und ausserhalb
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k noch gemein haben, durch die Polare Tx der Spur E der Geraden AC in
Bezug auf den Kegelschnitt k und durch den vierten harmonischen Punkt M zu
A, Cund E bestimmt.

Die Ebene ABC wird von der Ebene LT in LN, und von der Ebene MTX
in MO geschnitten; mithin ist a die Schnittlinie von LT und M T X Die Gerade
a trifft daher die Kegel 7t, y2 y3 in den beiden Punkten, welche diese drei
Kegel ausser k noch gemein haben. Diese beiden Punkte kénnen als Schnitt-
punkte von a mit irgend einem der drei Kegel leicht gefunden werden.

Bestimmt man z B. die Spur P der Geraden CU, und schneidet k durch
die Gerade PQ, so sind die Schnittpunkte 2 und 2X der Geraden a mit CP
und CS die gesuchten Spitzen der beiden durch k und A, B, Cbestimmten Kegel.

Diese beiden Kegel haben ausser k noch einen Kegelschnitt gemein, der
auf der Ebene A, B, C liegt; folglich ist die Projection von k auf die Ebene
ABC von den Projectionscentren 2 und 2j aus ein und derselbe Kegelschnitt
kx. Dieser Kegelschnitt kx ist allen Flachen Il. O. gemein, die durch k und
A, B, C gehen.

Sind daher ein ebener Schnitt einer Flache Il. O, und noch weitere
vier Punkte der Flache bekannt, die nicht in einer Ebene liegen —
wodurch die Flache eindeutig bestimmt ist — so kann man auf linearem
Wege (ohne Anwendung des Zirkels) den Kegelschnitt finden, in welchem
jede durch drei bekannte Punkte der Flache gehende Ebene die
Flache schneidet.

2. Eine Flache Il. O. durch neun gegebene Punkte, von denen
vier auf einer Ebene liegen, kann folgendermaassen construirt werden:

Die Ebene a enthalte die vier gegebenen Punkte A, Ax, A2, A3 die Ebene
die drei gegebenen A4, A5 Ae,
die Ebene 7 die beiden gege-
benen Alt A8 und A; die
Schnittlinien je zweier dieser
Ebenen seien /; m, n, ihr Schnitt-
punkt O

Gesetzt Z sei der Kegel-

schnitt, in welchem die Ebene a

von der gesuchten Flache f ge-

schnitten wird; n werde von Z

ausser in A noch in B getroffen.

xBestimmt man die Schnittpunkte

von / und Z, und legt durch

diese und durch A4, Ab A6

einen Kegelschnitt M, so st

dieser auf f enthalten; ferner

liegt auch der Kegelschnitt N auff, der durch die Schnittpunkte von m und M,
sowie durch A7, A8 A geht.

Der Punkt G welchen N mit n ausser A noch gemein hat, muss mit B
zusammenfallen.

Alle Kegelschnitte Lx, Z2, Z3 ... des Bischels AAXA 2A 3 treffen n (ausser
in A) in einer Punktreihe Bx, B2 B3 und / in Punktpaaren einer quadratischen
Involution X, X, X3 ... Die Reihe Bx, B2 B3. .. ist mit der Involution
X, X2, X3 . . projectiv.
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Die beiden Kegelschnitte Mx und M2 welche durch Av A3 A6 und ausser-
dem noch der Reihe nach durch die Punktpaare X und X2 gehen, haben noch
einen vierten realen Schnittpunkt A' (ausser Av A5 A& Ein Kegelschnitt Mi
dieses Bischels A4A3AeA’, der durch einen Punkt des Paares X geht, enthalt
auch den andern, da die Kegelschnitte dieses Buschels die Gerade | in den
Punktpaaren der durch die beiden Paare \x und X2 bestimmten Involution treffen.
Die Kegelschnitte Mx, M2, M3 M4 . . . welche der Reihe nach durch die
Paare X, X2, X3, X . . . und ausserdem alle durch die Punkte Av A3 A6
gehen, bilden daher ein Bischel, und treffen mithin die Kante m in Punktpaaren
4, p2 3 .. einer Involution, die mit der Involution Xf X2, X3 ... projectiv ist.

Die Kegelschnitte Nx, N2, N3 . . ., die durch die Paare \ix, p2 j3 . .
und ausserdem noch alle durch die drei Punkte A7, As, A gehen, bilden eben-
falls ein Biischel, und treffen die Gerade n ausser in A in einer Punktreihe Cx,

C2 Cs ... , die mit der Involution pl, P2 [x3 . . . projectiv ist.
Da die Reihe Bx, B2 . . . mit der Involution X, X . . ; da diese mitder
Involution \ix, @ .. . ; undda letztere mit der Reihe Cx,C2, ... projectiv ist,

so sind auch die Reihen Bx, B2, B3 . . . und Cx, C2, C3 . . . projectiv.

Diese beiden Reihen haben offenbar den Punkt O zum Doppelpunkte. Sie
sind daher bestimmt, wenn man noch zwei Paar entsprechende Punkte Bx, Cx
und B2 C2 kennt. Der zweite Doppelpunkt B dieser Reihen ist nun der Punkt,
welchen die gesuchte Flache f mit der Kante m ausser A noch gemein hat.
Man findet diesen Doppelpunkt auf linearem Wege, wenn man (in der Projection
auf die Bildflache) B x, B 2 von einem Punkte D, und Cx, C2 von einem andern
Punkte E aus projicirt; die Punkte O, D, E, sowie die Schnittpunkte von D B x
und ECX sowie von DB 2 und EC2 bestimmen den Kegelschnitt, auf welchem

sich je zwei von D und E nach entsprechenden Punkten der Reihen BxB 2

B3...und Cv C2, C3...gehende Strahlen schneiden. Der gesuchte Doppel-
punkt P ist daher der Punkt, in welchem dieser Kegelschnitt die Gerade m
(ausser in O) schneidet.

Hat man B, so hat man auch die drei Kegelschnitte L, M, N, in welchen
die Ebenen a, 3 7 die gesuchte Flache / treffen.

Legt man nun z B. eine Ebene 8 durch Ax und A4, so findet man auf
linearem Wege den weiteren Schnittpunkt dieser Ebene mit dem auf a liegenden
Kegelschnitte Z; nach der in der vorigen Nummer gegebenen Construction kann
man (auf linearem Wege) aus diesen drei Punkten und dem Kegelschnitte N
den Kegelschnitt finden, in welchem / wvon der Ebene 8 geschnitten wird.
Dreht man O um die Gerade AXA4, und wiederholt firr jede Lage die Con-
struction, so erhalt man die gesuchte Flache vollstandig.

3 Man kann diese LOsung so anordnen, dass alle dabei auf-
tretenden Constructionen linear sind.

Man durchschneide die Kanten | und m mit den Geraden A4A8 und A3A&
und nehme als Kegelschnitte Lx und Z2 die durch E und G gehenden des
Blschels AAXA2A3\ die Punkte E' und G, in welchen Lx und Z2 die Kante |
noch schneiden, geben die beiden Paare FF' und GG'] dies sind die Paare
\x und X der auf der Kante / liegenden Involution.

Die Geraden EA4 und E'Ah bilden dann den Kegelschnitt Mx und die
Geraden GAb und G'A4 den Kegelschnitt M 2.

Durchschneidet man die Kante m mit der Geraden E'Ah in Ex und mit
G'Ad in Gx, so ist EIE1l das Paar p" und GXGX das Paar p2 der auf m
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liegenden Involution. Die Bestimmung von C\ und C2, sowie alles Weitere
erfolgt auf linearem Wege.

4. Wir ersetzen A durch einen andern Punkt A der Kante n und be-
stimmen auf gleiche Weise den Kegelschnitt N, in welchem die durch die neun
Punkte A AXA2 . .. A8 gehende Flache /' die Ebene 7 schneidet. Jede Flache
Il. O, die durch die acht Punkte Ax ... A8 geht, gehdrt zu dem durch die
I lachenf und f bestimmten Blschel, und schneidet daher die Ebene 7 in einem
Kegelschnitte, der zu dem durch N und N bestimmten Buschel gehort.

Die durch die neun Punkte AXA2A3At ... Ad bestimmte Fldche
Il. O. F wird daher von der Ebene 7 in dem Kegelschnitte % des
Blschels NN' geschnitten, der durch A2 geht.

Dieser Kegelschnitt 94 kann linear gefunden werden, wenn man, von einem
dritten Punkte A" der Kante 7 ausgehend, noch einen Kegelschnitt N" des
Biuschels N N ermittelt. Durchschneidet man mit der Geraden ASA2 die
Kegelschnitte des Buschels N, N, N" ... in den Punkten FI, PX P3 ...
und durch einen andern durch A8 gehenden Strahl in den Punkten Px} F9,
P8, , S0 sind diese Punktreihen projectiv; construirt man aus den bekannten
drei Paar entsprechenden Punkten Px, P2, P3 und PX\ P2\ P3 zu A2 den
entsprechenden Punkt A2‘ der Reihe Px P2, so liegt A2 auf dem durch Af)
gehenden Kegelschnitte des Bischels NN ‘. Ermittelt man in gleicher Weise
den auf einem dritten durch A8 gezogenen Strahl liegenden Punkt Ad" des
Kegelschnitts %4 so sind nun von % finf Punkte bekannt A7, A8, Ad, A9\ A2"

Um die Construction der gesuchten Flache F linear zu vollenden, construirt
man nach No. 1 mit Hulfe des Kegelschnitts 91 den auf der Ebene a liegenden
Kegelschnitt von F, und féhrt dann fort wie bei der vorigen Construction (No. 2).*)

5. Der conjugirte Punkt eines Punktes P in Bezug auf das durch
sieben gegebene Punkte 1, 2, 3, 4, 5 6, 7 bestimmte Bindel von
Flachen II. O. kann auf lineare Weise gefunden werden.

Construirt man von den Punkten 5, 6 und 7 aus die drei Geraden ax, a2 a3,
welche die beiden Geraden 12 und 34 schneiden, so bestimmen diese finf
Geraden eine Regelflache 1. O./ die dem Bindel angehdrt. Eine Ebene, die
durch P und eine dieser finf Geraden, etwa durch die von 5 ausgehende rtx
gelegt ist, trifft die Flache in einer zweiten Geraden al, die sich sofort ermitteln
lasst, die Gerade 3 welche durch den Schnitt Q von ax und ax' geht und zu
ai» ai und Q-P harmonisch zugeordnet ist, liegt auf der Polarebene des Punktes
P in Bezug auf die Flache /.

Construirt man auf gleichem Wege noch eine zweite auf dieser Polarebene
liegende Gerade, so ist damit diese Polarebene T gefundeu. In gleicher Weise
erhdlt man die Polarebene T' von P in Bezug auf die Regelflache des Biindels,
welche die Geraden 13 und 24 enthélt, sowie die Polarebene T" in Bezug
auf die Flache, welche die Geraden 14 und 2 3 enthdlt. Der Schnittpunkt P’
von T, T' und T" ist der gesuchte zu P conjugirte Punkt.

6. Jede hléache Il. O., die dem durch acht gegebene Punkte 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8
bestimmten Bischel angehort, gehdrt zu den beiden Bindeln, welche durch die
Gruppen von je sieben Punkten 1, 2, 3, 4, 5 6, 7und 1, 2, 3, 4, 5 6, 8 be-
stimmt sind.

) Chasles, Comptes rendus hebdomaires des seances de l’academie des Sciences, T. XLI,
pag. 1103 (1855).
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Die Polarebene von P in Bezug auf jede Flache des Blschels 1, ... 8 geht
daher durch die beiden Punkte P' und P", die dem Punkte P in Bezug auf
die Bundel 1, . . 6, 7 und 1 . . 6 8 conjugirt sind.

Man hat somit auf linearem Wege die Gerade P'P" gefunden,
durch welche alle Polarebenen des Punktes P in Bezug auf die
Flachen des Bischels 1 2 3 4, 5 6, 7, 8 hindurchgehen.

7. Die durch die neun Punkte 1, 2, 3 4, 5 6, 7, 8 9 bestimmte Flache
1. O./ gehort dem Bundel 1 2, 3, 4, 5 6, 7, sowie dem Biindel 1, 2, 3 4, 5, 6, 8
und dem Bindel 1, 2, 3, 4, 5 6, 9 an; die Polarebene von P in Bezug auff
geht daher durch die Punkte P, P", P ", die dem Punkte P in Bezug auf
diese drei Bindel conjugirt sind.

Hiernach ist die Polarebene eines Punktes in Bezug auf eine
durch neun Punkte bestimmte Fldche Il. O. linear construirt.

8 Construirt man so die Polarebene eines Punktes P der Ebene 1, 2, 3
so ist ihre Spur auf dieser Ebene die Polare von P fir den auf 1, 2, 3 liegenden
Kegelschnitt von /.

Durch die Punkte 1, 2, 3 und die Polare von P ist dieser Kegelschnitt
bestimmt und kann linear construirt werden.

Von diesem Kegelschnitte aus kann nun die Construction der Flache wie
in No. 2 fortgesetzt werden.*)

8 14. Projective Punktebenen, Geradenebenen, Ebenenbiindel und
Strahlenbiindel.

1 Sind Px>P2 P3 drei von einander unabhéngige lineare Functionen in
(homogenen oder gewohnlichen) Ebenencoordinaten oder Liniencoordinaten, so
kann die Gleichung eines vierten Punktes P9 der Ebene PxP2P 3 bekanntlich in
der Form geschrieben werden

PR = a\P\ ~ A22 -h A313 = O,
wobei das Verhéltniss ax:a2:a3 durch die Lage von PG eindeutig bestimmt ist.

Aehnliches ergiebt sich fir die Geraden einer Ebene und fir die Ebenen
eines Ebenenbindels, d. i. fur die Ebenen, die durch einen Punkt (den
Tréager des Bindels) gehen.

Sind namlich 7\, T2, T3 drei von einander unabh&ngige lineare Functionen
in gewohnlichen oder in homogenen Punktcoordinaten, so kann man eine lineare
Function
2 T s=axTx 4- a2T2 H a3T3 — 0,
durch geschickte Wahl des Verhaltnisses ax:a2:a3 so bestimmen, dass der
Gleichung T — 0 durch zwei willkirlich gewdhlte Punkte Px und P2 genlgt
wird. Bezeichnet man durch T,x und TI2 die Werthe, welche die Function
Ti annimmt, wenn man in ihr die variabeln Coordinaten durch die Coordinaten
von Px bez. P2 ersetzt, so hat man ax, a2, a3 so zu wahlen, dass die beiden
Gleichungen erfillt sind

axTxx + <2l X a3T3x = 0,
ai 2 ~h "2722 ~h N3133 = I

*) Hesse, Crelles Journal Bd. 24, pag. 36 (1842). Mehrere Methoden zur Construction
des achten Schnittpunkts dreier Flachen 11. O., der Schnittcurve zweier Flachen Il. O. aus acht
Punkten, sowie einer Flache Il. O. aus neun Punkten findet man zusammengestellt und bear-
beitet in der Abhandlung des Verfassers: Die Construction einer Flache Il. O. aus
neun gegebenen Punkten und verwandte Constructionen, Leipzig 1881.
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Aus diesen Gleichungen folgt

Sind nun Tx, T2, T3 lineare Functionen von Punktcoordinaten in der Ebene,
so wird in der Form 2 die Gleichung jeder durch zwei willklrliche Punkte der
Ebene gehenden Geraden, also jeder Geraden der Ebene dargestellt. Sind hin-
gegen Tv T2 T3 lineare Functionen von Punktcoordinaten im Raume, so wird
die Gleichung

T = axTx 4- a2T2 -+~ a3T3= 0
durch die Coordinaten des Punktes erfillt, fir welchen zugleich
Ti —T2= T3= 0,
die Ebene T geht also durch den gemeinsamen Punkt der Ebenen Tx T2 und
T3. Da nun ausserdem 7’°durch die zwei willkirlichen Punkte Px und P2 geht,
so folgt, dass durch die Gleichung 2. jede durch den Schnittpunkt von Tx, T2
~3 gehende Ebene dargestellt werden kann.

2. Man denke sich in zwei verschiedenen oder zusammenfallenden Ebenen
1 und 2' je ein rechtwinkeliges Coordinatensystem und die Punkte jeder Ebene
durch ihre Coordinaten bestimmt.

Man kann nun jeden Punkt P der einen Ebene mit einem Punkte P' der
andern dadurch verknlpfen, dass man fir die Coordinaten von P und P zwei
fur jede der beiden Coordinatenpaare lineare Gleichungen festsetzt

2 A- axx"hbxy «.cx+ dyx' f~eyy' y-fy~\-gx'y-hy'-\-i = 0,
i?7= axxx' 4- bxxy' 4- cxx 4- dyx' 4- exyy' 4-fxy H-gxx' 4- hxy' 4- ix — 0,
worin a ... i, ax...ix gegebene Constanten sind, welche die Verwandtschaft

charakterisiren.
Man kann diese Gleichungen in der Weise zusammenfassen

2 A ss Ax -f- B'y 4- C' = Ax' 4- By' 4- C= 0,
B- Dx+ Ey+ P'= Dx' + Ey' 4 F = 0,
worin A ... F' lineare Functionen von x',y1 und A ... F lineare Functionen

von X, y bedeuten. Aus diesen Gleichungen erhdlt man x, y durch x\ y: aus-
gedriickt und umgekehrt:

Einer Geraden in 2'

T = X* 4-fil rv=10
entspricht in 2 die Linie, deren Gleichung man erhdlt, wenn man in T' die
Coordinaten x\' y geméss der Formeln 4. durch die Coordinaten des entsprechen-
den Punktes x, y ersetzt. Dadurch erhdlt man nach Beseitigung des Nenners
(AE —BD) die Gleichung
5. K = X(BF—CE) + [i(CD—AE) + v(AE—BD) = 0.

Dies ist eine Gleichung zweiten Grades.
Fir die X'-Achse, die F'-Achse und die unendlich ferne Gerade der Ebene
2' ist der Reihe nach
= v=0, X=v= 0, X=jx= 0
Der Af-Achse entspricht daher der Kegelschnitt: Kx = BF — CE
» F -Achse " " " " . . K2 CD —AF
unendlich fernen Geraden in 2' entspricht : K3= AE —BD —

0,
01
0.
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Die drei Functionen Kx, K2, K3 sind, wie man sofort sieht, durch die

identische Gleichung verbunden
AKX+ BK2= — CKa3.

Fur jeden Punkt, den die Kegelschnitte Kx und K2 gemein haben, ver-
schwindet die linke Seite dieser Identitdt, folglich auch die rechte; jeder Schnitt-
punkt von Kx = 0 und K2 = 0 liegt daher entweder auf der Geraden C — 0,
oder auf dem Kegelschnitte K3 — 0. Die Gerade C — 0 trifft Kx in den
Punkten, fur welche zugleich B — 0 oder F = 0, und den Kegelschnitt K2 in
den Schnittpunkten desselben mit A — 0 oder F — 0. Da nun im Allgemeinen
die drei Geraden A, B, C nicht durch einen Punkt gehen, so folgt, dass die
Gerade C nur einen Schnittpunkt von Kx und K2 enthdlt, ndmlich den Punkt,
in welchem C von F geschnitten wird. Wir schliessen hieraus: Die drei
Kegelschnitte Kx, K2) K3 haben drei Punkte gemein. Diese Punkte
gehoren offenbar auch jedem Kegelschnitte K an; die Kegelschnitte K,
welche den Geraden in 2' entsprechen, haben daher drei gemein-
same Punkte. Dem Schnittpunkte zweier Geraden Tx, T2 in 2' ent-
spricht der vierte Schnittpunkt der beiden Kegelschnitte, welche Tx
und T2 entsprechen.

Die drei Punkte, in denen sich die Kegelschnitte K der Ebene 2 schneiden,
heissen die Grundpunkte auf 2.

In gleicher Weise ergiebt sich, dass jeder Geraden T auf 2 ein Kegelschnitt
K' auf 2' entspricht, und dass alle diese Kegelschnitte drei gemeinsame Punkte
haben, welche als die Grundpunkte auf 2' bezeichnet werden.

Der Verein der drei Gleichungen Kx = 0, K2 = 0, K3 = 0 kann durch
die Proportion ersetzt werden
5 A: B:C = D: E: F

Die drei Grundpunkte auf 2 erfullen diese Proportion, fir jeden dieser
Punkte werden also die Verwandtschaftsgleichungen 2. identisch. Dies ergiebt:
Jedem Grundpunkte auf 2 entsprechen die Punkte der Geraden

Ax' + By' + C= 0,
wenn man darin x, y durch die Coordinaten dieses Grundpunkts
ersetzt; ebenso entsprechen jedem Grundpunkte auf 2' die Punkte
der Geraden

A'x + B'y 4- C — Q,
wenn man hierin fur x',y' die Coordinaten dieses Grundpunkts setzt.

Das Vorhandensein dieser ausgezeichneten Punkte und Geraden in den
Systemen 2 und 2' fordert dazu auf, homogene Coordinatensysteme zu Grunde
zu legen, und die ausgezeichneten Elemente zu den Achsendreiecken zu verwenden.

In Bezug auf zwei beliebig gewéhlte Coordinatendreiecke in 2 und 2' erhélt
man die Verwandtschaftsgleichungen

GX'XX t- G2'x24- G3x3 = 0 und Hxxx4- H2x24- H3x3 = 0,
worin die G' und FE lineare Functionen von xx, x2, x3 sind.

Wir wollen nun in 2 die drei Geraden zu Coordinatenachsen wahlen, welche
den Grundpunkten in 2' entsprechen, und zwar mogen den Grundpunkten lix,
nZ2, n3 der Reihe nach die Achsen xx=0, x2= 0, x3= 0 entsprechen.
Hieraus folgt, dass fur die Coordinaten von 111" die Functionen G2, G3, H2
und H3 verschwinden, sowie ferner, dass fir die Coordinaten von 112' die
Functionen Gx — G3 = Hx — Ef3 — 0 sind, und endlich, dass man fir die
Coordinaten von n3 hat Gx = G2 — Hx = H2 = 0.
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( Dies zeig> dass die Dreiecke Gt'= 0, G22=0, Gs’= 0 und A/ = 0,
/12 = 0, Af3 = 0 zusammenfallen, und dass die Grundpunkte Gj', 112 113 die
Ecken dieses Dreiecks sind, so dass IT/ der Seite G/ = HJ gegeniberliegt.

Wahlt man nun dieses Dreieck zum Coordinatendreiecke in 2', so reduciren
sich die linearen Functionen G' und H' auf

Gx = axxx, G2 =a2x2, G3= a3x3,
= bxxx, H2 = b2x2\ H3= b3x3.

Man erhélt somit die Verwandtschaftsgleichungen
6. alx1'xl + aXx2x2-+ax3x3=0 und bxxxx-+bXx2x2-+b3x3x3= 0.

Aus der Symmetrie dieser Gleichungen sieht man, dass das Coordinaten-
dreieck in 2 die Grundpunkte auf 2 zu Ecken hat, und dass denselben die
Seiten des Coordinatendreiecks auf 2' entsprechen.

Hieraus folgt der Satzz Den Grundpunkten in jedem der beiden
Systeme entsprechen die Seiten des von den Grundpunkten des
andern Systems gebildeten Dreiecks.

Den Punkten der Geraden auf 2'

P = Xj.Tj + \~x2 -|- Xg.Tg'= 0
entsprechen auf 2 die Punkte, fir welche der Verein der Gleichungen 6. und 7.
besteht; folglich die Punkte, fiur welche die Determinante verschwindet

Entwickelt man dieselbe, so erhalt man die Gleichung des der Geraden T'

entsprechenden Kegelschnitts in der Form
AXAXX 2X 3 ~h M2A2x 3x X -+ XBA3xxx2 = 0,
wobei Ax= a3 R3N2, ~2 = —a\e A3= axb2—aZbx.

Diese geometrische Verwandtschaft ist von sacob steiner=) aufgestellt und
zur Lésung von Constructionsaufgaben verwendet worden.

3. Die durch die Gleichungen No. 2, 1 definirte Verwandtschaft erleidet
eine wesentliche Abanderung, wenn jede der drei Functionen Kx, K2, K3 in
zwei lineare Faktoren zerféllt, und wenn diese drei Produkte einen linearen
Faktor gemeinsam haben.

Der Kegelschnitt Kx wird durch zwei projective Strahlbiischel erzeugt, welche
den Schnitt von B und C sowie den von E und F zu Trdgern haben. Zerfallt
Kx in zwei Gerade, so sind diese Biischel perspectiv; ist G — 0 die Gerade
der beiden Tréger, so sind C und F in der Form darstellbar
le C= G+ all, E " BEf + at.

Hieraus folgt nun
2- Kx=BF —CE= G(Ri?—E).

Zerféllt A3 in zwei Gerade, deren eine G ist, so schliesst man in gleicher
Weise, dass B und E in der Form darstellbar sind

3 B=Gy--{A F"SG +iFf.
Hiernach wird

4 Ag= AE —BD =s G(8A—D).
Fihrt man die Werthe 3. in 2. ein, so erhalt man

5 Kx= G[R—98 G+ Rm4—T7A].

*) Steiner, Systematische Entwicklung der Abhangigkeit geometrischer Gestalten von ein-
ander. Berlin 1832, pag. 254. Vergl. auch Durege, Die ebenen Curven dritter Ordnung,
Leipzig 1871, pag. 121.
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Ferner erhdlt man
A2= CD—AE (G aB)D —(BE+ aE)A,

(G cG-h A)D— (Bt? +a8G + ayZ?) A,
G[1+ ayD — (B4- a8) Al.

Es zerféllt also auch K2 in zwei Gerade, und die drei Geradenpaare Kx,
Kv K3 haben die Gerade G gemein.

Der Kegelschnitt K} welcher der Geraden

T =\"fpy+ v=0

entspricht, ist nun

XG[R—8 G+ RTA —TD]-h [iG[(1+ a) D—(®+ a8) A]+ vG (BA-D) = (;
er zerfallt in die Gerade G — 0 und in die von T' abhangige Gerade
7.T= X[B—8) G+ RTA—7/X]+ [(I + « D — (R-t-aS) A] + v(8A—D) = 0.

In den Auflésungen der Verwandtschaftsgleichungen in Bezug aufx\ y' kann
man den Faktor G in den Z&hlern und im Nenner unterdriicken, und erhalt
dieselben in der Form

H x H

8 X Hz y ~H3
worin Hx, H2/ H 3 lineare Functionen der Coordinaten x, y bedeuten.

Man (berzeugt sich leicht, dass die in den F'unctionen auftretenden Con-
stanten immer so gewéhlt werden konnen, dass Hx, H2, H 3 beliebig gewéhlte
lineare Functionen werden.

Den Punkt P, welcher einem Punkte X', y' entspricht, bestimmt man nun,
indem man die Gleichungen 8. in Bezug auf x undy auflést.

Setzt man H3" a X + b3yA-c3, Hx"*=axxA-bxA-cx, H2"a XA-b%-\-c2
so hat man die Gleichungen aufzulsen

(ax—a3x’)x  (bx—b3X')y = — (cx—c3X'),
jaz —«al) x -h (b2—b3y')y = — (c2—c¥").

9 X—Hx\H3, y—H2:H3}
wo Hx, H2, H3 lineare Functionen von X', y' sind.

Dieser besondere Fall der steiner'sehen Verwandtschaft zeichnet sich vor
dem allgemeinen dadurch aus, dass der Kegelschnitt, welcher im allgemeinen
Falle einer Geraden eines Systems entspricht, in eine feste und in eine ver-
anderliche Gerade zerféllt.

Geht man von den Verwandtschaftsgleichungen 8. oder von ihren Um-
kehrungen 9. aus, so kommen diese festen Geraden in beiden Systemen nicht
mehr zur Erscheinung, da der gemeinsame Faktor im Nenner und in den Z&hlern
von x undy, sowie bei x' und y' bereits unterdriickt ist; die Grundpunkte, die
in diesem Falle auf den festen Geraden liegen, kommen damit ausser Betracht.

Die durch die Gleichungen 8 oder 9 definirte Verwandtschaft
ist daher dadurch charakterisirt, dass die Coordinaten jedes Punktes
des einen Systems mit den Coordinaten des entsprechenden Punktes
im andern Systeme durch lineare Gleichungen verbunden sind, und
dass jeder Geraden des einen Systems eine Gerade des andern ent-
spricht.
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Diese Art der Verwandtschaft ist von Mebius*) in die Geometrie eingefihrt
und als collineare Verwandtschaft bezeichnet worden; wir gebrauchen statt
dessen die Bezeichnung projective Verwandtschaft.

4. Die projective Verwandtschaft zweier Ebenen ist also durch die
Gleichungen definirt

T=ux"4vy —1=0
entspricht in 2 die Gerade
uUHx+ vvH2 —H%= 0.
Ordnet man dies nach den Coordinaten, so erhalt man
Ts= (Axu'+ A2'—A3 X 4- (Bxu'+ B2 —B3)y 4- (Cxu’4- C¥}—Cz) = 0.
Die Coordinaten dieser Geraden sind daher

U-LL

J3 J3
wenn Jx = Axu'-\-Ay —A3, J2 = Bxu'4-BA'—B% J.J ==Cxu —C¥/'->rC%

Umgekehrt entspricht der Geraden in 2

T=ux+ vy —1=0
die Gerade in 2', welche die Gleichung hat
T'= ueHXx AveH2 —H3= 0,
deren Coordinaten also sind
7 A
Jx= Al«4- A7 A3, J2 Bjué4~-B2u B3» /3= rona-r

Die Gleichungen 7. konnen auch dadurch erhalten werden, dass man die
Gleichungen 6. nach u\ V' auflést.

Von den Gleichungen 6. (oder 7.) gelangt man zu den Verwandtschafts-
gleichungen in No. 3 zuriick; man kann daher die projective Verwandtschaft auch
durch 6. und 7. definiren:

Zwei ebene Systeme sind projectiv, wenn die Coordinaten jeder
Geraden der einen Ebene mit den Coordinaten der entsprechenden
Geraden der andern Ebene durch lineare Gleichungen verbunden
sind, und wenn jedem Strahlbischel der einen Ebene ein Strahl-
blischel der andern entspricht.

5. Wenn man mit Hik den Werth bezeichnet, den die Function H annimmt,

) Mobius, Der barycentrische Calcul, Leipzig 1827, pag. 179.
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wenn man darin X, y durch die Coordinaten Xk, yk eines Punktes Pk ersetzt, so
entsprechen den Punkten Px, P2 P2 des Systems 2 die Punkte Px, P2 P3 des
Systems 2', deren Coordinaten sind

- ~ .
1 11 — 42 X —

Umgekehrt schliesst man leicht: Wenn man zu vier Paar gegebenen
entsprechenden Punkten die Coordinaten je zweier entsprechenden
nach den Formeln 3 und 4 bestimmt, so sind die beiden Ebenen
projectiv. Zugleich ist hieraus ersichtlich: Die projective Verwandtschaft
zweier Ebenen ist durch vier Paar entsprechende Punkte eindeutig
bestimmt.

In gleicher Weise erhdlt man von den Gleichungen No. 4, 6 und 7 aus-
gehend: Die projective Verwandtschaft zweier Ebenen ist durch vier Paare ent-
sprechende Gerade bestimmt; entsprechen sich Tx, T9, TA, T+ und Z7, TV,

Dieses Formelsystem kann durch das folgende ersetzt werden: Sind Px= 0
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undBx'= 0, Pg= Ound P2= 0, P3= OundP3 =0, P4= 0 und P4 =
die Gleichungen von vier Paar entsprechenden Punkten und ist
/A= «IPx-+t a2Pbh+ a¥%&> = b\P\'+ 2+ /B3AY>
so werden die Gleichungen jedes Paares entsprechender Punkte in der Form
erhalten
n P =naiP\ + ~2a2"2 P "3a%3 —O0,
= XjMY H XI2ly + X3y = 0.

Sind ferner T1=0 und Tx'= 0, T2=0 und T2 =0, T3= 0 und
Ta =0 T+t =0 und TJ — 0 die Gleichungen von vier Paar entsprechenden
Geraden und ist

rac~a?ri1+ *2T%+ a3t3, yy s p,tx+ B2r2+ R3r 3,
so sind die Gleichungen jedes Paares entsprechender Geraden von der Form
0 B = aiBx*“h Xa2r2-+Xa3Tk = 0.
r X7\ + x2Rr2+ X3Br3= o.

6. Nimmt man X3 = 0, so geben die Gleichungen No. 5, 7 entsprechende

Punkte der Geraden PxP2 und Px P2. Aus diesen Gleichungen

P XdxPx -+ X&P2=0, P'=\xbXPX-+X"2./y = 0
schliesst man: In projectiven ebenen Systemen sind je zwei ent-
sprechende geradlinige Punktreiheu projectiv.

Die Gleichungen (No. 5, 8) geben fir X3 = 0 die Gleichungen entsprechender
Strahlen der beiden Bischel TXT2 und Tx T2'

B= XajTx+ Xa2Zj= 0, T'= XRTx -~ XBR272'= 0.

Hieraus folgt weiter: In projectiven ebenen Systemen sind je zwei
entsprechende Strahlbuschel projectiv.

Diese beiden Sétze lehren, zu jedem Punkte und zu jeder Geraden
des einen Systems den entsprechenden Punkt und die entsprechende

Gerade dies andern zu
construiren.

Um den Punkt zu fin-
den, der P entspricht, con-
struire man die beiden Ge-
raden Px'P' und P3'P" so,
dassPx (P2fP3}P+ ,P")*)
— Px (P2P3P\ P), so-
wie dassP'(P'Px'P,'P")
= Pt (P2P1P,P). Der
Schnittpunkt beider Strah-
lerlistdergesuchtePunkt/>,

Um ferner die Gerade
zu finden, die der Geraden 71(Fig. 4G5) entspricht, construire man auf T2 den
Punkt M2' so, dass

(PIPXMx'M2) = {P3PxMxM2)\
und auf T3 den Punkt so, dass
(PXP2M3M4) = (PxP2M3M,).

Alsdann ist die Gerade MJM x' die gesuchte Gerade T'.

7. FUr jeden Punkt der Geraden Hz = 0, bez. H3 = 0 werden die Coor-
dinaten des entsprechenden Punktes unendlich gross; und umgekehrt: einem

) d. i. das Doppelverhaltniss der Strahlen, die PX mit P2, P3 PJ P' verbinden.
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unendlich entfernten Punkte jedes Systems 2 und  entspricht im andern Systeme
ein Punkt der Geraden
H%= 0 bez. H3= 0.
Die Punkte eines
ebenen Systems, wel-
che den wunendlich
fernen Punkten eines
projectiven Systems
entsprechen, liegen
daher auf einer Ge-
raden. Diese Gerade
heisst die Gegenachse
des Systems. Die Gegen-
achsen der Systeme 2
und 2" mégen mit G und
Gx bezeichnet werden.

Einem Bischel paral-
leler Geraden des einen
Systems  entspricht im
andern  Systeme  ein
Strahlbiischel,  dessen
Tréger auf der Gegen-
achse dieses Systems
liegt. Den Geraden eines
Systems, die zur Gegen-
achse dieses Systems
parallel sind, entsprechen
im andern Systeme Pa-
rallele zur Gegenachse
dieses Systems.

Bei zwei entsprechen-
den Parallelen zu den Ge-
genachsen  entsprechen
sich die unendlich fernen
Punkte; entsprechende Parallelen zu den Gegenachsen enthalten
daher &hnliche Punktreihen.

Das Verhdltniss entsprechender Strecken auf zwei entsprechenden Parallelen
zu den Gegenachsen ergiebt sich in folgender Weise: Liegen Px und /2 auf
einer Parallelen zu G, so ist
1. A3xx +B3yx -+ C3= A3x2H B3y2mmU3= Y- -Z mBj»-/,
wenn p den Abstand der Geraden PxP2 und G bezeichnet. Aus 1. folgt
2. n A3z (x2 #j) H- B3(y: yx): 0;
daher ist weiter

(M. 465)

A2
P\Pi = (X2 X2k (y2 yn2 2 xlyz2d" R (x2
. Rz
= (*Ya — "i)2 B
Die Coordinaten der entsprecTuenden Punkte ergeben sich aus den Formeln
= Ar-VA L B2 ps e =h2 BZ P
w =Hlp: B2 P> y2 = H lj/Af Bz P

Schlokmilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 23
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wenn m it/ der Abstand der Geraden PxB% und Gx bezeichnet wird.
Durchschneidet man die Parallelen zur Gegenachse G des Systems 2
durch zwei Parallelen Tx und und sucht die entsprechenden Geraden
Tx und T2 in 2' auf, so schneiden sich dieselben in einem Punkte der
Gegenachse Gx. Auf den Parallelen zu Gx werden von den Geraden 7X
und 7y Strecken abgegrenzt, die der Reihe nach den unter sich gleichen und
gleich gerichteten Strecken
entsprechen, welche von Tx
und T2 auf den Parallelen
zu G ausgeschnitten werden.
Setzt man nun in jeder der
beiden Ebenen aufParallelen
positive Strecken als gleich-
gerichtet voraus, und sind die
entsprechenden Strecken A B
und AB' beide positiv, so
sind CD und CD"' von un-
gleichen Vorzeichen. Wir
(M. 466) schliessen  daher: Far
Strecken auf zwei Paral-
lelen zu den Gegenachsen sind die Verhdltnisse zu den entsprechen-
den Strecken von gleichen oder ungleichen Zeichen, je nachdem die
Parallelen auf derselben Seite der Gegenachse des Systems liegen

oder nicht.

8 Ist p= % >und mithin/ = + ABJ RBT»s0 hat das V7r*

héltniss der durch diese Bedingung bestimmten beiden Paare entsprechender
Parallelen zu den Gegenachsen den numerischen Werth 1, ein Paar dieser
Parallelen sind daher gleichsinnig, das andere Paar ungleichsinnig congruent.
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In zwei projectiven ebenen Systemen giebt es also ein Paar gleich-
sinnig congruente und ein Paar ungleichsinnig congruente Gerade.
Die beiden Geraden jedes Systems, denen congruente Gerade im
andern Systeme entsprechen, sind symmetrisch zu der Gegenachse
des Systems.

9. Wenn bei zwei auf einander liegenden projectiven Strahlbilischeln zwei ent-
sprechende Strahlen zusammenliegen, so haben die beiden Bischel noch ein paar
zusammenfallende entsprechende Strahlen; denn die Doppelstrahlen zweier auf
einander liegenden Bischel sind beide real oder beide imagindr. Da man nun
2wei projective Buschel auf zweierlei Weise so auf einander legen kann, dass
sie denselben Tréger haben und dass ein bestimmtes Paar entsprechender
Strahlen zusammenfallen, so folgt: Jeder Strahl in einem von zwei
projectiven Bischeln ist Schenkel zweier Winkel, die den entsprechen-
den Winkeln dem absoluten Werthe nach gleich sind; zwei dieser
entsprechenden Winkel sind gleich, die andern beiden sind ent-
gegengesetzt gleich. Ebenso findet man, dass bei zwei projectiven
geradlinigen Punktreihen an jedem Punkte der einen Reihe zwei
Strecken liegen, die den entsprechenden Strecken dem absoluten
Werthe nach gleich sind; zwei dieser sich entsprechenden Strecken
sind gleich, die andern beiden sind entgegengesetzt gleich.

10. Sind T und F die entsprechenden congruenten Geraden, die sich ohne
vorherige Umwendung der einen Ebene zur Deckung bringen lassen, sowie r X
und T/ das andere Paar entsprechende congruente Gerade, so lege man die
Ebene 2' so auf 2, dass die entsprechenden Punkte von T und F sich decken;
alsdann komme T/ in die Lage [F/].

Die beiden in A vereinten projectiven Strahlbuschel haben einen entsprechen-
den Strahl T gemein, also deckt sich noch ein Paar entsprechende durch A
gehende Gerade; dies seien die mit
AM" zusammenfallenden Geraden beider
Systeme. Ebenso schliesst man, dass ausser
T und F noch zwei durch einen andern
Punkt von T, durch R, gehende ent-
sprechende Gerade sich decken; dies seien
die mit BN' zusammenfallenden Geraden.

Dem Schnittpunkte A dieser beiden
Geraden, als Punkt des Systems 2 gedacht,
entspricht in 2' ein Punkt, der sowol auf
BN' als auch auf AM' liegt, also ent-
spricht A sich selbst.

Daher entspricht auch jede Gerade
sich selbst, die durch A geht; denn jede
solche Gerade geht von dem selbstentsprechenden Punkte A nach einem selbst-
entsprechenden Punkte auf T. Es decken sich folglich zwei entsprechende
Strahlenblischel beider Systeme und ihr gemeinsamer Trager ist A.

Da nun von den Strahlen durch A entsprechende Gerade in entsprechenden
Punkten geschnitten werden, so folgt, dass MN = M'N'\ folglich sind die
Dreiecke MNb und M'N'A congruent, und A auf der Mittellinie des Streifens

[r/J gelegen.

Dreht man hierauf die Ebene 2' um die Achse T um einen gestreckten

23*
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Winkel, so liegen nach der Drehung die Ebenen wieder auf einander; rx liege
auf [r/] (Fig. 468).

Wir schliessen wie vorhin, dass von den in zwei Punkten A und B der Ge-

raden T zusammenliegenden projectiven Strahlblscheln der beiden Systeme ausser

den Strahlen V und T noch ein Paar Strahlen

sich decken; diese seien bei den in A vereinten

Strahlenblscheln die mit AN zusammenfallenden

Geraden, und bei den in B vereinten die mit

BM"' zusammenfallenden. Hieraus schliesst man,

dass der Schnittpunkt dieser beiden Geraden A

sich selbst entspricht, und dass er der Trager

eines Buschels von selbstentsprechenden Geraden

ist. Dies ergiebt weiter die Gleichheit der Strecken

MN und M'N\ und daher die Thatsache, dass

A auf der Mittellinie des Streifens ri [ri’] liegt.

Trennt man die beiden Systeme, indem

man 2r in eine beliebige Lage bringt, und

rechnet in beiden Systemen positive Winkel in

derselben Drehrichtung, so trennen sich die in

A bez. Ax vereinten Strahlblschel und treten in

den beiden Systemen als congruente ent-

sprechende Buschel auf; und zwar die vorher

in A vereinten als gleichsinnig congruente,

die andern als ungleichsinnig congruente. Wir schliessen daher: Zwei

projective ebene Systeme enthalten zwei gleichsinnig congruente

und zwei ungleichsinnig congruente Strahlbiischel; der Abstand der

Tréger dieser Buschel von der Gegenachse eines Systems ist gleich

dem Abstande der congruenten Geraden des andern Systems von
der Gegenachse dieses Systems.

Man kann das Ergebniss dieser Untersuchung auch in folgenden Satz
zusammenfassen: Zwei projective ebene Systeme lassen sich in zwei-
facher Weise so Zusammenlegen, dass sie perspectiv sind, d. i. so,
dass die Verbindungsgeraden je zweier entsprechenden Punkte durch
einen Punkt (A oder AX) gehen, und dass die Schnittpunkte je zweier
entsprechenden Geraden auf einer Geraden (r oder Tj) liegen.

11. Das Verhdltniss der entsprechenden Dreiecke PXP2P3 und Px P6 P 3'

Xi yi yi
*2 T2 y*
ergiebt sich, wenn man x;'y/ C}/l-JSrCh x2y 2 ersetzt (No. 4, 1).
Man erhélt
yi i #21  #31
V) #i: M Hg

. | x* 3 . ) . _H:33_. .
Nun ist, wie ma¥1 sofort sieht, wenn man fir Hik die ausfiihrlichen Aus-
driicke einsetzt

Setzt man
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so erhélt man fir das gewiinschte Verhaltniss
#1#24#8 #31 #32 #33

] ) #H2# 3
In gleicher Weise kann man ableiten

und P]'P2'P& verschwindend klein, und die Ausdriicke H n, H32, H33 einander
gleich. Fir das Verhéltniss verschwindend kleiner an den entsprechenden
Punkten Px und Px gelegener entsprechenden Flachen f und /' hat man also

/" - R

12 Wir wollen noch mit einigen Worten auf eine Abart der projectiven
Verwandtschaft hinweisen.

Wenn A3—B3= 0, so ist auch A3= 3= 0 und die Functionen H3 und
H3 reduciren sich auf die Constanten C3 und P3. Wenn man sie noch als
lineare Functionen von x und y, bez. von x' und y' betrachten will, so muss
man sie als solche Functionen betrachten, in denen die Coefficienten der Coor-
dinaten verschwindend klein sind. Den Gleichungen

H3= 0 und H3 = 0

kann dann nur durch unendlich grosse Werthe der Coordinaten geniligt werden,
und wir schliessen daher: In diesem besonderen Falle der projectiven
Verwandtschaft sind die Gegenachsen unendlich fern. Man bezeichnet
diese Art der Verwandtschaft als Affinitdt. Das Verhaltniss entsprechender
Flachen wird in affinen Systemen

#1# 2 #3 8§

PXP2P3 ~ R~
also unabhéngig von der Lage der Punkte PXP2P3. Wir haben daher den Satz,
der die charakteristische Eigenschaft affiner Systeme ausspricht: In affinen
Systemen ist das Verhéltniss entsprechender Flachen constant.

Da in affinen Systemen einem unendlich fernen Punkte in 2 ein unendlich
ferner in 2' entspricht, so folgt weiter: Je zwei entsprechende Gerade in
affinen Systemen enthalten &hnliche Punktreihen.

13, Die Gleichungen entsprechender Punkte zweier projectiven Systeme
No. 5, 7 beziehen sich auf Coordinatensysteme in den Ebenen 2 und 2'; durch
die Coefficienten N2a2, X3#3 . . . werden Beziehungen ausgedriickt, die
von jeder Coordinatenbestimmung unabhéngig sind, diese Gleichungen gelten
auch, wenn die Punkte von 2 und 2' auf rdumliche Coordinatensysteme bezogen
werden.  Wir wollen fir die folgende Untersuchung voraussetzen, dass sie auf
ein Coordinatentetraeder bezogen sind.

Aus den Functionen Pt, P2 P3 ... und aus einer willkirlich gewéhlten
linearen Function in Ebenencoordinaten 1l bilden wir die Functionen

pxX = px+ s,n, p2=p2+ 62n, p3 = p3+ 83n.
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Durch die drei Punkte Px'— 0, P2 — 0, P3= 0O ist eine Ebene 2t be-
stimmt, und Px, PA, P3 sind die Projectionen von Pv P2, P3 auf diese Ebene,
von dem Centrum U aus projicirt. Die Identitét
P\ i “4“tZgP2 ~b~"3-2z8 —"p ~-f-cigPp 2+ 33 4 (t?*07-I- 202~P"3"3)H =0
zeigt, dass P3 die Projection des Punktes

P4 = a\P\ + 72P2+ "33 = 0
auf die Ebene ~ ist; denn aus

PV — a\P\ "b a2V + 78P3
erkennt man, dass PM' mit P4, PN, P3 auf derselben Ebene liegt, und aus

P4 ~ PN+ M2P*R ~P a3 “Pp (@l °1 "b 62°2 ~P a3°d) U >
dass PJ auf der Geraden P+ 1 liegt.

In gleicher Weise ist ersichtlich, dass
I P = "xa\P\ + "272P2' + "3"3P3’

Pj “f-727Qp 2 P A3/3PB H Qi + "0AR “t "AFBJ0 == 0
die Projection des Punktes
2. P?= " 1a1P3 4-X2i2P2 -|-X3i3P3 = 0
auf die Ebene 2Xist.

Aus den Formeln 1. und 2. folgt sofort der Satzz Die Centralprojection
eines ebenen Systems 2 auf eine andere Ebene ist dem Systeme 2
projectiv. Hier ist die Parallelprojection mit inbegriffen, da sie als Central-
projection mit unendlich fernem Centrum zu betrachten ist, und da die Schliisse
sich nicht &ndern, wenn 1= 0 die Gleichung eines unendlich fernen Punktes ist.

In der Schnittlinie a der Ebenen 2 und 2t sind zwei congruente Gerade
der projectiven Systeme so vereint, dass die entsprechenden Punkte sich decken.
Legt man durch Il eine Gerade B parallel zu a, und durch R eine Ebene T so,
dass der zwischen 2 und 2 X enthaltene Streifen der Ebene T von der Geraden R
halbirt wird, so sind die Rander dieses Streifens das andere Paar congruenter
Geraden von 2 und 2r Die Scheitel der beiden Paare congruenter Blschel
liegen in der Symmetrieebene der ganzen Figur, d. i. in der durch n gehenden
Normalebene zu a. Die Ebenen, welche durch [ parallel zu 2j und 2 gelegt
werden, schneiden 2 und 2Xin den Gegenachsen beider Systeme.

14. Zwei projective ebene Systeme 2 und 2' lassen sich immer so
legen, dass das eine eine Centralprojection des andern ist.

Man lege 2' so gegen 2, dass in der Schnittlinie beider Ebenen zwei con-
gruente Gerade T und L mit den entsprechenden Punkten sich decken, und
verbinde zwei Paar entsprechende Punkte A und A, B und B1 der beiden
andern congruenten Geraden; da diese P parallel sind, so liegen sie auf einer
Ebene, und die Geraden AA1und BB' haben einen Schnittpunkt Il. Verbindet
man n mit zwei auf F liegenden Punkten C und D, und projicirt nun von Il
aus das System 2 auf die Ebene 2', so bildet die Projection ein ebenes System
2j, das mit 2, also auch mit 2' projectiv ist.

Die beiden auf derselben Ebene liegenden projectiven Systeme 2' und 2,
haben vier entsprechende Punkte gemein A', B', Cund D, von denen nicht
drei in einer Geraden liegen; folglich sind sie identisch; 2' ist also selbst die
Centralprojection von 2.

15. Die Gesammtheit aller Strahlen, die durch einen Punkt gehen, wird als
Strahlbiindel bezeichnet. Sowie man das Ebenenbindel als Gesammtheit
der Ebenen sich vorstellen kann, welche die Geraden einer Ebene von dem
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Trager des Bindels aus projiciren, so kann man sich ein Strahlbiindel als den
Verein aller der Strahlen vorstellen, durch welche die Punkte einer Ebene vom
Trager des Bindels aus projicirt werden.

Bei den vorliegenden Betrachtungen haben wir die Vorstellung einer mit
Punkten bedeckten Ebene (ebenes Punktsystem) mit der Vorstellung der mit
Geraden bedeckten Ebene (ebenes Geradensystem) vereinigt; ebenso wollen wir
auch das Strahlbundel und das Ebenenbiindel immer vereint vorstellen; man
kann sich dann entweder der einen oder der andern Bezeichnung bedienen, je
nachdem man andeuten will, dass man bei einem ebenen Querschnitte der Figur
zundchst die Schnittpunkte der Strahlen, oder die Schnittgeraden der Ebenen
beachten soll.

Man kann ein ebenes System 2 und ein Strahlbundel, durch welches 2
projicirt wird, in Beziehung setzen, indem man jedem Punkte aul 2 den pro-
jicirenden Strahl, jeder Geraden auf 2 die projicirende Ebene zuordnet.

Strahlbiindel, welche projective ebene Systeme projiciren, werden als pro-
jective Strahlbindel bezeichnet, und zwar entsprechen sich darin die Strahlen,
welche entsprechende Punkte, sowie die Ebenen, welche entsprechende Gerade
projiciren.

In zwei projectiven Strahlblindeln entspricht jedem ebenen Strahlbischel
des einen Systems ein projectives ebenes Strahlbischel des andern; jedem
Ebenenbuschel des einen ein projectives Ebenenbiischel des andern.

Ebene Querschnitte projectiver Strahlbindel sind projectiv. Entsprechen
den vier Ebenen

Tx—0, T2= 0, V3= 0, T+ = axTx4 a2V2+ a3V3= 0
eines Ebenenbindels die Ebenen
Zy =0, 27 =0, 7Y = Q, + +
eines projectiven Ebenenbiindels, so sind die Gleichungen je zweier entsprechenden
Ebenen beider Biindel
T= MaxTx 4 Xa2Z2 4 "3a3T3 =0, V = 'kbiTx 4 X272 4" 373’= 0.

Denn setzt man in diesen Gleichungen z B. z — 0, so erhdlt man die
Gleichungen der Geraden der Querschnitte beider Buschel mit der ATF-Ebene,
und erkennt sofort, dass beide Querschnitte projectiv sind.

Entsprechend den congruenten Geraden und den congruenten Strahlbischeln
ebener projectiver Systeme giebt es in zwei projectiven Strahlblindeln zwei Paar
entsprechende congruente ebene Strahlbuschel und 2zwei Paar entsprechende
congruente Ebenenbischel; wir missen uns indessen versagen, hierauf naher

einzugehen.*)

16. Doppelelemente auf einander liegender projectiver Ebenen.

Werden zwei auf einander liegende ebene Systeme auf dasselbe Coordinaten-
system bezogen, so fallt ein Punkt P mit seinem entsprechenden P 1 zusammen,
wenn man Xso wahlt, dass die Gleichungen zusammen bestehen

Xaxxx -4 ~2#2 ~A4-78#37°3 _ MM " ror9x 2 ~b ~N373x3

AxaNX -b "2722 -h ~373 “b n2n2 N3N3
X axyx4 4 *3N343 + A3b3y3
+ ~n~2a2 ~h 7373 ALANL -b N272 n3N3

Setzt man abkiirzungsweise

*) Vergl. u. A. des Verfassers Schrift: Elemente der analytischen Geometrie in homogenen
Coordinaten. Braunschweig 1872, pag. 219.
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) 3— ) _+ 3> T— 7272 " \s 3>
so erhdlt man aus 1. die Gleichungen
9 (™M x| “h A2ByXy + A~ 373) T= (AAA jf-\-"2b 2 -\- bsXs) &,

(MM + 222 + 786303 T~ QUAMTIE + ~2n2dV /373 Ts') ae

Dies sind zwei quadratische Gleichungen fiir die maassgebenden Verhéltnisse
N X3 und X3, Denselben wird durch die Verhdltnisse der Xgenigt, welche
sich aus den beiden Gleichungen bestimmen x= 0, 3= 0. Diese Gleichungen
sind linear, haben also ein reales System von Ldsungen; durch diese Ldsung
werden aber keine Doppelpunkte der beiden ebenen Systeme bestimmt, sondern
die einander entsprechenden unendlich fernen Punkte beider Systeme, die im
Allgemeinen nicht zusammenfallen.

Die Ubrigen drei Losungen des Systems 2. fiihren auf Doppelpunkte. Von
diesen Ldsungen ist eine wenigstens real. Die beiden andern sind entweder
real oder conjugirt complex.

Im letzteren Falle sind auch die Coordinaten der ihnen zugehdrigen
Doppelpunkte conjugirt complex, und daher die Gerade real, auf der sie liegen.
Diese Gerade ist, da sie zwei Doppelpunkte enthdlt, eine Doppelgerade, d. i
auf ihr liegen zwei entsprechende Gerade beider Systeme. Der reale Doppel-
punkt ist Trager zweier auf einander liegenden entsprechenden Strahlbischel;
diese haben zwei Doppelstrahlen, die nicht real sein kénnen, weil sonst ihre
Schnittpunkte mit der realen Doppelgeraden reale Doppelpunkte waren, entgegen
der Voraussetzung, dass nur ein realer Doppelpunkt vorhanden ist.

Wenn drei reale Doppelpunkte vorhanden sind, so sind die Seiten des von
denselben gebildeten Dreiecks Doppelgeraden.

Wir schliessen daher: Zwei auf derselben Ebene liegende ebene
Systeme haben drei Doppelpunkte und drei Doppelgerade; auf jeder
Doppelgeraden liegen zwei Doppelpunkte, durch jeden Doppelpunkt
gehen zwei Doppelgerade. Von diesen Doppelelementen sind ent-
weder alle real, oder es ist eine Ecke des von ihnen gebildeten
Doppeldreiecks und die gegeniberliegende Seite real, wahrend die
beiden andern Seiten und Ecken conjugirt complex sind.

In besonderen Fallen kénnen auch mehr als drei Doppelpunkte und Doppel-
gerade vorhanden sein. Wenn vier Doppelpunkte vorhanden sind, von denen
nicht drei aut einer Geraden liegen, so sind die beiden Systeme identisch; alle
Punkte sind alsdann Doppelpunkte, alle Geraden sind Doppelgerade. Wenn
drei Doppelpunkte auf einer Geraden liegen, so ist diese Gerade Doppelgerade
und auf ihr fallen zwei entsprechende congruente Gerade mit den entsprechenden
Punkten zusammen. Alsdann giebt es noch ausserdem einen realen Doppelpunkt

(A oder Aj) und noch ein Bischel von Doppelstrahlen, (dessen Tréger A oder
24 ist).

17. Constructionen an projectiven ebenen Systemen. Sind von

zwei projectiven Systemen 2 und 2' vier Paar entsprechende Punkte P xP2P., PA
und Px'Pa'P3'Px' gegeben, so sind sechs Paar entsprechende Gerade bekannt,
nédmlich die Seiten der beiden vollstdndigen Vierecke PXP2P.A°P Xund PxX'P2'Ps'P
auf jedem Paare dieser Seiten sind drei Paar entsprechende Punkte bekannt.

Bestimmt man die Gegenpunkte auf zwei Paar entsprechenden Geraden,
und verbindet dieselben, so erhdlt man die Gegenachsen G und Gx der
beiden Systeme.
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Der Geraden a, welche durch P3 parallel zu PtP2 gelegt wird, entspricht
die Gerade a', welche P3' mit dem Gegenpunkte auf Px P2 verbindet.

(M. 460)

Die beiden Geraden, welche parallel zu C, sind, und auf denen von P /P j'
und a' Strecken abgeschnitten werden, welche der auf G von PxP2 und a ab-
geschnittenen Strecke gleich sind, sind die Geraden F und T/, denen in 2
congruente Gerade T und Tj entsprechen.

Dem von Px P2 und a' bestimmten Strahlbiischel entspricht das Parallel-
strahlenblischel, zu welchem PxP2 und a gehéren. Die beiden Strahlen des
Blschels (Pi’P2 @), deren Winkel mit Gx gleich den Winkeln der Geraden a
und G sind, enthalten die Punkte A und A/; die entsprechenden Strahlen in
2 enthalten die Punkte A und At; man erhdlt die Trager A AL A, A/, der
congruenten Bischel, indem man auf diese beiden Paaren entsprechender Strahlen
die Punkte bestimmt, deren Abstdnde von G und Gx gleich dem Abstande der
Geraden D von Gx bez. der Geraden T von G sind.

Die entsprechenden Strahlen zweier entsprechenden Strahlblischel in zwei
auf einander liegenden projectiven Systemen schneiden sich auf Punkten eines
Kegelschnitts, der durch die Doppelpunkte der beiden Systeme geht; denn zwei
Strahlen der beiden Buschel, welche nach demselben Doppelpunkte gehen, sind
entsprechende Gerade. Sammitliche Kegelschnitte, die durch die Paare ent-
sprechender Strahlblischel erzeugt werden, haben also die drei Doppelpunkte
gemein. Zwei von diesen Kegelschnitten, welche durch die in A und A\ bez.
durch die in B und B' liegenden entsprechenden Strahlenblschel erzeugt werden,
haben ausser den Doppelpunkten noch den immer realen Punkt gemein, in
welchem sich die Geraden AB und AB' schneiden; denn AB und AB' sind
entsprechend in beiden Paaren von entsprechenden Strahlbiischeln. Die Con-
struction der Doppelpunkte und Doppelgeraden zweier auf einander
liegenden ebenen Systeme ist somit auf die Fundamentalaufgabe flr
Constructionen dritten und vierten Grades zurickgefihrt: Die
Durchschnittspunkte zweier Kegelschnitte zu finden, von denen ein
Schnittpunkt bekannt ist.
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8 15 Raumcurven dritter Ordnung und abwickelbare Flachen dritter Klasse.

1 Als Raumcurve lll. O. (R3 definiren wir die Raumcurve, in
welcher sich zwei Flachen Il. O- durchdringen, die eine gerade Linie
gemein haben.

Diese Gerade bildet mit R3 zusammen den vollstdndigen Durchschnitt
zweier Flachen II. O., also eine Raumcurve IV. 0. 1 Sp. Da nun eine solche
Raumcurve mit jeder Ebene vier Punkte gemein hat, so folgt, dass eine
Raumcurve Ill. O. von jeder Ebene in drei Punkten geschnitten wird,
von denen wenigstens einer real ist.

2. Ist a eine Gerade, die mit R3 zusammen den vollstdndigen Durchschnitt
zweier Flachen II. O. bildet, so lege man durch a und R 3 zwei Flachen II. O.
Fx und F2. Die durch a gelegten Ebenen schneiden Fx und F2in den Geraden
des Systems, zu welchem a nicht gehort. Projicirt man diese Geraden auf Fx,
bez. auf F2 von einer Geraden a' auf Fx, bez. von einer Geraden a" auf F2
aus, die mit a zu demselben Systeme gehdren, so erhdlt man drei projective
Ebenenblschel, deren Trager die Geraden a, a', a" sind. Das erste und zweite
Buschel erzeugen F,, das erste und dritte erzeugen F2. In jedem Punkte von
R 3 treffen sich drei entsprechende Ebenen der drei Biischel.

Umgekehrt:  Sind a, a, a" die Tréger dreier projectiven Ebenenbiischel, so
erzeugen die Bischel a und a' eine Flache Il. 0. Fx, a und a" eine Flache
Il. O. F2; Fx und F2 enthalten beide die Gerade a schneiden sich also ausser-
dem noch in einer R 3, in deren Punkten je drei entsprechende Ebenen der drei
Buschel Zusammentreffen.

Wir schliessen daher: Der Ort der Schnittpunkte entsprechender
dreier projectiven Ebenenbiischel ist eine Raumcurve Ill. O. Jeder
der drei Tréger dieser Buschel bildet mit R3 zusammen den voll-
standigen Durchschnitt zweier Flachen II. 0.

3. Die Bischel a' und a" erzeugen eine Flache II. O., welche die Gerade a
zweimal schneidet. Construirt man zu den beiden entsprechenden Ebenen der
Buschel a' und a", welche nach einem solchen Schnittpunkte gehen, die ent-
sprechende Ebene durch a so erkennt man, dass in jedem dieser zwei Schnitt-
punkte drei entsprechende Ebenen der drei Bischel sich treffen. Wir sehen
daraus: Jede Gerade a, welche mit einer R3 zusammen den voll-
standigen Durchschnitt zweier Flachen Il. 0. bildet, trifft R3 in zwei
realen oder conjugirt complexen Punkten. Man nennt diese Geraden
daher Secanten der R3.

4. Durch einen Punkt des Raumes, der nicht auf R3 liegt, geht
nur eine Secante einer R3 d. i. nur eine Gerade, die R3 in zwei realen
oder conjugirt complexen Punkten trifft. Denn waren durch P zwei
Secanten mdglich, so hétte die Ebene dieser Secanten vier Schnittpunkte mit R 3,
im Widerspruche mit No. 1

Jede Secante von R3 bildet mit R3 den vollstandigen Durchschnitt
zweier Flachen Il. O. Denn wenn a' Secante von R 3 ist, so lege man durch
a, R3 und einen Punkt P auf &, der nicht auf R 3 liegt, die hierdurch eindeutig
bestimmte Flache 1. O. Fx. Diese Flache enthdlt &, da sie von a' den Punkt P,
sowie die beiden Schnittpunkte mit R 3 enthélt. Das Ebenenbischel a und ein
dazu projectives a' projiciren die Geraden auf Fx, die a' schneiden; das Buschel
a und ein dazu projectives, dessen Tréger a" auf F2liegt und a nicht schneidet,
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projiciren die a und a" schneidenden Geraden auf F2. Entsprechende Ebenen der
drei Buschel a, a' und a" gehen daher durch gemeinsame Punkte von Fxund F2,
mit Ausnahme der Punkte auf a; denn ist A auf a gelegen, so entsprechen den
Ebenen Aa' und Aa" im Allgemeinen zwei verschiedene Ebenen des Biischels a
Die Bischel a' und a" erzeugen eine Flache 1I. O., die R3 und a' enthalt, also
bilden Rs und a' den vollstdndigen Durchschnitt diese Flache und der Flache Fx.

5. Sind Fx, F2, F3 drei Flachen Il. O. die R3 enthalten und nicht zu

demselben Bischel gehéren (z. B. die Flachen Fx und P2 aus No. 1, und die
durch die projectiven Blschel a’ und a" erzeugte Flache), so ist die Gleichung
jeder Flache I1. O., welche R 3 enthélt, von der Form

L F = + p2n2 T- p3F3 = 0.

Denn sind Px und P2 zwei beliebige Punkte des Raumes, so geht durch
jeden eine Secante der R3; durch diese Secanten und durch R3 ist eine
Flache Il. O. eindeutig bestimmt; also ist durch R 3 und zwei beliebige Punkte
ausserhalb R 3 eine Flache II. O. eindeutig bestimmt. Sind nun Fxi, F2, F3i
die Werthe, welche die Functionen Fx, F2, F3 fir die Coordinaten von Pi an-
nehmen, so enthdlt die Flache Il. O.

die Punkte Px und P2 sowie alle gemeinsamen Punkte von Fx, F2 und F3
also die R 3, und ist von der Form 1

6. Durch einen Punkt F auf R 3 gehen unzéhlige Secanten der R3; durch
2nei derselben a und a' und durch die R3 ist eine Flache 1. O./ bestimmt.

Die Flache / ist ein Kegel; denn wére/kein Kegel, so wirde aa' Tangenten-
ebene von / folglich die Tangente der Raumcurve in P auf aa' gelegen sein;
dies ist aber fir keinen Punkt der Raumcurve der Fall, da sonst die Ebene aa'
ausser dem Punkte P und den zwei noch auf a und a' gelegenen Curvenpunkten
noch den unendlich nahe bei P gelegenen Punkt der Curve mit derselben gemein
haben wirde. Wir erhalten somit;: Eine R3 wird von jedem ihrer Punkte
aus durch einen Kegel II. O. projicirt.

Sind sechs Punkte 1, 2, 3, 4, 5 6 einer R 3 gegeben, so ist damit auch der
Kegel Il. O. bestimmt, der die R3 von einem dieser Punkte z B. von 1 aus
projicirt.  Denn alsdann sind von diesem Kegel Kx die fiinf Mantellinien bekannt,
die 1 mit den andern flnf Punkten verbinden, und durch finf Mantellinien ist
ein Kegel 1. O. eindeutig bestimmt. Ebenso ist der Kegel K2 bestimmt, der
R3 von 2 aus projicirt. Beide Kegel haben ausser der Mantellinie 12 eine
bestimmte R 3 gemein. Daher schliessen wir: Eine Raumcurve Ill. O. ist
durch sechs Punkte bestimmt. Zugleich ist ersichtlich, wie eine R 3 aus
sechs gegebenen Punkten linear construirt werden kann.

7. Legt man eine Ebene T durch eine Secante a (No. 1) einer R3, so
schneidet diese die Flache Fx ausser in a noch in einer Geraden B welche mit
a nicht zu demselben Systeme gehort. Auf a liegen zwei Punkte der R 3, welche
real oder conjugirt complex sind; folglich liegt auf R der dritte immer reale
Schnittpunkt der Ebene T mit der Curve Ry Wenn alo die Flache F die
Raumcurve R3 enth&lt, so haben alle Geraden auf F, die nicht Se-
canten von R 3 sind, mit R3 einen realen Punkt gemein.

8 Wenn die Gerade B mit der Raumcurve R3 nur einen Punkt P
gemein hat, so erfiillen alle Secanten von R3, die B schneiden, eine
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Flache 1. O. Legt man durch B eine Ebene, so hat diese mit R 3 ausser P
noch zwei Punkte gemein, und die durch diese Punkte bestimmte Secante von
R 3 schneidet die Gerade R Durch zwei solche Secanten a und a' und durch
die R3 ist eine Fl&che II. O. bestimmt. Diese Flache F enthélt 8 ganz, weil
drei Punkte von B namlich P und die Schnittpunkte von B mit a und a', auf
der Flache liegen; folglich enthalt diese Flache auch alle Secanten der R 3,
welche B schneiden.

9. Projicirt man die Secanten von R3, welche B schneiden, von einem
andern Punkte P x der R 3 aus, so bilden die projicirenden Ebenen ein Biischel,
dessen Tréger die Gerade B der Flache F ist, die durch Px geht und mit 3 zu
demselben Systeme gehort. Die Secanten von R3, welche B und R treffen,
werden daher von B und R aus durch zwei projective Ebenenblschel projicirt.

Jeder Geraden 3 die durch P geht, entspricht somit eine bestimmte Gerade
R, die durch Px geht, und dem Ebenenbuschel, dessen Tréger R ist, entspricht
ein projectives Ebenenbischel mit dem Tréger B\ Alle Strahlen 3 welche auf
einer Ebene liegen, werden von der auf dieser Ebene liegenden Secante der R 3
geschnitten; die entsprechenden Strahlen B’ liegen auf der Ebene, welche diese
Secante von Px aus projicirt. Jeder Ebene durch P entspricht daher eine Ebene
durch Px so, dass beide sich in einer Secante der R3 schneiden.

Zu einem Strahle 3 kann daher der entsprechende Strahl R gefunden
werden, wenn man vier Paar entsprechende Strahlen kennt. Wenn némlich
Bi, B2, B3, R4 der Reihe nach den durch Px gehenden Strahlen B1, R2, R3, R4’
entsprechen, so sind durch die drei Paar Ebenen, welche zwei entsprechende
Strahlen, z. B. R4 und BxX mit den 0brigen verbinden, zwei projective Blschel
bestimmt; zwei andere projective Buschel werden von den drei Paar Ebenen
bestimmt, welche B2 mit RL RB., R4, und B2 mit B/, R3, R4' verbinden. Be-
trachtet man nun einen Strahl R als den Schnitt zweier Ebenen der Biischel mit
den Tragern R1 und B2 und construirt die entsprechenden Ebenen der projectiven
Buschel Rj' und R2, so ist deren Schnittgerade die gesuchte Gerade . Dieselbe
Construction haben wir anzuwenden, um bei 2zwei projectiven Strahlbindeln
(8 14, No. 15 und 6), in denen die Strahlen 34, 32 R3 R4 den Strahlen R4, 32,
R3, R4, entsprechen, zu einem Strahle 3 des einen Bundels den entsprechen-
den des andern zu finden. Wir schliessen daher: Die Secanten einer Raum-
curve Ill. O. werden von je zwei Punkten der Raumcurve aus durch
entsprechende Ebenen zweier projectiven Strahlbiindel projicirt.

Wenn 2zwei entsprechende Strahlen R und B dieser beiden Strahlbiindel
sich schneiden, so degenerirt die Flache Il. O, welche R3, R und R enthélt, zu
einem Kegel Il. O. K, da B und ' Gerade desselben Systems dieser Flachen
sind. Da die Ebene der Geraden R und [ ausser diesen beiden Geraden keinen
Punkt mit K gemein hat, so liegt der Punkt, den die Ebene RR' ausser den
Punkten P und Px noch mit R3 gemein hat, auf einer der Geraden B oder R.
Da nun ferner jede Secante von R 3, welche R oder B trifft, auf K liegt, so kann
dieser dritte Punkt nur der Schnittpunkt der Geraden B und B sein. Hieraus
folgt: Projicirt man die Secanten einer R3 von zwei Punkten der
Curve aus durch zwei projective Ebenenbindel, so ist die Curve R3
der Ort der Punkte, in denen sich zwei entsprechende Strahlen
beider Bilindel schneiden.

10. Die Gleichungen dreier entsprechenden Ebenen zweier projectiven
Ebenenbiischel, durch welche eine R 3 erzeugt wird, nehmen eine besonders ein-
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fache Gestalt an, wenn man als Trager zweier Biuschel zwei Tangenten a und t
der R3 und als Tréger des dritten die Secante a der R Zbenutzt, welche die
Tangentialpunkte A und B der Tangenten ; und x verbindet.

Sind TO und T3 die Schmiegungsebenen (§ 10, No. 3) in den Punkten A und
B, so entspricht die Ebene TO des Blschels a den Ebenen der Buschel a und x,
welche die Curve R 3 in einem dem Punkte A unendlich nahen Punkte treffen;
dies ist im Bischel a die Ebene, welche die Tangente ; enthélt, denn diese ent-
hélt ausser A noch einen unendlich nahe bei A gelegenen Curvenpunkt; und im
Bischel x die Ebene, welche die Gerade a enthdlt. Es entsprechen sich daher
die drei Ebenen

fo /K ad Tae

Die Ebene aa kann als eine Ebene des Biischels a angesehen werden,
welche R., in einem dem Punkte B unendlich nahen Punkte trifft; im Buschel a
entspricht ihr daher die Ebene, welche die Tangente x enthélt und im Buschel x
die Schmiegungsebene T3. Es entsprechen sich also die drei Ebenen

BLA DITK N3 e

Sind Tx= 0 und T2 — 0 die Gleichungen der Ebenen ja und xa, so kann
man sich die Functionen TO, Tx, Tt> T3 immer mit solchen Faktoren multiplicirt
denken, dass die Gleichungen dreier entsprechenden Ebenen der drei projectiven
Blschel ;, a, x die Form haben
7= Xro—xX2 =0, r A\XTX-X2r2=10, t"= \xt2—\2t3= 0.

Dividirt man diese Gleichungen durch Xx und bezeichnet den Quotienten
XX mit X so gehen diese Gleichungen Uber in
1 TO— XTx=0, T Tx— =0, T"= P2—\T3=0.

Diese drei linearen Gleichungen fiir x, y, z enthalten einen verdnderlichen
Parameter X und zwar erscheint Xals die einzige unabhéngige Verénderliche.
Durch Xkann man die Coordinaten jedes Curvenpunktes ausdriicken, indem man
das System 1 nach x, y, z aufldst.

Die Aufldsungen eines Systems von drei linearen Gleichungen sind be-
kanntlich Quotienten, welche als gemeinsamen Nenner die Determinante der
Gleichungen und als Zahler Determinanten dritten Grades in den Coefficienten
der Gleichungen haben. Die Coefficienten der Gleichungen 1 sind lineare
Functionen von X die Losungen des Systems 1 haben daher die Form

x = (@0 -p axX-P #2X -P a3X3) : (*/0-T dxX-V d*" X -r d3X3),
2 y — {Q -P bxX-P B -P b3X3) (d0-P dx\ -p X -P d3X3),
z = (co -P  X-Pr2X ~P3X3) : {d§8 + dxX-P X -p d3X3).

Die Coordinaten der Punkte eines R3 lassen sich daher als
gebrochene rationale Functionen eines Parameters Xdarstellen, und
zwar in der Form

3 T3 23 23
wobei 48, fx, ([2>23 ganze Functionen dritten Grades von Xsind.
Setzt man die Werthe 2. in die Gleichung eines Curvenpunktes ein
Xu -pyv -Pzw — 1=0,
so erhélt man, nachdem man mit 48 multiplicirt hat

70U+ <v o+ — Ts = °-
Ordnet man dies nach steigenden Potenzen von X so entsteht
4. AQ -p XeAXx -p XAb -p XA3 = 0,

wobei
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AO =3 a0u -p bOv -p cOw —dO, Ax = axii -p bxv -p cxw

A2™ a2uy- b2v + c2w —d2 At = Qm
so dass /4= 0, = 0, A2= 0, A3= 0 die Gleichungen von vier bestimmten
Punkten sind*).

11. Man schliesst leicht, dass umgekehrt die Punkte, deren Gleichungen
aus

Ag p X*AX -P X2¢A2 p X3'Aj :0

hervorgehen, wenn Xalle Werthe von — oo bis oo durchlauft, eine
Raumcurve 1ll. O. erfullen.

Denn aus der Gleichung No. 10, 3 folgen die Gleichungen No. 10, 2. Diese
kann man als lineare Gleichungen fiir die drei Grossen X3, X2 und Xansehen.
Ordnet man sie demgeméss, so erhélt man

(€3 — xdp) X3 -P (@2—xdp) X P (dj —xd¥)X — (a0 xdp),
1 "3 —yd3d XBHbL2—yd2Y* -P (bx —ydyh — (™0 ydoy,
"3 — z73) e — 212) ' (f\ — zd\) A = (co zdi) .

Die Determinante dieses Systems ist

Diese zerfdllt in ein Polynom von acht Determinanten, von denen aber die
identisch verschwinden, welche in zwei Zeilen Coordinaten als Faktoren stehen
haben, da in diesen Determinanten diese beiden Zeilen proportionale Elemente
enthalten. Es bleiben mithin nur vier Determinanten Ubrig

2. Zj (firb2C) ("3 b%cx) x ("3d2cP)y B372 Yz>
wenn man unter (pigkri) die Determinante versteht
pi  pk pi
(pigkri) ES qi gk qgi
ri rkri

In gleicher Weise reduciren sich die Zahler der Auflésungen des Systems 1,
und man erhalt

T
3 Koo x= 3
. 13
wobei
(Bffbzecx) x + (aQn2ci)y "1 (nO™N2d\)z,
N = ("3™oMN) ~F (d3bocx)x -f- (Pwd”cPjy -P (#3bffdx) z >
T2 "372MN0) ~Y (Bs 27 0)x ~P (p-it2to)y "F (a3”72dB)z

Die Gleichungen 3. ergeben

mithin die Gleichungen
tg—xz\ = 0, tx—\t2=0, t2—Xrs= 0,
welche mit den Gleichungen No. 10, 1 Ubereinstimmen.

12. Die Eigenschaft, dass die Coordinaten jedes Punktes rationale Functionen
eines veranderlichen Parameters sind, theilen die Raumcurven IIl. O. u. A mit
der Geraden und mit den Kegelschnitten.

Wenn AOQO, Ax, A2 lineare Functionen der Ebenencoordinaten sind, so ist
der Ort der Punkte, deren Gleichungen unter der Form enthalten sind
1 Ag-P\AX= 0

f§ MOBIUS, Der barycentrische Calcul. Leipzig 1827, pag. 114— 124.
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bekanntlich die Gerade AOAX Aus L1 folgt fir die Coordinaten jedes Punktes
dieser Geraden die Darstellung
X = W A ,_ 7
?S 28 28
wobei 90, qX, 92, qB8 lineare Functionen von X sind.

Die Punkte, deren Gleichungen unter der Form enthalten sind
2. An -p IAX-p RXAn= 0
liegen auf der Ebene der drei Punkte AOAXA2\ denn die Coordinaten dieser
Ebene geniligen der Gleichung 2. unabhéngig von X

Wir beziehen die Gleichung auf ein Coordinatensystem, dessen XY -Ebene
mit der Ebene AffAXA2 zusammenfallt, und setzen dann w — 0; hierdurch mag
entstehen

BO -F -P X 2= 0.

Dies ist die allgemeine Form der Gleichung eines Punktes unserer Curve
in Liniencoordinaten, bezogen auf das neue System XO Y. Aus dieser Gleichung
folgen fir x und y Werthe von der Form

aff P df X-R 22X bff -p bxX - b2X2
cff -p ex X-p c2 X A cf -p &FX-P c2X

Betrachtet man diese beiden Gleichungen als lineare Gleichungen in Bezug
auf Xund X2, so erhdlt man Auflésungen von der Form

3 X= Tx:T2, X= Tif:T2,

wobei Tx, T2 lineare Functionen der Coordinaten x und y sind. Aus diesen
beiden Gleichungen folgt durch Division

4. X = Tff : Tf.

Die beiden Gleichungen 3. kann man durch die erste derselben und durch 4.
ersetzen, so dass man die beiden Gleichungen behélt
5. T —\Tf = 0, Tf—1I1T2= 0.

Diese lehren sofort, dass die Punkte, die der Gleichung 2. entspringen, die
Schnittpunkte entsprechender Strahlen zweier projectiven Buschel sind; die
Gleichung des erzeugten Kegelschnitts ergiebt sich durch Elimination von Xaus
den beiden Gleichungen 5. zu 7'0T2 — Tp* = 0. Aus derselben ist ersicht-
lich, dass Tff und T2 die Curve in den beiden Punkten beriihren, in denen sie
von Tf geschnitten wird.*)

13. Hat man auf einer Raumcurve Ill. O. zwei Punkte A und B gewahlt,
so sind dadurch die Ebenen 70, 7\, T2 T%bestimmt; die Functionen TO, Tx,
T2 Tz (No. 10, 1) sind somit jede bis auf einen constanten Faktor bestimmt.

Ist noch ein Punkt C der Curve bekannt, und schneiden sich in demselben
die Ebenen
1 a)r — cifTx —o, a,fTx ~2z2= o, %2T2 d3zB=0,
so sind die Verhéltnisse der Coefficienten ax, a2, a3 bestimmt, und die Punkte
der Curve werden fir jedes Xals Schnittpunkte der drei Ebenen erhalten
2 T —XeaxTx= 0, axTx—Xea2T2—0, a2T2— XeaATz= 0.

Hieraus ist ersichtlich: Eine Raumcurve Ill. O. ist durch zwei Punkte,
die Tangenten und die Osculationsebenen in diesen Punkten, sowie
durch einen dritten Punkt eindeutig bestimmt.

Der Punkt A, in welchem sich die Ebenen 7, 7\, T2 schneiden, dessen

*) Meobius, Der baryc. Calcul, 5. Kapitel. Clebsch, Ueber diejenigen ebenen Curven, deren
Coordinaten rationale Functionen eines Parameters sind. Crelles Journal, Bd. 64, S. 43. 1865.
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Schmiegungsebene also TO ist, hat den Parameter X= 0; denn flr diesen Werth
von X reduciren sich die Ebenen 2. auf T0—0, Tx— 0, T2— 0.

Dividirt man die Gleichungen 2. durch Xund setzt dann X= 00, so reduciren
sich die Gleichungen auf Tx=0, T2—0, T3= 0 und ergeben den Punkt B,
dessen Schmiegungsebene T3 ist. Der Punkt C hat den Parameter X— 1. Man
kann daher drei beliebig gewé&hlten Punkten der Curve die Parameter
0, <= 1 zuertheilen; dann ist der Parameter jedes weiteren Punktes
der Curve eindeutig bestimmt.

Wenn wir voraussetzen, dass drei willklrlich gewahlten Punkten die Parameter-
werthe 0, 0o, 1 zuertheilt worden sind, so kdnnen wir nun die Punkte der Curve
durch die ihnen zugehdrigen Parameterwerthe charakterisiren, und von den
Punkten X1; X2 . . . der Curve sprechen.

14. Die Gleichung einer Ebene

&i = T0— (Xj 4-X2) Tj 4- XtXe72= 0
lasst sich schreiben
Ai= zZo XxTx X2(7j X T2 —o.
Sie enthdlt daher den Schnitt von
TO—XTx=0 und 7\ —XT2= 0,
folglich auch den Punkt Xx der R3, der der Schnittpunkt der Ebenen ist
Tq X1 —0 Ty H7™=0 T% xT3=0.
Da man aber 2j auch schreiben kann
SPATO-X 2r, - X (Ti— XeT2) = 0,
so schliesst man, dass 5j auch durch den Punkt X der P 3 geht; Sj ist daher
die Ebene der Punkte A, X1, X2.
Die Ebenengleichung
S2s Tx— (Xj H-X2) T24- XjX2T3=0
kann man in den Formen schreiben
42= Tx X22 X(T2 XTY=2y X72 X% (72 XT3H= 0
und schliesst daraus, dass S2 durch die Punkte X und X geht, dass $2 mithin
die Ebene B, X, X ist.
Der Verein der beiden Gleichungen
2j == TU— (Xj 4- X2) Ty 4- XjXe72 = 0,
22 Ty (Xj 4-X2) T24- XjXe73=0
charakterisirt somit die Secante XjX2 der Raumcurve Ill. O.

Ist X2 von Xj nur um verschwindend wenig verschieden, so ist die Gerade
Xj X2 Tangente der Curve im Punkte X2; in den Gleichungen 1. ist in diesem
Falle X2 == Xj -u setzen. Man erhdlt daher die Gleichungen der Curventangente
im Punkte X

TO-2X7\ 4-X2r2=0,
Ty —2\T24-x2r3= 0.

15. Die Ebenengleichung
E 4 2\ — (Xj 4- X24- X3) Ty 4- (X2X3 4- X3Xj 4- Xj X2) 72 — XxX2X3T3= 0
lasst folgende Anordnungen zu
2. 2= Tg— (Xj 4- X2) T'j 4 XjX2T2— X3 [Ty — (Xj 4- X2) 72 4- Xj X2 T3],

3 NTO— (Xj] 4- X3) T 4- XjX3T2—Xx2 [T\ —(Xj 4- X3) Ty 4- Xj X3T3].

Die Gleichung 2. zeigt, dass $ durch die Punkte Xj und X2 geht, denn $
geht durch den Schnitt $j142 (No. 14). In gleicher Weise folgt aus 3., dass 3
durch X und X3 geht. Folglich ist

& 3= Tqg— (Xj 4- X2 4- X3) T'] 4- (X2X34- X3Xj 4- XjX2) T2 — XxX2X3Ta= 0
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die Gleichung der Ebene, welche die drei Curvenpunkte Xf X9, XQ
enthalt. 1 2 3

Die Gleichung der Ebene, welche die Tangente des Curven-
punktes X und den Curvenpunkt X enthalt, geht aus 4. hervor, wenn
man X3 = X setzt; man erhélt
5. 3= TO0- (2Xj 4-x2 Ty 4- (§24-2Xj ) T2- X2X7B= 0.

Rickt auch X2 unendlich nahe an Xj, so erhdlt man die Gleichung der*
Osculationsebene im Punkte Xj; in diesem Falle hat man in 5. X = X zu setzen,
und erhalt somit als Gleichung der Osculationsebene im Punkte X
6- $ — TO— 3XTy 4- 372 - Xr3= 0

Setzt man

TO= *ox 4- ROy + To5— 80> 7] = axx 4- B j 4 jyZ — 8X

T2= a2x 4- B2y 4- y2z —8a, T3= a3x 4- R3y 4- i3z — 83,
so folgen aus 6. die Coordinaten der Osculationsebene zu

u= (a0—3ajX 4- 3a2X2—a3X3) : (S0— 38j X4- 3822 — (BX3),
T v= (B0- 3BjX 4- 3B2X2- R3X3):(80- 3SjX + 3S2X- 63),

w — (To — 37i * 4- 3y2X—T3X3) : (80— 3(j X4- 3522 — S3X3).

Die Coordinaten der Osculationsebene sind also gebrochene
rationale Functionen dritten Grades des Parameters X

Beseitigt man in den Gleichungen 7. die Nenner, und betrachtet die dann
entstehenden Gleichungen als lineare Gleichungen der drei Grossen X X, X3,
so erhédlt man

@0 “Ou) 80 3ju)X4-3(a2— s2u)rv2 — (@3— 83u) X¥=0,

o °ov) 3B §v)X43[B2—82v) X —(B3—S3v)X3=0,

Yo "ow)  3(yi 8yw) X 4-3(y2—82w) X —(y3 —83w) X3= 0.

In gleicher Whise, wie bei dem analogen Systeme No. 11, 1 schliesst man,
dass die Auflésungen dieses Systems nach X X2, X3 Quotienten linearer Functionen
von u, v, w sind. Man erhélt Losungen von der Form

8 . X¥= B0:B3, x2= 75 :7(j, x= "2:73,
worin P{= a{u 4- wv 4- 4- ty,
und a- ly, @, by Subdeterminanten dritten Grades des Systems sind
«w b Y 7
ai Bi Yi §
a2 2 Y2 °2
a3 B3 3 73

Die Formeln 8. ergeben durch Division und nachheriger Beseitigung der
Nenner das dquivalente Formelsystem
9 BO—IBy =0, JPy—\P2=0, P2—IP3=0.

Die drei Punkte, deren Gleichungen sind

$"PO-\Py=0, %'"Py -\P 2=0, $"wmP2—\Pa=ss0
sind entsprechende Punkte dreier projectiven Reihen, welche zu Tragern die
Geraden POPX PXP2 und P 2P3 haben.

Alle Ebenen, welche durch je zwei entsprechende Punkte i und i gehen,
umhiillen die Flache Il. O., deren Gleichung sich aus den Gleichungen it = 0
und i = 0 durch Elimination von Xergiebt, ndmlich

gj"P @2-Pf =0

Alle Ebenen, deren Coordinaten den Gleichungen i3 = 0 und " = 0

gentigen, umhdillen die Flache II. O.
wnrP P3~PyP2=0.

Schlobmilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 24
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Beide Flachen haben das Ebenenbiischel gemein, dessen Trager POP x ist
(haben also als Punktgebilde betrachtet die Gerade POP x gemein). Wir schliessen
daher: Die Osculationsebenen einer Raumcurve Ill. O. umhillen eine
abwickelbare Flache, welche zwei Flachen Il. O. umschrieben ist,
die eine gemeinsame Gerade haben.

Analog der Definition einer Raumcurve IIl. O. definiren wir als ab-
wickelbare Flache dritter Klasse die Flache, welche von den gemein-
samen Tangentenebenen zweier Flachen II. O. gebildet wird, die
eine Gerade gemein haben.

Mit Ricksicht auf diese Definition haben wir daher den Satzz Die
Osculationsebenen einer Raumcurve Ill. O. umhillen eine abwickel-
bare Flache 1lI. KL

Die Cuspidalkante (8 10 No. 2) einer abwickelbaren Flache “ter Klasse wird
als Raumcurve “ter Klasse bezeichnet. Wir gewinnen somit den einfachsten

Ausdruck fir unseren Satz in der Form: Die Raumcurven Ill. O. sind zu-
gleich Raumcurven I1llI. KI.
Wir unterbrechen hier unsere Erorterungen (ber die Raumcurven I1ll. O.

und wenden uns zu den abwickelbaren Flachen IlI. KI., fir deren Untersuchung
wir den analogen Weg verfolgen. Im Laufe dieser Untersuchung wird sich, wie
wir schon jetzt voraussehen konnen, ergeben, dass die Cuspidalkante jeder ab-
wickelbaren Fl&che IIl. KI. eine Raumcurve IIl. 0. ist, so dass alle Resultate
dieses Abschnitts sich auf die Raumcurve 1l1l. O. und die von ihren Tangenten
beschriebene (mithin von ihren Osculationsebenen umhiillte) abwickelbare Flache
beziehen.

1 B.*) Die abwickelbare Flache IIl. KI. bildet mit einem Ebenenbuschel
zusammen die vollstdndige abwickelbare Flache IV. Klasse 1 Sp., die zwei
Flachen 1l. KI. gx und g2 umschrieben ist. Durch jeden Punkt des Raumes
gehen vier Ebenen dieser Flache; eine dieser vier Ebenen gehort dem Ebenen-
bischel an. Durch jeden Punkt des Raumes gehen daher drei Tangenten-
ebenen einer abwickelbaren Flache I1Il. KI.

2. B. Das Ebenenbischel a bilde mit einer abwickelbaren Flache I1l. O. 918
eine abwickelbare Flache IV. KI. 1 Sp.; wir beschreiben in 9t3 und a zwei
Flachen Il. O. gx und g2 und bemerken auf gx und g2 zwei Ebenenbiischel &
und a" desselben Systems, wie a (d. i. zwei Bischel von Tangentenebenen von

und 82, deren Trager zu demselben Systeme von Geraden auf §x und $.2
gehoren, wie der Tréger des Bischels a). Durch jeden Punkt P des Trégers
von a geht ein Tréger eines Buschels B auf $j-und ein Trager eines Buschels
R* auf §2, die mit a nicht demselben Systeme angehtren. Die Tréger der
Buschel ' treffen den Trdger von a' in einer Punktreine, welche der Reihe der
P projectiv ist; denn zwei Geraden einer Flache II. 0. die demselben System
angehéren, werden von allen Geraden des andern Systems B' in zwei projectiven
Punktreihen getroffen. Die Trager der Bischel B treffen a" aus gleichem
Grunde in einer Punktreihe, die ebenfalls mit der Reihe der P projectiv ist.

Jede Ebene wvon 9t3 gehort zu einem Bischel 8 und zu einem Bischel R”;
durch ihren Schnittpunkt P mit dem Trager von «gehen die Trager von (' und
R”; also treffen die Ebenen von 9t3 die Tréger der Blschel a, a, a" in projectiven
Punktreihen.

¢) Die Abschnitte 1B, 2B, . . . entsprechen dual den Abschnitten § 15, 1, 2, . . .
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Wir bemerken noch, dass durch die projectiven Reihen a' und a" eine
Flache 1l. O. g3 erzeugt wird, die ebenfalls der 913 eingeschrieben ist, und dass
die Flachen und §3 das Blschel a, die Flachen g2 und das Buschel a"
gemein haben, also bilden auch die Bischel a' und a" mit 9t3 eine vollstandige
abwickelbare Flache IV. KI. 1 Sp.

Die Ebenen, welche eine abwickelbare Flache Ill. KIl. umhullen,
gehen durch die entsprechenden Punkte dreier projectiven Punkt-
reihen; die Trager dieser Punktreihen sind die Trager dreier
Ebenenbiischel, die mit der 9t3 zusammen eine vollstindige ab-
wickelbare Flache IV. KI. 1 Sp. bilden. Umgekehrt schliesst man leicht:
Die Ebenen, welche durch die entsprechenden Punkte dreier pro-
jectiven Punktreihen gehen, umhillen eine 9i3

3. B. Wir fragen nun nach den Ebenen der 93, welche zum Bischel a
gehdren. Dies sind die Ebenen dieses Bischels, welche entsprechende Punkte
der auf den Tragern von a' und a” liegenden projectiven Reihen verbinden;
also sind es Tangentenebenen von g3. Wir schliessen daher: Zu jedem
Ebenenbiuschel, welches mit 9i3 zusammen eine vollstandige abwickel-
bare Flache IV. KI. 1 Sp. bildet, gehdren zwei Ebenen der 9t3.

Aus diesem Grunde wird a als eine Linie in zwei Ebenen der 9L be-
zeichnet.

4. B. Eine Ebene enth&lt im Allgemeinen nur eine Linie in zwei
Ebenen einer 9t3; jede Linie in zwei Ebenen einer 9t3 ist der Trager
eines Ebenenbuschels, das mit 9t3 zusammen eine abwiekelbare
Flache IV. KI. 1 Sp. bildet.

j. B. Sind Sj, $2 drei Flachen II. KIl., die nicht zu derselben Schaar
gehdren und einer 9t3 eingeschrieben sind, so wird die Gleichung jeder Fléache,
die der 9t3 eingeschrieben ist, in der Form erhalten
1 _ 8 = Fi8l + fx2g2 4- x3g3 = 0.

Denn zwei Ebenen 7x und T2 welche 9t3 nicht beriihren, enthalten je eine
Linie in zwei Ebenen der 9t3; durch diese beiden Linien und durch die 9t3 ist
eine Flache Il. KI. eindeutig bestimmt; also ist durch eine 9t3 und durch zwei
Ebenen, die nicht zu 9t3 gehdren, eine Flache Il. Kl. eindeutig bestimmt. Sind

9> 88m 85" die Werthe, welche die Functionen %x, %2, g3 fir die Coordinaten
der Ebene Ti annehmen, so ist offenbar

die Gleichung einer Flache II. KI., welche von den Ebenen T1 und P2 beriihrt
wird, dei 9t3 eingeschrieben ist; und diese Gleichung ist von der Form 1

G B. Aehnlich, wie in No. 6, schliessen wir: Die Linien in zwei
Ebenen einer 9t3 die auf einer Ebene der 9t3 liegen, bestimmen eine
Grenzflache 1. KI.; oder: Die Geraden, in welchen eine Ebene einer
0t3 von den andern geschnitten wird, umhiillen einen Kegelschnitt.

Durch sechs Ebenen 1, 2, 3, 4, 5 6 einer 9t3 ist die Grenzflaiche Gx be-
stimmt, welche 1 zur Doppelebene hat und von den fiinf andern berlhrt wird,;
ebenso die Grenzflache G2, welche 2 zur Doppelebene hat und von 1, 3, 4, 5 6
berlihrt wird. Beide Grenzflachen werden von allen Ebenen der 93 berihrt und
haben ausserdem das Ebenenbliscbel 1, 2 gemein. Dies zeigt: Eine abwickel-
bare Flache IIl. Kl. ist durch sechs Ebenen bestimmt.
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Die Construction einer 9t3 aus sechs gegebenen Ebenen ist hiermit
erledigt.

7. B. Wenn die Flache %der 9t3 eingeschrieben ist, so enthalten
alle Ebenenbiischel auf $, deren Trager nicht Gerade in zwei Ebenen
der Ebenenbdischel 9t3 sind, eine reale Ebene der 9t3

8. B. Wenn das Ebenenbischel R nur eine Ebene einer 9t3 ent-
halt, so umhullen alle Ebenenbiischel, die von einer Linie in zwei
Ebenen der 9t3 getragen werden und mit 8 eine Ebene gemein haben,
eine Flache I1I. Kl

9. B. Jede Ebene, die eine Gerade b enthalt, die auf nur einer Ebene Tx
einer 9i3 liegt, enthdlt eine Linie in zwei Ebenen der 9t3; diese Linien erfillen
(8. B) eine Flache 1I. KI. % die 9t3 eingeschrieben ist, und schneiden daher eine
andere Ebene T2 der 3t3 in den Punkten der Geraden b, in welcher % von
T2 berthrt wird und die mit b zu demselben Systeme gehért. Die Punktreihen,
in denen b und bx von Linien in zwei Ebenen der 3t3 getroffen werden,
sind projectiv. Jeder Geraden b in Tx entspricht somit eine bestimmte Gerade
b in T2 und die Punkte auf b sind mit der Punktreihe auf b’ projectiv.

Durch einen Punkt A auf Tx gehen ausser Tx noch zwei Ebenen der 3t3,
also geht durch A die von diesen beiden Ebenen bestimmte Linie in zwei
Ebenen von 3t3. Die Geraden b, welche in Tx liegen und durch A gehen,
werden von dieser Linie getroffen; ihnen entsprechen in T2 die Geraden b\
welche von derselben Linie getroffen werden, welche also durch den Schnitt-
punkt dieser Linie mit der Ebene T2 gehen. Einem Strahlblschel in Tx ent-
spricht daher ein Strahlbiischel in T2, und die Tréager dieser Strahlbischel liegen
auf einer Linie in zwei Ebenen der 9t3.

Zu jeder Geraden b kann man hiernach die entsprechende Gerade V leicht
construiren, wenn zu vier Geraden bx, b2, b3 bx in Tx die entsprechenden
V, V» 63>V inr2 % geben sind. .

Die Geraden b2 b3, bx, b bestimmen auf bx, und die entsprechenden Ge-
raden b2, V> b' auf V zwei projective Reihen; b' geht daher durch den
Punkt auf bx, der dem Schnittpunkte von bx und b entspricht. Ebenso bestimmen
bx, b3>bx>b auf b2 und bX\ b3\ bj, V auf b2 zwei projective Reihen; hierdurch
bestimmt sich der Punkt, in welchem b2 von b' geschnitten wird. Da man nun
die Punkte kennt, in denen bx und b2 von V geschnitten werden, so ist b’
selbst bekannt.

Dieselbe Construction verwendet man bei z2wei projectiven Ebenen, auf
welchen die Geraden bx, b2, b3, bx den Geraden bx, b2, b3, bx entsprechen,
um zu jeder Geraden b der einen Ebene die entsprechende Gerade b der andern
zu construiren. Da nun je zwei Schnittpunkte zweier Geraden auf Tx und der
entsprechenden beiden auf T2 eine Linie in zwei Ebenen der 9t3 bestimmen, so
schliessen wir: Die Linien in zwei Ebenen einer 9t3 werden von je zwei
Ebenen der 9t3 in entsprechenden Punkten zweier projectiven Punkt-
systeme geschnitten.

Jede Ebene, in welcher zwei Linien in zwei Ebenen einer 913 liegen, ist
eine Tangentenebene der 9t3. Wir sehen daher: Die Ebenen, welche zwei
projective Ebenen in entsprechenden Geraden schneiden, umhillen
eine abwickelbare Flache I1IlI. KI.

10. B. Die Gleichungen entsprechender Punkte dreier projectiven Punkt-
reihen, durch welche eine 9t3 erzeugt wird, vereinfachen sich in bemerkens-
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werther Weise, wenn man als Tréger zweier Reihen zwei auf der hl&che 313
liegende Gerade < und x und als Tréger der dritten den Schnitt a der Ebenen
wahlt, welche 913 langs a und x berlihren. Wir bemerken, dass a und x die
Cuspidalkante der Flache beriihren; die Beriihrungspunkte seien PO und P3.

Der Punkt PO der Geraden 1 ist der Schnitt von & mit der Ebene von 9t3,
welche der durch < gehenden unendlich nahe liegt; ihm entspricht daher auf a
der Schnitt Px von a und & und auf x der Schnitt P2 von x und a

Die Ebene von 9t3, welche der Ebene iP 3 unendlich nahe liegt, trifft < in
PX ain P2 und x in PA also entsprechen sich auch diese drei Punkte.

Die linearen Functionen PO, Px, P2, P3 lassen sich nun immer mit solchen
Zahlen multipliciren, dass die Gleichungen entsprechender Punkte der drei Reihen
POPX P]P2 P2P-i die Form haben
P M\ixP0—\i2Px=0, P 3=WwPx—({272= 0, P"= P2 M-2"3= 0.

Dividirt man durch j und setzt p2:j4 = 0, so entstehen die Gleichungen
1 P~ Po— jxPx= 0, P'= Px— W™= 0, P""P27~vP 3= 0.

Jede Ebene, deren Coordinaten diesen drei Gleichungen fir irgend einen
Werth der verdnderlichen Zahl genugen, beriihrt die 313. Man kann aus den-
selben u, v, w durch ja ausdriieken und erh&lt somit die Coordinaten jeder
Ebene der 9i3 als rationale Functionen eines Parameters j.; die Auf-
losungen des Systems 1 haben die Form

u - (a0 -h 04 jaH- a2ja2 -+- a3y.3) : (80 + Sxja H- d2ja2 H- S3ja3) ,
2 v = (R0 - Bi xH R292+ R3MB) - (Bo mm8i P + S2P2 + 83P3)»
vi= (70 -h 7i X+ y2J2 + 7338) : (SO + 8l1JA-t- s2I® 4- 83jx3) .
Setzt man die Werthe 2. in die Gleichung ein
ux -+~ vy -I-wz — 1= 0,
so erhdlt man nach Beseitigung des Nenners eine Gleichung von der Form
AO -+ KAX -|- JRY2 —+ j@BA3 = 0,
worin A0, Ax, A2, A3 lineare Functionen in Punktcoordinaten sind.

11 B Ebenso, wie in No. 11, schliesst man umgekehrt: Alle Ebenen,

deren Gleichungen aus )

AQ t uAX -+ A2 -T j3A3 =0
erhalten werden, indem man dem Parameter ja alle Werthe von — 00
bis -~ 00 ertheilt, umhillen eine abwickelbare Flache Ill. KI.

12. B. Die Eigenschaft, dass die Coordinaten jeder Ebene sich als rationale
Functionen eines Parameters ausdriicken lassen, hat die abwickelbare Fléche
Il. KI. mit der Geraden und dem Kegel II. O. gemein. Sind AO, Ax, A2 die
Gleichungen dreier Ebenen, so geht jede Ebene, deren Gleichung von der Form ist

1 AQ + &kAx = 0
durch die Gerade AOAX

Jede Ebene, deren Gleichung die Form hat
2 AQ -+ KAX -+ pRA2 = 0
geht durch den Schnittpunkt der Ebenen AOAXA2 Die Gleichung der Spur
von T auf der X K-Ebene entsteht, wenn man in 2. z = 0 setzt. Man erhélt
dann eine Gleichung von der Form
3 Pqg H- X72%i H- jx2722 = 0,
worin BO, Bx, B 2 lineare Functionen von x undy sind. Aus dieser Gleichung
erhdlt man fir die Coordinaten der Spur Ausdriicke der Form

o +«ilM. 42 P2 Ro -F BIP + R2p2.

U To+ TjxH2pKR2 V. To+ 7iF+ 72F2°
lost man diese Gleichungen” nach jx'und p2, so erhdlt man
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4- P=A :A. P2= p,:P,,
gvobel 70, 7\ lineare Functionen von // und &sind. Durch Division folgt aus 3.
_ P -.p
und hieraus und aus der ersten Glelchung 3.
Po— =0, Px—WP2= 0.

Die Geraden, welche der Gleichung 3. entspringen, sind daher die Ver-
bindungslinien entsprechender Punkte zweier projectiven Punktreihen auf POPx
und PxP2; sie umhillen den Kegelschnitt

POP2-P * = o.

Die Ebenen, deren Gleichungen unter der Form 2. enthalten sind, gehen
durch einen Punkt und ihre Spuren auf der X F-Ebene umhillen einen Kegel-
schnitt, also umhillen die Ebenen selbst einen Kegel I1I. O

13. B. Durch zwei Ebenen, welche die 9i3 berlihren, durch die Geraden a
und x, in welchen sie die 9i3 bertihren, und durch die Punkte PO und P 3 der
Cuspidalkante der 9t3 welche auf a und x liegen, sind die Punkte POPxP2P3
(No. 10 B) gegeben. Ist nun noch eine Ebene C von O3 gegeben, so sind die
Punkte bekannt, in welchen die Geraden j, a und x von dieser Ebene geschnitten
werden; die Gleichungen dieser Punkte seien
L A — axP1—a2P2 = 0, a2P» —a3P3 = 0.

Die Gleichungen je dreier entsprechenden Punkte der drei Reihen POP X
PXP2 und P2P3 sind dann vollstandig bestimmt, namlich
2. PO—iialP1 = 0, alPl1—\ia2P2= 0, a2P2—v.a3P3 = 0.

Dies ergiebt: Eine abwickelbare Flache Ill. Kl. ist durch zwei be-
riihrende Ebenen A und durch die Geraden § und x, langs welcher
sie die Flache berihren, durch die Punkte PQund P3 der Cuspidal-
kante, welche auf diesen Geraden liegen und durch eine dritte be-
rihrende Ebene eindeutig bestimmt.

Die Flbenen A, B, C gehdren zu den Parameterwerthen 0, oo, 1. Man
kann daher diese drei Parameterwerthe drei beliebigen Ebenen der
0i3 zuertheilen; der Parameter jeder andern Ebene ist dann eindeutig
bestimmt.

14. B. Die Gleichung eines Punktes

A=A (Pl + P2)P1 + PIP2"2 — 0
kann man in zweifacher Weise anordnen
2. - A-PA -MA -PA) =
~ A P2P\  PI (PI VP2 — 0.

Aus 2. folgt, dass $x auf der Geraden liegt, welche die Schnittpunkte der
Ebene \x mit den Geraden & und a verbindet; und aus 3., dass ”"3x auch auf
der Geraden liegt, welche die Schnittpunkte der Ebene p2 und der Geraden s
und a verbindet; lolglich liegt 3§ auf den Ebenen (xund p2. In gleicher Weise
schliesst man, dass auch der Punkt

A2 == P\ fPi P P2)#2 P PiP2Pj = 0
ein gemeinsamer Punkt der Ebenen pj und p2ist Die Gleichungen der
Linie in den Ebenen p,, p2 der 9I3 sind daher

A0 (pl + P2)P\ + PiP2P2= 0> P1— (pi + P2)P2pP PiP2pr;i= 0.

Sind pl und p2 unendlich wenig von einander verschieden, so ist die Linie
m den Ebenen p,p2 die Gerade, langs welcher 9t3von pt beriihrt wird. Folglich
sind die Gleichungen der Geraden, langs welcher 9t3von der Ebene p beriihrt wird

PO — P2=0, Pl1—22-hpPP3—o0.
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15. B. Die Gleichung
1 iB= PQ—([* + p2+ p3) P1H (iep3+ p3pa+ Pip2 P2—PIP2P3PI = 0
lasst folgende Anordnungen zu
2 s=PO0—(pj Hp2Px+ pxP2P9—P3[A - (Fi+ P2)p2 + PiP2A]=0»
3. = PO—(Pl+ p3)P\ P PiP3p2—p2px~—~01+ F)P2 + PIPBFi]—0*
4 = PO—(p2H P3)Px+ p2P3P2 PI\P\  (P2P P3)p2 P P2P3P% P

Aus denselben erkennt man, dass durch i die drei Ebenen px p2 p3
der FGéache 0I3 gehen.

Die Gleichung des Punktes, in welchem die auf der Ebene p liegende Ge-
rade der Flache 913 von der Ebene px geschnitten wird, folgt hiernach zu

PO— (2p t- pYPx + (p2+ Sppj)P2 P2Pips = ®

Ist pj nur unendlich wenig von p verschieden, so erhdlt man hieraus die
Gleichung des auf der Ebene p liegenden Punktes der Cuspidalkante der ab-
wickelbaren Flache I1I. KI.

Po ~ 3PPx P 3p2P2- p3P3 = 0.
Vergleichen wir dies mit No. 10, 4, so folgt: Die Cuspidalkante einer

abwickelbaren Flache Ill. KI. ist eine Raumcurve lll. O.

Die Raumcurve Ill. O. und die abwickelbare Flache IIl. KI. treten also
immer vereint auf. Die Tangentenflache jeder Raumcurve Ill. O. ist
eine abwickelbare Flache Ill. KIl., und die Cuspidalkante jeder ab-
wickelbaren Flache Ill. Kl. ist eine Raumcurve lll. O.

16. Die Parameter Xder Punkte einer Raumcurve Ill. O., deren Schmiegungs-

ebenen durch einen gegebenen Punkt P des Raumes gehen, werden erhalten,
wenn man in der Gleichung der Schmiegungsebene des Punktes X (No 15, 6)

L TO—3XTl -p 3X2n — X*T3 = 0

die Zahl X so wahlt, dass dieser Gleichung durch die Coordinaten des Punktes
P genligt wird. Setzt man diese Coordinaten in 1 ein, so erhalten die linearen
Functionen TO, Tx, 72, T3 bestimmte Zahlenwerthe, und die gesuchten Werthe
von X sind die Wurzeln der cubischen Gleichung 1 Bezeichnet man diese
Wurzeln mit X, X2, X3, so ist

2 N4-xo-pX3= 3T2: T3> MOR-f-XjXg-t-x2x3= 3Tx:T3 XX23= TQ.T3.

Die Gleichung der Ebene der Punkte Xx, Xg, Xg ist (No. 15, 1)
3TO—(XL X+ X)Tx+ QKR4 X8+ XX T3 — XXxXX3T3 — 0.

Setzt man die Werthe 2. in 3. ein, so wird 3. identisch erflllt; daher folgt:
Der Schnittpunkt der Schmiegungsebenen dreier Punkte einer Raum-
curve lll. O. liegt auf der Ebene dieser drei Punkte.

Bildet man den entsprechenden Satz fiir die abwickelbare Flache Ill. KI.:
Die Ebene dreier Punkte der Cuspidalkante einer abwickelbaren
Flache Ill. O. geht mit den drei Ebenen dieser Punkte durch einen
Punkt, — so erkennt man, dass derselbe mit dem vorigen Satze identisch ist.

Wenn die Gleichung 1 eine reale Wurzel X und zwei conjugirt complexe
X und X3 hat, so geht durch P nur eine reale Osculationsebene von R 3\ die
beiden andern Osculationsebenen, sowie die Punkte der Curve, an denen diese
liegen, sind conjugirt complex. Die Secante dieser Punkte ist real, die Ebenen

Tg— 2+ Y P\H"238P2=0, Tx R+=X)T2+ XXET3 0,
deren Schnitt die Secante X3 ist, sind beide real, auch wenn X und X3 con-
jugirt complex sind.

Umgekehrt sieht man sofort: Wenn die Werthe Xv X, X3 gegeben sind,
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so bleibt der Punkt P, dessen Coordinaten den Gleichungen 2. geniligen und
durch dieselben eindeutig bestimmt werden, real, auch wenn zwei von den
Werthen X; X, X3 conjugirt complex sind.

Jeder Ebene 7' ist also in Bezug auf eine Raumcurve IH Q.~gin auf ihr
enthaltener Punkt P zugeordnet, umgekehrt jedem Punkte eine Ebene; in dem
Punkte P schneiden sich die Osculationsebenen der auf der Ebene T liegenden
Curvenpunkte; oder: auf der Ebene T liegen die Punkte, in welchen die
Raumcurve von den drei durch P gehenden Oculationsebenen bertihrt wird.

Der Punkt P wird als Pol der Ebene Tt die Ebene T als Polarebene
des Punktes P in Bezug auf die R 3 bezeichnet.

17. A Die Parameter X und X2 der Punkte einer R3, welche dieselbe

mit der durch einen gegebenen Punkt P des Raumes gehenden Secante der
Curve gemein hat, lassen sich wie folgt bestimmen: Durch die Secante XxX2
gehen (No. 14, 1) die beiden Ebenen

E TO— (k1+ X) Tx XX72= 0, Tx- (%4-X2)724- XIXT3= 0.

Diesen Gleichungen wird durch die Coordinaten von P genigt. Hat man
diese Coordinaten in 1 eingesetzt, so sind in 1 nur noch die Zahlen X und X
unbestimmt. Aus 1 folgt hierfir

- _ TT T.T,
te3 g XX g
und nun l3sst sich leicht die quadratische Gleichung aufstellen, deren Wurzeln
die Parameter kx und X2 sind.

Liegt P aul der Tangentenflache von R 3>also auf der abwickelbaren Flache
Il. KI., welche R3 zur Cuspidalkante hat, so ist X = X2, und man hat die
beiden Gleichungen

2= ToOA2 T? 2\ TOT3-T XT2
1 TxT3- Tf nmw 2

Die ausreichende und nothwendige Bedingung fiir den Verein dieser beiden

Gleichungen ist
4("™0T, - Tf)(TxT3- Ti)- (TOT3- TxT\)* = 0.

Wenn die Coordinaten eines Punktes dieser Gleichung geniigen, so liegt
der Punkt auf der Tangentenfliche von R3; also ist 3. die Gleichung
dei langentenfliche der Raumcurve Ill. O; dieselbe ist vom vierten
Grade. Wir schliessen daher: Jede Gerade wird von vier Tangenten
einer Raumcurve Ill. O. getroffen.

Die Ordnung der Tangentenflache einer Raumcurve bezeichnet man
als den Rang der Curve; eine Raumcurve Ill. O. istdaher vom vierten Range.

B. Ist 7' eine gegebene Ebene und sind tq und g2 die Parameter der
Ebenen einer Flache 1K3, welche sich auf T schneiden, so genugen die Coor-
dinaten von 7' den beiden Gleichungen (No. 14 B, 3

TO (Pi+ P2 Tx4-pje272= 0, Px—(@fl+ @ 72+ Xp3= o

Aus diesen Gleichungen lassen sich die unbekannten Parameterwerthe be-

stimmen; man erhalt
P«P.-P? 7073-7 x72
~r2 B\Rs —B#F PL+ P2 1yp3 Ry2

Enthdlt T eine auf gelegene Gerade (den Schnitt zweier auf einander
folgenden Ebenen von 9i3), so ist [A = g2, und man hat

.2_ TOP, - = 7073- PxP2
t,p3 P2> t,t3 Ry

2. Xj X2 —
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Die Bedingung fir den Verein dieser beiden Gleichungen ist die Gleichung
der Flache, die von den Ebenenbiischeln umhullt wird, welche die
Geraden der jR3 zu Trdgern haben, namlich

P Pf)y (pOp, - ptp,y = 0.

Diese Gleichung ist vom vierten Grade, die durch sie dargestellte Flache
also von der vierten Klasse.

Durch eine gegebene Gerade gehen daher vier Ebenen dieser Flache, und
die Gerade wird folglich von vier Geraden der 1R3 getroffen, ein Ergebniss, das
mit dem in 17A erhaltenen identisch ist.

18. Wir denken uns eine Raumcurve Ill. O. als Schnitt zweier Kegel II. O.
Kx und 7T2. Legt man durch die Spitze von Kx Gerade, die den Mantellinien
von 7T2 parallel sind, so erhdlt man einen Kegel A2, der mit A2 congruent ist,
und mit Kx die Mantelline gemein hat, welche die Spitzen von K x und K2 ver-
bindet. Die beiden Kegel Kx und K2 haben daher noch drei Mantellinien
gemein, von denen wenigstens eine real ist. Folglich haben die beiden Kegel
K{ und K2 drei Paar parallele Mantellinien, die Curve R%daher drei un-
endlich ferne Punkte, von denen wenigstens einer real ist.

Von einem dieser Punkte aus wird die Curve durch einen Kegel II. O.
mit unendlich ferner Spitze projicirt; also lassen sich durch eine R3 drei
Cylinder II. O. legen, von denen wenigstens einer real ist.

Die Werthe des Parameters X welche den unendlich fernen Punkten zuge-
horen, sind die Wurzeln der Gleichung (No. 10, 3)

73 = °.

Je nachdem diese Gleichung drei reale verschiedene Wurzeln, zwei gleiche
und eine dritte von diesen verschiedene reale Wurzeln, oder drei gleiche reale
Wurzeln, oder eine reale und zwei conjugirt complexe Wurzeln hat, besitzt die
Curve drei getrennte reale, zwei vereinte und einen von diesen getrennten realen,
oder drei vereinte reale, oder nur einen realen unendlich fernen Punkt. Die
Tangenten der Curve, die sie in den unendlich fernen Punkten beriihren, werden
als Asymptoten der Curve bezeichnet. Giebt es drei reale getrennte unendlich
ferne Punkte, so giebt es drei Asymptoten, die nicht unendlich fern sind;
sind zwei unendlich ferne Punkte real und vereint, so hat die Curve eine un-
endlich ferne Tangente (unendlich ferne Asymptote), und ausserdem noch eine
Asymptote, die nicht unendlich fern ist; sind drei reale unendlich ferne Punkte
vereint, so ist die unendlich ferne Ebene Osculationsebene der Curve; ist nur ein
realer unendlich ferner Punkt vorhanden, so hat die Curve nur eine reale Asymptote.

Hiernach zerfallen die Raumcurven IIl. O. in vier Gruppen von Curven,
die ihren Gestaltsverhaltnissen nach wesentliche Verschiedenheiten darbieten:

Cubische Hyperbel, mit drei realen Asymptoten;

cubische hyperbolische Parabel, mit einer realen Asymptote und einer
unendlich fernen Tangente;

cubische Parabel, mit einer unendlich fernen Osculationsebene;

cubische Ellipse, mit einer realen und zwei imagindren Asymptoten.

19, Eine Raumcurve wird von einem Punkte PO aus durch einen Kegel
projicirt.

Die beiden Punkte der Flache Il. O. f —O0, welche auf der Geraden 707
liegen, theilen die Strecke POP in Verhdltnissen ja, welche die Wurzeln der
Gleichung sind

1- /o + 2p.(/1071-hfzo'Xi ~+FA0X3T-740 Xi) p2’/ — 0-
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Fiir die Punkte der Strecke PQP, die auf der Flache Il. O. 9 = 0 liegen,
erhdlt man
2. N0 4+ (?to' Al + 22072 + ?30'"3 + 940M) + F2e?2 = 0-

Liegt nun P auf einem der Strahlen, durch welche die Punkte der Schnitt-
curve der Flachen f und 9 von PO aus projicirt werden, so haben die Gleichungen
1 und 2. eine gemeinsame Wurzel, und diese Wurzel entspricht dem auf der
Geraden POP liegenden Punkte der Raumcurve /, . Setzt man abkirzungsweise
fl o X\ ~hf\ O Xel d“/ , 0 x 3 fl 0 X4 Tio +?720 X2~P?30 X3~P940X4
so bestehen fir eine gemeinsame Wurzel von 1. und 2. ausser 1. und 2. noch
die Gleichungen, welche aus 1. und 2 durch Multiplication mit fx hervorgehen,
so dass man den Verein von vier Gleichungen hat

fo t-2F ¢(L4-f o =0,
fo' G4 2F M + /-F3
29 4- XD [x-f- 9 e2
1Xx4-2 ep24-9 3= 0.

Aus dem Vereine dieser vier Gleichungen folgt das Verschwinden der

Determinante

1
o

Umgekehrt schliesst man leicht, dass wenn die Resultante R verschwindet,
die Gleichungen 1 und 2. eine gemeinsame Wurzel haben. Denn multiplicirt
man die Verticalreihen von R der Reihe nach mit 1 & P&, »3 und addirt dann
die zweite, dritte und vierte Reihe zur ersten, so erhdlt man

G F f f
SE fO Ff _
R H o9 -0

AR To A7
wobei G und H die linken Seiten der Gleichungen 1 und 2. bezeichnen. Nach
den Gliedern der ersten Verticalreihe entwickelnd erhdlt man
3 R=A+G-hR «H,
wo A und B lineare Functionen von fx sind.

Ist nun R = 0 und wéhlt man fir fx eine Wurzel der Gleichung G = 0, so

folgt aus 3. dass auch
B.H—O

Da nun B vom ersten Grade ist, so folgt, dass fur eine der beiden Wurzeln
von G — 0 auch p[ verschwinden muss, dass also die Gleichungen G = 0 und
H — 0 eine gemeinsame Wurzel haben.

Die Function R ist vom vierten Grade in Bezug auf xx, x2, x3 x4; sie
lehrt daher: Die Schnittcurve zweier Fldchen 1. O. wird von einem
beliebigen Punkte des Raumes aus durch einen Kegel IV. O. projicirt.

Wiéhlt man PO auf der Schnittcurve, so istf 0= 90= 0 und die Gleichungen
1 und 2. gehen nach Unterdrickung der selbstverstandlichen gemeinsamen
Wurzel [x= 0 in die linearen Gleichungen (ber

2ir+ /[-fx = 0, 20+ 9mx= O.

Projicirt der Strahl POP einen Punkt der Raumcurve F, 9, so ergeben diese
Gleichungen denselben Werth fir [x also ist
6. Fy —o0/ = 0.
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Diese ist vom dritten Grade in Bezug auf xx, x2, x3, ,j4. Daher folgt:
Eine Raumcurve IV. O. 1. Sp. wird von jedem ihrer Punkte aus durch
einen Kegel Ill. O. projicirt.

20. Haben die Flachen f und 9 eine gemeinsame Gerade, so wird dieselbe
von PO aus durch eine Ebene projicirt; diese Ebene bildet einen Theil des
Kegels, der die Raumcurve (f 9) von P aus projicit. Eine Raumcurve
Il. O. wird von einem ausserhalb derselben gelegenen Punkte aus
durch einen Kegel Ill. O. projicirt, und von einem auf ihr liegenden
Punkte aus durch einen Kegel II. O.

Den letzten Theil dieses Satzes haben wir friher auf einem andern Wege
gefunden.

Eine beliebige, PO nicht enthaltende Ebene T schneidet den Kegel T,
welcher eine R3 von PO aus projicirt, in einer ebenen Curve 1lIl. O. C3. Jede
durch PO gehende Ebene 7\ enthélt drei Punkte von R 3, also drei Mantellinien
von T, und die Spur von Ti auf T enthdlt drei Punkte von C3.

Jeder Punkt der CA erscheint als Centralprojection eines Punktes der R 3;
hiervon macht nur der Punkt A von C3 eine Ausnahme, der auf der durch PO
gehenden Secante § der R3 liegt; A ist die Projection zweier Punkte der W3
namlich der beiden Schnittpunkte von |8und Rv Jede durch + gehende Ebene
trifft R3 nur noch in einem Punkte, jede durch A gehende Gerade der Ebene T
trifft daher U3 nur noch in einem weiteren Punkte.

Wir schliessen hieraus, dass A ein Doppelpunkt der Curve CA ist, und
bezeichnen dementsprechend a als Doppelkante des Kegels Ill. O. T. Die
ebene Centralprojection einer Raumcurve Ill. O. ist daher eine Curve
. O. mit Doppelpunkt.

Wird R3 von j in zwei realen Punkten getroffen, so ist A ein Doppelpunkt
im eigentlichen Sinne des Wortes, d. i. ein Punkt, durch welchen die Curve
zweimal hindurchgeht, der Knotenpunkt einer Curvenschleife. Sind hingegen
die Schnittpunkte von § und R 3 conjugirt complex, so liegen in der Umgebung
von Akeine realen Punkte der Curve C3 und der Doppelpunkt A tritt daher als
isolirter Punkt der Curve auf.

21. Jede auf C3 bezlgliche ebene Figur kann man von PO aus projiciren
und erhalt so eine auf R.A bezigliche Figur; aus jedem auf C3 beziiglichen Satze
kann man so einen analogen Satz Uber R 3 ableiten.

22. In Bezug auf abwickelbare Flachen I1V. KI. 1. Sp. und IIl. KI. erhélt
man folgende Satze, deren Beweise denen in den vorhergehenden Nummern
leicht nachgebildet werden koénnen.

Die Ebenen der den beiden Flachen Il. O.f — 0 und 9 = 0 (in Ebenen-
coordinaten) umschriebenen abwickelbaren Fldche werden von einer beliebigen,
diese Flache nicht bertihrenden Ebene TO in den Tangenten der Grenzflache
IV. KI. geschnitten

wobei F —flau\ -+-f20'u2 -\-fzfu.A -p f\ 0'~4 >
0O = 910'«! 920'«2 -+ ?230'"3 -+ ?240'"N4 o
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Tangirt TO die abwickelbare Flache, so ist die Grenzflache von der Ill. KI.
und hat die Gleichung

Fy —4# = 0.
Eine abwickelbare Flache Ill. KI. wird von einer die Flache nicht bertihren-
den Ebene in einer Curve Ill. Kl. geschnitten; diese Curve hat eine Doppel -

tangente, d. i. eine Tangente, welche die Curve in zwei getrennten Punkten
berlihrt, und durch deren Punkte (ausser der Doppeltangente selbst) nur eine
Tangente der Curve geht.

Die Sétze (ber Curven Ill. KI. mit einer Doppeltangente lassen sich daher
auf die abwickelbaren Flachen I1ll. KI. Ubertragen®).

*) Ueber Raumcurven dritter Ordnung und abwickelbare Flachen dritter Klasse vergl. u. A .:
v. Drach, Einleitung in die Theorie der cubischen Kegelschnitte; SCHLOEMILCH, Kahi und
Cantor, Zeitschr. fur Math. u. Phys. Jahrgang 12, Supplementbd. (1867).

Differentialrechnung,

bearbeitet von

Dr. Richard Heger,

Gymnasiallehrer u. a. o. Hon.-Professor am Kgl. Polytechnikum zu Dresden.

8 1 Einleitung.

1 Wenn eine Grésse y von einer veranderlichen Grosse x abhdngt, so dass
verschiedene Werthe von x im Allgemeinen verschiedene Werthe von y ver-
ursachen, so bezeichnet man y als eine Function der Verdnderlichen x.
Day sich mit a andert, so ist auch y eine verdnderliche Grosse; weil die Werthe
von 'y von den Werthen der Grosse x abhdngen, so bezeichnet many als ab-
hédngige Verénderliche im Gegensdtze zu der unabhédngigen Verénder-
lichen x.

Wir beschrdnken uns bis auf Weiteres darauf, Functionen realer Variabein
2u betrachten.

Wenn man nur die Thatsache ausdrticken will, dassy eine Function von x
ist, ohne die Art der Abhéngigkeit anzugeben, so bedient man sich der Be-
zeichnung y = f{x)\ verschiedene Functionen kann man durch Wahl eines andern
Buchstabens oder durch Indices unterscheiden F(x), <, <(*), f x(x), f%(x) . ..

Um den Werth anzudeuten, den die Function f(x) fur bestimmte Werthe
von X annimmt, setzt man diese Werthe hinter das Functionszeichen an die
Stelle von a; demnach sind/(0), /(1), /(2), . ./($), /(0), f(a\ + b) .. die Werthe,
welche f(x) annimmt, wenn man die Variable x durch die besonderen Werthe
0 1 2, § 2ij, a\ -+~ b ersetzt.

2. Nimmt die Variable x um einen Betrag hx*) zu, so wird y um einen
positiven oder negativen Betrag zunehmen, den wir mit A/ bezeichnen wollen;
dann hat man also

y —fix), y + hy = f{x hx) .

Hieraus folgt durch Subtraction

Ay —f{x 4- Av) —f{x).

Wenn A* mehr und mehr abnimmt, und der Grenze Null sich nahert, so
nahert sich im Allgemeinen auch Ay der Grenze Null. Soweit dies der Fall ist,
soweit also einem unendlich kleinen Zuwachse hx der Verénderlichen
ein unendlich kleiner Zuwachs hy der Function entspricht, heissty
eine stetige Function von x.

*) hx ist hier ein einheitliches Zeichen; die Verwechselung mit dem Produkte aus * und
einem Faktor A ist nicht zu beflrchten, da von einem solchen Faktor nicht die Rede ist.
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Ist z B. f[x) = *2 so ist f(x H Ax) *24- 2XAX 4- Ax2, und daher
Alr = 2x/Ac 4- AX2.

Fir alle endlichen Werthe von jc wird dieser Ausdruck verschwindend Klein,
sobald Ax verschwindet; daher ist x2 (und allgemein jede Potenz von x mit
positivem Exponenten, wie man mit Hulfe des binomischen Satzes leicht nach-
weist) fur alle Werthe der Variabein eine stetige Function.

Ist ferner f[x) = sinx*), so ist

f(pc 4- AX) = sin (X 4- AX) — sinx cosAX 4- COSX SinAX .

Daher ist

Ay = sinx [cosAx — 1) 4- cosx SinAx.

Wird Ax verschwindend klein, so verschwinden cosAx — 1 und sinAx, also
auch Ay. Hieraus folgt, dass sinx fir alle realen Werthe von x eine stetige
Function von x ist.

Anders verhdlt sich die Function

Man erhédlt f[x Ax) — 1:[x 4- Ax —2) und daher

Ay X yAX —2 x—2 Xza-Ax=2rfx—2)'

Wenn Ax verschwindet, so geht der Nenner in den Werth (x — 2)2 (ber.
So lange * von 2 verschieden ist, ist dieser Nenner von Null verschieden; da
nun der Zahler Ax verschwindet, so verschwindet auch Ay. Fir alle von 2 ver-
schiedenen Werthe von x ist also die Function 1;[x —2) stetig.

Fur x = 2 werden aber, wenn Ax verschwindet, Z&hler und Nenner von
Ay zugleich Null; fur einen Werth von x, der um einen verschwindenden Betrag
kleiner als 2 ist, hat 1:[x — 2) einen verschwindend kleinen negativen Nenner,
ist also von unendlich grossem negativen Werthe; setzt man hingegen fir x eine
Zahl, die um verschwindend wenig grosser ist, als 2, so ist der Nenner von
1:[x—2) verschwindend klein und positiv, also hat f[x) einen unendlich
grossen positiven Werth. Die Function

1
y “ N 2
erleidet daher an der Stelle x = 2 eine Unterbrechung der Stetigkeit, indem fur
X = 2 die Function von — co zu H 00 uberspringt.

Die Function y = tangx wird an den Stellen x — ~
2 2 2 2

unstetig, denn an diesen Stellen springt y von 4- @ auf — 00.
Die Function y — (— a)x, wobei unter a eine positive Zahl verstanden
werden soll, hat furx = 0 den Werthy = lund fir* = 1den Werthy = —a.
Bezeichnet n eine Primzahl (die wir uns beliebig gross denken kdnnen), und
giebt man der Variabein a der Reihe nach die Werthe
1 2 3 4 n—1
n" n’n"n' n
so erhdlty der Reihe nach die Werthe

) Lntei X soll hier nicht ein Vinkel,, sondern der Arcus eines Winkels verstanden werden,
d. i. der Bogen, der vom Scheitel eines Winkels aus zwischen den Schenkeln beschrieben ist
und die L&angeneinheit zum Halbmesser hat'; ist @ der Winkel, dessen Arcus die Grdsse * hat,
so ist X — te@: 180, wobei 9 in Graden auszudricken ist. Dasselbe gilt fur die Ubrigen
goniometrischen Functionen.
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also, da der Wurzelexponent eine ungerade Zahl ist, abwechselnd positive und
negative Werthe. Der Unterschied zweier auf einander folgenden Werthe von x ist
1:n und kann auf jedes Maas der Kleinheit herabgedriickt werden, sobald nur n
hinlanglich gross angenommen wird. Hieraus folgt, dass die Function innerhalb
des Intervalls x — 0 bis x = 4- 1 unendlich oft von einem endlichen positiven
Werthe zu einem endlichen negativen Werthe Uberspringt; Gleiches ergiebt sich
fir alle realen Werthe der Veranderlichen.

Wir beschrdnken uns im Folgenden auf solche Functionen, die nicht fir
unendlich viele, innerhalb eines endlichen Intervalls liegende Werthe der
Variabein Unterbrechungen der Stetigkeit erleiden.

3 Nimmt man x als Abscisse und y als Ordinate eines Punktes P in Bezug
auf ein ebenes rechtwinkeliges Coordinatensystem, und durchlduft x die realen
Werthe von — 00 bis -t- 00, so beschreibt P eine bestimmte Curve, welche die
Gleichung hat

y = /(%)
Y

(M. 470.)

Wenn f[x) eine
stetige  Function ist, r
so ist die zugehorige
Curve durchaus zu-
sammenhdngend; so
gehort z B. die Glei-
chungy = x2 einer
Parabel an, deren
Symmetrieachse  die
F-Achse, deren Schei-
tel der Nullpunkt ist.
Die Sinuscurve, d. i.
die zu der Function

y = sinx
gehdrige Curve ist in
Fig. 470 dargestellt
(zwischen den Abscis-

3tc 3T

sen —y undy) e

DieCurve(Fig.471)
1

A X—2
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ist bekanntlich eine gleichseitige Hyperbel, welche eine Asymptote parallel zur
F-Achse im Abstande 2 von derselben hat; an dieser Stelle x — 2 ist der Lauf
der Curve unterbrochen.

Die Curve (Fig. 472)

y — tangx
besteht aus unendlich vielen congruenten von einander getrennten Tlieilen, welche
Parallelen zu der F-Achse zu Asymptoten haben, von denen die Abscissenachse
in den Punkten
3t T it k
. T~ T~ 274+ 20T -

getroffen wird.

4. Die Abhangigkeit einer Function y von der unabhangigen Veranderlichen
X kann auch durch eine Gleichung allgemeiner Art zwischen x und y ausgedriickt
werden. Wenn man diese Gleichung auf Null reducirt, so steht auf der linken
Seite eine Grosse, welche x undy (neben gegebenen Zahlen) enthdlt, und die
daher als eine Function dieser beiden Verdnderlichen zu bezeichnen ist; man
schreibt eine solche Gleichung symbolisch

1 F(x,y) — 0.
Gelingt es, diese Gleichung nach y aufzuldsen, also aus ihr abzuleiten
2 y = H{x),

so ist man damit zu dem bisher betrachteten Falle zurtickgekehrt. Gelingt dies
aber nicht (oder wenigstens nicht durch eine endliche Anzahl von Operationen),
so muss es bei dem Ausdrucke 1 bewenden. Im Falle 2. bezeichnet many als
explicite oder entwickelte Function, im Falle 1 als implicite oder
unentwickelte Function der unabhdngigen Variabein x.

5 Ist P der Punkt, dessen Coordinaten x und y —fix) sind, und gehort
Px zu den Coordinaten x 4- Ax undy -~ Ay, so ist
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fix-\rhx) —fix)
A*= —- A = tangQPP,

Nimmt Ax zur Grenze Null ab und ist die
Function fix) in der Nachbarschaft des Punktes
P stetig, so nahert sich auch Ay der Grenze
Null, und die Gerade PM dreht sich um den
Punkt P; der Quotient Ay : kx n&hert sich im
Allgemeinen dabei einem bestimmten Grenz-
werthe, und dieser Grenzwerth ist die trigono-
metrische Tangente des Winkels, den die Ab-
scissenachse mit derjenigen durch P gezogenen
Geraden einschliesst, welche A’-mit einem un-
endlich nahe benachbarten Punkte der zur
Function y —fix) gehdrigen Curve verbindet
Diese Gerade wird, wie aus der analytischen (M473)
Geometrie bekannt ist, als die Tangente der Curve PPX im Punkte P be-
zeichnet; der Winkel der Abscissenachse mit der Tangente PT sei x

Der Grenzwerth des Quotienten

R+ A) —/(*)
A* e = ta
fir ein verschwindendes Ax wird durch fix) bezeichnet. Deutet man den Grenz-
werth einer veranderlichen Grdsse durch Vorsetzung der Buchstaben lim*) an,
und bezeichnet man einen verschwindend kleinen Zuwachs von x mit dx, den
zugehdrigen Zuwachs vony mit dy, so ist
a

L U U SO

Wahrend Ax und Ay die endlichen Differenzen der Coordinaten der
Punkte Px und P sind, haben wir in dx und dy die verschwindend kleinen
Differenzen der Coordinaten des dem Punkte P unendlich nahen Curvenpunktes
und des Punktes P vor uns; im Zusammenhange damit bezeichnet man dx und

dy als das Differential von x, bez. vony, und demgeméss dy\dx als den
Differentialquotienten vony. Aus der Gleichung

S «  f M
leitet man die Gleichung ab
dy = f ix) dx.
Nachdem man den Grenzwerth
l fix -P Ax) —fix)
hm A* =f (*
bestimmt hat, liefert diese Gleichung das Differential von y als ein Vielfaches
des Differentials der unabhéngigen Variabein Xx.
Die Differentialrechnung hat zundchst die Aufgabe, die Differential-
quotienten der Functionen zu ermitteln; hieran reihen sich dann weitere Unter-
suchungen, sowie analytische und geometrische Anwendungen.

6. Ehe wir dazu ubergehen kénnen, die Differentialquotienten der Functionen

aufzusuchen, haben wir einige Grenzwerthe zu bestimmen, um dadurch eine
Grundlage fir die folgenden Untersuchungen zu gewinnen.

*) Ihres, die Grenze.
Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 25
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A Bestimmung des Grenzwerthes von

0 +
fir ein ins Unendliche wachsendes w.
Wir lassen zundchst tu die Reihe der positiven ganzen Zahlen duichlaufen.

Ist m eine solche, so haben wir

o+ C+r=C+»)"C+K 0= 0 +%
Nach der bekannten Regel
am+l — Ifmv — (a—b) (am -+ am-1b + ... -f- ab”—1 H bm)

Gy 0-1{-h-ab-

2 (|+ ZvoX 70 -7 1(" 4,77 "(1+ ™+ -

Ersetzt man in dem Polynom die Briiche 1: (i + 1) Gberall duich 1.m, so
wird der Klammerinhalt vergrossert; jedes Glied des Polynoms wird durch diese

Substitution zu (, + ¢)': man hat daher, wenn man den Kiammerinha.t vor-

Gibergehend mit A bezeichnet
A< m+1) + -J
oder, wenn p eine positive Grosse bezeichnet
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Gl 1.\ W; 1 160

Wenn also <0die Reihe der ganzen Zahlen durchlaufend unendlich waéchst,

so nahert sich™l H einem Grenzwerthe, der zwischen 2,7171 und 2,7183

liegt. Dieser Grenzwerth wird mit e bezeichnet. Durch spétere Untersuchungen
werden wir Mittel gewinnen, e bis zu jedem verlangten Genauigkeitsgrade mit
leichter Muhe zu berechnen; wir werden dann finden, dass e bis auf 13 Ziffer-
stellen genau den Werth hat
e = 2,718281828459 .

Ist m keine ganze Zahl, sondern zwischen den ganzen Zahlen p und p -t- 1

gelegen, so dass
m=p hr,

wo r einen echten Bruch bezeichnet, so ist offenbar

\ m/ n/ \n— 1/ \ n— 1/ \ n— 1/ \ A— 1/
Geht nun m zur Grenze —00, so wird n= 4- 00; da nun dabei 1\(n —1)

zur Grenze Null Gbergeht, so sieht man, dass auch fiir einen negativ unendlichen

Werth von cu,—d. i. fir jeden unendlichen Werth von w die Gleichung gilt
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Are sin x ist also eine unendlich vieldeutige Function. Einer der Bogen, deren
Sinus gleich x ist, liegt zwischen — und 4 diesen besonderen Bogen
wollen wir mit arcsinx bezeichnen, so dass also
—\n < arcsinx < -4 /Mt

Die Function arcsinx ist eine eindeutige Function von x; aus ihr erhalt
man den innerhalb des zweiten oder dritten Quadranten enthaltenen Werth von
Arc sin x

w— arcsinx,

und aus arcsin x und n — arcsinx alle mdglichen realen Werthe von Arc sin x
durch Addition und Subtraction einer ganzen Anzahl von Peripherien, so dass
arcsinx -f- 2kn,
arcsinx -f- 2kn,
wobei k eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet.

Aus der Formel (No. 7)

Arc sin x

dsing = cos9 dp

folgt
_ dsino9
do= cos @
Setzt man hier sin@ = x, so ist @ — Aresinx und cos9 = "jl sm29
— Y 1 — x2+ Daher hat man
dATC sinx — dx dArc sinx 1
YI — x2° dx vV T-

14. Differentiation von Arc cosx. Unter Arccosx versteht man den Bogen,
dessen Cosinus gleich x ist. Es giebt unendlich viele Bogen, die denselben
Cosinus haben, daher ist Arc cosx eine unendlich vieldeutige Function. Fur
jeden Werth von x, der zwischen den Grenzen liegt

4 1< x < —1
giebt es einen Bogen innerhalb der ersten Halbperipherie, dessen Cosinus gleich
x ist; diesen eindeutig bestimmten Bogen wollen wir mit arc cosx bezeichnen,
so dass also
0 < arccosx < n.

Der innerhalb 0 und — +t gelegene Werth von Arc cosx folgt hieraus zu
— arccosx ,
denn entgegengesetzt gleiche Bogen haben denselben Cosinus. Aus diesen
beiden, innerhalb einer Peripherie liegenden Werthen erhélt man alle die unend-
lich vielen Werthe von Arc cos X
L —arc cosx <4 2kn,
( arc cosx 4 2kn.
Von der Formel (No. 8) ausgehend
dcosy = — sinydy,

Arc cosx =

erhalt man
J
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Die Grosse Y 1— x2 stellt in Arcsinx und Arc cosx den Cosinus, bez. den
Sinus des differentiirten Bogens dar; hiernach ist das Vorzeichen der Wurzel in
jedem Falle eindeutig bestimmt.

Hieraus folgt z. B., dass in den Fallen

darcsinx = —==== darccosx — |, o _

der positive Werth der Wurzel zu nehmen ist.

15. Differentiation von Arctangx. Unter Arctangx versteht man den
Bogen, dessen Tangente gleich x ist. Fir jeden realen Werth von x giebt es
reale Werthe der Function Arc tangx, und zwar unendlich viele. Bezeichnet man
mit Arctangx den zwischen — und -t- gelegenen Bogen, dessen Tangente
gleich x ist, so dass also

— = arctongx £ -+
so findet man alle mdglichen Werthe von arctangx aus
Arctangx = arctangx -4 kn.
Aus dtanggl_ = c_ods(D_g findet man
a9 = cos*9 eacangy .

Setzt man nun tangy = x, so ist x — Arc tangzp und c0s29 = 1 : (1 4- tang29)
= 1:(1T-x2). Daher hat man
e _ dx dArc tang x 1
dArctangx = 1ty dx L H X

§ 3. Differentiation zusammengesetzter und unentwickelter Functionen.

1. Differentiation einer Summe und einer Differenz. Sind u und v
zwei Functionen von X, so ist

d(u £ v) _ Iimu— Au =b (v -+ Av) — (u £Iv)
dx Ax yd.* AxJ
Daher ist
d(u d=v) du dv
di- oder = *
2. Differentiation eines Polynoms. Ist
y = al\ mm 2" u” Nl anun,

und bedeuten alf a2 . . an constante Coefficienten, hingegen ult u2 . .
Functionen von x, so ist

dy_ _ ax{ux -4- Aux) 4- . . H-an{un+ Aun) — (axux anun)
dffliux a2«2 -+ a3u,.. -f- atlun) — axdux H~ ardu” -4- a™du”™ H- . .. -4- andun.
Hiernach ist z. B. (vergl. 8 2, No. 4)
O\ 4 X 4-X2-4XA4 X* 4 .. -4-Xn)= (1 4- 2X + 3X2-4-4X3-4- ... + nxn~i)dx,

denn d(1) = o, dx —dx, dx2= 2xdx, dx3= 3x2dx U S W.
3. Differentiation eines Produktes.
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Nun ist bekanntlich

darctang u 1
du b+ »2 0 gg.x2> & -y e
daher hat man schliesslich
darc cotx 1 dx
dx 1+ oA HFICCO s

Sowie Cotangente und Tangente, so sind auch Secante und Cosinus, Cose-

cante und Sinus desselben Bogens reciprok; daher hat man

Xy i—x*

und erhalten

ly — xIx.
Die rechte Seite ist ein Produkt, und daher
dly — x dlIx 4- Ixdx, folglich
dy dx
— — X-— 4- Ixedx = (@ -t- IX)dx.
y X
Hieraus ergiebt sich schliesslich

d(xx) = xx 1 h Ix)dx.

B. Sind u und v Functionen von x, so bilde man, um uv zu differentiiren

I(uv) = vlu\
Daher hat man

d(uv) — uv (v au H lu «dv \.
\ u )

C. Differential von (a -+ bxn)P.
Setzt man a -y- bxn = u, so hat man zuné&chst
duP = puP—du.

Da nun du = d(a 4- bxH — nbxn~i dx, so folgt schliesslich

d(a 4- bxn)P — pnb{a 4- bxn)P~IxH-Idx.
D. Differential von I(a 4 - bx).
Setzt man a 4- bx — u, so hat man

. du
dl@s4-bx) = diu= —.°

Da nun du — d(a-\-bx) = bdx, so folgt
bdx

Xy i—x*“
8. Das bisher Mitgetheilte wollen wir an einigen Beispielen einuben.
A. Um die Functiony — xx zu differentiiren, nehmen wir die Logarithmen

§ 3- Differentiation zusammengesetzter und unentwickelter Functionen.

Ve -+l edx — xd”™a-y- bx* = (|/a + bx2—
Also folgt !

Ya.

j X adx

I/a~+ bx2 _ }/(a 4- bx2)3
H. Differential von xIx — x.
d(XIx —x) —xdIx 4- Ix-dx — dx

dx
_X.

d(xIx —x) = Ixedx.
I. Differential von Isinx und lcosx.
dsinx COS X

disinx — _-— = — dx, d. I
sm x sm x
dlsinx = cotx «dx.
dlcosx — - ASX = — tangxdx.
cos X
K. Differential von Itangx.
dltangdx= dx . dx
tang x cos2x tang x Sinx cosx
2dx
sm 2x

Setzt man 2x = u, so ist 2dx = du, und man erhélt

N
dltang ) anuu.

L. Differential von Icotx.
Da Icotx — /(I itangx) = — Itangx, so ist auch

X% dX — .

o)

(- Ixdx —dx\ folglich ist

also

Yi

397
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2dx
dlcotx = sin2x
Setzt man —2x —u, so ist du = 2ff* sin2x —cosu, und X = -

daher erhadlt man

9. Differentialquotient unentwickelter Functionen.
Wird die Abhéngigkeit der Grdsse y von der unabhéngigen Verénderlichen
x durch eine Gleichung hergestellt
F(x,y) = 0
und ist wieder y 4- Ay der Werth der abhangigen Veranderlichen, welcher dem
Werthe x -+~ A* der unabhédngigen entspricht, so ist auch
F(x - A*y 4- Ay) = 0.

F(x 4- Ax, y 4- Ay) — F(x,y) = 0.
Diese Gleichung kann man durch folgende ersetzen
F(pc 4- Ax, y 4- AY) — Fix 4- A% y) Ay  F(x4-hx,y) —F(X, )

Ay “ hx + hx = °
in welche der Quotient Ay : Ax passend eingefihrt ist. Geht man zur Grenze
fur verschwindende Werthe von Ax und Ay Uber, so erhalt man zun&chst

dy Fixhx, y-y-Ay) —F(x-hAx, y)  F(x-\-Ax,y) —F(x, y)
1. dX-hm- A - lim A5 -

Nach der urspringlichen Definition des Differentialquotienten ist der erste
Grenzwerth, wenn man zundchst nur Ay verschwinden l&sst, der Differential-
quotient der Function F(x 4- hx, y), wenn man in dieser Function bei dieser
Differentiation nury als Variable, x dagegen als Constante betrachtet. Um an
diese Voraussetzung zu erinnern, wollen wir diesen Differentialquotienten durch
den Buchstaben d (statt d) auszeichnen, und haben daher
. F(x 4- Ay 4- Ay) — F(x 4 hx,y) IimdF(x 4- hx, y)

: hiy - by
Lasst man nun auch Ax verschwinden, so erhélt man
. Fix 4-hx, y 4- hy) — F(x 4- AX, y) cF(x, y)
m Ay s e dy

Der zweite Grenzwerth in L1 ist der Differentialquotient von F(x, y), wenn

man nur x als variabel betrachtet. Wir bezeichnen denselben mit
cFjx, y)
cy
und erhalten daher schliesslich aus 1 die Gleichung
cFix, y) "dy dFjx,y) Q
cy dx dx
Diese Gleichung liefert den verlangten Differentialquotienten
dy__ cF{x,y) _cFjx, y)
dx Ldx " ey

Daher ist

’
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Die Grossen
cFix, y) und dF(x, )
CX 7 dy

nennt man die partialen Differentialquotienten der Function F(Xx, y)
nach x bez. nachy.

A Ist z B. F(x,y) = d2x2dt ay2—a2b2= 0, so ist

cFix,y) _ b2 dF dv b2x
dx = X, Ty = * 2a2, und daher dx = ZR é5*7
B. Ist Fix, y) = Ax24- 2Bxy 4- Cy24- 2Dx 4 2Ey F = 0, so ist

F N
FON aaxa28y- 20, LERP= 28x 4 20y + 2,

dx
. dy Ax 4-By D
folglich 4% Bx 4 Cy 4 F
C. Fir F(x,y) =y —xsiny = 0 ist
cF . dF
n = - smy' dy X Cosy,
dy siny

folglich dx 1—xcosy’

D. Aus Fix,y) = xy —yx folgt

dF dF dy yxly —yxy—
-1 = — xy¥1
dx  YX~1—yxly, dy Xy Ix —xy=% dx  xylx xyx 1=

8 4. Differential einer Function mehrerer Variabein.

1 Unter den Functionen mehrerer unabh&ngigen Variabein sind die Func-
tionen zweier Variabein am leichtesten zuganglich, weil sie am leichtesten an-
schaulich gemacht werden konnen. Sind x, y zwei unabhdngige Variable, und
ist z die abhdngige, so dass z = f(x,y), so lehrt die analytische Geometrie des
Raumes die Variabein x und y als Coordinaten eines Punktes P' der horizontalen
Ebene eines rechtwinkeligen Coordinatensystems zu betrachten, und z als die
parallel der Z-Achse gemessene
Ordinate eines zum Grundriss P' ge-
hérenden Raumpunktes P. Durch-
laufen nun x und y alle mdoglichen
realen Werthe, sobeschreibt P* die
ganze Horizontalebene, und P be-
schreibt eine durch die Gleichung
z —f ix, y) charakterisirte Flache,
durch welche die Function fix, y)
geometrisch dargestellt wird.

Es sei P ein Punkt der Flache
z=f{x,y), und OA —x, AP =y,P
P'P= z Wachstx um Ax — AB, (M. 474)
wahrend y unverandert bleibt, so bewegt sich P' parallel der W-Achse bis zu
Pf und man hat

Az FP\ fix 4- hx, y) —fix,y)
hx PE AX

Der Grenzwerth dieses Differenzquotienten Az : Ax, der unter der Voraus-
setzung gebildet wird, dassy dabei als constant gilt, ist der partiale Differen-
tialquotient von z in Bezug auf x (oder kirzer »von z nach x<i)\ er ist die
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trigonometrische Tangente des Winkels, den die Tangente der Curve PPX im
Punkte P mit der X-Achse bildet.

Aendert sichy um Ay = CD, wéhrend x constant bleibt, so beschreibt P
eine Bahn auf der Fl&che, die mit der FZ-Ebene parallel ist, und man hat,
wenn man die jetzt eintretende Aenderung von z mit Axz bezeichnet.

PP'i  fix, y H Ay) —f(x,y)
Ay PF — Ay

Der Grenzwerth ist der partiale Differentialquotient von z in Bezug
aufjy; er ist die trigonometrische Tangente des Winkels, den die Tangente der
Curve PP% in P mit der F-Achse einschliesst.

Aendern sich beide Coordinaten x und y um Ax bez. Ay, so kommen P’
und P nach Pf und P3. Nehmen nun Ax und Ay bis zur Grenze Null ab, so
bewegt sich der zu x -f- Ax undy -h Ay gehdrige Punkt von P3 nach P; der
Weg, den er dabei auf der Flache beschreibt, hangt davon ab, in welcher Weise
Ax und Ay abnehmen, und ist unbestimmt, so lange Uber die Art der Abnahme
von Ax und Ay nichts Né&heres bekannt ist. Wenn z B. zuerst Ay verschwindet,
und dann Ax, so geht der Punkt von PHparallel zur FZ-Ebene nach P1 und
dann parallel der XZ-Ebene nach P, verschwindet zuerst Ax und dann Ay, so
geht der Punkt von P 3 zundchst nach P2 und dann nach P; nehmen Ax und Ay
zugleich ab, so liegt der Weg des Punktes im Innern des Curvenvierecks PPXP 2P 3.

Um einen Weg festzusetzen, auf welchem P 3 nach P gelangen soll, kénnen
wir den Weg vorschreiben, den die Horizontalprojection durchlaufen soll; dies
geschieht, indem wiry als eine gegebene Function von x betrachten. Setzen wir
y = @(x), so erscheint z = f(x, y) als eine Function von x allein und es ist

dz f(x-\-Ax,y-\-Ay)—f(x,y)
77X = Tx
Hierflr kann man wie in § 4, No. 9 setzen
fix -hAx, y-h Ay) - fjx,y - Ay) FfX,y- Ay) - f(X,y) Ay:

mi Ax Ay - Ax*

dies ergiebt

vy
als die partialen Differentiale von z; es sind dies die unendlich kleinen
Aenderungen, welche 2 erfahrt, wenn nur x oder nur y sich um unendlich
wenig andern. Der Ausdruck dz, der die verschwindend kleine Aenderung von 2
angiebt, welche durch verschwindend kleine Aenderungen beider Variabein
erzeugt wird, heisst das totale Differential von z Man erhédlt somit den
Satz: Das totale Differential einer Function zweier Variabein ist die
Summe ihrer partialen Differentiale.

Der Sinn der Gleichung

dz = ox e dx (- —{/—’dy
ist folgender: Je néher die Verdnderungen Ax und Ay der Grenze Null kommen,
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um so genauer stimmt die zugehdrige Verdnderung von z mit dem Ausdrucke
uberein

Zf
AX ty Ay.

Die Grenzwerthe der Verhaltnisse zusammengehoriger Veranderungen von

X, Y, Z ergiebt die Proportion
dz :dx :dy ({éi dx -t %yi_dyj 1dx o dy.

2. Isty eine Function dreier unabhdngigen Variabein xx, x2, x3 so kann
man zundchst x3 als Function von x2 betrachten und nun nach dem Vorher-
gehenden das totale Differential vony finden. Richtet man dann die Formeln
so ein, dass die Art des Zusammenhanges von x2 und x3 in denselben keinen
Ausdruck findet, so gelten sie unabhédngig von jeder Art dieses Zusammenhanges,
gelten also ohne Riicksicht auf jede Abhéngigkeit von x”, x2 und x3 (was
nichts anderes sagen will, als dass sie fir jede mogliche Abhangigkeit Geltung
haben).

Denken wir uns x3 als Function von x2, und demgemass durch @(x2) in/
ersetzt, und bezeichnen das Resultat dieser Substitution mit (/), so ist

Y gag 1t dx2
Auf den partialen Differentialquotienten vony nach x1 hat es keinen Ein
fluss, ob man sich x3 mit x2 verbunden denkt oder nicht, da bei dieser
Differentiation beide Grdssen als Constante betrachtet werden; daher ist

Zjf) = df_
dx, dx,
Fur die partialen Differentiationen nach xIt x2, x3 ... xn-\ ist es gleich-

gultig, ob xn und xnd-i abhangig von einander sind oder nicht; also kann man
hier Oberall (f) durch f ersetzen. Fur den letzten Differentialquotienten von (/)
erhdlt man nach No. 1, 1
d(fy _ df , df "dxm+l
dx,i dxi T dxn+l  dxn
Schi-okmilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 26
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Setzt man dies in 3. ein, so erhdlt man
of df 4T Gyma
o =ihriox + 29 by X
Gilt also die Formel fir das totale Differential bei einer Function von n
Variabein, so gilt sie auch bei n H 1 Variabein. Da sie nun bei drei Variabein
gilt, so gilt sie allgemein.
3. Isty eine Function mehrerer Variabein xv x2 x3, . . X,, ,
y = f(xx, X2, ... x»),
und sind diese wieder Functionen einer unabhé&ngigen Variabein t,

= 9i (f)i = 92 (/)>me s
so hat man zunéachst
; df
1 IX — dxn
) 3Xfi

Nun ist weiter
dxx — <jj dt, dx2—d§t) dt, dx3— #"°dt, ... .

Daher ist
df d®. df dfpg df dy,,
*y = edt dt 1 dx2 dt dt on dt &
Dividirt man durch dt und ersetzt i, ... gx durch xx, ... x, SO erhalt
man den gesuchten Differentialquotienten
dy df dxx df dx2 df dx3 df ~dxn
dt dxx dt dx2 dt dx3 dt dxmM dt
4. Wenn n Variable xx, X2, . . . .xn so von einander abhé&ngig sind, dass
eine gegebene Function derselben verschwindet
f (xx, X2, X3, ...%Xn) == 0)

so missen auch die endlichen oder verschwindend kleinen Veranderungen der
Variabein so beschaffen sein, dass die durch dieselben erzeugte Veranderung der
Function f wverschwindet. Fur verschwindend kleine Aenderungen der Variabein
ergiebt sich hieraus die Gleichung
dxx dx,1 H ex2 dx2 g)(fn dxn = 0.

Wenn von n Variabein (n— 1) von einander unabhdngige Bedingungs-

gleichungen zu erfillen sind
fl —0, /2= 0,...fn1= 0

so kann man (n— 1) dieser Variabein als Functionen der ?zten, oder alle n
Variable als Functionen einer neu eingefiihrten Variabein betrachten.

Die verschwindend kleinen Aenderungen der Variabein, die mit den
Gleichungen f x= 0, /2 =0. .. sich vertragen, erfillen die in—1) Gleichungen

OX~ d %2
Wir setzen zur Abkirzung
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dxk — Jik ~
erganzen das System von Elementen

durch Hinzufligung einer Zeile ganz willkirlicher Elemente wx, w2, w3, ... wnzu
einem Systeme von nl Elementen, und bilden die Determinante S dieser Ele-
mente, sowie die Coefficienten Rx, R.2, R3, ... Rn, welche die Elemente
NX wg, w3, . . wn in dieser Determinante haben; RK ist die Determinante,
deren Elemente aus 2. hervorgehen, wenn man die ~te Colonne weglasst und
die bleibenden geeignet ordnet. Unter diesen Voraussetzungen ergiebt
sich fur die Differentialverhdltnisse die Proportion

3 dxx:dx2:dx3:....: dxn= Rx:R2:Rz:...:Rn.
Setzt man fur dxx, dx2, dx3 ... dxn die proportionalen Werthe Rt,
R2 ... Rn in die ite Gleichung des Systems 1. ein, so erhalt man

fi\R1 “bfi2~2 “bfi3"3 +ecem+m finRn ¢
Dieser Ausdruck geht aus der Determinante *A hervor, wenn man darin die
Elemente wx, w2, ... wn der Reihe nach durchf x,f 2, .. .fin ersetzt, ist
also eine Determinante, deren letzte Zeile mit der Zten identisch ist, und es ist
daher
filRl + fi2”n2 ~bfizRz -b . «-bfinRn — O.
Die der Proportion 3. genigenden dxx, dx2, .. dxn erfullen also in der
That die Gleichungen 1.
5 Wenn die »Grdssen xX, X2, .. X, den n unabhdngigen Bedingungs-
gleichungen geniigen
fl~ M> A = 7M> fs =8>eee fn = (O1>
wobei die d gegebene Constante sind, so sind die x, nicht mehr variabel, son-
dern diese n Gleichungen werden nur durch eine beschrankte Anzahl bestimmter
Werthsysteme von xX, . . .xn, den Wurzeln des Systems 1., erfullt. Da mit
den Gleichungen 1. eine Variabilitdt der Grdssen x X, x2, . . X,, nicht mehr ver-
tréglich ist, so sind die Gleichungen

fi1l dxx -- fx2dx 2+ f-fXn dxn = O,
A2 dxx + f22dx2b mef2n dxn = O,
fnidxx ffnadxz -p .. ®mpfnndx« — 0

nur durch die Werthe dxx = dx2 = dx3 — .. .dxn = 0 zu befriedigen.

Hieraus folgt, dass die Determinante

von Null verschieden ist. Diese Determinante, deren Zeilen von den partialen
Differentialquotienten der Functionenf x, f 2, . .fn gebildet werden, heisst die

Functionaldeterminante der Functionen f x ... fn. Wir haben daher den
Satzz Wenn durch die Gleichungenf x — cx,f2 — ¢2, ..fn — cn die
Grossen xXx, x2, x3, . .. xn bestimmt sind, so ist die Functional-

26*
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determinante der Functionen f x, f2, fz> ¢+ eni°ht identisch gleich
Null.

Wenn die Functionaldeterminante J identisch (d. h. unabhéngig von den
Werthen der xx, x2, . . xn) verschwindet, so sind die in Bezug auf die Un-
bestimmten dxx, dx2, . . dxX linearen Gleichungen 1 nicht unabhéngig von
einander; es ist entweder eine Gleichung eine Folge der dbrigen, und dann kann
man in—1) der Grossen dxx, dx2, . . . durch die ?zte ausdriicken, so dass alle
n unbestimmt bleiben, aber ihre Verhaltnisse bestimmt sind; oder zwei der
Gleichungen 1 folgen aus den Ubrigen, und dann kann man (n—2) der Grdssen
dxx . . durch die Gbrigen beiden ausdriicken, u. s. w. In diesem Falle haben
die Verhéltnisse der die Gleichungen 1 befriedigenden Grdssen bestimmte oder
nicht voéllig bestimmte Werthe; die Gréssen xX, X2, xa, ... X, sind alsdann
trotz der n Gleichungen fx — f2 = . . = fn = 0 noch variabel. Hieraus
folgt weiter, dass in diesem Falle diese Gleichungen 1 die Grdssen xx, ... X,, hicht
vollig bestimmen, dass also zwischen den Functionen f x, f2, . . . fn eine oder
mehr als eine Gleichungen bestehen, welche die Grdssen xx, . . xn nicht expli-
cite enthalten, die also von der Form sind

[ 2>] 3>e0e/«) = °>
so dass in Folge dieser Gleichungen eine oder mehr als eine der Functionen
fx,/2>¢¢efn einen constanten Werth fir alle diejenigen Werthsysteme der
XX, X2, ..xnerhélt, welche den lbrigen Functionen /% constante Werthe ertheilen.
Wir erhalten somit: Die ausreichende und nothwendige Bedingung

6. Aus dem bisher Mitgetheilten ergiebt sich leicht, wie man das totale
Differential einer unentwickelten Function mehrerer Variabein zu
bilden hat. Ist ndmlich die Abhéangigkeit der Grosse y von den unabhédngigen
Variabein xx, ... X, durch eine Gleichung gegeben

-Fy> Xx, x2, xa Cxny - 0

so folgt, wenn man der Reihe nach nur eine der Unabhangigen veréndert, die
andern aber unverdndert lasst
cF cy cF dF dy dF dF dy dF o
cy dxx dxx ¢y cx2 dx2 Tt cy dxn o dx,,

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit dxx, dx2, dxa, .. dxn

und addirt, so erhélt man

dF(dy j c dy JAF . dF dF
dy \dxx 17 d X 2b&e A ndxn Doy d&qu%%«zd]f“%' Adx 90

Der Klammerinhalt ist das totale Differential der Functiony, daher ist
dasselbe aus der Gleichung bestimmt

FF dF dF
dy dy gk XX w0 - dxn — 0.

*) Vergl. u. A. Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten. 4. Auflage.
Leipzig 1875, § 12-
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7. Wir erlautern den Inhalt dieses Abschnitts an einigen Beispielen.

A st z= <@ -ff By2, so die zu dieser Gleichung gehdrige Flache ein
elliptisches oder ein hyperbolisches Paraboloid, je nachdem a und B gleiche
Zeichen haben oder nicht. Die partialen Differentialquotienten von 2 ergeben
sich zu

dz dz

N o= 2ar> = 2fO<
also folgt das totale Differential

dz — 2axdx + 28ydy.

B. Ist z —f{x, y), und kommen x und y in / nur in der linearen Ver-
bindung oix-h By + 7 vor, so kann man, wenn man cx4- By+ 7 = u setzt,
/ zunéchst als Function von u betrachten, und hat demnach

df df du df df du

dx du dx’ dy du dy'
Hieraus folgt weiter

dz — i: -??tj( dx ?}J ' Hy dy, und mithin
_df (du du
dz = gyygy X F gy H)m
Der Klammerinhalt ist das totale Differential von u\ daher folgt schliesslich
dz — Hﬁ du .

In der That ist jede Veranderung von x undy nur eine Veranderung von
u, und man hétte daher vorhersehen kénnen, dass die dadurch bedingte Ver-
&nderung von z nach den Regeln fir das Differential einer Function einer ein-
zigen Variabein (u) zu bilden ist. Ganz dasselbe gilt, wenn x undy in irgend
einer andern, aber nur in einer Verbindung 9(x,y) in der Function f auftreten.

C. Ist 2 als Function von undy durch die Gleichung definirt

(x2-hy2-h z22— (@2x2 -+ b2 +c2z22) — 0

so hat man, wenn man die linke Seite mit f abkirzend bezeichnet

£/ d[(x2 + y2-fz2)2] c(x2-ffy2-ff z2) d[a2x 2 -ff b2 «+ c2z2)

dx d{x€ z2) dx dx

= 22 ffy2-ffz2) «2# — 2a2x = 2x[&(x2-ffy2-+22) — a?].
In gleicher Weise ergeben sich

@ = oy[2(e ffy2 ff 29 — b2y, 8% = 2z[2(x2 ffy21f-22) -

Daher hat man schliesslich zwischen den Differentialen dx, dy, dz die
Gleichung
X(2r2—a2dx .« y (2r2—b2dy ffz (2r2—c2)dz = 0,
wobei zur Abkiirzung x2 \-y2mz2 — r. gesetzt worden ist.
8. Ist/ eine Funktion von x, y, z, und ersetzt man diese Variabein durch
u = ax-\-by-\-cz,
1. v —ax + by ffcz,
w = a"x .« b"y -f c"z,
so kann man das totale Differential von f durch u, v, zu und du, dv, dw aus-
dricken. Aus 1 folgt
du =?adx -ff bdy ff cdz,
2. dv. — a'dx -ff bidy ff- c¢’dz,
dw — a"dx .« b"dy ff- c"dz;
hieraus ergeben sich Auflésungen von der Form
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Die partialen Differentialquotienten werden auch ohne das totale Differential
erhalten. Man hat z. B
4 df dx df dy cf dz
Cu dx du dy du dz du'
wobei dx :dy :dz :du durch Differentiation von 1. unter der Voraussetzung
hervorgehen, dass dabei v und w unverdndert bleiben; also hat man fir
dx :dy :dz :du die Gleichungen
du — a dx bdy cdz,
0= adx-+ bdy + cdz,
0 = a"dx -+~ b"dy -y c"dz,
aus denen man die Grossen dx:du, dy’!du, dz:du berechnen und in 4. ein-
setzen kann.

9. Die halben partialen Differentialquotienten einer homogenen quadratischen
Function dreier Variabein
f — avix™ -+ 2a12x1x2 -h 2a13xxx3 -+ a22x2 H- 2a23x2x3 -y a33x 2
sind die homogenen linearen Functionen

Die Ausdriicke haben wir in der analytischen Geometrie der Ebene (8§ 13
No. 1) die abgeleiteten Functionen der Function/genannt und mitf-1, f 2
f 3 bezeichnet. Die Gleichung
df df df

m welcher £], ;2, £3 laufende Coordinaten sind, lernten wir als die Gleichung
der Polaren des Punktes {xI} x2 x3) in Bezug auf den Kegelschnitt/ — 0 kennen.
Die Functionaldeterminante der drei homogenen quadratischen Functionen
/= «!, x2+ 2al2x1x2-h . . + d33x 2,
— bjjxx H 2bj2xxx2$f— m+ b33x 2,

it P 7el\X Pp2c12Xxx2-PR ... PC3nP
is

8 4. Differential einer Function mehrerer Variabein. 407

Wenn die drei Functionen / 9, @ nicht von einander abhé&ngen, so ver-
schwindet f nicht identisch, sondern nur fiir bestimmte Werthe von xv x2, x3,
also fir bestimmte Punkte der Ebene; der Ort dieser Punkte ist die durch die
Gleichung f — 0 definirte Curve dritter Ordnung. Fir jeden Punkt dieser
Curve gehen die drei Polaren in Bezug auf die Kegelschnitte/ = 0, @= 0, = 0
durch einen Punkt, denn die Gleichungen dieser Polaren fiir den Punkt xx, x2, x3
sind
[18 +/a £-1-/373= 0, 9~ P Q22+ 23s3= 0, i1+ @22+ 4373 = 0>
das Verschwinden vonf ist die Bedingung dafiir, dass diese Geraden ein Biischel
bilden; und umgekehrt, wenn die Polaren eines Punktes der Ebene in Bezug auf
/[ =0, 9= 0, @= 0 ein Buschel bilden, so verschwindet f fir die Coordinaten
dieses Punktes.

Wenn die Functionaldeterminante / identisch verschwindet, und nicht zwei
von den drei Kegelschnitten identisch sind, so bilden die Polaren der drei Kegel-
schnitte flir jeden Punkt der Ebene ein Blschel. Sind nun G> y2, jc3 reale oder
complexe Werthe, welche den beiden Gleichungen /= 0, o= 0 genigen,
(die Coordinaten eines realen oder imagindren Schnittpunkts dieser beiden
Kegelschnitte), und setzt man diese Werthe in/*, f 2,f 3, opl; o2, o3, Clg, q2 g8
ein, so ist (Anal. Geom. d. Eb. § 13, No. 2, 5)

/1G d-fi G F/3GC Bhf(?i>0G» G) =
9iG ~-F92G ~F93"3 = | ?(G>G> G) = ®-

Folglich geht auch die Polare von ?2, 23 in Bezug auf @= 0 durch
jg, & G sO 78t a’so auch

4hG ~F'PsG “F 98j3 = O.
Da nun
4G -F 42G "F@O = i NG» & G) >
so folgt, dass G» G der Gleichung @=0 geniugen. Der Kegelschnitt
9— 0geht daher durch die vier realen oderimagindren Schnittpunkte der
Kegelschnitte / = 0 und 9 = 0; folglich (Anal. Geomet. d. Eb. § 14)bilden
die drei Kegelschnitte ein Bischel, d. h. es giebt zwei von den Coordinaten
unabhéngige Zahlen X und ja, durch welche die Identitat hergestellt wird
o= \f~+Fp9,
in Uebereinstimmung mit dem allgemeinen Satze in No. 5.

10. Wie bei homogenen quadratischen Functionen dreier Variabein, so sind
auch bei vier Variabein die in der analytischen Geometrie des Raumes mehrfach
verwendeten abgeleiteten Functionen die halben partialen Differentialquotienten
der Function nach den Coordinaten. Ist

/| == allx2 -I1- 2al2x1x2 -p 2al3xxx3 -P 2aldxxx4 -p a22x22 -+ 2a23x2x3
-P29RAx 2xx ff- A3 ff- 2d3xx 3xx -P dxxx2,

so sind die abgeleiteten Functionen
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Multiplicirt man dieselben der Reihe nach mit x> x9, x3, x4 und addirt,
so erhédlt man die ldentitét

o
Hx- x2 + foTs X* + =2,
Ebenso gilt fur drei Variable
é(/*"l H* od "3 38 2’

Diese beiden Formeln, von denen in der analytischen Geometrie mehrfach
Gebrauch gemacht worden ist, kdnnen als besondere Félle eines allgemeinen
Satzes Uber homogene Functionen betrachtet werden.

Eine ganze algebraische Function n-ten Grades von p Variabein ist eine
Summe von Gliedern, deren jedes die Form hat

Axxaxabxd . . xp,
worin A ein constanter Faktor ist, und die Exponenten Zahlen aus der Reihe
0, 1 2 3 ...n bedeuten, doch so, dass die Summe derselben den Grad n der
Function nicht Ubersteigt. Die Function ist homogen, wenn die Summe der
Exponenten in jedem Gliede dem Grade n der Function gleich ist,
wenn also
&+ BH-y+ 8H-..-f-X= n.
Setzt man zur Abkirzung
v = Axlaxa& X ...xp,

so erhdlt man

dv = acAxx*~Ix2*xai ... xp', und daher —q‘v—xx = uv.

Hieraus folgt Eurer’s Fundamentalsatz aber homogene Functionen:

§ 5. Tangente, Normale und Tangentialpunkt ebener Curven. 409

Die partialen Differentialquotienten von v sind vom Grade n — 1, folglich
sind fur eine homogene Function «ten Grades die partialen Differentialquotienten
homogene Functionen vom (n— l)ten Grade.

§ 5 Tangente, Normale und Tangentialpunkt ebener Curven.
1 Ist p ein Punkt einer Curve, welche die Gleichung hat
y = AX) Y
und T die Tangente der Curve im Punkte
P, so ergiebt sich der Winkel, den die
Tangente und die V-Achse einschliessen,
aus der in § 1 No. 5 gefundenen Gleichung
1 tangx =
wenn wir y* abkirzungsweise fir den Diffe-
rentialquotienten dy : dx setzen. Aus 1 folgt
weiter
- 1 i — y

cosl yity2 sihi VL ht'?

Unter der Lange des Curvenbogens b,
der sich von einem gegebenen Anfangspunkte (Muas,)
A bis zu dem verénderlichen Punkte P erstreckt, versteht man den Grenzwerth,
gegen welchen der Perimeter eines dem Curvenbogen AP eingeschriebenen
Polygons convergirt, wenn die Seiten des Polygons verschwindend klein werden
und ihre Anzahl daher ins Unendliche wéchst. Bezeichnet man die Bogenlénge
durch s, so ist, wenn Px die Coordinaten x y- &%, y -h hy hat

ds . . N -
= limPy x = ImVACZH_Ay — lim ]

dx ~ H
-Vi-m'-rT o

Hieraus folgt
Statt dieser Formel schreibt man auch

Ax/

4. ds — -y/dx2 + dyp .
Aus 2 und 3. gewinnt man die einfacheren Formeln
_dx _ dy dx dy
5. 0052 ast Sihz dx  ds ds -

So lange dy :dx positiv ist, wachst y mit x zugleich; so lange dy:dx
negativ ist, nimmty ab, wenn x wéchst. In denjenigen Punkten, fur welche
dy :dx den Werth Null hat (in denen also die Tangente parallel der Abscissen-
achse ist) und dabei vom Positiven ins Negative ubergeht, geht daher y vom
Wachsthum zur Abnahme (Gber und erreicht somit ein Maximum, d. i. einen
Werth, der grosser als die Nachbarwerthe ist; in den Punkten, fir welche dy : dx
verschwindet, und dabei vom Negativen zum Positiven Ubergeht, haty ein Mini-
mum, d. i. einen Werth, der kleiner ist, als die Nachbarwerthe. Die Maxima
und Minima einer Function einer Variabein gehdren also zu den Werthen der
Variabein, fir welche y 1 verschwindet**).

*) Vergl. Baltzer, Determinanten, § 13.
**) Weiteres hiertiber folgt in § 13.
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2. Die Coordinaten £ 1j des Punktes Il der Tangente PT, der von P um p
absteht, sind
£= X+ posx = X -+p dx
Ts'
dy
= yp po»*=y+ p'57-
Eliminirt man aus beiden Gleichungen p, so erhédlt man die Gleichung
der Tangente
£—x dx 1

1y dy vy’

oder, anders geordnet

Lo /(5 —x —6i—y) = 0. _
Hierin sind  y die laufenden Coordinaten der Tangente, wéhrend x, y die

gegebenen Coordinaten des Beriihrungspunktes sind.

Liegt die Curvengleichung in der Gestalt vor

f{x,y) = 0,
so ist (8 3, No. 9)
-= _ it .dl-
y dx ’dy '
daher wird die Tangentengleichung
2 T» g%-((ﬁ—x)+ cy W y) = O.

Unter der Normalen der Curve im Punkte P versteht man die durch P
gehende Normale zur Tangente im Punkte P. Da die Normale durch P geht,
so ist ihre (Gleichung von der Form

A(l —x) + B(yl~y) — O;
und da sie mit T rechte Winkel bildet, so ist

A= df B = - df.
dy ’
daher ist die Gleichung der Normalen
df
3 <«-%*) T~y) = o-
Ist die Curvengleichungy = f(x), so hat man einfacher nach Division durch
df:cy
4, iU== 5—* + y(Yj—y) = 0.

3. Die Strecken TxP und PN X die zwischen den Spuren der Tangente
und Normale auf der Abscissenachse und dem Punkte P enthalten sind, be-
zeichnet man insbesondere als Lange der Tangente und Normale, oder kurz als
Tangente und Normale; die Projectionen dieser Strecken TXP' und P'N x
heissen Subtangente und Subnormale. Aus den Gleichungen 1 und 4.
folgen die Strecken OTx und ONx als die Abscissen fiir die Ordinate yy= 0 zu

OTl = Xy'~y ONX = x -¥y'y.
y

Hieraus ergeben sich

OP" —O0TX—

y
2. Subnormale = ONx— OP" —yy'.
Ferner ergeben sich aus den rechtwinkeligen Dreiecken TtP'P und PP'JVX
die Formeln

Subtangente
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3 Tangente — vy ]/I -hy'2,

Normale — y j/l -hy'2.

4. Wenn die Curve sich ins Unendliche erstreckt, so kann man nach den
Tangenten fragen, welche die Curve in einem unendlich fernen Punkte beriihren.
Eine solche Tangente nennt man Asymptote der Curve. Ld&sst man in der
Tangentengleichung 1.

A=y ¢S O —y'%)

die Abscisse x des Beriihrungspunkts ins Unendliche wachsen, so n&hert sich
y einem im Allgemeinen (eindeutig oder mehrdeutig) bestimmten endlichen oder
unendlich grossen Werthe; durch denselben ist der Winkel x und mithin die
Richtung der Asymptote (bez. der Asymptoten) gegeben. Der Ausdruck y —y'x
ist die Strecke, welche die Tangente von der Ordinatenachse abschneidet.
Nahert sich diese Grosse bei unendlich wachsendem x einem endlichen realen
Grenzwerthe, so ist hierdurch eine im Endlichen liegende Asymptote bestimmt;
wird aber y —y'x bei unendlich wachsendem x auch unendlich gross, so hat
man eine unendlich ferne Asymptote, doch von bestimmter Richtung.

Nahert sich fur ein unendlich wachsendes x die Ordinate y einem endlichen
Grenzwerthe b, so ist die Gerade y — b eine Asymptote der Curve; nahert sich
fir ein unendlich wachsendes y die Abscisse x einem endlichen Grenzwerthe a,
so ist die Gerade x — a eine Asymptote.

5 Wir wenden diese Entwicklungen zunadchst auf die Kegelschnitte an.
Nimmt man die Hauptachse zur Abscissenachse und einen Scheitel zum Null-
punkte, so ist, wie man sich leicht (berzeugt, die Gleichung des Kegelschnitts
1 y2 = '2px gx2.

Hierin ist p die Ordinate im Brennpunkte, und q ist s2— 1, wenn e die
numerische Excentricitat bezeichnet; fir die Parabel ist g — 0. Durch Differen-
tiation der Gleichung 1. erhdlt man sogleich die Subnormale
und hieraus weiter weEpoEax

y =
Die Gleichungen der Tangente und Normale sind daher
T— (P+ «X)@R—x)—y —y) = o0,
Pt =y B—0 o ffg)bl —y) = o.

Die Tangentengleichung vereinfacht sich, wenn man beriicksichtigt, dass

zufolge der Gleichung des Kegelschnitts
—{pp gx)x --y2 — px\

man erhalt damit

T— (r g 3—N+px = 0.

Ist jT2 die Verticalspur der

Tangente, so ist OT2=px :y.

Macht man OC = p, so ist daher

0T<d : OC = OP' :P'P, mithin

sind die Dreiecke T20C und OP'P

ahnlich, und folglich CT2 normal

zu OP Hieraus ergiebt sich eine

sehr einfache Tangentenconstruc- (M 47C)

tion. Man mache OC —p und ziehe CT2 normal zu OP, dann ist T2P die
Tangente in P.
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Der oben gefundene Werth der Subnormale lasst sich auch schreiben
y2
= X ~ p -
Macht man nun NxD —p, so ist
2
P'D = P'NX-f N = y—,

OP'+P'D = *+— = P'P2.

Daher ist PD normal zu OP. Macht man also PD normal zu OP und
N XD —p, so ist PN X die Normale im Punkte P.

Fur die Parabel ist g = 0 und daher einfacher P'N x= p. Die Subnormale
der Parabel ist constant.

Um dber die Asymptoten des Kegelschnitts Aufschluss zu erhalten, driicken
wiry' und OT2 durch x aus; wir erhalten:

y = (>-hgx) :y 2px -4 gx2 = =~ -\ + 9~

OT2 = px:y 2pXx h-gqx2=p: mQ

Geht man zur Grenze fir ein unendlich wachsendes x Uber, so erhdlt man
limy = g:yq = yq, IlmOT2=p:yq-

In beiden Formeln hat yq dasselbe Vorzeichen, da die Wurzeln iny' und

O7\ die Ordinate desselben Curvenpunktes sind; daher folgen zwei Asymptoten,
deren Gleichungen sind
i-W-5 + ~=, N

Bei der Ellipse ist q negativ, und die Asymptoten sind conjugirt complex;
bei der Hyperbel sind sie real; in beiden Féllen ist ihr Schnittpunkt das Cen-
trum der Curve. Bei der Parabel sind sie unendlich fern und parallel der
Symmetrieachse.

6. Die gemeine Cycloide. Als gemeine Cycloide bezeichnet man die
Curve, welche von einem Punkte der Peripherie eines Kreises beschrieben wird,
der auf einer Geraden rollt, ohne zu gleiten. Wir nehmen diese Gerade zur
X-Achse. Rollt ein Kreis mit dem Radius a entlang derselben, so wird ein
Punkt P dieses Kreises der Reihe nach mit unzéhlig vielen Punkten O, Ot, 02. ..
der Abscissenachse zusammenfallen, und es ist

001= OXO, _ nyag _
Ferner sehen wir sofort, dass, wenn der Kreis auf der positiven Seite der
V-Achse rollt,
Y A auch die Cy-
cloide ganz
auf der posi-
tiven Seite der
X-Achse ge-
legen ist. Die
grossten Ordi-
naten haben
die La&nge 2a
und gehdren
(Mar) zuden Punkten
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der X-Achse, welche die Strecken OOx, 0X02, 0203 ... halbiren; nehmen
wir O zum Nullpunkte, so gehdren sie zu den Abscissen ... — 3an, —an,
+ an, 4-3tfT. . . oder allgemein zu (2£-+- \)an, wahrend flr die Abscissen
Vkan die Ordinate verschwindet (wobei k eine positive oder negative ganze Zahl
bezeichnet).

Ist B die Lage des Centrums des rollenden Kreises in dem Augenblicke,
in welchem der die Cycloide beschreibende Punkt P die in der Figur bezeichnete
Stelle erreicht hat, so folgt aus der Definition, dass der Kreisbhogen PB' gleich
der Strecke OB' ist. Bezeichnet man mit t den Arcus des Winkels PBB" (des
Wailzungswinkels), so ist PB' = OB' = at Ferner ist x = OP' = OB’
PBsint, y = P'P — B'B — BPcost, und daher

X = at—asint —a(t —sint),

L y —a —acost — a(1 —cost).

Hieraus ergeben sich die Differentiale
) dx = a(l —cost) dt = ydt,
' dy = asintdt = {at—x)dt.

Aus 2. folgt der Differentialquotient

, sint at —x
Y = 1—cost y
Dies ergiebt Subnormale = yy' — asint = at—x = P'B".

Folglich ist PB' die Normale, und daher PD die Tangente der Cycloide
im Punkte P.

7. Die Epicy cloide. Die Epicycloide wird von einem Punkte deines Kreises
beschrieben, der auf der Peripherie eines festen Kreises rollt, ohne zu gleiten.
Der Punkt P kommt dabei unzéhlige Male auf Punkte A, Ax, A2, Az ... des
festen Kreises; die zwischen zwei auf
einander folgenden dieser Punkte
liegenden Bogen des festen Kreises
sind dem Umfange des rollenden
Kreises gleich. Wir nehmen das
Centrum des festen Kreises zum
Nullpunkte, und legen die Abscissen-
achse durch A. Ist B die Lage des
Centrums des rollenden Kreises,
wenn P die in der Figur bezeichnete
Lage erreicht hat, sind b und a die
Radien des festen und des rollenden
Kreises, und ist arcCOA = <@ so
ist der Kreisbogen CA gleich by,
und ebenso gross st nach der
Definition der Kreisbogen CP\ daher
ist arcPBC = by:a. Die Abscisse und Ordinate von P ergeben sich durch
Projection von OBP auf OX, bez. OY Da nun BP mit der Abscissenachse
den Winkel {PB, x) — PBC -+ COA — 180° bildet, so ist

arc(PB,x) = —"* -fF p—uw= —" . P—"#
Daher findet man

(M. 478)

X — OB cosy
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Ist D der Gegenpunkt von C so ist arc PDB = \arc PBC = by :2a und
da (PB, x) = PDB H COA, so folgt

b
arcPD,x — @+ " ?e

Vergleicht man dies mit 4., so ergiebt sich, dass PD die Tangente der
Epicycloide in P und mithin PC die Normale ist.

8. Ist die Gleichung F(x,y) = 0 algebraisch vom «ten Grade, so sind die
partialen Differentialquotienten ¢ P : bx und cF'.cy beide vom (« —I)ten Grade,
oder einer von ihnen ist von einem noch niedrigeren Grade, fragt man nach
den Tangenten der Curve, die durch einen gegebenen Punkt Il der Ebene gehen,
so hat man die Punkte der Curve aufzusuchen, welche der Gleichung geniigen
] cF . CcF
i. + = °
worin $ und 1j die gegebenen Coordinaten des Punktes Il sind. Diese Gleichung
ist in Bezug auf x,y vom «ten Grade.

Die Glieder der Function F(x, y) wollen wir so gruppiren, dass zuerst alle
Glieder «ten Grades, dann alle Glieder (« — I)ten Grades, dann alle (« —2)ten
Grades u. s. w. kommen. Bezeichnet man die einzelnen Gruppen mit un, un=,
Un 2, ...., wobei der Index mit der Gradzahl Ubereinstimmt, so hat man

F(x,y) = un -~ un~\ -P un2 + .

Die Grossen u,,, un-1, un-2 sind nach der Voraussetzung homogene Func-

tionen der Coordinaten; daher ist (§ 4, No. 10)
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Hieraus erhalt man in Ricksicht auf 2.

nun + — n i+ — o2t - - — =
- _((f 1)-u i+ («- 2u ox £ oy q= 0,
und nach Division mit n
0= un4- = 0,
worin @ die Function (n — l)ten Grades bezeichnet
278 «v¥~ ANy + (A—2) + ~ &aj Ve

Wir wollen nun zeigen, welche geometrische Bedeutung es hat, wenn die
Gleichungen zweier algebraischen Curven in Bezug auf die Glieder hdchsten
Grades Ubereinstimmen.

Ziehen wir durch den Nullpunkt Paralleleny = tx zu den Asymptoten der
Curve F(x,y) = 0, so treffen dieselben die Curve in einem unendlich fernen
Punkte. Wir erhalten daher die zugehorigen Werthe des Richtungscoefficienten t,
wenn wiry in der Gleichung der Curve durch tx ersetzen, dann diese Gleichung
durch xn dividiren und nachher zur Grenze fir ein unendliches x (bergehen.
Durch die Substitutiony = tx erhdlt un in allen Gliedern den Faktor x 1 un—
den Faktor xn~1, . . . ; es ergiebt sich somit

F(x, tx) = x* (u,,) + **-1 (Un-t) + **-2 (un-2
worin  (U,,), (u,,-{), (un—2) . . Functionen von t sind vom Grade n, (n—1),
n 2 , welche aus un, ur—\ . .. hervorgehen, wenn man x durch 1 undy
durch t ersetzt. Entfernt man xn durch Division, so entsteht

" T-~ @un-) H — (u,,-2 = 0.
Wird x unendlich gross, so bleibt nur (brig

Diese Gleichung liefert n Werthe fir t. Wir erhalten hieraus den Satz:
Fine algebraische Curve «ten Grades hat « (reale oder complexe) Asymp-
toten; die langenten der Winkel, welche sie mit derAbscissenachse
einschliessen, sind die Wurzeln der Gleichung (u,,) = O

Ferner folgt: Wenn die Gleichungen zweier algebraischen Curven
in Bezug auf die Glieder hochsten Grades ubereinstimmen, so haben
sie parallele Asymptoten. Oder: Zwei Curven «ten Grades, deren
Gleichungen in Bezug auf die Glieder hdchsten Grades iiberein-
stimmen, haben « unendlich ferne Schnittpunkte.

Die « unendlich fernen Schnittpunkte der Curven F und <) sind nun im
Allgemeinen nicht Punkte, deren Tangenten durch 11 gehen; es bleiben daher
als solche Punkte auf F, deren Tangenten durch 11 gehen, nur die im Endlichen
liegenden Schnittpunkte von F und 4> Ubrig. Da nun zwei Curven «ten Grades
ril Schnittpunkte haben, so erhalten wir den Satzz Durch einen Punkt der
Ebene gehen im Allgemeinen «2 — « = n («—1) Tangenten einer
Curve «ter Ordnung. Diese Zahl kann sich, wie wir weiter sehen werden,
bei besonderen Lagen des Punktes Il, sowie bei besonderer Beschaffenheit der
Curve vermindern.

Bildet man die Differenz F — 03 so erhalt man

F~0s « M1+ 02+ +  +fyTH)m
Die rechte Seite dieser Identitat ist eine Function 4 vom (« — I)ten Grade.
Alle (endlich fernen) Schnittpunkte von F und 4) annulliren auch 4. Wir haben
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daher den Satz: Die Punkte einer Curve «ter Ordnung, deren Tangenten
durch einen gegebenen Punkt gehen, liegen auf einer Curve (n  Itei
Ordnung.

Um die Normalen der Curve F{pc,y) = 0 zu erhalten, die durch Il gehen,
haben wir die Curvenpunkte aufzusuchen, die der Gleichung geniigen

3F iF
iyff—i-iifc-»-0"

Diese Gleichung ist vom «ten Grade; sie lehrt: Es giebt «2 Normalen
einer Curve «ter Ordnung, die durch einen gegebenen Punkt H gehen;
ihre Fusspunkte auf der Curve liegen auf einer vom Punkte 1 ab-
hangigen Curve «ter Ordnung.

9. Die Coordinaten u, v der Curventangente im Punkte P folgen aus dei

Gleichung . .
oF . cF.

Die Gleichung der Curve in Liniencoordinaten, d. i. die Bedingungs-
gleichung dafir, dass u und v Coordinaten einer Tangente der Curve F = 0
sind, ist das Resultat der Elimination von x und y aus den drei
Gleichungen

= v, Fkxvy =0.

Ist q(u, v) = 0 die Gleichung einer Curve «Her Klasse, also @ eine Function
wten Grades, so erhdlt man die Coordinaten der Tangenten von 9 = 0, die
durch den Punkt £ 1j gehen, als die Lésungen der beiden Gleichungen

9{u, vy = 0, \u +tv—1=0,

deren zweite die Gleichung des Punktes Il ist. Die eine dieser Gleichungen ist
vom mten Grade, die andere ist linear; daher folgt: Durch jeden Punkt der
Ebene gehen m Tangenten einer Curve «Her Klasse. Da nun durch jeden
Punkt der Ebene im Allgemeinen « (« — 1) Tangenten einer Curve «ter Ordnung
gehen, so folgt: Eine Curve «ter Ordnung ist im Allgemeinen von der
«(»—1) Klasse. Nur fir « = 2 ist «(«—1) = «J die Curven 3ter, 4ter, Ster
Ordnung sind im Allgemeinen 6ter, 12ter, 20ter Klasse u. w. s.

10. Die Curve, welche von den Normalen einer gegebenen Curve umhillt

wird, heisst die Evolute dieser Curve. Die Coordinaten der Normalen im Curven-

Die Gleichung der Evolute in Liniencoordinaten ergiebt sich
also, wenn man aus der Curvengleichung Hpc,y) = 0 und aus den
Gleichungen 1 die Coordinaten x, y eliminirt. Da durch jeden Punkt
der Ebene n2 Normalen einer algebraischen Curve «ter Ordnung gehen, so folgt:
Die Evolute einer Curve «ter Ordnung ist im Allgemeinen von der
Klasse «2.

11. Als Beispiele wéhlen wir die Evolute der Ellipse und der gemeinen
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