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D a s R ech t der U eb ersetzu n g  b le ib t Vorbehalten.

§ 7. Symmetrieebenen der Flächen zweiter Ordnung. 273

Die Fälle B  — E  =  0, oder C =  E  =  0, B  ^  0 sind von dem
soeben erledigten nicht wesentlich verschieden.

Ist B  =  C — 0 und A =  E>, so folgt aus 3., dass auch E  =  0; wir
kommen damit auf den Fall B  =  C — E  =  0. Ist B  =  C =  E  =  0, so
folgt aus 1., dass auch

4̂ [t-o D  [Aq =  A fx0 0.
Hieraus folgt die Bedingung A =  B  =  E. Nimmt man den gemeinsamen

Werth dieser Grössen für ;a0, so  ist R =  0 und die Gleichungen No. 11., 8. 
werden identisch; folglich ist jede Ebene, die durch P0 geht, Symmetrieebene. 
Die Gleichung der Fläche ist

A (x2 -h y 2 -h z 2) +  2Gx  4- 2Hy -+- 2Jz 4- K  =  0. 
die Fläche ist daher eine Kugel.

13. Der U ntersuchung  des Falles =  0 schicken wir einige Be­
merkungen über die G eraden voraus, die eine F läche  II. O. in einem  
unendlich  fernen Punkte treffen.

Eine Gerade, die durch einen Punkt n geht und mit den Achsen die Winkel 
a, ß, y bildet, hat mit der Fläche II. O. f  =  0 einen unendlich fernen Punkt 
gemein, wenn in der Gleichung No. 1, 1 der Coefficient von r 2 verschwindet, 
wenn also a, ß, y der Bedingung genügen
1. Acos2 a 4- 2Bcosa cosfi 4- 2 Ccos a cosy 4- Dcos2$ 4- 2 Ecosfi cosy 4- Fcos2y — 0.

Zieht man durch den Nullpunkt eine Parallele zu einer solchen Geraden, 
und ist P  ein Punkt dieser Parallelen-, so ist

x  : y  : z — cosa : zwß : cosy, 
mithin erfüllen die Coordinaten x, y, z die Gleichung
2. k =  A x 2 -f- 2 B x y  -+- 2 Cxz H- D y 2 -+- 2 E yz  h- F z 2 =  0.

Diese Gleichung enthält nur die quadratischen Glieder der Function / ,  sie 
stellt daher einen K egel zw eiter O rdnung dar, dessen Spitze im Nullpunkte 
liegt; der Kegel ist unabhängig von den Coordinaten des Punktes P0.

Bezogen auf die Symmetrieebenen ist die Gleichung einer centralen Fläche II. O.
/  == A x 2 +  D y 2 +  F z2 -4- K  =  0, 

die Gleichung des Kegels k wird daher
k =  A x 2 h- D y 2 -t- F z2 =  0.

Beim Ellipsoid haben die Coefficienten A, D, F  dasselbe Vorzeichen. Der 
Kegel k enthält daher ausser der Spitze keinen realen Punkt; es giebt mithin 
keine realen Geraden, die ein Ellipsoid in einem unendlich fernen Punkte treffen.

Bei den Hyperboloiden haben wir den Kegel k — 0 (in § 6, No. 9 und 12) 
bereits als A sym ptotenkegel kennen gelernt. Alle G eraden, die ein 
H yperbolo id  in einem  unendlich  fernen Punkte treffen, sind daher 
den M antellinien des A sym ptotenkegels parallel.

Giebt man den Gleichungen der beiden P arabo lo ide  die Form 
f  == A x 2 4- D y 2 +  2J z  =  0,

so erhält man
k =  A x 2 -j- D y 2 — 0.

Beim e llip tischen  P arabo lo ide  haben A und D  gleiches Vorzeichen; 
daher besteht die dieser Gleichung zugehörige Fläche aus zwei imaginären Ebenen 

y'A • x  4- -[/— D ■ y =  0 , i/Ä  ■ x  — - /— D .y  =  0, 
die sich in der Z-Achse schneiden, und ausser derselben reale Punkte nicht ent­
halten. Alle G eraden, die ein e llip tisches P a rabo lo id  in einem  u n en d ­
lich fernen Punkte treffen , sind der Achse des P arabo lo ids para lle l.
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Beim hyperbo lischen  Parabo lo ide haben A und D  verschiedene Vor­
zeichen; die Ebenen ____

Y~Ä • x  4 - ]/-— D  • y  =  0, ~[/Ä • x  4- Y — D  • y  =  0
sind daher real. Die G eraden, die ein hyperbolisches P arabo lo id  in 
einem  unendlich  fernen  Punkte treffen , sind den A sym ptotenebenen  
p a ra lle l (vergl. § 6, 18).

14. Wenn Ax verschwindet, so zerfällt die quadratische Function

(?) z z z \ z 4 - 2E y-  4- F  z
in zwei lineare Faktoren (Anal. Geom. d. Ebene § 13, No. 3.)

( “ 7  +  i 7 + t )  ( a' 7  +  +  c)
Daher zerfällt der Kegel k in die beiden Ebenen 

1. (ax H- by 4- cz) (a'x -t- b' y  4- c'z) =  0 .
Dieselben sind real und verschieden, real und vereint, oder conjugirt com- 

plex. Im letzteren Falle werden sie von jeder Ebene z =  d in den conjugirt 
complexen Geraden getroffen

(ax +  by H- cd)(a'x 4- b'y 4- c'd) — 0.
Da diese einen realen Punkt gemein haben, so folgt, dass die Schnittlinie 

der Ebenen 1. auch dann real ist, wenn die Ebenen conjugirt complex sind.
Wählt man diese Schnittgerade zur Z-Achse eines neuen Coordinatensystems, 

so muss die Gleichung k =  0 für dieses System zwei Ebenen darstellen, die die 
Z-Achse enthalten; hieraus folgt C — E  =  F  =  0. Unter dieser Voraussetzung 
wird die Gleichung für p.

— ji [ft» — (A-+- 2?)fi 4- A D  — B2] =  0; 
dieselbe ergiebt die Wurzeln

Po =  0 , Pi und p.2 =  \ ( A  4- D) ±  \ y  i B 2 4- (A — V )2 .

Die Wurzeln px und p2 sind real.
Ist A — B  — D =  0, so verschwinden alle drei Wurzeln dieser Gleichung. 

Die Fläche reducirt sich dann auf
2 Gx 4- 2 FIy 4~ 2 J z  4~ K  — 0 ,

artet also in den Verein dieser Ebene und der unendlich fernen Ebene aus.
Ist A D  =  B 2, so verschwindet p2; die Fläche enthält daher unter dieser 

Voraussetzung nur eine Symmetrieebene; hierdurch ist sie als parabo lischer 
Cylinder charakterisirt.

In jedem andern Falle ergeben die Proportionen No. 11, 10.
2. cos~{ =  0, cosa : cos$ =  (p — D) : B  = B  : (p — A).

Ist B  =  0 und A =  D, so bleibt das Verhältniss cosa : cos$ unbestimmt; 
alsdann sind alle durch F0 gehenden Verticalebenen zugleich Symmetrieebenen 
der Fläche, und ausserdem hat dieselbe keine Symmetrieebenen; die Fläche ist 
daher ein R otationsparabo lo id .

Wenn B  nicht verschwindet, so folgen aus 2. zwei bestimmte Werthpaare 
für cosa. und cos$, für welche

cos(tx : cos$x — (p-j — D) : B , 
cosa2 : cosß2 =  (p-2 — B>) : B .

Hieraus folgt
cosnx cosa2 4 - cos$x cos$2 =  n [(p-! — D)( ji2 — D)  4- B 2] , 

wobei n eine leicht angebbare Grösse bezeichnet. Da nun
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p T p.2 =  A D  —  B 2 , M-i 4- p.2 — A -\r D , 
so folgt cosax cosa2 4- cos$x cos$2 =  0. Die beiden  Sym m etrieebenen  
der F läche  sind daher norm al zu einander; folglich ist die Fläche ein 
e llip tisches oder ein hyberbo lisches Paraboloid .

15. Aus diesen Untersuchungen ziehen wir den Schluss, dass es nur folgende 
Arten eigentlicher (nicht in Ebenen zerfallender) Flächen II. O. giebt:

P arabo lische , e llip tisch e  und hyperbolische Cylinder; K egel; 
e llip tische  und hyperbo lische  Parabo lo ide; e inschalige und zwei- 
schalige H yperbolo ide; E llipsoide.

16. Wir kehren zu dem Ausgangspunkte unserer Untersuchung über Symmetrie­
ebenen an Flächen zweiter Ordnung zurück und knüpfen noch einige Bemerkungen 
an die Proportionen No. 11, 10, unter der Voraussetzung, dass für keine Wurzel p. 
der Gleichung R  =  0 alle Subdeterminanten von R  verschwinden.

Setzen wir abkürzend
(D — p) (F— p.) — E 2^  9t, C E — B  (F— p,) == 33, B E — C(D — p . ) ^ © ,  

L (A — p.) (F— p.) —  U2= 2 ), CB —  E( A  —  p) =  @, ( A - V) ( D - V) - B 2^ % ,
so haben wir

cosa : cos§ : cos7 =  3t : 33 : ©,
2. = 33 : 2) : @ ,

=  © : & : % .
Erweitert man die drei Verhältnisse rechts der Reihe nach mit @, 6 , 33 und 

ersetzt dann die in der Diagonalreihe stehenden Produkte 3t @, ©3), 335 der 
Reihe nach durch die auf Grund der Proportionen 2. gleichen Produkte 33©, 
33®, ©@, so erhält man die Proportion
3. cosa : cos$ : cos7 =  33© : 33© : ©@, 
woraus durch Division mit 33 ©6 hervorgeht

1 1 1
4. cosol : cos$ : cos7 =  @ : ^  •

Da 1 : ©, 1 : ©, 1 : 33 proportional den Subdeterminanten 3t, 58, © der 
Glieder, z. B. der ersten Zeile der Determinante R  sind, und da diese Deter­
minante verschwindet, so ist

5.
A  — p. B  C
"ir~  ̂© s 33 =

Bezeichnen wir die Wurzeln der Gleichung R  =  0 (oder der gleich­
bedeutenden Gleichung 5.) mit p.1, p2, p.3, und setzen für ©, ©, 33 in 5. die 
Werthe ein, so erhalten wir daher die Gleichungen

A — Pi
CB — E A  4 - E p! 

A  ~  1*2
CB — E A  4- E il2 

A — p.3

B E
B

CD
B

C\ix

B E  — CD 4- Up-2 
B

C
C E ~ B F + B ) lx

C
CE  — BF-+- B\l2 

C

=  0,

=  0,

=  0.C B — E A -h  E[L3 B E  — CD 4- Up,3 CE  — B F B \ l3 
Subtrahiren wir die zweite dieser drei Gleichungen von der ersten und 

beachten, dass
(A — Pi) (CB — E A  4- E\l2) — (A — p.a) ( CB— E A  4- E[lx) == (p,2 — \lx) B C , 
so erhalten wir nach Division durch (p.2 — p^) B C, und wenn wir die Werthe, 
welche die Grössen 33, ©, © annehmen, wenn darin p durch p., (i =  1, 2, 3) 
ersetzt wird, durch 33,, ©z-, ©,, bezeichnen

18*
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9.
1 =  0.

@! ©2 ^  ©! ©j © i S j
E b e n s o  e n ts te h e n  d u rch  S u b tr a c t io n  d e r  G le ic h u n g e n  7. u n d  8. u n d  n a c h -  

h e r ig e  D iv is io n  d u rch  (jx3 —  p,2) B C , s o w ie  a u f  g le ic h e  W eise  a u s d e n  G le ic h u n g e n  

6. u n d  8 . d ie  b e id e n  G le ic h u n g e n

10.

11.

1 1 1
© 2  © 3  

1
© 2  © 3  

1 1
=  0,

=  0.
©1 ©3 ^  © t © 3  8 1 8 3

S in d  az-, ßz-, 7/  d ie  S te llu n g s w in k e l, w e lc h e  zur W urzel g e h ö r e n , so  h a t  

m a n  n a c h  4.
„ 1 1 1

cos04 : cosW  : cosyx —  : g -  : 1q ~ >

n 1 1 1
cosa2 : cosß2 : cosy2 =  ($ f  : : sg^- *

„ 1 1 1cosa3 : «vß, : cosy3 =  g - : ^  ^ .

M it R ü c k s ic h t  a u f  d ie  G le ic h u n g e n  9 ., 10., 11 . fo lg t h iera u s  

cosax cosa.2 -l- cos$x cos$2 4- cosy1 cosy2 —  0 , 
cosa2 cosa3 4-  cosß2 <r<?i'ß3 4- ^ 7 2 =  0 ,

c<?^a3 4 -  cos$x cos$3 4 -  ^ 73 =  0  .
D ie s e  F o r m e ln  z e ig e n , d a ss  d i e  d r e i  S y m m e t r i e e b e n e n  e i n e r  F l ä c h e  

z w e i t e r  O r d n u n g  m i t  e i n a n d e r  r e c h t e  W i n k e l  b i l d e n .

§ 8. Gerade Linien auf Flächen zweiter Ordnung.
1. Wird der Punkt II auf der Fläche II. O. /  =  0 angenommen, so ist in 

der Gleichung § 7, No. 1, 1 /(ü, 7), C) =  0. Soll nun die in der Richtung a, ß, 7 
durch II gezogene Gerade ganz auf der Fläche f  — 0 liegen, so muss die Gleichung

(/$' • cosa 4- / i /  • cos$ 4- ft!  • cosy) r 4- (Acos2 a 4- . . .  4- Fcos27) r 2 =  0 
identisch sein; die Winkel a, ß, 7 müssen also den Gleichungen genügen
1. /$' • cos a 4- fi)' • *wß 4- /V • cosy =  0 ,
2. Acos2 01 4- 'ZBcoso. cos$ 4- 2Ccosa ^ 7  4- Dcos2§ 4- 2AV0.rß ^ 7  4- Fcos27 =  0.

Die Gleichung 1. zeigt, dass die durch 11 gehenden Geraden der Fläche 
auf der Tangentenebene des Punktes liegen (§ 5, No. 3); aus der Gleichung 2. 
folgt, dass sie den Mantellinien des Asymptotenkegels parallel sind (wobei man 
beim hyperbolischen Paraboloide die beiden Asymptotenebenen als einen ausge­
arteten Kegel betrachten kann).

2. Für das hyperbolische Paraboloid ergiebt sich hieraus der Satz: Durch 
jeden Punkt  eines hyperbol ischen Paraboloids  gehen zwei Gerade,  
die ganz auf der Fläche  liegen; die eine ist der einen Asymptoten­
ebene, die andere der andern parallel.

Das hyperbolische Paraboloid wird daher von zwei Systemen von Geraden 
bedeckt; die Geraden jedes Systems sind einer Asymptotenebene parallel; durch 
jeden Punkt der Fläche geht eine Gerade jedes Systems. Die Geraden d e s ­
selben Systems schneiden sich nicht; denn sonst würden durch den 
Schnittpunkt zwei derselben Asymptotenebene parallele Geraden der Fläche gehen. 
Legt man durch eine Gerade g  der Fläche und durch einen Punkt P  auf einer 
Geraden h des andern Systems eine Ebene T, so schneidet diese die Fläche f  
in einem Kegelschnitte, von dem die Gerade g ein Theil ist; zu der Schnittlinie
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g e h ö r t  d a h e r  n o c h  e in e  z w e ite  G e r a d e , d ie  d u rch  P  g e h t ;  d ie s e  z w e ite  G e r a d e  

is t  a lso  e in e  d er  b e id e n  d u rch  P  g e h e n d e n  G e r a d e n  d e r  F lä c h e . D a  d ie s e  

z w e ite  G e r a d e  n ic h t  d e s s e lb e n  S y s te m s  se in  k a n n  w ie  g  (d e n n  z w e i G e r a d e  d e s ­

s e lb e n  S y s te m s  s c h n e id e n  s ic h  n ic h t) , so  fo lg t, d a ss  T  d ie  F lä c h e  in  d e n  G e r a d e n  

g  u n d  h s c h n e id e t ,  d a s s  a ls o  g  u n d  h s ic h  s c h n e id e n . W ir  s c h l ie s s e n  d a h e r .  

J e d e  G e r a d e  d e s  e i n e n  S y s t e m s  w i r d  v o n  j e d e r  G e r a d e n  d e s  a n d e r n  

S y s t e m s  g e s c h n i t t e n .

J e d e  E b e n e ,  d ie  d u rch  g  g e h t ,  s c h n e id e t  f  in  e in e m  K e g e ls c h n it t e ,  v o n  

w e lc h e m  g  e in  T h e i l  ist, d e r  a lso  a u s  g  u n d  a u s e in e r  G e r a d e n  h d e s  a n d e r n  

S y ste m s  b e s t e h t ,  u n d  b erü h rt d a h e r  d ie  F lä c h e  in  d e m  P u n k te , in  w e lc h e m  g  
u n d  h s ic h  d u r c h sc h n e id e n . W ir s c h l ie s s e n  d a h e r :  E s  g i e b t  z w e i  S y s t e m e  

v o n  E b e n e n b ü s c h e l n ,  w e l c h e  a u s  l a u t e r  l a n g e n t e n e b e n e n  e i n e s  

h y p e r b o l i s c h e n  P a r a b o l o i d s  b e s t e h e n ;  j e d e  l a n g e n t e n e b e n e  g e h ö r t  

z u  z w e i  s o l c h e n  B ü s c h e l n ,  d i e  v e r s c h i e d e n e n  S y s t e m e n  a n g e h ö r e n .  

D i e  T r ä g e r  d e r  B ü s c h e l  s i n d  d i e  a u f  d e r  F l ä c h e  l i e g e n d e n  G e r a d e n .

3. D ie  a l lg e m e in e  G le ic h u n g  d e r  F lä c h e  II. O. e n th ä lt  z e h n  C o e ff ic ie n te n ,  

d e r e n  V e r h ä ltn is s e  e in d e u t ig  b e r e c h n e t  w e r d e n , w e n n  n e u n  P u n k te  d e r  F lä c h e  

b e k a n n t  s in d ;  d e n n  d u rch  j e d e n  P u n k t  P r is t  e in e  G le ic h u n g
f r == A x , 2 4- 2 B  x ry r 4- . . .  4- 2 J z r 4- TP =  0 

g e g e b e n , d ie  l in e a r  u n d  h o m o g e n  für d ie  C o e f f ic ie n te n  A , B , . . . J ,  K  ist. 

E i n e  F l ä c h e  II. O. i s t  d a h e r  d u r c h  n e u n  P u n k t e  b e s t i m m t .

W e n n  d r e i P u n k te  e in e r  F lä c h e  in  g e r a d e r  L in ie  l ie g e n , so  l ie g t  d ie s e  G e r a d e  

g a n z  a u f  d e r  F lä c h e ;  d e n n  d ie  C o o r d in a te n  d e r  S c h n ittp u n k te  e in e r  G e r a d e n  u n d  

e in e r  F lä c h e  II. O . h ä n g e n  v o n  e in e r  q u a d r a tis c h e n  G le ic h u n g  a b ,  u n d  w e n n  

d ie se r  v o n  m e h r  a ls  z w e i W u r z e ln  g e n ü g t  w ird , so  is t  s ie  id e n tis c h .

S in d  v o n  e in e m  h y p e r b o l is c h e n  P a r a b o lo id e  z w e i G e r a d e  a u n d  04 g e g e b e n ,  

d ie  s ic h  n ic h t  s c h n e id e n , so  g e l t e n  d ie s e  d a h e r  für z u sa m m e n  s e c h s  P u n k te  d e r  

F lä c h e ;  s in d  n o c h  z w e i G e r a d e  ß u n d  ß x g e g e b e n , d e r e n  j e d e  d ie  G e r a d e n  a u n d  

04 s c h n e id e t ,  so  d a s s  a, 04 u n d  ß, ß x d ie  G e g e n s e i te n  e in e s  u n e b e n e n  V ie r s e its  

b ild e n , so  g e l t e n  d ie  G e r a d e n  ß u n d  ßx, d a  j e d e  d u r c h  z w e i g e g e b e n e  P u n k te  

d er F lä c h e , n ä m lic h  d u rch  P u n k te  a u f  a u n d  a 1 g e le g t  ist, z u sa m m e n  für z w e i  
n e u e  P u n k te . E i n  u n e b e n e s  V i e r s e i t ,  d a s  g a n z  a u f  e i n e r  F l ä c h e  II. O. 
e n t h a l t e n  i s t ,  z ä h l t  a l s o  f ü r  a c h t  P u n k t e  d e r  F l ä c h e .

D a  für d ie  C o e f f ic ie n te n  in  d er  G le ic h u n g  e in e s  P a r a b o lo id s  d ie  B e d in g u n g  g ilt

| A B C
Ä , e  L b  d  e

C E  F
=  0,

so  k a n n  a u f  G ru n d  d ie s e r  G le ic h u n g  e in e r  d er  C o e ff ic ie n te n , z. B . F, d u r c h  d ie  

an d ern  a u s g e r e c h n e t  w e r d e n ;  m a n  b e d a r f  d a h e r  zur B e s t im m u n g  e in e s  P a r a b o lo id s  

e in e s  P u n k te s  w e n ig e r  a ls  im  a l lg e m e in e n  F a lle .  W ir s e h e n  d a h e r :  E i n  P a r a ­
b o l o i d  i s t  d u r c h  a c h t  P u n k t e  b e s t i m m t .  E i n  h y p e r b o l i s c h e s  P a r a ­

b o l o i d  i s t  d u r c h  e i n  u n e b e n e s  V i e r s e i t  b e s t i m m t .

U m  d a s  P a r a b o lo id  zu  c o n s tr u ir e n , a u f  w e lc h e m  d a s  u n e b e n e  V ie r s e it  d er  

G e r a d e n  a, ß, 04 , ßj l ie g t ,  b e m e r k e n  w ir, d a ss  e in e  A s y m p to te n e b e n e  p a r a lle l d e n  

G era d en  a u n d  a x , d ie  a n d e r e  p a r a lle l  ß u n d  ßx ist. D a  n u n  a l le  G e r a d e n  d e s  

S y ste m s, zu  w e lc h e m  ß u n d  ßj g e h ö r e n , d ie  b e id e n  G e r a d e n  a u n d  04 d e s  

andern  S y s te m s  s c h n e id e n  u n d  d e r  le tz te r e n  A s y m p to te n e b e n e  p a r a l le l  s in d , so  

erh ält m a n  d a s  g a n z e  P a r a b o lo id , w e n n  m a n  e in e  G e r a d e  7 lä n g s  d e r  G e r a d e n
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a und 04 so fortführt, dass sie einer Ebene E  parallel bleibt, die zu ß und ßt 
parallel ist.

Die Punkte P  und Q, in welchen a und aj von der Geraden 7 in irgend 
einem Augenblicke getroffen wird, sind daher zugleich Schnittpunkte der Geraden 
a und ax mit einer zu E  parallelen Ebene. Sind nun P x , Qx und P 2, Q2 die 
Schnittpunkte von a, ax mit ß und ßt , so hat man die Proportion

P\P' -Q\Q  — -P\ • Qi Q 2 •
Dies ergiebt: Die G eraden  a, ax etc. eines hyperbo lischen  P ara- 

bo lo ids werden von den G eraden des andern  Systems 7 in äh n lichen  
P u n k tre ih en  geschn itten , und zwar entsprechen sich die Punkte, die 
auf d e rse lb en  G eraden 7 liegen.

Umgekehrt schliesst man leicht, dass, wenn zwei ähnliche Punktreihen auf 
zwei Geraden a und ax liegen, die sich nicht schneiden, die Verbindungsgeraden 
je zweier entsprechenden Punkte einer festen Ebene parallel sind. Wir schliessen 
daher: Die V erb indungsgeraden  en tsp rechender Punkte zw eier ä h n ­
lichen P unk tre ihen  bedecken  ein hyperbolisches P arabo lo id ; sie 
b ilden  die G eraden  eines System s, während die T räger a und a, der 
P unk tre ihen  zu dem andern  System e gehören.

4. Um zu erfahren, ob durch einen Punkt 11 eines Hyperboloids 
f  =  A x 2 -4- D y 2 F z 2 — 1 =  0

reale Gerade gezogen werden können, die ganz auf der Fläche liegen, haben 
wir nachzusehen, ob in der Tangentenebene 7' des Punktes II durch 11 Gerade 
gezogen werden können, welche Mantellinien des Asymptotenkegels parallel sind. 
Legt man durch den Mittelpunkt der Fläche eine Ebene T l parallel zu T, so 
lassen sich in T  durch 0 zwei reale verschiedene, zwei reale zusammenfallende, 
oder keine realen Geraden parallel zu Mantellinien des Asymptotenkegels legen, 
je nachdem derselbe von der Parallelebene T x in zwei Mantellinien geschnitten, 
oder entlang einer Mantellinie berührt wird, oder ausser der Spitze keine realen 
Schnittpunkte mit T x gemein hat.

Die Gleichungen des Asymptotenkegels und der Tangentialebene T  sind
1. k =  A x 2 -+- D y 2 +  F z 2 =  0,
2. T  =  Ac x  y- Dr\y -+- F^z  — 1 =  0 .

Die Gleichung der den Mittelpunkt enthaltenden Paralellebene 7\  ist demnach
3. T 1 == A ’i x  -t- Di\y  -t- Ft, z =  0.

Multiplicirt man 1. mit F t 2 und setzt dann für F 2^2 z 2 den Werth aus 3. 
ein, so entsteht

Fr2 {Ax2 +  D y 2) y-{A$x +  Dr^y)2 =  0 ,
oder besser geordnet
4. {FAt2 +  A 2l 2) x 2 -+- ZAD lr i -xy  -+- {F D t2 +  D2r]2)y2 =  0.

Dies ist die Gleichung der Horizontalprojection des Schnittes von k und V; 
sie stellt zwei durch den Nullpunkt gehende Gerade dar; dieselben sind real 
verschieden, zusammenfallend, oder imaginär, je nachdem die Gleichung 4., nach 
x  aufgelöst, zwei reale verschiedene, zusammenfallende, oder imaginäre Wurzeln 
hat, je nachdem also

A 2D 2 t)2 — {FD t 2 H- D 2r\2)(FA t 2 +  A2\2) g  0.
Multiplicirt man die beiden Binome, so erhält man

5. -  A D  F t 2 {A%2 +  T V  +  Fr2) g  0.
Da nun II auf dem Hyperboloide liegt, so ist A I 2 +  Drf  +  F r 2 =  1 , das 

Kriterium 5. geht daher über in
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6. A D  F  =  0.
Das zweischalige Hyperboloid hat die Gleichung

also ist hier A D F  =

x 2 y  2 z2 .
a2 1)2 c2

1

1 = 0 ,

a2 b2 c2 ’
das einschalige Hyperboloid hat die Gleichung

x 2 y 2 z 2
^ 2  ̂ ~b2 ^c2 1

folglich ist — A D F  —
1

a2 b2 c2 '
Hieraus folgt: Auf dem zw eischaligen H yperbo lo ide liegen keine 

rea len  G eraden. Durch jeden  Punkt eines einschaligen H yperbolo ids 
lassen sich zwei rea le  G erade auf der F läche ziehen.

Die durch einen Punkt eines einschaligen Hyperboloids gehenden Geraden 
fallen nur dann zusammen, wenn für diesen Punkt

A \ 2 +  T V  +  F r 2 =  0 ,
also wenn der Punkt zugleich auf dem Asymptotenkegel liegt. Da nun die 
Mantellinien des Asymptotenkegels mit dem Hyperboloid unendlich ferne Punkte 
gemein haben, und da ferner zwei Gerade, die im unendlich Fernen sich unter 
einem verschwindend kleinen Winkel schneiden, parallel sind, so folgt der Satz. 
Die G eraden  eines e inschaligen  H yperboloids sind paarw eis p a ra lle l.

5. Wie beim hyperbolischen Paraboloide (No. 2), so überzeugt man sich 
auch hier, dass jede Ebene, die durch eine Gerade g  eines Hyperboloids gelegt 
wird, die Fläche in einer zweiten Geraden h schneidet, und Tangentenebene der 
Fläche in dem Schnittpunkte P  der Geraden g  und h ist; sowie, dass durch 
jeden Punkt P  des Hyperboloids eine Gerade h desselben geht, welche die 
Gerade g  schneidet. Die zweite Gerade g ^, die ausser h durch P  geht, kann 
die Gerade g  nicht schneiden; denn sonst würden die drei Geraden g, h} g 1 auf 
einer Ebene liegen, diese Ebene würde also mit der Fläche ein Gebilde dritter 
Ordnung, nämlich den Verein der drei Geraden g, h, g x, gemein haben im 
Widerspruche mit der Thatsache, dass eine Ebene mit einer Fläche II. O. nur 
ein Gebilde zweiter Ordnung gemein hat. Sämmtliche Gerade eines einschaligen 
Hyperboloids zerfallen also in zwei Systeme: in solche, die eine gegebene Gerade 
g der Fläche schneiden, und in solche, die g  nicht schneiden; durch jeden 
Punkt der Fläche geht von jedem der beiden Systeme eine Gerade. Zwei Gerade 
h und hx, welche g  schneiden, können sich ebenfalls nicht schneiden, da sonst 
das Dreieck der Geraden h, hx, g  auf der Fläche liegen würde. Jedes der 
beiden  System e von G eraden , die auf einem einschaligen H yperbo­
loide liegen , en th ä lt also solche G erade, die sich  nich t schneiden , 
w ährend jede G erade des einen Systems von jeder G eraden  des andern  
Systems g eschn itten  wird.

Da jede durch eine Gerade eines Hyperboloids gelegte Ebene die Fläche 
in einem Punkte dieser Geraden berührt, so hat man den Satz: Es g ieb t zwei 
Systeme von E benenbüscheln , deren  E benen säm m tlich T an g en ten ­
ebenen eines einschaligen  H yperbolo ids sind; jede  T angentenebene 
des H y perbo lo id s  gehört zu zwei Büscheln versch iedener System e; 
die T räger d ieser Systeme von T angen tia lebenen-B üsche ln  sind die 
beiden System e von G eraden  des H yperbo lo ids.
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6. Durch drei Gerade g x, g 2, g 3, die nicht zu zweien auf einer Ebene 
liegen, ist ein Hyperboloid bestimmt, denn diese Geraden des Hyperboloids sind 
gleichbedeutend mit neun gegebenen. Punkten, deren je drei auf einer der Ge­
laden liegen. Die Geraden g x, g 2, g 3 schneiden sich nicht, sie gehören also zu 
demselben Systeme; es werden daher alle drei von jeder Geraden h des andern 
Systems geschnitten. Da nun durch jeden Punkt der Geraden g  nur eine 
Gerade gelegt werden kann, welche g 2 und g 3 schneidet, so folgt: Wenn eine 
G erade h sich so bewegt, dass sie in a llen  ihren Lagen drei gegebene 
G erade g X) g 2, g 3 schneidet, so beschreibt sie ein einschaliges 
H yperboloid; die verschiedenen  Lagen von h sind die G eraden des 
e inen Systems, die G eraden g x, g 2, g 3 gehören zu dem andern  
Systeme.

Durch ein unebenes Vierseit und einen Punkt A ist ein einschaliges Hyper­
boloid bestimmt. Die Geraden des Hyperboloids, die durch A gehen, sind die 
Geraden, welche die Gegenseiten des unebenen Vierecks schneiden.

7. Die Gerade h, die durch einen Punkt P  der Geraden g x geht und die 
Geraden g 2, g 3 schneidet, wird dadurch erhalten, dass man den Punkt P  durch 
Ebenen T  und T  projicirt, die durch g 2 und g 3 gelegt sind; die Schnittgerade 
dieser Ebenen ist die gesuchte Gerade.

Rückt nun P  auf g x fort, so beschreiben die Ebenen T  und die Ebenen T'  
zwei Ebenenbüschel, welche die Träger g 2 und haben; diese Büschel, die 
aus lauter Tangentenebenen der Fläche bestehen, sind projectiv mit der Punkt- 
leihe auf h, die sie projiciren, und mithin auch unter einander projectiv.

Wir sehen daher: Je zwei zu dem selben Systeme gehörige Büschel 
von T angen tenebenen  eines e inschaligen  H yperboloids (und eines 
hyperbolischen Paraboloids, auf welches man denselben Beweisgang anwenden 
kann) sind pro jectiv ; und zwar en tsprechen  sich die E benen , welche 
d iese lbe  G erade des andern  Systems enthalten, also zusam m en ein 
Büschel des andern  Systems bilden.

Man kann die Gerade g i durch irgend eine andere Gerade g  desselben 
Systems ersetzen, g  wird von allen Geraden h des andern Systems geschnitten, 
in jedem Punkte von g  treffen sich also zwei entsprechende Ebenen der Büschel, 
deien J läger g 2 und g 3 sind; m ithin w erden die Geraden, die zu dem ­
selben  Systeme gehören, von den G eraden des andern  System s in 
p ro jec tiven  Punktreihen  getroffen, und zwar entsprechen sich die 
1 unkte, die auf derselben  G eraden des andern  Systems liegen.

8. Umgekehrt schliesst man leicht: Der Ort der S chn ittgeraden  je 
zweier en tsp rechenden  Ebenen zweier projectiven Ebenenbüschel, 
deren  T räger nicht auf einer Ebene liegen, ist ein einschaliges 
H yperbolo id  oder ein hyperbo lisches Paraboloid.

Denn sind in den beiden Büscheln die Ebenen T x, T2, T 37KT  ', TA , T  ' 
und sind die Gleichungen von T 3 und T 3'

T 3 ^ axTx +  a2 T 2 =  0, T3' == bx T x +  b2 T 2' =  0,
so sind die Gleichungen zweier entsprechenden Ebenen

T  s  \ axT x +  'k2 a2 T 2 =  0, T  =  Xx bx T x +  X2b2 T 2’ =  0.
Die Schnittpunkte beider Ebenen genügen der Gleichung, die sich durch 

Elimination von Xj und X2 aus T  =  0 und T  =  0 ergiebt, also der Gleichung 
*ib*Tx T 2' -  a2 bxT 2 T %' =  0; 

dies ist eine Gleichung zweiten Grades,
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Wenn die beiden Ebenenbüschel ein hyperbolisches Paraboloid erzeugen, so 
sind die beiden Träger der einen, und die Schnittlinien je zweier entsprechenden 
Ebenen der andern Asymptotenebene parallel; daher schneiden je zwei ent 
sprechende Ebenen die letztere Asymptotenebene in parallelen Geraden, erzeugen 
also auf ihr zwei projective Strahlbüschel, deren entsprechende Strahlen parallel 
sind. Durch Umkehrung findet man: Hat man auf e iner Ebene E  zwei 
congruente S trah lbüschel S  und S 1, d eren  en tsp rechende  S trah len  
paralle l sind, zieht durch die T räger zwei n ich t auf E  liegende sich 
nicht schn e id en d e  G erade a und a' und p ro jic ir t S  und A von a und 
a! aus, so schneiden  sich je zwei en tsp rechende Ebenen der so e r ­
zeugten E benenbüschel in den G eraden eines hyperbo lischen  P a ra ­
boloids; eine A sym ptotenebene desse lben  ist para lle l zu E, die andere 
pa ra lle l zu a und a'.

Ferner: Die E benenbüsche l, deren T räger die en tsp rechenden  
Punkte zweier pro jectiven  P unk tre ihen  v erb inden  (die nicht auf der­
selben Ebene liegen) um hüllen (berühren) ein e inschaliges H yperbo lo id  
oder ein hyperbo lisches Paraboloid .

Sind nämlich entsprechende Punktpaare der beiden Reihen
P 2» P% 7^ Pl> F*> Und i8t 

P 3 == axPx 4 - a2P 2, i y  =  bxP x 4- b2P 2 , 
so sind die Gleichungen irgend zweier entsprechenden Punkte

P  == \ xaxP x 4- \ 2a2P2 = 0 ,  P' =  \ xbxP x +  X2*2/ y  =
Die Pfbenen, welche durch zwei entsprechende Punkte gehen, erfüllen die 

Gleichung, welche durch Elimination von und X2 aus P  =  0 und P  0 
hervorgeht

axb2P XP 2 -  a2bxP 2P x' =  0.
Dies ist die Gleichung der umhüllten Fläche in Ebenencoordinaten. Man 

kann dem soeben bewiesenen Satze auch folgende Fassung geben: Der Ort 
der G eraden h, w elche je zwei en tsp rechende  Punkte zweier p ro ­
jectiven P unk tre ihen  verb inden , deren T räger n ich t auf d e rse lben  
Ebene liegen, ist ein e inschaliges H yperbo lo id ; die G eraden h bilden 
das eine System von G eraden  des H yperbo lo ids, die T räger der 
beiden P unk tre ihen  gehören zu dem anderen  Systeme.

. Wir bemerken schliesslich, dass die Flächen zweiter Ordnung, welche Gerade 
enthalten, unter der Bezeichnung Regel flächen zweiten G rades zusammen­
gefasst werden.

§ 9. Schnittcurve und Schnittpunkte von Flächen zweiter Ordnung.
Kreisschnitte.

1. Die Schnittpunkte zweier Flächen II. O. genügen den Gleichungen der 
beiden Flächen
/== A x 2-+- 2Bxy-\- • ■ .4-2 j z - g K = Q  und g = A ' x 2 -g^lB'xyA- . • • 4- 2 / 's  4- K' — 0; 
eliminirt man der Reihe nach x, y  und 2 aus diesen Gleichungen, so erhält man 
die Gleichungen der drei Projectionen der Schnittcurve der beiden Flächen, 
diese drei Gleichungen sind vom vierten Gerade; die P ro jec tionen  der 
Schnittcurven zw eier F lächen  II. O. sind also Curven v ie rte r  O rd ­
nung. Um die Coordinaten der Punkte zu erhalten, in denen die Schnittcurve 
der Flächen /u n d  g  von einer Ebene

T  == mx  4- ny  4- pz 4- <1 =  0
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geschnitten wird, kann man z mittelst der Gleichung T  =  0 auch den Gleichungen 
f  =  0 und g  =  0 entfernen; man erhält dann zwei Gleichungen zweiten Grades 
für x  und y; bestimmt man die vier gemeinsamen Wurzelsysteme, und zu jedem 
Werthsysteme durch die Gleichung F  =  0 den zugehörigen Werth von z, so er­
hält man die Coordinaten der gesuchten Schnittpunkte. Man sieht hieraus: Die 
Schnittcurve zw eier F lächen  II. O. wird von einer Ebene in vier 
P unkten  geschnitten .

Man bezeichnet daher diese Schnittcurve als eine R aum curve v ierter 
O rdnung; indem man als Raumcurve «ter Ordnung eine Raumcurve bezeichnet, 
die von einer Ebene in «Punkten geschnitten wird. Zum Unterschiede von 
Raumcurven vierter Ordnung, die nicht auf zwei Flächen II. O. liegen, bezeichnet 
man die Schnittcurve zweier Flächen II. O. als Raumcurve vierter Ordnung 
erster Species.

2. Wenn eine Fläche II. O. die acht Punkte Px, . . .  P 8 enthält, so bestehen 
die Gleichungen

A x 2 +  2B x y  -t- 2 Cxz  -+- D y 2 4- . . . 4- 2 J z  4- K  — 0 ,
A x  t2 -l- 2P x 1y l 4- 2 Cxx zx 4- D y x2 4- . . .  4- 2 J z x K  =  0 ,

A x 82 4- 2 B x 8y 8 4- 2Cx8z8 4- D y $  4- . . .  4- 2J z 8 4- K  =  0.
Der Verein dieser Gleichungen wird durch das Verschwinden der Deter­

minante bedingt
A x 2 4- 2B x y , xz  y 2 yz  z2 x  _ y  z 1
Axj2 4-2B x xy x , x xzx y ^  jyxz x zx2 x x y x z x 1

/  =  A x g  4- 2 B x 2y 2 , x 2z 2 .......................................... z2 1 =  0

A x £  4- 2 ß x 8y 8 , x 828 ..................... z 8 1
Dies ist die Bedingung dafür, dass P  auf einer durch die gegebenen Punkte 

gehenden Fläche II. O. liegt, ist also der allgemeine Form der Gleichung irgend 
einer durch P X) . . P 8 gehende Fläche II. O. Die Function f  zerfällt in die 
Summe zweier quadratischen Functionen

f  == A  • cp 4- 2 B  • 4,
wobei cp und 4 aus f  hervorgehen, wenn man die erste Colonne durch x 2, x ^ t 
x£, . . . x 82, bez. durch xy, x xy x, . . . x 8y 8 ersetzt. Die eindeutig bestimmten 
Flächen cp =  0 und 4* — 0 enthalten die gegebenen acht Punkte; denn wenn 
man in cp oder 4 die Coordinaten x, y, z durch die Coordinaten eines der 
Punkte Px, . . .  P8 ersetzt, so wird die erste Zeile in cp und 4 mit einer der 
übrigen identisch, mithin verschwinden cp und 4- Alle Punkte, deren Coordinaten 
die beiden Gleichungen erfüllen

cp =  0 und 4 =  0)
genügen auch der Gleichung

/  == Acp -h B<\> =  0.
Hieraus ergiebt sich der Satz: Alle die unendlich v ielen  F lächen  

II. O., die durch acht gegebene Punkte gehen, haben  eine du rch  
diese P unkte  gehende Raum curve v ierter Ordnung mit e inander 
gemein; diese Curve ist der Schnitt zweier durch die C oord inaten  
der gegebenen  Punkte vo llständig  bestim m ten F lächen II. O. (cp =  0 
und 4 =  0) und m ithin selbst durch die acht Punkte e indeu tig  b e ­
stimmt.

3. W enn eine F läche  II. O. durch acht auf e iner Raum curve C
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vierter O rdnung e rs te r  Species be lieb ig  gew ählte Punkte Px, . . .  P8 
hindurch geht, so geht sie durch a lle  Punkte d ieser Curve. Denn zwei 
Flächen f x und f 2, deren Schnitt die Curve C ist, gehen beide durch die 
Punkte P x, . . .  P 8, mithin enthalten sie auch die durch diese Punkte bestimmte 
Raumcurve vierter Ordnung, folglich ist dieselbe mit C identisch. D urch eine 
Raumcurve IV. O. 1. Sp. lassen sich unzählig  viele F lächen  zweiter 
Ordnung legen. Diese F lächen  b ilden  ein Büschel, dessen T räger 
die R aum curve ist, die sie gemein haben.

4. Haben zwei Flächen II. O. eine Gerade G gemein, so schneiden sie sich 
ausserdem noch in einer realen Curve; denn jede Ebene E, die durch G gelegt 
wird, schneidet die beiden Flächen noch ausserdem jede in einer realen Geraden, 
und der endlich oder unendlich ferne Punkt P  dieser beiden Geraden ist ein 
gemeinsamer Punkt der beiden Flächen II. O.; dreht sich E  um die Gerade G, 
so beschreibt P  die Curve, in welcher die beiden Flächen ausserhalb G sich 
schneiden.

Diese Schnittcurve hat mit einer Ebene nur noch drei Punkte gemein, und 
ist daher eine Raum curve d ritte r Ordnung.

5. Wenn fünf Punkte der Durchschnittscurve zweier Flächen II. O. /  =  0 
und g — 0 auf einer Ebene T  liegen, so haben die Flächen den durch diese 
fünf Punkte auf T  bestimmten Kegelschnitt mit einander gemein; denn die 
Ebene T  trifft jede der beiden Flächen in einem Kegelschnitte, der durch die 
fünf Punkte geht, mithin sind diese beiden Kegelschnitte identisch. Wählt man 
T zur AF-Ebene eines Coordinatensystems, und sind
f  == A x 2 4- 2 Bxy  4-  . • • 4 -  K  =  0 ,  g  =  A xx 2 4 -  2 B xxy 4-  . . .  4- K x =  0 
die Gleichungen der Flächen in Bezug auf dieses System, so muss die Substitution 
2 =  0 in /  und g  auf Gleichungen führen, die gleichbedeutend sind, die also 
nur um einen constanten Faktor von einander abweichen. Ist n dieser Faktor, 
so hat man daher
A x 2 4- 2 Bxy  4- Dy2 4- 2 Gx  4- 2 Hy  4- K = n  (A xx 2-h2Bxxy-t-Dxy 2 4-. . -\-Kx).

Bildet man die Differenz f — ng,  so erhält man 
f — n g z[2(C— Cx) x  4-  2(E —  E x)y  4- ( E - E x)z  +  2 ( / - / x)].

Die Punkte, welche /  =  0 und g =  0 erfüllen, und für welche nicht z =  0 
ist, genügen somit der Gleichung

7\  s  2 (C— Cx) x  +  2{E — E x)y  -4 {E— E x) z 4- 2 ( / - / a) =  0.
Dies ist die Gleichung einer bestimmten Ebene; je nachdem diese Ebene 

/  und g  in einem realen oder imaginären Kegelschnitte trifft, haben die beiden 
Flächen ausser dem auf T  liegenden Kegelschnitte noch diesen realen oder 
imaginären Kegelschnitt gemein; die Ebene Tx dieses Kegelschnitts ist immer 
real. Wir schliessen daher: Wenn fünf S chn ittpunk te  1, 2, 3, 4, 5 zweier 
Flächen II. O. auf einer Ebene F l ie g e n , so ze rfä llt die Schn ittcurve 
der beiden F lächen  in zwei K egelschnitte ; der eine auf F lie g e n d e  
istdurch d ieP u n k te  1 . . öbestim m t, der andere  kann real oder im aginär 
sein; die E bene, die ihn en thält, ist auch im le tz te ren  Falle real.

Oder: Wenn zwei F lächen II. O. einen K egelschn itt gem ein haben, 
so haben sie noch einen rea len  oder im aginären K egelschn itt gem ein, 
dessen Ebene ste ts real ist.

Bezieht man die Flächen /  und g  auf ein beliebiges Coordinatensystem, und 
hat man dabei u. A. die Substitution auszuführen

z =  clx' 4- ßj' 4- 72',
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wobei x \  y \  z' die Coordinaten im neuen Systeme sind, so erhält man, wenn 
f \  g \  T\ die Functionen sind, in welche f ,  g  und T  in Folge der Transformation 
übergehen

/ '  —  ng' =  (a.x' - f -  ß /  4- 7 2 ')  Tx .
Hieraus folgt: Wenn zwei F lächen II. O. / =  0 und g  =  0 sich in 

zwei ebenen Curven schneiden, so kann man die Function  g  mit 
e iner geeigneten Zahl m ultip lic iren , so dass die D ifferenz f  — ng 
in zwei lineare  F acto ren  zerfä llt, die, gleich Null gesetzt, die 
G leichungen der Ebenen der beiden  Schnittcurven sind.

6. Wenn eine Fläche II. O.
1- A x 2 4- 2 Bxy  4- 2 Cxz 4- . . 4- 2Jz  ~h K  =  0
sieben gegebene Punkte P x, . . P 7 enthält, so bestehen die Gleichungen 

A x !2 4- 2B x xy x 4- 2Cx1z l 4- . . 4- 2J z x 4- K  — 0,
2. ....................................................................................................

A x 7~ 4~ 2B x 7y 7 4- 2Cx7z 7 4- • • • 4- 2J z 7 4- K  =  0.
Der Verein der Gleichungen 1. und 2. wird durch das Verschwinden der 

Determinante bedingt
A x 2 4- 2B x y  4- 2 C x z , y 2 yz  z2 x y  z 1

y  =  A x x2 4 - 2 B x xy x 4-2 Cx1z 1, y x2 y xz x z x2 x x y x zx 1   ^

A x72 4- 2 B x 7y 7 4- 2Cx7z 7, y 72 y 7z 7 z 72 x 7 y 7 z 7 1
Dies ist die allgemeine Form der Gleichung einer Fläche II. O., die durch 

die sieben gegebenen Punkte geht. Die Determinante /  zerfällt in drei Deter­
minanten
1 . /  =  A • cp 4- 2 B  • 4- C • y;;
die quadratischen Functionen cp, <J, y  gehen aus f  hervor, wenn man die erste 
Colonne der Reihe nach durch x 2, x x2 . . x 72, bez. xy, x xy x, . . x 7y 7> 
bez. xz, x xzx, . . x 7z 7 ersetzt. Aus 1 . ist ersichtlich, dass alle Punkte, die den 
drei Flächen cp, ij, y  gemeinsam sind, auch auf jeder Fläche II. O. liegen, die 
durch die gegebenen sieben Punkte hindurch geht.

Die Theorie der Gleichungen lehrt, dass drei Gleichungen zweiten Grades 
mit drei Unbekannten x, y, z durch acht Werthsysteme derselben befriedigt 
werden. Hieraus folgt, dass drei F lächen II. O. sich in acht P unk ten  
schneiden.

Jede Fläche II. O., die durch die sieben Punkte 1, 2 . . .  7 geht, enthält 
also die acht Punkte, in denen sich die Flächen cp =  0, tp =  0 und y — 0 
schneiden. Diese drei Flächen haben die gegebenen sieben Punkte gemein; 
denn wenn man in <p, cp die Coordinaten x, y, z durch xr, y r, zr, r  =  1 . . . 7, 
ersetzt, so verschwinden cp, cj>, y  identisch.

Da nun durch die sieben gegebenen Punkte die Functionen cp, y  
vollständig bestimmt sind, so ist auch der achte Punkt bestimmt, den die 
Flächen <p =  0, 4» =  0, y =  0 ausser den gegebenen sieben gemein haben. 
Wir schliessen daher: A lle F lächen  II. O., die durch sieben  gegebene 
Punkte gehen, en th a lten  noch einen ach ten  Punkt, der durch  die 
gegebenen bestim m t ist. Oder: Ein System von acht S chn ittpunk ten  
dreier F lächen II. O. en th ä lt nicht lauter von einander unabhängige 
Punkte, sondern jeder der acht Punkte ist durch die andern  sieben  
bestim m t.

Der Satz: »Eine Raumcurve IV. O. 1. Sp. ist durch acht Punkte bestimmt«
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bedarf hiernach einer Einschränkung; diese acht Punkte dürfen nicht die acht 
Schnittpunkte dreier Flächen II. O. sein; durch acht S chn ittpunk te  d reie r 
Flächen II. O. gehen unzählig viele S chn ittcu rven  zw eier F lächen  II. O.

7. Wir untersuchen nun, ob es Ebenen giebt, die eine Fläche II. O. in 
einem Kreise schneiden, und beweisen hierzu zunächst folgenden Satz: P a ra lle le  
Ebenen schneiden  eine F läch e  II. O. in ähn lichen  K egelschnitten .

Wir nehmen eine der parallelen Schnittebenen zur AF-Ebene eines Coordi- 
natensystems; ist die Gleichung der Fläche in Bezug auf dieses System 

f  =  A x 2 4- 2 Bxy  4- . . 4- K  =  0, 
so ist die Gleichung der Horizontalspur dieser Fläche 
1. A x 2 4- 2Bxy  4- Dy2 4- 2 Gx  4- 2 Hy  4- K  =  0 .

Ist diese Curve eine Ellipse, oder eine Hyperbel, oder besteht sie aus zwei 
sich schneidenden Geraden, so nehmen wir die beiden Symmetrieachsen der 
Spur zur A- und F-Achse, so dass die Gleichung der Spur die Form annimmt

A x 2 4- D y 2 4- K  =  0.
Die Gleichung der Fläche bezüglich des neuen Systems ist daher 

/  == A x 2 4- 2 Cxz 4- Dy2 4- 2Eyz  4- F z 2 -+- 2Jz 4- K  — 0 .
Eine Ebene, die parallel zur AF-Ebene und von derselben um z0 entfernt 
schneidet die Fläche in einer Curve, deren Gleichung ist

Die Gleichung 2. gehört einem Kegelschnitte an, dessen Achsen parallel der 
A- und Y-Achse sind und dessen Mittelpunkt die Coordinaten hat £ =  — Cz0 : A, 
7] =  — E z 0 : D . Die Halbachsen ax und bx dieses Kegelschnitts sind 
ax =  y K x : A , bx — ]/K x : D\  man hat demnach

ax : bx =  f /D  : y A  ;
das Verhältniss der Halbachsen hat also für alle parallelen Schnitte denselben 
Werth; mithin sind die Schnitte ähnlich und haben parallele Achsen.

Ist die Horizontalspur 1. eine Parabel, so wähle man die Achse derselben 
zur A-Achse, den Scheitel zum Nullpunkte; die Gleichung 1. geht dann über in

D y2 +  2 Gx  =  0;
die Gleichung der Fläche bezüglich des neuen Systems ist daher

f  == 2 Cxz 4- D y 2 4- 2Eyz  4- Fz2 4- 2Gx  4- 2J z  — 0.
Der Schnitt der Fläche mit der Ebene z — z 0 hat die Gleichung 

2 Cxz0 4- Dy2 4- 2Eyz0 4- F z 02 4- 2 Gx  4- 2J z 0 =  0.
Hierfür kann man setzen

( F z A 2 , H  ( P F — £ 2) z 2 4- 2JF>z0\
V y +  2 ( G + C z 0) [ x  4- 2P ( G - h C z 0) J  -  °-
Der Schnitt ist daher eine Parabel, deren Achse der Achse der Spur parallel 

ist, deren Scheitel die Coordinaten hat

ist, schneidet die Fläche in einer Curve, deren Gleichung ist
A x 2 4- 2Cxz0 4- D y 2 4- 2^y^0 4- Fzg  4- 2J z ü 4- K  — 0 .

Hierfür kann man schreiben

4  +  2 ^  *  Hb C~ ^ f )  +  D {y2 +  2 ^ y  +  Hb 2 Hb K

_c w  _  F W  _
A D ~  ’

oder

2. +  =  0 ,

wobei K,  — ( E A  +  b lP L  _  2 _  2 _  K .
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_ _ [ { D F - E > ) * t  + 2/ 2 >5„1 _ _ E h
5 2X>(G+ Cs0) ’ '■

und deren Parameter p — — (U +  G’a0) : ist.
Da nun je zwei Parabeln einander ähnlich sind, so ist damit der Satz bewiesen.
Insbesondere folgt: Wird eine F läche II. 0. von einer Ebene in 

einem  K reise geschn itten , so wird die F läche auch von a llen  P a ra lle l­
ebenen  in K reisen geschnitten .

8. Die Fläche II. O. f  =  0 enthalte den Kreis K  Legt man durch K  und 
durch einen anderen auf f  liegenden Punkt eine Kugel S, so schneidet dieselbe 
die Fläche f  ausser in K  noch in einer ebenen Curve, hat also mit f  noch einen 
Kreis K x gemein.

Die Ebene dieses Kreises ist im Allgemeinen nicht zu K  parallel. Denn 
sind K  und K x parallel, so fallen die Geraden, welche in den Centren normal 
zu den Kreisebenen errichtet sind, in eine Gerade a zusammen, da sie beide

durch das Centrum der Kugel S  
gehen und parallel sind. Die Ge- 

jj rade a ist Symmetrieachse für jeden 
ebenen Schnitt der Fläche / ,  der 
a enthält, da a zwei parallele 
Sehnen jedes solchen Schnittes, 
z. B . A B  und CD senkrecht halbirt. 
Dreht man den durch a gehenden 
ebenen Schnitt A x, B x, C1, D x der 
Fläche /  um a bis die Ebene in 
die ebenfalls durch a gehende 
Schnittebene A B  CD fällt, so fallen 

A und A v B  und B x, C und Ct zusammen. Da nun die beiden Schnittcurven 
noch die beiden Punkte gemein haben, in welchem /  von a geschnitten wird, 
so folgt, dass beide ebene Schnitte congruent sind; mithin sind alle durch a 
gehenden ebenen Schnitte congruent; folglich ist die Fläche eine R o ta tio n s ­
fläche und a ih re  R otationsachse. Wenn also /  keine Rotationsfläche ist, 
so sind die Kreisebenen K  und K x nicht parallel; wir schliessen daher: W enn 
auf eine F läche II. O., die keine R otationsfläche ist, K reise  liegen , 
so giebt es zwei Schaaren von P aralle lebenen , welche die F läche  in 
K reisen  schneiden.

9. Ueber das Vorhandensein von Kreisen auf einer Fläche II. O. werden 
wir nun in der Weise entscheiden, dass wir die Bedingungen untersuchen, unter 
denen die Schnittcurve der Fläche f  und einer Kugel S in zwei ebene Curven 
zerfällt. Wir werden die Untersuchung für die einzelnen Flächenarten der Reihe 
nach durchführen. Vorerst bemerken wir noch, dass beim hyperbolischen 
Cylinder, beim parabolischen Cylinder und beim hyperbolischen Paraboloide von 
Kreisschnitten nicht die Rede sein kann. Denn jede Ebene schneidet einen 
hyperbolischen Cylinder sowie ein hyperbolisches Paraboloid in einer Curve, 
welche Punkte im Unendlichfernen hat, nämlich die Punkte, die auf den Schnitt­
geraden der Ebene E  mit den beiden Asymptotenebenen der Fläche gelegen 
sind. Jeder ebene Schnitt eines hyperbolischen Cylinders ist also eine Hyperbel 
oder besteht aus zwei parallelen Geraden, je nachdem die Schnittebene der 
Mantellinien nicht parallel oder parallel ist; und jeder ebene Schnitt eines hyper­
bolischen Paraboloids ist eine Hyperbel oder eine Parabel, je nachdem die Ebene
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der Achse nicht parallel oder parallel ist. Jeder ebene Schnitt eines para­
bolischen Cylinders ist eine Parabel oder besteht aus zwei Mantellinien.

10. K re isschn itte  des e llip tischen  Cylinders. Die Mittelpunkte aller 
ebenen Schnitte eines Cylinders liegen auf der Achse des Cylinders; wenn daher 
Kreise auf einem Cylinder liegen, so kann man jeden Punkt der Cylinderachse 
als Centrum einer Kugel wählen, die einen Kreisschnitt enthält. Soll die um 
den Nullpunkt mit dem Radius r  beschriebene Kugel

S  =  x 2 -t- y 2 -+- z2 — r 2 =  0
den elliptischen Kegel

V  *

T* -  1 =  0
in Kreisen schneiden, so muss für eine bestimmte Wahl des Faktors n die 
Differenz

1. /  — n ■ S  == “h  / 2  — 1 — n {x2 y 2 ->r z 2 —  r 2)

in zwei reale lineare Faktoren zerfallen. Hierzu ist zunächst erforderlich, dass 
die Fläche f — n S  — 0 unendlich viele Doppelpunkte habe, dass also für die 
Function f — nS  die Bedingungen gelten

A =  0 ,  A {  =  0 .
Nun ist in unserm Falle

4 =  -  ( i  -  *) ( p  -  “) " ■ (nr2 -  ' A< ~  -  ( i  -  ") (j> -  *) • ”•
Die Gleichungen A =  0 und =  0 haben die Wurzeln gemein

„ 1 1
n — 0 , n — Ä 2 > n ^ 2  •

Die erste Wurzel führt zu keiner Lösung unserer Aufgabe. Die Wurzeln 
n =  1 : a2 und n =  1 : b2 liefern

1 b2 \ a 2 b2)  b2 \  b2 /
Die Gleichungen

/  — —?r S  — 0 und f ---- S  =  0j a2 J b2
sind die Gleichungen zweier C ylinder zweiten G rades, die durch die Schnitt­
curve von f  und S  gehen und deren Mantellinien parallel zur X-Achse, bez. zur 
Y-Achse sind. Diese beiden Cylinder zerfallen in zwei Ebenen, wenn r 2 =  a2, 
bez. r 2 — b2. Man erhält unter diesen Voraussetzungen

4. ? ^ / — ^  c*2 + a 2 +  *2 — «2) =  i  *2 »

5. ?i = / —  /2 (*2 + L2 + * 2 s  (^2 — -f i ) x2 —  J z z 2 -

Ist nun a >  b, so ist in cp der Coefficient von y 2 positiv, mithin ist cp =  0 
die Gleichung des Vereins der beiden realen Ebenen

T „  l/_L _  ±  .
V b2 a2 y z =  0 und T x V w ■ y  -4- — 2 =  0 . 

'  ab2 a* " a
Die Gleichung <p1 =  0 gehört hingegen zu zwei imaginären Ebenen, da der 

Coefficient von x 2 negativ ist.
Es giebt also beim elliptischen Cylinder zwei Systeme von Kreisschnitten;

2.

3.
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dieselben sind parallel zu den Ebenen T  und T v Die K re isschn itte  eines 
e llip tischen  C ylinders sind norm al zu der Sym m etrieebene, in w elcher 
die k leine Achse des Cylinders lieg t, und sind gegen einen N orm al­
schn itt des C ylinders um den W inkel a geneigt, für welchen

■j/#2
tang a =  *  =

b2

11. K reisschn itte  des Kegels zw eiter Ordnung. Die Gleichung des 
Kegels sei

1. C - b2 c* ~~ ° ’
die Gleichung einer Kugel, deren Centrum die Coordinaten d, e, f  und die den 
Radius r hat, ist
2. <p == x 2 -+-y 2 -+- z2 — 2 dx  — 2 ey —
wenn p — d2 -+- e2 -t- f 2 — r 2.

Die Determinanten A und Ax der Function C 
1

2 f z  -t- p =  0 , 

— sind

A =

Die Determinanten A und Ax der

-4r — n, 0 , 0 , nda2

0 , —n, 0 , ne

0 , 0 , n f

nd  , ne , tz/  , — np
Setzt man die Wurzeln der Gleichung = 0 ,  nämlich die Werthe

n = r2 » n = b2 .2 >
der Reihe nach in A ein, so erhält man

bez- + 7i)(w + 7»)'
1 f ±  n  ( ±  n
4 [a2 +  c2 ) \b2 c2)  ‘

JLVb2 )  ’

Diese Werthe verschwinden nur, wenn d =  0, bez. e — 0, bez. f  =  0. 
Unter diesen Voraussetzungen erhält man der Reihe nach

3 - C ~  ^2 S ̂  (j2 —  ̂ j y 2 ~  (ji 

4> C ~ b 2' S ^ { ä 2 ~ J 2) x 2 ~ { t 2

5. +

.2 +  V2 +  2 „2-?

i )

i ) r

2 P *  
</2 -T i-r2

o /
2 P *  
o L
^ b2 z 

2 ^

a2 — 0, 

=  0,

=  0

Dies sind die Gleichungen der Cylinder, welche durch die Schnittcurve des 
Kegels C und der Kugel S  gelegt werden können; die Mantellinien derselben 
sind der Reihe nach der AT-Achse, der F-Achse, der Z-Achse parallel. Nehmen 
wir nun an, es sei a >  b, so ist

_1_ J_
b2 ~  a2 >  0 ’

die Gleichungen 4. und 5. gehören dann zu elliptischen Cylindern; diese können 
für keine Wahl der unbestimmten Coordinaten des Kugelcentrums und des 
Radius r in zwei Ebenen ausarten; dies ist nur bei dem hyperbolischen Cylinder 3. 
möglich.

Zerfällt 3. in ein Ebenenpaar, so muss die Gleichung 3., als Gleichung
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eines Kegelschnitts in der FZ-Ebene betrachtet, in ein Geradenpaar zerfallen, 
es muss also die Determinante verschwinden:
J _ _  J_  e
b2 a2 ’ 0 » a2

0 - ± - ±  L
’ ^2 a2 ' a2 ~~ a2 [ \ / 2

f _  P_
a2 • a2 ’ a2 +
Ersetzt man in dieser Gleichung p durch e2 

einfacher Reduction

n n  i_\ fi j _ \ p
a2J \ e 2~ ^ a 2J^> y£2 a2)  a2
( J _  J _ \  e2!  _
y<:2 a2)  a2
-t- f 2 — r 2, so erhält man nach

/» 0» + i a) f:*+  ^  (w -  i ) /2 -  (y r+ i )  (w ~ i ) r3 = 0
Sieht man r als gegeben, die Coordinaten e und f  als unbestimmt an, so 

ergiebt sich hieraus der Satz: Die K ugeln mit gegebenem  Radius r, die 
einen Kegel II. O. in K reisen schneiden , haben ihre C entra auf e iner 
E llipse, die auf einem H aup tschn itte  liegt.

Aus 3. ergiebt sich für den Winkel a, den die Kreisschnittebenen des Kegels 
mit der X  F-Ebene bilden

7. tang a =  ± V{jd - i ) : (J + ?) = ±;c l / a 2 — b2 
b r a2 h- c2

Die K re isschn itte  des K egels II. O. sind rech tw inkelig  zu dem 
H aup tschn itte  des K egels, dessen  M antellin ien  den k le in e ren  W inkel 
mit der K egelachse b ilden , und b ilden  gleiche W inkel (90° — a) mit 
der Achse.

12. K re isschn itte  des E llipso ids. Ist k ein Kreis auf einem Ellipsoide, 
so lege man eine Ebene parallel zu k durch das Centrum des Ellipsoids. Diese 
Ebene schneidet das Ellipsoid ebenfalls in einem Kreise, und durch diesen Kreis 
kann man eine Kugel legen, deren Centrum in das Centrum des Ellipsoids fällt. 
Um also die Kreisschnitte des Ellipsoids zu finden, hat man die Kugeln aufzu­
suchen, die mit dem Ellipsoide concentrisch sind und dasselbe in zwei ebenen 
Curven schneiden. Die Gleichungen des Ellipsoids und der Kugel sind

+ S =  x2 + y 2 + z 2 - r 2 =  0.

Die Determinanten A und Ax der Function f — nS  sind

Für diese erhält man
Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 19
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2-

3- - O - f ) “ 0 -
Dies sind die Gleichungen der drei Cylinder, die durch die Schnittcurve von 

F  und A gehen, und deren Mantellinien der Reihe nach der X-, der Y-, der 
Z-Achse parallel sind. Setzen wir voraus, es sei a >  b >  c, so sind 1. und 3. 
elliptische Cylinder, während 2. ein hyperbolischer Cylinder ist; es kann daher 
nur dieser durch besondere Wahl des Kugelradius r in ein Ebenenpaar ausarten, 
und zwar tritt dies ein, wenn r — b, denn dann hat man

F  b2 S ~~ {b2 ^ ^ ^ { c 2 b * ) * 2 — 0 ’
diese Gleichung zerfällt in das Produkt zweier Ebenengleichungen

c _ / V * a — ** ,  , V<** — b2 [ \ ( V b  — !l_ „ Vä*F  — b2 bc ab =  0.

tanga. =  ±

bc ^  ab
Diese beiden Ebenen gehen durch die K-Achse und ihr Neigungswinkel 

gegen die ATF-Ebene folgt aus
c ]/<z2 — b2 
a ^ b 2 — e* '

Ein dreiachsiges E llip so id  hat daher zwei System e von K re is­
schn itten ; die Ebenen d e rse lb en  sind para lle l zu der m ittle ren  
Achse (b) des E llipso ids und gegen die grosse Achse g le ich  geneigt.

Die zwei Paar Gegenpunkte, in welchen das Ellipsoid von den vier Ebenen 
berührt wird, die den Kreisschnitten parallel sind, heissen die K re ispunk te  
des Ellipsoids.

13. K reisschn itte  des e inschaligen  H yperboloids. Wenn es hier 
Kreisschnitte giebt, so giebt es auch Kreisschnitte, die das Centrum des Hyper­
boloids enthalten, und man kann daher auch diesmal die Kugel A mit dem 
Hyperboloide concentrisch annehmen. Aus den Gleichungen des Hyperboloids 
und der Kugel

~2 — 1 =  0, A =  x 2 4- y  
nS  die Determinanten

F  =
yZ

b2 4- z 2 — r 2 = 0
ergeben sich für die Function f

A —

\  — n, 0 , 0 , 0  1a2 —$—  n, 0 , 0
1 0,2 

0 , tö — n, 0 , 0  .  ̂ 1
. h  =  0 , - p - n ,  0

0 , 0 , - i - « ,  0 n n 1c 0 , 0 , ---- 2 — n
0 , 0 ,  0, — 14-n r 2 C

Die gemeinsamen Wurzeln der Gleichungen A =  0 und Aj = 0  sind daher

,2 » n = b2
n _____ 1_

Für dieselben hat man der Reihe nach

>• F  ~  

2.
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3. +  £ ) _ 0 .

Dies sind die Gleichungen der drei Cylinder II. O., welche durch die 
Schnittcurve von F  und A gelegt werden können; ihre Mantellinien sind der 
Reihe nach den Coordinatenachsen parallel. Setzen wir voraus, dass a >  b, so 
ist der erste Cylinder hyperbolisch, der zweite und dritte hingegen sind elliptisch. 
Es kann daher nur der erste in ein Ebenenpaar ausarten, und zwar tritt dies ein, 
wenn r — a\ man erhält dann

F  ~  "a2 S a  ( j 2 ~ ^ 2) j 2  ~~ ( t2 + ̂ 2) *2 = 0 •
Diese Gleichung zerfällt in lineare Faktoren

•y a2 — b2 
ab. ■y V*

ac • * )  =  0 ,ab - ac
sie stellt daher zwei Ebenen dar, die durch die Af-Achse gehen, und deren 
Neigungswinkel gegen die ATF-Ebene sich ergeben aus

c~\/a2 — b2
tanga =  4h

b-\/c
Im einschaligen H yperbo lo ide  giebt es zwei Systeme von K re is­

schnitten ; die Ebenen d e rse lben  sind norm al zu dem hyperbo lischen  
H aup tschn itte , der die k le inere  H auptachse  hat und sind gegen den 
ellip tischen  H aup tschn itt gleich geneigt.

14. K re isschn itte  des zw eischaligen H yperboloids. Da die durch 
das Centrum gehenden Ebenen, welche die Fläche treffen, dieselbe in einer 
Hyperbel schneiden, so geht kein realer Kreisschnitt durch das Centrum, wir 
haben daher die Kugel A in allgemeiner Lage vorauszusetzen. Die Gleichungen 
des Hyperboloids und der Kugel seien

x 2 y 2 z 2
F ^ ä 2 ~ ~ b 2 ~~~c2 ~  1 =  0,

A ss x 2 -h y 2 4- z2 — 2ex — 2f y  — 2gz p  =» 0 , /  =  e2 4 - / 2 4- g 2 — r 2.
Für die Function F — nS  hat man die Determinanten
1

—2—n, 0 , 0  , en 1
a  - 5 — 0 , 0

n 1 a
^ » b2 n’ ® » f 11 A _ A 1 na 0 * — 0 , T2 n, 0

1
0 ’ 0 » S n 1c 0 , 0 ,  —- 2" — n

en y f n  , gn  , —1—pn c

1 ( V f > 2 —( f - f )
„  /
%T*y _ oZ n?  z  /*2 ”  U >

19
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b2 Z £ 2  2  ^  £ 2  U »

P =  0 .

2. ^ + ^ 2 5  =  ( a2 + ^ 2 (*» ^2) 2:2 2

3. ( ^ 2 + 7 ^ ) ^ 2 - ( t 2-72-)->'2 -~ 27 2 '^ _ 2 ^
Setzen wir voraus, dass £ >  c, so sind 1. und 3. elliptische Cylinder, während

2. ein hyperbolischer Cylinder ist. Nur dieser kann in den Verein zweier Ebenen 
ausarten; dies tritt ein, wenn die Gleichung 2., als Gleichung einer Curve II. O. 
in  rlfM- Y Z .F .h p n p  h p t r n r h t e t .  in  zw ei Gerade zerfällt, also wenn

Ist r gegeben, so ist dies die Gleichung einer bestimmten E llipse. Wir 
haben daher: Die Centra der K ugeln mit gegebenem Radius, die ein 
zw eischaliges H yperboloid  in zwei Kreisen schneiden , liegen auf 
e iner E llipse, die auf dem hyperbolischen H aup tschn itte  lieg t, der 
die k le in e re  N ebenachse hat.

Wählt man e, g und r so, dass sie der Gleichung 4. genügen, so zerfällt 
der Cylinder 2. in zwei Ebenen, die parallel der F-Achse sind und deren 
Neigungswinkel mit der AF-Ebene sich aus der Formel ergeben

Cj/d!2 _|_ £2

tanga =  ±
Wir schliessen daher: Ein zw eischaliges H yperboloid en th ä lt zwei 

System e von K reisschnitten ; d ieselben  sind norm al zu dem h yper­
bo lischen  H aup tschn itte , der die k leinere N ebenachse hat und sind 
gegen die Ebene des andern hyperbolischen H aup tschn itts  un ter 
g le ichen  W inkeln geneigt.

15. K reisschn itte  des e llip tischen  Paraboloids. Wir haben hier 
wieder die Kugel S  in allgemeiner Lage vorauszusetzen, haben also von den 
Gleichungen des Paraboloids und der Kugel auszugehen:
F  =  —  +  4 -  — 22 =  0, S =  x 2 -h y 2 -h z2 — 2ex — 2fy — 2gz -h p =  0 . a 0

Für die Function F  — nS  hat man diesmal die Determinanten

u>
Für die Wurzel 11 =  0 reducirt sich F  — nS auf F  allein, also wird durch 

diese Wurzel das Problem nicht gelöst. Für n =  1 : a und n =  1 : b erhält A 
die Werthe
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Diese Gleichung giebt entwickelt

-(j- 's)(1- f) +i /2 = 0-
Hieraus erhält man nach einfacher Umrechnung die Gleichung

/  7-2 -+- a 2 \
3. / 2 +  2(« — b) ^  — -----------J =  0 .

Für einen gegebenen Werth r ist dies die Gleichung einer Parabel, deren 
Achse mit der Z-Achse zusammenfällt, die sich in der Richtung der negativen 
Z-Achse erstreckt, deren Parameter gleich der Differenz (a — b) ist und deren 
Scheitel die Ordinate hat z =  (r2 +  a 1') : a .

Wählt man nun f } g  und r der Gleichung 3. gemäss, so zerfallt der Cylinder 
1. in zwei Ebenen, die der V-Achse parallel sind, und für deren Winkel <x mit 
der AfF-Ebene

tango. =  ±  Y ( j -  j )  A  -  ±  W -
Im e llip tischen  P arabo lo ide  giebt es also eb en fa lls  zwei Systeme 

von K reis schnitten ; d iese lben  sind norm al zu dem parab  olis ch en 
H auptschnitte , der den k le in e ren  P aram eter en thält, und sind gegen 
die A F-E bene gleich geneigt.

§ 10. Die abwickelbare Fläche, die zwei Flächen zweiter Klasse um­
schrieben ist. Gemeinsame Tangentenebenen dreier Flächen zweiter 

Klasse. Umschriebene Rotationskegel.
1. Die Coordinaten der Ebenen, welche zwei Flächen II. Kl.

1. <p === A u 2 +  2Btiv 2 J w  +  K  =  0 ,
2. <J; == A t u 2 4 - 2 B t u v  +  . . +  2J t w  -+- K x =  0
zugleich berühren, genügen den beiden Gleichungen <p =  0 und 41 =  0.

Eliminirt man z. B. w aus 1. und 2., so erhält man eine Gleichung vierten 
Grades in u und v\ betrachtet man diese Gleichung als die eines Gebildes in 
derAF-Ebene, so erkennt man: Die Spuren der E benen , die zwei F lächen  
II. Kl. berühren , um hüllen in je d e r  C oord inatenebene eine Curve

JJiese Grieicnungen sma aie cneicnungen vun upmucm, 
parallel der A-Achse, bez. der F-Achse sind; setzt man a Z> b voraus, so ist 1. ein 
hyperbolischer, 2. ein elliptischer Cylinder. Nur der erstere kann für besondere 
Werthe von f ,  g  und r in ein Ebenenpaar ausarten, und zwar tritt dies ein, wenn
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v ierter Klasse. Oder: Die Spuren der F läche, w elche von den ge­
m einsam en T angen tenebenen  zweier F lächen II. Kl. um hüllt wird, 
sind Curven v ie rte r  Klasse.

Die Anzahl Tangentenebenen dieser Fläche, die durch einen gegebenen Punkt 
3- P  == Lu  +  Mv -f- N w  +  <2 =  0
gehen, wird durch Auflösung des Systems erhalten

<p =  0 ,  = , 0 ,  P  =  0 .

Aus der dritten Gleichung berechnet man z. B. w und setzt die Werthe in 
die beiden ersten ein; man erhält dann zwei quadratische Gleichungen in u 
und v. Diese ergeben vier Wurzelpaare, und zu jedem folgt der zugehörige 
Werth w  aus der Gleichung P =  0. Wir schliessen daher: Von der F läche, 
welche die gem einsam en T angen tenebenen  zweier F lächen  II. Kl. 
um hüllen , gehen vier T ang en ten eb en en  durch einen gegebenen 
Punkt. Die genannte Fläche wird aus diesem Grunde als Fläche v ie rte r 
K lasse, und zwar zum Unterschiede von andern Flächen vierter Klasse, als 
F läche v ierter K lasse, e rs te r Species, bezeichnet.

2. Um eine Vorstellung vom Baue dieser Fläche zu geben, bemerken wir 
Folgendes: Es sei Tx eine Ebene, deren Coordinaten ux, vx, w x den beiden 
Gleichungen cp =  0 und — 0 genügen. Aendert man ux um einen kleinen 
endlichen Betrag, in dem man es durch den nur wenig davon verschiedenen 
Werth u2 ersetzt, so folgen aus <p =  0 und =  0 zwei dazu gehörige Werthe 
z>2 und w 2, die um so weniger von vx und w x abweichen, je näher u2 an ux 
liegt. Die zu u2, v 2, w2 gehörige Ebene sei T2\ dieselbe schneidet Tt in einer 
Geraden G12*). Hierauf ersetze man u durch einen nicht viel von u2 ver- 

f i ’ schiedenen Werth u3, und be­
stimme aus <p =  0 und <J> =  0 
die zugehörigen Werthe v3 und 
ws; man erhält damit eine dritte 
Ebene T 3, welche T 2 in einer 
Geraden G2 3 schneidet. Die 
beiden Geraden G12 und G23 
liegen auf einer Ebene T2 und 
haben daher einen Punkt P2 mit 
einander gemein.

Fährt man so fort, so erhält 
man eine Reihe von Ebenen Tx, 

T$) Tx, Th . . . . , die den 
Gleichungen cp =  0 und <{* =  0 
genügen; jede Ti wird von der 

\ folgenden T i+\ in einer Geraden
(M-454-} Git i+1 geschnitten, auf jeder

Ebene liegen zwei solche Gerade, die sich in einem Punkte Pi  schneiden. 
Jede Gerade, Gv_p *• wird von der folgenden Geraden Git z+1 in einem Punkte 
Pi  geschnitten, auf jeder Geraden Git ,+1 liegen zwei solche Punkte, nämlich 
Pi und Pi+1. Diese Punkte sind die Ecken und die zwischen ihnen liegenden 
Strecken sind die Seiten eines unebenen Polygons R.

Durchläuft man R  in der Richtung P x, P 2, P3 , bestimmt durch diese

*) Die Figur ist als Grundriss gedacht; daher die Bezeichnungen G l 2 ' , P  x u. s. w.
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Bewegung den positiven Sinn aller Seiten des Polygons, und lässt von jeder 
Ebene nur den von zwei positiven Schenkeln eingeschlossenen Winkel sowie 
seinen Scheitelwinkel stehen, während man die beiden Scheitelwinkel wegnimmt, 
deren Schenkel vom Scheitel aus gerechnet ungleichsinnig sind, so erhält man 
die von den Ebenen gebildete Fläche.

Die Projection der Fläche auf eine geeignet gewählte Ebene ist von dem 
Polygone P x', P2 , P 3 , P± . . . begrenzt, so dass der von dem Polygone ausge­
schlossene Theil der Projectionsebene von der Projection der Fläche bedeckt 
wird, während die innerhalb P x , P 2 . . . liegenden Punkte nicht Projectionen 
von Punkten der Fläche sind.

Sind die auf einander folgenden Werthe ult u2, u3, ux . . . nur wenig von 
einander verschieden, so unterscheiden sich auch die Stellungen der Ebenen 
7\ , T 2, T 3, . . nur wenig von einander. Gewisse Ausnahmestellen abge­
rechnet, ist daher der Flächenwinkel, der an dem positiven Theile der von P\ 
sich erstreckenden Geraden Gi— p z- liegt, sowie dessen Scheitelwinkel, der an 
dem von Pi— \ sich erstreckenden negativen Theile derselben Geraden liegt, nicht 
viel von einem gestreckten Winkel verschieden; dagegen ist der Flächenwinkel, 
der an der Kante Pi- 1 Pi liegt, als Supplement eines nahezu gestreckten 
Winkels, ein sehr kleiner Winkel; das Polygon Px, P 2, P 3 . . . e rschein t 
daher als eine scharfe K ante der F läche.

Denkt man sich die Fläche entlang des Polygons P x, P 2, P 3 . . . zer­
schnitten, so zerfällt die Fläche in zwei getrennte Mäntel, die gleich und ähnlich 
sind; zu jedem Mantel ge­
hört von jeder Ebene nur 
noch ein Winkelfeld. Zer­
schneidet man einen solchen 
Mantel entlang einer Ge­
raden, z. B. Gl2, so  kann 
man die auf T 2 folgende 
Ebene T 3 um G23 drehen, 
bis sie mit T 2 zusammen­
fällt und die vorhandenen 
Winkelfelder von T 2 und T 3 ( 
nicht auf einander liegen.
Verfährt man ebenso mit 
jeder folgenden Ebene, ers 
mit Tx, dann mit 7 \  u. s. w., 
so wird dadurch  der 
ganze M antel der F läche (M.455.)
in eine E bene ausgebre ite t.

Lässt man u nun alle realen Werthe von — 00 bis +  00 stetig durchlaufen, 
so geht das unebene Polygon Px, P 2, P 3 . . .  in eine Raumcurve über; die 
Geraden der Fläche werden zu Tangenten dieser Curve, da sie zwei unendlich 
nahe Punkte der Curve verbinden; die Winkel unter denen die beiden Mäntel 
entlang der Curve R  sich treffen, werden verschwindend klein; die Eigenschaft 
beider Mäntel, sich in eine Ebene abwickeln (ausbreiten) zu lassen, bleibt be­
stehen.

Umgekehrt überzeugt man sich leicht, dass jede in eine Ebene abwickelbare 
Fläche von dem eben beschriebenen Typus ist; denn eine solche Fläche ist noth-
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wendig geradlinig, und jede Gerade der Fläche wird von den nächstfolgenden 
geschnitten.

Die Curve P, längs deren die beiden Mäntel einer abw ickelbaren  F läche  
sich berühren, bezeichnet man als C uspidalkante der F läche.

3. D oppelt gekrüm m te Curven und abw ickelbare F lächen  stehen 
im engsten Zusamm enhänge.

Jede doppelt gekrümmte Curve kann man als Cuspidalkante einer abwickel­
baren Fläche betrachten; die Geraden der Fläche sind die Tangenten der Curve, 
die Ebenen der Fläche sind die Ebenen, welche durch je zwei auf einander 
folgende Tangenten bestimmt sind. Da eine Curventangente zwei benachbarte 
Punkte einer Curve enthält, so liegen auf der von zwei benachbarten Tangenten 
der Curve bestimmten Ebene drei benachbarte Curvenpunkte. Eine solche 
Ebene heisst eine Schm iegungsebene (Osculationsebene) der Curve. Die 
Schmiegungsebenen einer Raumcurve sind also die umhüllenden Ebenen der 
abwickelbaren Fläche, die von den Tangenten der Raumcurve beschrieben wird.

4. Der Kegel II. O. ist die einzige abwickelbare Fläche zweiten Grades 
(den Cylinder kann man als Kegel mit unendlich ferner Spitze betrachten); 
da aber die Cuspidalkante hier zu einem Punkte, der Spitze des Kegels, einge­
schrumpft ist, so kann der Kegel nur als Ausartung einer abwickelbaren Fläche 
bezeichnet werden.

Eine unebene Curve II. O., d. i. eine Curve, die eine Ebene nur in zwei 
Punkten trifft, kann es nicht geben, da man durch drei Punkte einer Curve 
immer eine Ebene legen kann.

Betrachtet man die ebene Curve II. O. als Cuspidalkante einer abwickel­
baren Fläche, so ist diese Fläche von der Ebene der Curve nicht verschieden. 
Der von den Tangenten einer Ellipse oder Hyperbel bedeckte Theil der Ebene 
kann als ein geradliniges Hyperboloid

angesehen werden, in welchem entweder c oder b einen verschwindend kleinen 
Werth angenommen hat.

Der von den Tangenten einer Parabel bedeckte Theil einer Ebene kann als 
ein hyperbolisches Paraboloid betrachtet werden,

x 2 y2-  +  T  _  =  o,
in welchem b verschwindend klein ist.

Eine eigentliche abwickelbare Fläche II. Kl. giebt es ebensowenig, wie eine 
eigentliche Raumcurve II. O.; denn drei Tangentialebenen der abwickelbaren 
Fläche gehen immer durch einen Punkt.

5. Die zwei F lächen  II. O. gem einsam e abwickelbare F läche  (d. i. 
die von ihren gemeinsamen Tangentenebenen gebildete abwickelbare Fläche) 
b e rü h rt jede  der beiden F lächen  längs einer Raum curve IV. O. 1. Sp. 

Die Ebene, welche die Fläche
f  =  A %2 +  2 B \ r \  +  . . .  +  2/ £ + A r = 0

im Punkte x, y, z berührt, hat die Gleichung
T  ~  f *  ' £ +  f f  ' 1 +  f f  • C + f f  =  0 ,

wobei f±'  =  A x  -p B y  -p Cz -+- G, f f  == Bx  +  D y  -+- Ez  +  H ,
s  Cx +  E y  +  F z  pp / ,  f f  == Gx -p H y  -t- J z  -p K .

Die Coordinaten der Ebene T  sind hiernach
u =  ~  f* '  •f f  , v =  ~  f f  ' - f f , w =  — f f \ f f .1.
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Soll nun die Ebene T  noch eine andere Fläche zweiten Grades berühren, 
deren Gleichung in Ebenencoordinaten ist
2. cp s= A x u2 -p 2B x uv +  . . . -p 2 f x w -P K x — 0,
so müsse die Werthe 1. der Gleichung 2. genügen; setzt man diese Werthe ein, 
so erhält man

A A "  +  2B j P f j  +  2 Cj f x / z  H- A / / 2 +  A / / / * ’ +  A /»'2
6- -  2 A  f f  ft-  f t  -  2 / , / . ' / /  +  K i f f *  =  0.

Diese Gleichung ist zweiten Grades in Bezug auf die Coordinaten x, y, z\ 
die Punkte, in denen die gemeinsamen Tangentialebenen der Flächen f  =  0 
und cp =  0 die erstere berühren, liegen also noch auf der durch die Gleichung
3. charakterisirten Fläche II. O. Ebenso beweist man den analogen Satz: Die 
T angen tia l-E benen  einer F läch e  II. O. längs e iner auf ih r liegenden  
Raum curve IV. O. 1. Sp., b erühren  noch eine F läche II. O.; denn der 
Punkt P} in welchem die Fläche

cp A u2 -|- 2B ub -(- . . . +  2 J\s> -f- K  •— 0 
von der Ebene u, v, w berührt wird, hat die Gleichung

P  Cp,/ • U +  Cp̂/ • b -+- cp7(/  • U) -p 0 ,
wobei (ff  Au  +  Bv  -p Cw -P G, cp„f =  Bu  -p Dv  -P Ew  -P H,

cpJ =  Cu -p Ev  -p Fw  -p J , cpr' =  Gu +  Hv  -P f w  -P K.
Die Coordinaten von P  sind hiernach

4. x  =  — cp,/ : cpr' , y  =  — cpv' :<pr' , z =  <pw' : .
Wenn nun durch diesen Punkt noch eine zweite gegebene Fläche zweiten 

Grades geht
5. f  === A | x 2 2B j x y  +  . . . -P 2 f  -P ■= 0 ,
so müssen die Werthe 4. der Gleichung 5. genügen; man erhält also für die 
u, v, w die Bedingungsgleichung

A  ̂ cp, / 2 _|_ 2 B cpu Qpv ~P 2 Ĉ  cpu cp7t /  H-  E \  <pv  ̂ “ F  2 E^ cpv cpw -P  F^ cpw 2
-- 26^ cp,/cp/   2 Ĥ Cfv'cpr — 2 fcpfcpr +  K 1cpr'2 — 0.

Diese Gleichung ist zweiten Grades in u, v, w\ alle Ebenen, welche die 
Fläche cp längs ihrer Schnittcurve mit der Fläche f  bewähren, sind daher auch 
Tangentenebenen der Fläche 6.

6. Die abw ickelbare  F läche , die zwei F lächen II. Kl. um schrieben 
ist, ist unzählig vielen  F lächen  II. Kl. um schrieben. Denn die Ebenen, 
welche die Flächen cp =  0 und =  0 berühren, berühren auch alle Flächen, 
deren Gleichungen von der Form sind

y =  Xi cp -p X2c> =  0 ,
wobei X: und X2 zwei Zahlen von beliebigem Verhältniss bedeuten.

Wir schliessen daher: Auf einer zwei F läch en  II. Kl. um schriebenen  
abw ickelbaren F läche giebt es unzählig viele R aum curven IV. O. 1. Sp. 
Und dem entsprechend: D urch die Punkte einer Raum curve IV. O. 1. Sp. 
gehen unzählig  viele abw ickelbare  F lächen  IV. Kl. 1. Sp.

7. Wenn die Fläche
1. A u 2 -p 2Buv  -p 2 Cuw -p . . . -P 2Hv  -P 2f w  -p K  — 0 
von acht gegebenen Ebenen T x, T 2 . . . berührt wird, so ist
2. Au^-\-i2Bul v1-\-'2Culw x-\-Dv^-\-ilEv^Wi -\-Fw \-\-<:LGuxa-^F[vxa-<:Lf w x +Ar= 0 ,
3. A u 2y-^LBu<yv- P ........................................................................ -p 2i/ m/2-p AT=0,
4. Au$-\-2Bitzv3- \ - ........................................................................ -p2/w 3H-AT=0,

9. AUß -^-'iBuqVg —P + 2  f w s-\-K**=0 .
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Fügt man 
Verein dieser

zu den Gleichungen 2. 3. 9. die Gleichung 1., so folgt aus dem 
neun Gleichungen

u£ .....................................................................  J w s 4- K
Diese Gleichung ist das Resultat der Elimination der acht Coefficienten 

A, B, . . .  P f  aus den Gleichungen 1. . . . 9.; sie ist daher die Gleichung einer 
den acht gegebenen Tangentenebenen eingeschriebenen Fläche II. Kl. Die 
Determinante 9 zerfällt in die Summe zweier Determinanten 
10‘ ? =  J ' 'l' H“ B - y  ,
wobei <j, und y aus 9 hervorgehen, wenn man die letzte Colonne durch w, w x ,

• • • ® 8 bez- durch 1, 1, . . .  1 ersetzt.
Die Gleichung 9 =  Jty 4- K y  =  0 enthält die beiden willkürlichen Zahlen 

J  und K\  ändert man deren Verhältniss in jeder Weise ab, so erhält man die 
Gleichungen der unendlich vielen Flächen II. Kl., die von den gegebenen acht 
Ebenen berührt werden.

Die Tangentenebenen, für deren Coordinaten die Functionen  ̂ und y ver­
schwinden, erfüllen auch die Gleichung cp — 0; wir schliessen daher: A lle  
F lä ch en  zw eiter  K la sse , d ie von acht g eg eb en en  E b en en  b erührt 
w erden, sind e in er  ab w ick elb aren  F lä ch e  IV. Kl. 1. Sp. e in g e ­
sch rieb en . E in e  a b w ick elb a re  F lä ch e  IV. Kl. 1. Sp. ist  durch ach t  
berü h ren d e E b en en  bestim m t.

8. Die Coordinaten der Ebenen, welche drei gegebene Flächen zweiter 
Klasse 9 =  0 ,  ̂ =  0, y =  0 berühren, sind die Wurzeln der drei
Gleichungen

9 =  0, <]> =  0, y =  0.
Wie die Theorie der Gleichungen lehrt, haben diese drei Gleichungen 

zweiten Grades acht gemeinsame Wurzelsysteme. Es g ie b t  daher ach t  
E b en en , w e lch e  drei F lä ch en  II. Kl. berühren.

9. Wird die Fläche
1. A u 2 +  2 B u v  4- 2 Cuw  4- . . .  4-  2 H v  4- 2J w  4- K  =  0
von sieben gegebenen Ebenen T x, . . T 7 berührt, so bestehen die Gleichungen
2. . . .  7. in No. 7 ; aus dem Verein dieser sieben Gleichungen und der 
Gleichung 1 kann man die sieben Unbekannten A, By C, D, E, F, G  eliminiren; 
man erhält

Dieselbe zerfällt in die Summen dreier Determinanten 
9 = =  4-  J y  4-  Km  ;

wenn mit cj>, y, 10 die Functionen bezeichnet werden, die aus 9 hervorgehen, 
wenn man die letzte Colonne durch v, v x , . . v x bez. w, w X) . . .  w 7, bez. 
1, . . 1 ersetzt.
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In der Function 9 treten drei unbestimmte Zahlen H, J , K  auf; für jeden 
Werth dieser Zahlen stellt die Gleichung 3. eine Fläche II. O. dar, die von den 
gegebenen sieben Ebenen berührt wird.

Die drei Gleichungen ^ =  0, y =  0, o> =  0 werden, wie man sieht, von 
den Coordinaten der gegebenen Ebenen erfüllt. Ausser diesen sieben Ebenen 
haben diese drei Flächen (nach No. 8) noch eine d rch den Verein der 
Gleichungen 9 =  y =  tu =  0 bestimmte achte Tangentenebene gemein; wir 
schliessen daher: Alle F lächen II. Kl., die von sieben gegebenen Ebenen 
berührt werden, haben noch eine achte gem einsam e 1  angentenebene, 
die durch die gegebenen sieben Ebenen eindeutig  bestim m t ist.

Zugleich bemerkt man: D urch acht E benen ist eine abw ickelbare 
Fläche IV. Kl. 1. Sp. nur dann bestim m t, wenn d iese lben  n ich t ein 
System gem einsam er T angen tenebenen  d reier F lächen II. O. b ilden

10. Wenn zwei Flächen II. Kl. einem Kegel II. O. eingeschrieben sind, so 
wähle man ein Coordinatensystem, in welchem die Z-Achse durch die Spitze 
dieses Kegels geht. Ist nun w =  w0 die Gleichung der Kegelspitze, so müssen 
die Gleichungen, welche aus den Gleichungen der beiden Flächen
1. 9 == A u 2 - \ -2Buv  4 - . . .  4-2 J w  -\- K  =  0,
2. 9X =  d j « 2 4- 2B u xvx 4- . . . .  4- 2J xw 4- K x =  0
durch die Substitution w — w 0 hervorgehen, geometrisch gleich bedeutend sein, 
denn sie stellen den den Flächen von der Spitze w =  w 0 aus umschriebenen 
Kegel II. O. dar. Für eine bestimmte Zahl m gilt also die Identität

Au^4- 2Buv  4- 2Cu w04- Dv^4- 2Evw04- Fw$  4- 2 £ u 4- 2Hv  4- 2J w Q 4- K
3. == m(Axu2 4- 2B xuv 4- 2Cxuw0 4- D xv^ 4- 2E xvwQ 4- F xw^  4- 2Gxu

4- 2H xv  4- 2 J xwQ 4- KJ) .
Aus dieser Identität folgen die Gleichungen

4. A =  mAx> B  =  m B x, D  =  m D x,
Cwq 4- G — m C\ w Q 4- niG x , E w Q 4- H  — m E xw Q 4- H x ,

F w ^  4- 2J wq 4 - K  =  mFxw$  -T w • 2J xw0 4- mKx .
Aus 5. ergiebt sich

(G —  mGx) =  — (C — mCx)wQ, H — m H x =  — [E — m E x)wQ,
K  — mKx =  — { F — m Fx)w02 — 2 ( / — m J x)wQ .

Bildet man nun die Function 9 — myx, so erhält man in Rücksicht auf 
4. und 6.
9 — myx s= 2(C— mCx)uw 4- 2(F — mEx)vw 4- (F— mFx)w2 — 2(C—mCx)w0u 

— 2(F — m E x)w0v 4- 2 ( / — m J x)w — ( F — mFx)w02 — 2 ( / — m J x)wQ 
=  (w—w0) [2(C—mCx)u~\-2(F—mE^)v-\-(F—m Fx)w-\-(F-—mF j )w0A-(J mJ \)]• 

Hieraus ist ersichtlich, dass für alle Ebenen, welche zugleich die Fläche 9 
und <?x berühren, entweder w =  w ö oder
P  =  2{C—m Cx)u-+-2(E— mEx)v-h(F— mFx)w-\-{F— mFx)wQ-\-J—mJx =  0 
ist; und dass, umgekehrt, alle Ebenen, die den Gleichungen P  =  0 und 9 =  0 
genügen, auch die Gleichung 9 , =  0 erfüllen. Dies lehrt, dass die beiden 
Flächen 9 und y x noch einem Kegel II. O. eingeschrieben sind, dessen Spitze 
die Gleichung P  =  0 hat. Wenn also zwei F lächen  II. Kl. 9 =  0 und 
<J; =  0 einem K egel II. O. e ingesch rieben  sind, so sind sie noch einem 
zweiten Kegel II. O. e ingesch rieben ; es g iebt dann eine bestim m te 
Zahl m, für welche die Differenz 9 — m<\> in das P rodukt zweier 
linearen Functionen  zerfällt, die einzeln gleich Null gesetzt die 
Gleichungen der beiden K egelsp itzen  ergeben,
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11- Die Schnittpunkte einer Geraden, die durch einen Punkt P 0 unter den 
Winkeln a, ß, 7 gegen die Achsen gelegt ist, mit der Fläche II. O.

/  == A x 2 +  2 B x y  -+- 2 Cxz - f - . . .  -f-2 J z  K  — 0
sind bekanntlich durch die Gleichung bestimmt
■/o~F2(/jr0' cos a -\-fyo'cos ß -\-fzQ cos i)r ~\~ (Acos2 a H- 2Bcosa cosfi -+- 2 Ccosa cos~\ 

-4- Dcos2§ +  2EcosQ cos~{ +  Fcos2~\)r2 =  0.
Die Gerade tangirt die Fläche, wenn diese Gleichung zwei gleiche Wurzeln 

für r liefert, also unter der Bedingung
fo  (Acos ̂  a +  2 B cosa cos?) +  2Ccosa cos~{ H- _£L<?.y2 ß-f- ^lEcos^ cos~\ -(- Fcos2~{)

(Ao +  f y o ' cos$ + / 20' ^ t)2 =  0 *
Führen wir statt der Winkel a, ß, 7 die Coordinaten a:, _y, 2 des auf einer 

Tangente liegenden Punktes P  ein, um so die Gleichung der Kegelfläche zu er­
halten, die von den Tangenten gebildet wird, so geschieht dies durch 

cosa : C0S$ : cos^ =  (x — x 0): (y  — y 0) : (z — z0).
Wir erhalten

1 /o  MC* *o)2 +  2B(x — x 0) (y —y 0) -y 2C(x— x0)(z—z0) -+- D ( y —y 0)2 
H- 2E (y—y 0) ( z - z 0) + F ( z - z 0)2] — [ fXQ' (x—x 0) A-fy0'(y—y 0) - h / ,0' (*—*0)]2

=  0 .
Setzt man abkürzend

= =  f  x 0  ■ * ~ F  fy0 y  +  f z § z  H -  G xq - + -  H y 0 - t -  J zq K ,
so hat man (§ 5, No. 3, 6)

f x o ' ( x  —  X 0) +  f y o ' i y —  J o )  +  /* < / ( *  —  z o) =  ^  ~ / o  i 
ferner ergiebt sich leicht

A(x — x 0y  +  . . . +  P ( z - z Qy  s /  +  / 0 -  2 r .
Daher wird aus Gleichung L

/ o ( / + / o - 2 7 l - ( r - / o) 2 = 0 .
Löst man die Klammern auf, so erhält man schliesslich

2- / » • / -  t-2 =  0 .
Diese Gleichung lehrt: Die Tangenten  einer  Fläche II. O., die durch 

einen gegebenen Punkt  P0 gehen, sind die Mantellinien eines Kegels  
II. O., der die Gleichung hat
3- / „ / -  T 2 =  0 .

Die Punkte, in welchen dieser Kegel die Fläche /  =  0 berührt, genügen 
der Gleichung 3. und der Gleichung f  — 0, mithin genügen sie auch der 
linearen Gleichung T  =  0. Liegt  daher ein Punkt P0 nicht  auf  der  
Fläche f  =  0 so ist T  — 0 die Gleichung der Ebene, welche die 
Berührungspunk te  der von P0 an f  =  0 gelegten Tangen ten  enthält.

12. Die Gleichung der centralen Flächen II. O. ist von der allgemeinen 
Form

f  == ax2 +  ß_y2 ^z2 — 1 = 0 .
Die Gleichung des von P0 aus an diese Fläche gelegten Tangentenkegels 

ist demnach
D /o  /  — (a<*o x  +  ßTo y  +  7zoz — l )2 =  0 .

Die Coefficienten dieser Gleichung sind
2 A  s  a ' / o  —  a 2a;02 , B  =  —  aßa:0 y 0> C  =  —  a - { x 0z 0 ,

D  s  ß * / o  —  ß 2Lo2 » E  ^  —  ßTJV0 T ’ / o  ~  7 2 0 o2 •
Ist der Kegel 1. Rotationskegel, so sind die Bedingungen erfüllt (§ 7, No. 12). 

q A E — BC P C — B E  F B — CE
’ E  ~  C _  B  •
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Die (Gleichungen 3. sind unabhängig von ertunt, soDaia a =  [5 =  7 , 
d. i. wenn die Fläche f  eine Kugel ist.

Ist f  keine Kugel, so kann den Gleichungen 3. genügt werden, wenn f  =  0 
ist; in diesem Falle geht der Tangentenkegel in die Berührungsebene der 
Fläche f  im Punkte P 0 über, und diese kann man in der That als eine Rotations­
fläche ansehen. Abgesehen hiervon kann den Gleichungen 3. nur dadurch 
genügt werden, dass zwei von den drei Coefficienten B, C, E  verschwinden und 
der dritte von Null verschieden ist. Nehmen wir zunächst

B  =  C =  0, E  ^  0, also x 0 =  0.
Nach §7 No. 13 istalsdann 1. eine Rotationsfläche, wenn (D —A ): E=E:  (.F —A); 

setzt man x 0 =  0 in 2. ein, so erhält man aus dieser Proportion
[ » - « ) / „ - P W J t h - « ) / »  - taV)l  -  ß V W  =  0 .

Rechnet man die linke Seite aus und unterdrückt den Faktor / 0, so ergiebt
sich

Dies sind die Gleichungen dreier in den Coordinatenebenen liegenden der 
Fläche / = 0  zugeordneten Kegelschnitte; man bezeichnet sie als die Focal- 
kegelschni tte der Fläche f .

13. Wir stellen nun die Gleichungen der Focalkegelschnitte des Ellipsoids 
und der beiden Hyperboloide der Reihe nach auf und entscheiden über die 
Realität der von ihren Punkten aus der Fläche umschriebenen Rotationskegel.

A. Für das El lipsoid ist a =  1 : # 2, 
Gleichungen der Focalkegelschnitte sind daher

ß =  1 : , 7 = 1 Die

Setzen wir a >  b >  c voraus, so sind dies der Reihe nach die Gleichungen 
einer imaginären El lipse,  einer realen Hyperbel  und einer rea len  Ellipse. 
Die letztere liegt ganz im Innern des Ellipsoids, daher können von ihren Punkten 
aus reale Kegel nicht um die Fläche gelegt werden. Der O rt der Spi tzen 
der einem dreiachsigen El lipsoide umschriebenen realen R o t a t i o n s ­
kegels ist der Thei l  der in der Ebene der  gröss ten und kleinsten 
Achse en tha l tenen  Foca lhype rbel ,  der  ausserhalb des El l ipso ids  
liegt. Die Schnittpunkte dieser Hyperbel und des Ellipsoids sind die Kreispunkte 
des letzteren.

B. Für das e inschalige Hyperboloid  ist a =  1 : a2, ß =  1 : ^2, 
2 =  — 1 : c2. Die Gleichungen der Focalkegelschnitte sind daher

5. ftjv02 +  zo — 1 =  0.a — ß^u a — 7 u
Die Annahmen B  =  E  =  0, bez. C =  E  =  0 führen in derselben Weise 

für die Spitzen der umschriebenen Rotationskegel auf die Gleichungen

6- y« =  °> p- “ ;* » 2 +  — 1 =  0 .

7. * „ = o ,  x ° +  r —T"8 — 1 =  0 •
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Ist a >  b, so ist die erste Curve imaginär, die zweite ist eine Hyperbel, 
die ganz im Innern des Hyperboloids liegt, die letzte eine ganz ausserhalb der 
Fläche gelegene Ellipse. Der Ort der Spitzen der einem einschaligen  
H yperboloide um schriebenen R otationskegel wird von der rea len  
F oca le llip se  und der rea len  Focalhyperbel gebildet.

C. Für das zw eischali^e H yperbolo id  ist a =  1 : a 2. 0 =  — 1 : b \

a2 H- c2 b2 — c2
Die erste Curve ist imaginär; ist b >  c, so ist die zweite eine Ellipse, die 

dritte eine Hyperbel, die ganz im Innern des Hyperboloids liegt. Der Ort 
der Spitzen der einem zw eischaligen H yperboloide um schriebenen 
R otationskegel ist die reale Focalellipse; dieselbe lieg t auf dem 
H aup tschn itte , der die k leinere N ebenachse enthält. Die Schnittpunkte 
dieser Focalellipse und der Fläche sind die Kreispunkte der letzteren.

14. Man kann eine E llipse als Ellipsoid und eine H yperbel als zwei- 
schaliges Hyperboloid mit verschwindend kleiner r-Achse betrachten, und findet 
somit: Die Spitzen d e r  R otationskegel, die eine gegebene E llipse 
en thalten , liegen  auf einer H yperbel, deren  Scheitel mit den B renn ­
punkten  der E llip se  zusam m enfallen, und deren Ebene norm al zur 
Ebene der E llipse ist. Die Spitzen der R otationskegel, die eine ge ­
gebene H yperbel en th a lten , liegen auf e iner Ellipse, deren  S cheite l 
mit den B rennpunkten der H yperbel zusam m enfallen, und deren  
Ebene norm al zur E bene der H yperbel ist.

15. Die Gleichungen der beiden Parabolo ide haben die Form 
f  === olx2 -+- ß_y2 —  2z =  0.

Hier ist f x' =  a x , f y' =  $ y , /* ' =  —  1 , f /  =  — z ,
daher ist die Gleichung des von B0 aus der Fläche umschriebenen Tangentenkegels 
1 . / o  ( « * 2 H" ß jy 2 —  2 * )  —  (olx0x  +  $y0y  —  z +  z0 ) 2 =  0 .

Hiernach ist
B  =  — a§x0y Q , C =  clx0 ,
£  =  ß^o, F  — — 1 ;

B E  „ CE
D ------ g r  =  ß / 0 , F - g -  =  0.

Lösungen des Problems erhalten wir daher nur, wenn zwei von den Grössen 
B, C und E  verschwinden. Ist B  =  C =  0, so folgt x0 =  0. Die Proportion 
{D — Ä) : E  — E  : (F  — A) ergiebt alsdann

Kß — «)/o — ßVo2] [1 +  a/o] +  ßVo2 =  0- 
Rechnet man die linke Seite aus und unterdrückt den Faktor f 0, so erhält man

2-
Die Voraussetzung B  =  E  =  0 führt auf 

3. y 0 =  0, *o2 =  2 ( -  — j )  («o — 2 ß)-

A =  a/o  — a2*o2 » 
D = ß/o ~ ß2̂ o2 > 

BC
A  —  - j j r  =  a / 0 ,
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Die Voraussetzung C =  E  =  0 führt auf x 0 =  y 0 =  0, also ist auch 
B =  0; soll nun 1. Rotationskegel sein, so muss A =  D  =  F  sein; diese Be­
dingung ist für keinen Punkt der Z-Achse erfüllbar.

Die Parabeln 2. und 3. werden als die F o ca lparabe ln  des Paraboloids 
f  =  0 bezeichnet.

16. Für ein e llip tisches P arab o lo id  ist a =  1 : a, ß =  1 : b; folglich 
sind die F oca lparabe ln

=  2 (b — a)(z — %a) , * 2 =  2 {a— b)(z — \  b) .
Wie man sieht, geht jede dieser Parabeln durch den Brennpunkt des auf der 

Ebene der andern liegenden Hauptschnitts des Paraboloids; der Scheitel jeder 
dieser Parabeln ist der Brennpunkt der anderen. Ist a >  b, so liegt die zweite 
Parabel ganz auf der concaven Seite des Paraboloids, während die erste das 
Paraboloid in zwei realen Punkten schneidet. Dies ergiebt: Der Ort der Spitzen 
der einem ellip tischen  P arabo lo ide  um schriebenen  realen  R o ta tio n s­
kegel ist der auf der convexen Seite liegende T heil der F oca lparabe l, 
die auf der Ebene des H aup tschn itts  lieg t, der den k le in sten  P a ra ­
m eter hat.

Für ein hyperbo lisches P arab o lo id  ist a =  1 : a, ß =  — 1 : b; folglich 
sind die Focalparabeln

y 2 =  — 2 (a -h b) (z — %a), x^ =  2 (a +  b) (z +  \b)  .
Jede der beiden Parabeln geht durch den Brennpunkt der andern, und ihre 

Scheitel sind die Brennpunkte des in der Ebene der andern Focalparabel 
liegenden Hauptschnitts; keine der beiden Curven schneidet das Paraboloid. 
Wir erhalten daher: Es g ieb t zwei System e R otationskegel, die einem 
hyperbo lischen  Parabo lo ide  um schrieben sind; die Spitzen des einen 
Systems liegen  auf der einen, die des andern  auf der andern  F o c a l­
parabel.

17. Eine Parabel kann man als ein elliptisches Paraboloid ansehen, für 
welches b — 0 ist. Die R ota tionskegel, die eine gegebene Parabel 
en thalten , haben daher ihre Spitzen auf e iner congruen ten  P arabel, 
deren Ebene norm al zur E bene der gegebenen  P arab e l ist, und die 
zum Scheitel den B rennpunkt derse lben  und den Scheitel der gege­
benen P arab e l zum B rennpunkte hat.

18. Für die Lage der Achsen der einer Fläche II. O. umschriebenen 
Rotationskegel ergiebt sich noch ein bemerkenswerther Satz.

Bei centralen Rotationsflächen besteht unter der Annahme C — E  — 0 für 
die Stellungswinkel der Symmetrieebenen, welche durch die Rotationsachse gehen, 
die Gleichung (§ 7 No. 13)
1. (A  — E)cosu. 4- Bcos$ =  0; 
ferner ist
2. (A — F) : B  =  B  \ (D — E).

Nun ist für einen der Fläche f  =  0 umgeschriebenen Rotationskegel unter 
der gemachten Voraussetzung, und wenn f  central ist (No. 12, 2)

A — E =  (a — i ) f 0 — a2* 02 , B  =  ~ a . $ x 0y 0 , z0 =  0 .
Aus der Proportion 2. und der von F0 erfüllten Gleichung des auf der 

W-Ebene liegenden Focalkegelschnitts No. 12, 7 folgt
/ w  0 0  ß 2 (a  —  7) o .(«— t) / o — a2*o2 =  -ß — -  -yo ;

daher erhält man aus 1.
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7 * <*—■ J
Diese Gleichung lehrt, dass alle ihr genügenden Symmetrieebenen zu der

Ebene normal sind, für deren Stellungswinkel cp, <];,
ßyft aXr. A

cosif: cos<l> =  -̂----- : — ---------, cos'i — 0 .
T T p — 7 a — 7

Die Gerade, welche durch x 0, _y0 geht und diese Winkel cp, ^ mit den 
Achsen bildet, ist daher die Rotationsachse.

Die Gleichung der Tangente des Focalkegelschnitts 
7« „ . 7ß

in

i ^  i

Die Winkel cp,, welche diese Tangente mit den positiven Seiten der X- 
und der F-Achse bildet, ergeben sich daher aus

ß a
cos cp, : cos^  =  0 : — *o •

Daher findet man cp =  cp,, =  ^t • Aehnliche Schlüsse ergeben sich auch
für die Rotationsachsen der den Paraboloiden umgeschriebenen Kegel. Man 
erhält daher den Satz: Jede Tangente eines F ocalkegelschnitts ist die 
Achse des R otationskegels, dessen Spitze in dem B erührungspunkte  
der T angente liegt.

§ 11. Homogene Coordinaten des Punktes und der Ebene. Gleichung 
der Ebene und des Punktes.

1. Bevor wir homogene Coordinaten des Punktes und der Ebene einfiihien, 
haben wir einige Bemerkungen über Tetraedersummen vorauszuschicken, die sich 
an die Erörterungen über das Vorzeichen von letraedern anschliessen, die wir 

3, No. 7 mitgetheilt haben.
Vier Ebenen, die keinen gemeinsamen Punkt haben, theilen den Raum in

15 getrennte Gebiete; 
eins derselben, näm­
lich das von den 
vier Ebenen einge­
schlossene Tetraeder 
A B  CD ist von end­
licher Grösse, die 
übrigen sind unend­
lich gross; vier Ge­
biete sind dreiseitige 
Ecken, nämlich die 
Gegenecken der Te­
traederecken ; vier 
sind die von je drei 
dreiseitigen Ecken ge­
bildeten Raumfiguren, 
die von je einer der 
dreiseitigen Ecken
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des Tetraeders übrig bleiben, wenn man von derselben das Tetraeder abschneidet; 
sechs sind keilförmige, von je zwei dreiseitigen Ecken gebildete an den Kanten 
des Tetraeders aussen anliegende Figuren.

Liegt ein fünfter Punkt auf keiner der Ebenen des Tetraeders, so kann er 
zunächst im Innern des Tetraeders oder an einer der an den Tetraederecken 
aussen anliegenden dreiseitigen Ecken liegen; in jedem Falle liegt dann einer der 
fünf Punkte A B C D E  im Innern des von den vier andern bestimmten Tetraeders. 
Denn nimmt man z. B. E  im Innern der an A gelegenen Ecke an, so liegt A 
im Innern des Tetraeders BCDE.  Befindet sich hingegen E  in einem der vier 
dreieckigen, an den Tetraeder flächen oder in einem der sechs zweieckigen, 
an den Tetraeder kan ten  aussen anliegenden Gebiete, so liegt immer einer der 
fünf Punkte in dem an einem Dreiecke des von den vier andern bestimmten 
Tetraeders aussen anliegenden Raumtheile; denn ist E  z. B. in dem an DC  
liegenden keilförmigen Gebiete, so liegt offenbar D  in Bezug auf das Tetraeder 
A B  CE in dem an E A B  aussen anliegenden Gebiete.

Wir beweisen nun folgenden Satz: Für je fünf Punkte A, B, C} D, E  
des Raumes ist
1. E A B C  — E B C D  +  E C D A  — E D  A B  =  DA BC,  
oder, in anderer Anordnung
2. A B  CD +  B C D E  +  CD EA  H- D E  A B  +  E A B C  =  0.

Nimmt man zunächst an, einer von den fünf Punkten liege im Innern des
Tetraeders der vier andern, und bezeichnet diesen mit E, die andern mit A, B, 
C, D, so ist ersichtlich, dass die vier Dreiecke

ABC, BAD , CBD, CDA
von E  aus gesehen in gleicher Drehrichtung erscheinen, und zwar in derselben, 
wie A B C  von D  aus. Daher haben die fünf Tetraeder

E AB C,  E B A D ,  EC BD , ECDA, D A B C  
gleiche Vorzeichen.

Nun ist, abgesehen noch vom Vorzeichen, die Summe der vier Tetraeder, 
welche die Seiten eines Tetraeders ABCD  zu Basen und einen Punkt im Innern 
desselben zur gemeinsamen Spitze haben, gleich dem Tetraeder A B C D ; man 
hat daher die nun auch in Bezug auf die Vorzeichen genaue Gleichung
3. E A B C  -+- E B A D  -+- E C B D  +  E C D A  =  D A B C .

Da nun E B A D  und E D  AB,  sowie E C B D  und
EBCD  Permutationen ungleicher Klasse sind, so ist 

E B A D  =  — E D  AB ,  E C B D  =  — E B C D ; 
indem man dies in 3. einführt, erhält man 1. und durch 
geeignete Permutationen hieraus 2.

Um die richtige Aufeinanderfolge der Buchstaben in 
2. sicher und leicht zu treffen, kann man die fünf Buch­
staben in der Reihenfolge AB C D  E  hinter einander an die 
Peripherie eines Kreises schreiben.

Man hat nun, von jedem der fünf Punkte anfangend, 
und immer in derselben Richtung fortschreitend, je vier auf 
einander folgende Punkte aufzuschreiben.

Vertauscht man irgend zwei benachbarte der fünf 
Buchstaben, z. B. B  und C, so erhält man die beistehende 
Hülfsfigur, und daher für die Summe 2. die Tetraeder 

ACBD, CB D E ,  B D E A ,  D E A C ,  E A C B .
Schlobmilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 20
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Da nun AC BD  =  — ABCD, CB D E  =  — BC D E,
B D E A  =  — D E  AB, D E A C  =  — CDEA, E A C B  =  — EAB C ,

so folgt aus 2., dass auch
+  D E A C  +- E A C B  =  0.

Durch fortgesetzte Vertauschung zweier benachbarter Elemente kann aus 
A B C D E  jede Permutation dieser fünf Buchstaben abgeleitet werden. Wenn 
daher einer der fünf Punkte A, B, C, D, E  im Tetraeder der vier andern liegt, 
so gilt die Gleichung 2., gleichgültig, in welcher Reihenfolge man die fünf 
Punkte mit den Buchstaben A, B, C, D, E  bezeichnet hat.

Es bleibt nun noch übrig, den Beweis für den Fall zu führen, dass keiner 
der fünf Punkte im Tetraeder der vier andern liegt.

Bezeichnet man zunächst den Punkt mit E, der in Bezug auf das Tetraeder 
der vier andern A B C D  in dem an einer Seite anliegenden dreieckigen Gebiete 
liegt, und mit BCD  diese Seite, so dass also E  und A auf verschiedenen Seiten 
von BCD  liegen und E A  die Ebene BCD  in einem im Innern des Dreiecks 
BCD  gelegnen Punkte schneidet, so werden die Dreiecke ABC, BCD, CDA,

D B A ,  von E  aus unter derselben Drehrichtung 
gesehen, und zwar unter der entgegengesetzten 
Drehrichtung, wie BCD  vom Punkte A aus. 
Daher haben die Tetraeder EABC, EBCD,  
E C D A, E D B A , AC BD  dasselbe Zeichen.

Nun giebt rücksichtlich der absoluten 
Werthe die Summe der Tetraeder, welche die 
in an A liegenden Seiten des Tetraeders zu 
Basen und E  zur gemeinsamen Spitze haben, 
vermindert um das Tetraeder, welches E  zur 
Spitze und die A gegenüberliegende Seite zur 

Basis hat, das Tetraeder der vier Punkte A, B, C, D. Daher gilt auch rück­
sichtlich der Vorzeichen die Gleichung
4. E A B C  +  E D B A  +  ECDA — EBCD  =  A C B D .

Da nun AC BD  =  — A BC D , E B C D  =  — BCDE, E C D A  =  CD EA,  
E D B A  =  D E A B , so folgt aus 4. die Gleichung 2.

Hieraus schliesst man wie im vorigen Falle, dass die Gleichung 2. für jede 
Permutation der fünf Punkte A, B, C, D, E  gilt.

Somit ist die Gleichung 2. für jede Lage der fünf Punkte und für jede An­
ordnung derselben gültig.

Liegen die vier Punkte A, B, C, D  in einer  Ebene, so ist 
A B C D  =  0, und man erhält daher aus 1.
5. E A B C  — E B C D  -h E C D A  — E D A B  =  0.

2. Als homogene Coordinaten des Punktes P  verwenden wir die 
senkrechten Abstände des Punktes  von den Ebenen eines Te t raeders  
A l A 2A 3A i . Der Abstand des Punktes P  von der Ai gegenüberliegenden 
Tetraederfläche wird mit Xi bezeichnet, und x , wird positiv oder negativ ge­
rechnet, je nachdem P  und A, auf derselben Seite der A, gegenüberliegenden 
Tetraederfläche sich befinden oder nicht. Für einen Punkt im Innern des 
Tetraeders sind daher alle vier Coordinaten positiv. Für einen Punkt in einem 
an einer Tetraederfläche aussen anliegenden Gebiete ist die auf dieser Fläche 
normale Coordinate negativ, die andern sind positiv. Für einen Punkt in einem 
an einer Kante aussen anliegenden Gebiete sind die Coordinaten negativ, die

£
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normal zu den diese Kante enthaltenden Tetraederebenen sind, die andern 
beiden positiv. Für einen in einer Gegenecke einer Tetraederecke gelegenen 
Punkt sind die drei Coordinaten negativ, die auf den Seiten dieser Ecke normal 
sind, die vierte Coordinate ist positiv. Für keinen Punkt des Raumes sind alle 
vier Coordinaten negativ.

Bezeichnet man die Höhen des Achsentetraeders A1A 2A 3A i mit hx, h2, 
h3, hA, und zwar mit hi die von Ai auf die gegenüberliegende Fläche gefällte 
Normale, so sind die Coordinaten

Für jeden Punkt einer Tetraederkante sind zwei Coordinaten Null; z. B. für 
jeden auf A XA 2 gelegenen Punkt ist x a — x i — 0. Für jeden Punkt einer 
Tetraederfläche ist eine Coordinate gleich Null; z. B. für die auf A xA 2A a 
liegenden Punkte ist x 4 =  0. *

3. Für jede Lage des Punktes P  gilt die Gleichung (No. 1, 1)
PA2 A.i A i — P A aAi A 1 h- P A 4A XA 2 — P A l A 2A.ä =  A XA 2A 3A 4. 

Hieraus folgt
j -̂ -̂ 2 ^ 3^4 , ZL43 A4 A 1 PA± A x A 2 P A x A 2 A a _

A xA 2A 3Aa A 2A 3A4A x A a A 4A XA 2 A4AxA 2A a 
Das Verhältniss der Tetraeder PAkAiAm : AiAkAiA„, ist numerisch gleich 

dem Verhältniss der von P  und Ai auf die Ebene AiA/.Ai gefällten Normalen, 
also dem absoluten Werthe nach gleich dem Verhältnisse Xi'./n.

Liegen nun P  und Ai auf derselben Seite von AkAiAm, so ist sowol 
PAkAiAm : AiAkAiAm als auch x2- : hi positiv; und liegen P  und Ai auf ver­
schiedenen Seiten von AkAiAm, so sind beide Verhältnisse negativ. Es gilt also 
auch rücksichtlich der Vorzeichen die Gleichung 
2. PAkAiAm : AiAkAiAm =  xt : h, .

Hiernach folgt aus 1.

f 1 =  1h.h 1 h 2 h 3
Die vier homogenen Coordinaten eines Punktes genügen also 

der Gleichung

3. h<
^3 , *4 _ 1

hAh\ "2 "3 '*4
Umgekehrt schliesst man leicht: Wenn vie rS t recken  dieser  Gleichung 

genügen so sind sie die homogenen  Coordinaten eines durch sie 
eindeutig best immten  Punktes.

4. Als homogene Coordina ten einer  Ebene  T  verwenden wir die 
Quotienten aus den Abständen der Ebene T  von den Eckpunkten des Achsen­
dreiecks und dem Abstande von einem beliebig gewählten festen Punkte C. Sind 
die Abstände der Ebene T  von Ai und von C bez. Vi und p, so sind die Coordi­
naten von T  die Zahlen

V \ U 0  Uiu . = — , U 2 =  — , U 3 = — , Ui  =  — .
P P P P

Sind S x, S 2, S a, S 4 die Spuren von T  auf den Geraden A XC, A 2C, A aC,
AXC, so sind daher die Coordinaten von T  den Verhältnissen gleich

20'
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_ A x S x _  A 2S 2 _ A % S 3 _  A± S 4
1 ~  CSX ’ u2 “  C\S2 ’ -  CS3 ’ 4 ~  CS4 •

Sind p4, p2, p 3, p4 die homogenen Coordinaten von C, und bezeichnet G / 
die dem Eckpunkte Az- gegenüberliegende Tetraederfläche, so sind die Coordinaten

Für jede durch eine Ecke Ai des Achsentetraeders gehende Ebene ist eine 
Coordinate Ui gleich Null; für jede durch eine Kante Ai Ak gehende Ebene sind 
zwei Coordinaten Ui und uk gleich Null.

5. Wenn drei G erade a, ß, -y durch einen Punkt O gehen und von 
zwei Ebenen T x und T2 der Reihe nach in den Punkten A x, B x, Clt 
bez. A 2, B 2, C2 geschni t ten werden, so gilt auch rücksich t l ich der 
Vorzeichen die Gleichung

O A xB xCx O A t O B x OCx 
OA2B 2C2 ~  OA2 ’ 0~B~2 ' OC2 ‘

In der analytischen Planimetrie ist bewiesen worden, dass 
n OAxB x O A x O B x

OA2B 2 — OA2 ■ ÖB^  ■
Nun ist dem absoluten Werthe nach das Verhältniss OCx : OC2 dem Ver­

hältnisse der Abstände der Punkte Cx und C2 von den Ebenen OAxB x und 
OA2B 2 gleich. Folglich ist zunächst lür die absoluten Werthe 

OAxB xCx OAxB x OCx 
6' OA2B 2C2 ~  OA2B 2 ’ OC2‘

Liegen nun Cx und C2 auf derselben Seite von 0, so ist das Verhältniss 
OCx : OC2 positiv, und die Verhältnisse

ÖW. und O A ^ OAa£ aCa°
haben dasselbe Vorzeichen. Werden hingegen Cx und C2 durch O getrennt, so 
ist dgs Verhältniss OCx und OC2 negativ, und die Verhältnisse 4. haben un­
gleiche Vorzeichen; daher gilt die Gleichung 3. auch rücksichtlich der Vorzeichen. 
Berücksichtigt man nun die Gleichung 2., so erhält man aus 3. die behauptete 
Gleichung 1.

6. Aus der Gleichung No. 1, 5 folgt
1. CSXS 2S 3 — CS2S ZS 4 +  CS3S 4S X — CS4S XS 2 =  0.

Nach No. 5 hat man

CS;SkS; — CAiAkAi • CSi • CSk ■ CSi
CAi  • CAk -CAt '

Setzt man dies in 1. ein, so erhält man
„ A A A C S X • C S 2 ■C S ,  „ A A A
CAXA 2A 3 • t CA2 • CAZ C A 2A ZA 4

„  A A A CSo • c s .  • c s x
“h  G y 4 3 y44 ^ 4j • . CA4 ■ CAx CA4A XA 2

Multiplicirt man alle Glieder dieser Gleichung mit 
CAX • CA2 • CAZ • CA4 
C S X •  CS2 ■ C S Z ■ CS4 ’ 

so erhält man die einfachere Gleichung

CS2 • CSZ • CS4 
CA2 ■ CAZ • CA4 
CS4 ■ CSX • CS2 
CA4 ■ CAX • CA2 =  0.
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2. CAxA 2A 3 • c  — CA2A ZA 4 • g  +  CAZA4A X • CA4A XA 2 •

A S -1 -----V-_L __ j — Ui t daher erhält manNun ist CA, CS; — A;S;
C S i  ~~ C S i  “  C S i

aus 2.
C A XA 2A Z( \ — u 4) —  C A 2A 3A 4 ( 1 — « j ) +  C A zA 4 A x ( \ — u 2)  —  C A 4A xA 2 ( 1 —  » , )  =  0 . 

Löst man die Klammern auf und berücksichtigt, dass nach No. 1,1 
C A xA 2A z —  C A 2A ZA 4 +  C A 3A 4 A x — C A 4A xA 2 =  A 4 A xA 2A  3 , 

so erhält man zunächst
C A xA 2A .a • u4 — C A 2A zA 4 • ux C A 3A 4A X • u2 — C A 4 A xA 2 -u3 — A XA2A 3A4. 

Da nun (No. 3, 2) CAkAtAm : A;AkAiAm =  p2- : hi} so folgt schliesslich

+  +  % U3 +  \  =  U
Wir haben daher den Satz: Die vier homogenen Coordinaten jeder 

Ebene T  erfüllen die Gleichung

3- % u' +  + f /Ti Ui =  1-
Umgekehrt schliesst man: Wenn vier Zahlen ux, u2, uz, u4 dieser 

Gleichung genügen, so sind sie die Coordinaten einer  e indeut ig  b e ­
stimmten Ebene.

7. Sind B x, B 2, B s die Schnittpunkte 
einer Ebene T  mit den Kanten A 4 A X,
A 4A 2, A 4A 3 des Coordinatentetraeders, 
und theilt ein Punkt P  der Ebene T  das 
Dreieck^jB 2B 3 im^Verhältnissenx \n2\n3)
sind ferner \ xm, l 2m, l zm, \4m die Coor- Ai^ - ------
dinaten von B m, so sind die Coordinaten 
von P  (§ 2, No. 28) B'

_  nx -I- n2 +  n3 .
1. Xk ~~ nx -+- n2 H- nz 

k = l , %  3, 4.
Nun gilt für die Coordinaten von B m, wenn k, /, m eine Permutation von

1, 2, 3 ist
2. I\knt — ?/;« == 0, \4m '■ h4 =  A tnB m l A mA 4 , \mm • Kn ~  A 4B m . A 4 A m . 

Da nun B m A m : B m A 4 =  vm : v4 =  um : u4, so ist

A mB m : A m A  4 =  A mB m : (Am  B m h-  B m A 4 ) 1 . ^ 1  ^ |  >

s /  U,n \
A 4 B m : A 4 A m == A 4 B m : ( A 4 B m -+- B m A m') = 1 . ^ 1  u x J  ‘

At'
(M. 460.)
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Führt man diese Werthe in die vier Formeln 1. ein, so erhält man für die 
Coordinaten von P, wenn man nx n2 n3 — n setzt

1 1 . w _

Umgekehrt: Wenn die Coordinaten von P  und T  dieser Gleichung genügen, 
so ist auch 7. erfüllt; man kann daher drei Zahlen nx : n, n2 : n, n3 : n aus den 
Gleichungen 6. ableiten, und erhält somit für die Coordinaten von Z*die Formeln 
4. und 5., welche mit den Gleichungen 1. für die angegebenen Werthe der Coor­
dinaten der Punkte B x, B 2, Z?3 übereinstimmen; hieraus schliesst man: Wenn 
die Coordinaten eines Punktes  ujid einer  Ebene der Gleichung 8. 
genügen, so liegen der Punkt  und die Ebene vereint (d. i. der Punkt 
liegt auf der Ebene).

8. Haben die Coordinaten der Ebene T  gegebene Werthe U{ — di, so ist 
die Gleichung

die Bedingungsgleichung für die Coordinaten der Punkte, welche auf der Ebene T  
liegen, ist also die Gleichung dieser  Ebene in Punktcoordinaten; haben 
hingegen die Coordinaten des Punktes P  gegebene Werthe x t- =  az, so ist

1 1 i 1
hx a xux 4- ^  a2 u2 4- a3 u 3 "P *4 4̂ — 0

die Bedingungsgleichung für die Coordinaten der Ebenen, welche durch /'gehen, 
ist also die Gleichung dieses Punktes in Ebenencoordinaten.

Jede homogene l ineare Gleichung in Punktcoordinaten ist die 
Gleichung einer  durch die Verhältnisse der Coefficienten eindeut ig  
best immten Ebene. Sind ax, a2, a3, a4 beliebige Zahlen, so ist

«#i - j— (l 2*^2 ^ 3  & 3  H - ^ 4 ^ 4  == 0

die Gleichung der Ebene, deren Coordinaten der Proportion genügen 
U\ : u2 : u% : u4 — hxax : h2a2 : h%a% : h4a4 , 

also die Werthe haben
u\ — kaxhx , u2 =  ka2h2 , u3 — ka3h3, u4 — ka4h4 , 

wobei k =  1 : (pt ax -(- p2a2 4- p3a3 4- p4#4)- 
Jede homogene l ineare  Gleichung in Ebenencoordinaten ist die
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Gleichung eines durch die Verhältnisse  der Coeff ic ienten eindeut ig 
bestimmten Punktes. Sind ax, a2, cx3, a4 beliebige Zahlen, so ist 

ax ux 4- a2u2 4- a3^3 +  «4 4̂ =  0
die Gleichung des Punktes, dessen Coordinaten sich aus der Proportion ergeben

ist die Gleichung einer Ebene, deren Coordinaten nach No. 8 die Werthe haben 
ux =  u2 =  u3 =  u4 =  1. Diese Ebene theilt die Strecken A XC, A 2C, A 3C, 
A4C aussen im Verhältniss 1., ist also unendl ich fern.

Wenn in der homogenen linearen Gleichung in Punktcoordinaten
2. P  =  <xxu x +- a2 u2 4- a3&3 4- a.4u4 =  0 
die Summe der Coefficienten verschwindet
3 . a l  4 “  a 2 “P  a 3 ~P  a 4 = =  ^  > 
so wird der Gleichung durch die Werthe genügt

ux — 2^2 —  ^ 3  —  2^4 ■ 1 >
der Punkt P  liegt daher auf der unendlich fernen Ebene und ist somit selbst 
unendlich fern.

10. Die Gleichung der durch die Punkte Px, P%, P 3 bestimmten
Ebene erhält man durch Elimination der Constanten ax, 
vier Gleichungen

l2y W3, a4 aus den

wenn mit x xi, 
Aus diesen vier 
form

r . bezeichnet werden.
Gleichungen ergiebt sich die gesuchte Gleichung in Determinanten-

T  =

Man erhält

11. hie Coordinaten des Schn i t tpunkts  der Ebenen 7 X =  0, 
T« =  0, Z3 =  0 sind die Lösungen des Systems

Di; Gleichung des den Ebenen T x, T2, T 3 gemeinsamen Punktes P  ergiebt 
sich durch Elimination der Coefficienten aus den vier Gleichungen

n -ii  —l— n  „ 11« -4— n « 11« -4— QL 1 IC *    0 «
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12. Der Abstand eines Punktes P  von der Ebene T  kann aus den 
Coordinaten x x, x 2, x 3, x 4 des Punktes und der Gleichung der Ebene 

T  cij x x —f- o2x 2 -(- d3x 3 -4- d4x 4 — 0
in folgender Weise bestimmt werden:

Der Punkt II, in welchem die Ebene T  von der Geraden PA4 geschnitten 
wird, theile die Strecke PA4 im Verhältnisse n2 \n x\ aus den Coordinaten jr1, 
x 2, x 3, x 4 des Punktes P  und 0, 0, 0, h4 des Punktes A4 ergeben sich hier­
nach die Coordinaten glt $2, £3, $4 von II zu

s —  e _  n i x 2 f n xx 3 „ n ^ x 4 -4- n 2 hi > *»2 —  t: : — , = --------------- , — ------------------------- .?2 — «2 K
v x -h n 2 n x -4- n2 ' n x -4- n 2

Setzt man diese Werthe in die Gleichung der Ebene ein, so erhält man 
n x{cixx x -f- o2x 2 -4- d3x 3 -|- d4x 4) -4- n2a4 h4 =  0,

daher folgt
«2 : n \ =  — T :  o4h4 .

Das Verhältniss der Abstände der Punkte P  und A 4 von der Ebene T  
stimmt numerisch mit dem Verhältnisse überein, in welchem die Strecke PA4 
von TI getbeilt wird; geben wir den Abständen zweier Punkte von einer Ebene 
gleiche oder ungleiche Vorzeichen, je nachdem die Punkte auf derselben Seite 
der Ebene liegen oder nicht, so haben die beiden Verhältnisse ungleiche Vor­
zeichen. Bezeichnet daher p den Abstand des Punktes /'von der Ebene Ty so ist 
2- p : v4 =  — tio : n<
daher folgt aus 1.
3.

Nun ist v4 = u 4 p und (No. 8.) d4h4 =  (pxax +  p2d 2 +  p3a3 -4- p4d4) • u4 .
Wird der Werth, welchen die Function 7’ annimmt, wenn man darin die Xk 

durch die Coordinaten p/, des Punktes C ersetzt, mit t bezeichnet, so erhät man 
aus 2.

>

P : v4 =  T : d4 h4

4. P = * - ' T .
Hieraus ergiebt sich der Satz: Der Abstand eines Punktes P  von 

einer Ebene T =  0 ist dem Werthe proportional,  den die Fun: t ion T  
für die Coordinaten des Punktes  P  annimmt.

13. Um den Faktor p : t z u  bestimmen, mit dem man die Fuiction T  
multipliciren muss, damit man den Abstand des Punktes P  von T  =  0 erhält, 
entwickeln wir zunächst die Gleichung, durch welche die Abstinde v x, 
v2> vv  v\ der Ecken eines Te traeders  von einer Ebene mit einander 
verbunden werden.
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Es seien az, ßz-, 7, die Stellungswinkel der dem Eckpunkte Ai gegenüber­
liegenden Tetraederebene in Bezug auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem, 
dessen Nullpunkt im Innern des Tetraeders liegt, a, ß, 7 die Stellungswinkel der 
Ebene T  und d ihr Abstand vom Nullpunkte, also die Gleichung von T  in 
Normalform

T  ee= rwa • x -4- cos$ • y  -4- cos7 • z — d — 0 ; 
ferner seien Xi, yi, Zi die Coordinaten von A,\ alsdann ist

Löst man dieses System linearer Gleichungen zunächst in Bezug auf cos a 
auf, so erhält man

2 .

Nun ist bekanntlich
yi
yk
y i

Zi
Zk
Zl

— ZAiA/tAiCosa,

wenn i, k, /, m eine Permutation von 1, 2, 3, 4 ist; ferner ist der Faktor von 
cos ol dem sechsfachen Tetraedervolumen entgegengesetzt gleich (§ 3, 7). Daher 
hat man aus 2.

— 3 • A XA 2A 3A 4 • cosa — A 2A 3A4 • cosax • v x -4- A 4A..AX • cosa 2 • v2 
-4- A x A 2A 4 • cosa.3 • v3 -4- A XA 3A 2 • cosa4 • v4 .

Dividirt man durch 3. A x A 2 A 3A4, so erhält man

cos 7 — y' cos 7j nx
V y Vo Vo v 4

cos 7«, +  A- cosy3 -4- cosy4 . i2 ■ n 3 n4
Quadrirt man diese drei Gleichungen und addirt sie dann, und berück­

sichtigt, dass, wenn man mit ezyt den Winkel der den Ecken Ai, Ak gegenüber­
liegenden Tetraederflächen bezeichnet, die Gleichungen gelten 

cos2 ol -4- cos2$ -4- cos2 7 =  1, 
cos2 m -4- cos2$i-4- cos2'{ i=  1 ,

COS di COSOLk -4- cos ß i COS ß* -1- COS'(i COS'lk =  
so erhält man schliesslich die gesuchte Gleichung:

; 2

*4 " 2  " 3  " 2  '*4

14. Um nun in der Gleichung (No. 12, 4)
p =  k • T , k =  p : x ,

den Faktor k als Function der Coefficienten von T  und der Dimensionen des 
Tetraeders A x A 2 A 3 A4 zu bestimmen, setzen wir für den Punkt P  nach einander 
die Punkte A x, A 2, A 3, A 4. Dadurch erhalten wir

V-, Vo Vo v 43. cos ol — cosax -4- 7-“ cosol2 -4- j -  cos a3 -4- r  cosa4 .n x n 2 a3 n4
Ebenso erhält man die beiden entsprechenden Gleichungen 

Zb Vo v4
4. cos$ =  j -  cos$x -4- cosß2 -4- Y cosh  +  JP4 ’

Vo V 2 Vo v4
5. cos7 =  y2 cos yx -h r~cosy2 +  jp  cos y3 -4- y- cos y4 .

cos 0. i cos o.k -4- cos ß i cos ß* -4- cosyicosyk =  — costik, 
so erhält man schliesslich die gesuchte Gleichung:

( v , \ 2 ( v 2\ 2 (v o \2 (v4\ 2 vx v 2 vx v36 U)+ U)+ U)+ U) k  * ä2 c°s e '* hx • h3
* V X V 4 Vo Vo, _ V 2 V 4 v3 v4

•  r - cast' * - $r ,  ■ h , cos^ ~ ^ h ,  r t -a tt ,» = u



Analytische Geometrie.3H

v \ =  k  • ax h x, v 2 — k  • a2h 2, v 3 — k  • a3h3 , v 4 =  k  • a 4 h4 . 
Führen wir diese Werthe in No. 13, 6 ein, so erhalten wir den gesuchten 

Werth k aus
=  1 : \ax2 +  a22 +  a32 -h a42 — 2axa2 cosex2 — 2a^a3 coszx3 — 2axa4 coseX4

— 2a2a3 coss23 — 2a2a4 cost24 — 2a?a4 cosz34\ . 
Ueber das Vorzeichen von k kann so verfügt werden, dass für die auf einer 

bestimmten Seite von T  gelegenen Punkte die Abstände positiv, mithin für die 
auf der andern Seite liegenden Punkte negativ ausfallen.

15. Sind $4, s2, 83, £4 die Abstände eines Punktes von den Ebenen eines 
Tetraeders B XB 2B 3B4 und ist die Gleichung der Bi  gegenüberliegenden Ebene 
Ti dieses Tetraeders

Ti e= axix x +  a2iX2 H- a3,x3 -f- a4iX4 =  0 ; 
ist ferner ki der in voriger Nummer bestimmte Faktor für die Ebene Ti, und 
sein Vorzeichen so gewählt, dass der Punkt Bi  einen positiven Abstand von 
der gegenüberliegenden Fläche hat, so ergeben sich die Coordinaten von P  
in Bezug auf das Tetraeder B XB 2B 3B 4 aus den Gleichungen:

G — kx(axxx x -h a2xx 2 +  a3xx% a4xx 4), 
j $2 ^ 2 ^ A \ 2 X \ U2 2 X 2 ~F ^32' '̂3 "P

^3 =  ^ 3  ( ^ 1 3  -^1 ~ P  a 2 3 X 2 +  a 3 3 X ‘S +  ^ 4 3 -^4 ) »

' 4  ^ 4  i f l x  4 x l  " P  ^ 2  4 X 4  ~ h  C l3 4 X 3 - 1-  CI4 4  •3?4 )  •

Werden die Determinante dieses Systems mit R  und die zu k i - a ^  gehörige 
Subdeterminante mit a2y bezeichnet, so erhält man hieraus

Dies sind die Transformations formeln in homogenen Punkt- 
coordinaten zum Uebergange aus dem Systeme A XA 2A 3A 4 zu dem 
neuen Systeme B XB 2B 3B 4. Wie man sieht, erfolgt dieser Uebergang durch 
homogene l ineare  Substitutionen. Man überzeugt sich leicht, dass auch der 
Uebergang aus einem gewöhnlichen rechtwinkeligen Systeme in ein homogenes 
System durch homogene lineare Substitutionen erfolgt.

16. Aus der Gleichung eines Punktes
P  =  *1^1 -1- a2 u2 -|- 013 u3 —|- i 4114 =  0 

und den Coordinaten ux, u2, u3, u4 einer Ebene T  kann man den Abstand der 
Ebene von P  bestimmen. Denn die Gleichung der Ebene T  ist

und die Coordinaten von P  sind (No. 8)

xk —  V-khk , —  a l +  ®2 P  a 3 P  a 4  ’

Der gesuchte Abstand p  ist daher
1 r  / r
L P =  ~  * («i ux -P cl2 u2 +  a3^3 +  a4 u4) =  — • P,
wobei r den Werth des Coefficienten k (No. 14) bezeichnet, der entsteht, wenn 
man in k für ax, a2, a3 die besonderen hier geltenden Werthe ux : hx, u2 \ h2, 
u3 : h3 einsetzt; man hat daher
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Dividirt man diese Gleichung durch r 2 und vergleicht das Resultat mit 
No. 13, 6, so sieht man, dass r der Abstand des Punktes  C von der Ebene 
T  ist. Daher ist

2. „ =  £- =  -  p  r  i
die Coordinate  von T \n Bezug auf P, d. i. der Quotient aus den Abständen 
der Ebene T  von P  und von C.

17. Der soeben gefundene Werth für u führt auf die T ransfo rm a t ions ­
formeln für Ebenencoordinaten .

Sind B x, B 2, B 3, B 4 die Eckpunkte des neuen Coordinatentetraeders und 
ist die Gleichung von Bi

Die Auflösungen dieses Systems ergeben homogene lineare Functionen für 
die m) wir sehen daher: Der Uebergang von einem homogenen Coor- 
dinatensysteme zu einem andern erfolgt für Ebenencoordina ten eben­
falls durch homogene l ineare  Substitutionen.

18. Die Determinante

kann als der Werth betrachtet werden, den die Gleichung der durch je drei der 
vier Punkte P x, P 2, P 3, P4 bestimmten Ebene (No. 10) annimmt, wenn man in 
derselben x x, x 2, x 3, x 4 durch die Coordinaten des vierten Punktes ersetzt. 
Werden daher die Höhen des Tetraeders P v P2, P3, P4 mit H x, H 2, H 3, H 4, 
und mit ki der Faktor k für die lineare Function

(i, l, m, n eine Permutation gerader Klasse von 1, 2, 3, 4)

k4H 4,
bezeichnet, so hat man
1. A =  kxH x =  k2H 2 — k3H 3 — k4H 4.

Andererseits ist, wenn mit V das Tetraedervolumen P XP2P3P4 und mit
Gv G2, G3, G4 die Flächenzahlen der Seiten dieses Tetraeders bezeichnet werden
2. 3 U =  GXH X =  G2H2 =  G3H 3 =  G4H 4.

Hieraus folgt die Proportion
kx : k2 : k3 : k4 : A =  Gx : G2 : G3 : G4 \ 3 V.

Man kann daher setzen G, =  \ki, 3V =  XA.
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Da G, und ki von den Coordinaten des Punktes Pi nicht abhängen, so ist 
auch X von diesen Coordinaten unabhängig; folglich ist X eine von den Coor­
dinaten der Eckpunkte des Tetraeders P,P2P3P4 unabhängige Constante und 
kann durch jeden Specialfall bestimmt werden. Wendet man, um X zu erhalten, 
die Gleichung V =  XA auf das Tetraeder A XA 2A 3A4 an, so erhält man 
3- . A XA 2A 3A4 =  \ - h xh2h3h4.

Wird das Volumen des Achsentetraeders A XA 2A3A4 mit t bezeichnet, so 
hat man daher die Gleichung
4. A W t  = ±

1̂
Man überzeugt sich leicht, (vergl. § 3), dass die Determinante A und das 

Volumen P} P2P3P4 immer zugleich das Vorzeichen wechseln; also gilt in 4. 
nur eines der beiden Zeichen. Um zu entscheiden, welches gültig ist, kann man 
^  m't den Ecken des Achsentetraeders vertauschen. Man erfährt dann,
dass in 4. das positive Zeichen gilt, und hat sonach das Volumen eines 
T e traeders aus den hom ogenen C oordinaten seiner E ckpunkte

§ 12. Polarebene und Pol für Flächen zweiter Ordnung.
1. Wenn in einer ganzen Function tetraedrischer Punkt- oderEbenencoordinaten 

der Grad eines Gliedes der Function um o-Einheiten kleiner ist als der Grad n 
der Function, so kann man dieses Glied mit dem der Einheit gleichen Faktor 
(§ 11, No. 3, 3 und No. 6, 3)

multipliciren, dadurch gehen aus diesem Gliede eine Reihe von Gliedern hervor, 
die alle den Grad n haben. Führt man dies bei allen Gliedern der Function 
aus, deren Grad niedriger ist als n, so erhält man schliesslich eine Function, 
deren Glieder alle vom ^ten Grade sind, die also homogen ist. Bei B e­
nutzung hom ogener C oordinaten kann man sich daher auf die B e­
trach tung  hom ogener Functionen beschränken.

2. A. Die allgemeine Form einer homogenen quadratischen Function 
tetraedrischer Punktcoordinaten ist
1. f s s A n x \ +  2 A x2x xx 2 - p  2 A x.i x xx.i pp  2 A x4xxx4 - p  A 22x 2 - p  2 A 23x 2x 3

~F 2A 2 4x 2x  4 -p A 33x.^ -p  2A 34x 3x4 -+- A 44x £.
Geht die Fläche /  =  0 durch den Eckpunkt Ai des Achsentetraeders, so 

wird der Gleichung durch die Coordinaten Xi =  hit xk =  X/ =  xm — o genügt; 
also ist An  =  0. Die G leichung einer F läche zweiter O rdnung, welche 
dem A chsen te traeder um schrieben ist, hat daher die Form
2 . f =  2 A 12x xx 2 +  2 A x3x xx 3 -p 2A l4x xx 4 -p 2A23x 2x z -p 2 A 24x 2x 4

-P 2A34x 3x 4 — 0.
Wenn die Fläche f  — 0 die Gerade AiAk enthält, so wird der Gleichung 

durch xi — xm =  0 unabhängig von Xi und Xk genügt, es ist daher
An == Aik =  Akk — 0.

E nthält die F läche alle Seiten  des unebenen V ierecks A,A»A~A  
so ist daher 1 2 3 4 ,
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A ii A% 2 A 33 — A 44 — A x g — A 23 — A 34 — A x4 — 0,
und die Gleichung der Fläche reducirt sich auf 
3- f  =  2AX 3x x x 3 -p 2A24x 2x4 =  0.

Diese Gleichung enthält nur noch eine verfügbare Constante, nämlich das 
Verhältniss A xz : A 24 \ sie bestätigt, dass eine Fläche II. O. durch ein auf ihr 
liegendes unebenes Viereck und einen Punkt eindeutig bestimmt ist.

B. Die allgemeine Form einer homogenen quadratischen Function in 
tetraedrischen Ebenencoordinaten ist
j ^\ \ M\ ~P 2B x 2uxu2 —p 2B x 3 uxu3 —p 2B x 4uxu4 —p B 2 2u2 ~P 2 B 2 3 u2u3

-P 2B 24u2u4 -p B 33u32 -p 2B S4uau4 -p B 44x£.
Wenn die Fläche <p =  0 von der Ai gegenüberliegenden Tetraederfläche 

berührt wird, so wird der Gleichung durch die Coordinaten Uk =  ui =  um =  0 
genügt, also ist An — 0. Die G leichung einer dem C o o rd in a ten te traed er 
e ingeschriebenen  F läche zweiter Klasse ist demnach
2. <p=2B x 2uxu2-\-2Bx 3uxu3-\r2Bx 4uxu4-\-2B23u2u3-\-2B24u2u4-\-2B34u3u4 = 0 .

Enthält die Fläche die Tetraederkante AiAk, so wird der Gleichung cp — 0 
durch Ui =  Uk =  0 unabhängig von ui und um genügt, also ist

Bn == B  im =  Bm m =  0.
Ist das Viereck A XA 2A 3A 4 auf der Fläche gelegen, so ist daher 

B lx — B 22 =  B  3 3 =  B 44 — B x2 =  B 2 3 =  Z>34 =  B 44 =  0, 
und die Gleichung der Fläche reducirt sich auf
3. ? =  2Bxsu1u.i -p 2B24u2u4 =  0.

Da diese Gleichung nur eine Constante enthält, nämlich das Verhältniss 
BUi: B 24, so folgt, dass eine F läche II. O. durch ein auf ihr liegendes 
unebenes V iereck und durch eine T angen tenebene  eindeutig  be­
stimmt ist.

3. Zur Vorbereitung der nächsten Untersuchungen schalten wir folgende 
Bemerkung ein: Die Coordinaten Xk des Punktes P, der die Strecke P x P2 im 
Verhältnisse Ä2 : theilt, wobei X, -p X2 =  1 sei, sind bekanntlich
1. x x'= \xx xx-\-^2x x2, x 2=Xxx 2 j -\-\2x 22, x 3 =Xj#3x -pX2̂ 32, x 4= \ xx 4 x~\-\2x 42.

Die Ebene T, deren Coordinaten Uk aus den Coordinaten Ukx und Uk2 nach 
den Formeln abgeleitet werden
2. Uk =  \ xUkj H- \ 2Uk ,̂ X| -p X2 =  1 , 
hat die Gleichung (§ 11, 8)

P  — ^ ^ (' \xUkx -p X 2 'U'k 2 ̂  3Ck — 0, k — 1, 2, 3, 4.
Hierfür kann man setzen

Setzt man nun
T  — Xj • 1 ^  U k xX k  ~P X2 • S ^  U k 2 X k  — 0 .

4. Tx — -  ^  UkxXk , P2 — 2 ^  Uk̂ Xk ,

so dass also Tx — 0 und T2 =  0 die Gleichungen der beiden Ebenen T x und 7\  
sind, so hat man
5. T  =  XjPx -p \ 2T2 =  0.

Die Faktoren k x und k2 der Functionen T x und T2 (§ 11) haben hier 
die Werthe r x und r 2, wenn man hiermit die Abstände der Ebenen T x und T2 
von C bezeichnet; setzt man nun
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so ist ersichtlich, dass für jeden Punkt P  der Ebene T  die Gleichung besteht
Xp r xTo = - xf ( r ^ ) .

r \ r 2
Nun sind aber r xTx und r 2T2 die Abstände px, p 2 des Punktes P  von den 

Ebenen Tx und T2, und haben gleiches Zeichen mit rx und r 2; daher hat man 
für jeden Punkt der Ebene T

P\ :P 2  —  ^  :

Hieraus schliessen wir: Die Ebene T, deren C oordinaten  aus den 
C oord inaten  der gegebenen Ebenen Tx und T2 durch die Form eln 
ab g e le ite t werden

uk — \ xUkx -fi- X2 z .̂2 , Xj -fi- X2 =  1, 
th e ilt den W inkel der Ebenen T x und T2 im S inusverhältnisse

sin Tx T  X2 X4
sin TT'2 r s ’ r i

Je nachdem  X4 : X2 negativ  oder positiv ist, geht T  durch  den 
W inkel, in welchem der Punkt C lieg t, oder nicht.

4. Wir bestimmen nun die V erhältn isse , durch w elche die S trecke 
zweier Punkte durch eine F läche II. O. f  =  0 getheilt wird, sowie die 
S inusverhältnisse, in w elchen der W inkel zweier E benen  durch die 
T ang en ten eb en en  einer F läche II. O. 9 =  0 getheilt wird, die durch  
den Schnitt der beiden gegebenen E benen geben.

A. Sind Px und P 2 die beiden gegebenen Punkte und sind

_  1 2 3 4 *
k  x ,  +  x 2 ’ *  —  '

die Coordinaten eines Punktes in welchem die Px P 2 von der Fläche
/  == A xxx?  -fi- . . =  0 

geschnitten wird, so hat man die Gleichung
A xx (XjXĵ  +  ^2x l 2)  ̂ “k  2 -̂ X2 (^l^Xl “k  ^2 1̂ 2) (^1̂ 2 l -k ^ 2,:*'22) -k • >

Löst man alle Klammern auf, so erhält man
!• ^l2 ‘ f l  “k 2 XjX2 ( f x x x x 2 -k f 2 x X2 2 -k y*3 1 x 'i2 f  11 "̂ 4 2) ~k X22

Hierin bezeichnen f x und f 2 die Werthe, welche die Function f  erhält, 
wenn man die Coordinaten Xk durch die Coordinaten Xkx des Punktes P x, bez. 
durch die Coordinaten Xk2 des Punktes P2 ersetzt. Ferner bezeichnen f x , f 2 , 
fs> f f  die abgeleiteten linearen Functionen
2 f i  = ^ x  ix i ~k A j 2x 2 -fi- A x 3x 3 -h Ax4x 4) f 2 ^=Ax2x x-\-A22x 2-\-A23x 3-y-A24x 4, 

f 2 ==-^i A-A23x 2 -y-A3 3̂ 3 -y-A34x 4, f 4 ^=AX 4x x-\-A24x 2-y-A34x 3-\-A4 4x 4,
und ein zweiter Index i deutet an, dass man statt der veränderlichen Coordinaten 
Xk die Coordinaten Xki eines gegebenen Punktes Pi gesetzt hat.

Multiplicirt man die Functionen f Xt f 2 , / 3', f 4 der Reihe nach mit 
x x, x 2, x 3, x 4 und addirt, so erhält man die Identität

=  0.

■/2 =  0 .

f f +  / 2' "k f f A - / •
Ersetzt man in den Formeln 2. die Coordinaten x x, x 2, x 3, x 4 durch x xii 

x 2i,  x 3i,  x 4 i, so erhält man die Functionen f xit f 2i, f 3j, f 4i\ multiplicirt man 
dieselben der Reihe nach mit x xk,  x 2k,  x 3k,  x 4k und addirt, indem man die in 
jeder Verticalreihe stehenden Glieder vereint, so ergiebt sich die Identität

f i i " X xk~h f 2 i * X 2k~\~f3 i f 4 i ‘X 4 k ’̂ = f Xk ‘ f 2k ’ X  2i f 3k * x  ~k f 4i •
B. Sind T x und T2 die beiden gegebenen Ebenen und sindX l \ ~k X2?/^2uk = Xx -+- X2 k =  1, 2, 3, 4,
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die Coordinaten einer Ebene T\ welche die Fläche y == ß xxup -fi- . . =  0 berührt, 
so ist die Gleichung erfüllt

B x 4 ( \xux x -y- \ 2ux2)2 -t- <2 B x2 (pxux 4 -y- \ 2ux2) {Xxu2x -+- \ 2u22) H- . . . =  0. 
Nach Auflösung der Klammern ergiebt sich hieraus

5. X,2 • cp, + 2  • xx X j^ n ' • »12+ ? 2 l ' ' « 2  2 + ^ 3 1 ' • « 3 2  + 941' • ^ 4 2 )  + X22 • ? 2  =  °- 
Hierin sind <p4 und <p2 die Werthe, welche die Function cp für die Coordi­

naten der Ebene Tx und T2 annimmt; ferner sind <p1', cp2', cp3', <p4' die abge­
leiteten linearen Functionen

Diese Functionen erfüllen die Identitäten
7. +  ? 2'«2 +  ?3f«3 “k ? /« 4  =
8. (f>x i ' U xk  H- f 2i U2k  P̂3? * « 3 " k  ^ i i ' u 4k

=  Cp 4 k M 1 i ~ k  9  2 &  « 2 1 ”k  9  3 k  « 3  i ~ k  9 4 ^  «4  i t
wobei ein zweiter Index i andeutet, dass die veränderlichen Coordinaten durch 
die der Ebene 7] ersetzt worden sind.

5. A. Liegt der Punkt P x auf der Fläche / =  0, so ist f x = 0 ,  und die 
Gleichung No. 4, 1 erhält somit die selbstverständliche Wurzel X2 = 0 .

Soll auch der zweite Schnittpunkt der Geraden Px P2 und der Fläche f  
mit Px zusammenfallen, soll also Px P 2 die Fläche in Px tangiren, so muss der 
Coefficient von X4 X2 verschwinden. Unterdrücken wir die zweiten Indices bei 
den Coordinaten von P2, so erhalten wir daher die G leichung der T an g en ten ­
ebene der F läche f = 0  im Punkte P x desselben
1. T  f  xi • x x -+- f  2i • x 2 H- f 3i • x 3 H- f 3i x 4 =  0.

B. Wird die Fläche 9 =  0 von der Ebene T x berührt, so ist 9 x -= 0; die
Gleichung No. 4, 4 hat alsdann eine Wurzel X2 =  0. Soll auch die zweite durch 
den Schnitt von Tx T 2 gehende Tangentenebene der Fläche 9 mit T x zusammen­
fallen, so muss die Gleichung noch eine Wurzel X2 =  0 haben, es muss also der 
Coefficient von X4 X2 verschwinden. Lässt man den Index 2 bei den Coordinaten 
der Ebene T 2 weg, so erhält man für den T angen tia lpunk t der die F läche 
9 berührenden  Ebene T x die Gleichung
2. P  =  cP n , - «i +  ¥21 • «2 "k T311 ‘ «3 -k 9*41f " « 4 =  0.

6. A. Wenn es einen Punkt giebt, für dessen Coordinaten
1- f i  = / 2' = / 3' = / 4' =  0,
so ist für diesen Punkt zufolge No. 4, 3 auch / =  0, der Punkt liegt also auf 
der Fläche. Für diesen Punkt verschwinden alle Coefficienten in der Gleichung 
der Tangentenebene (No. 5, 1), und die Gleichung No. 4, 1 hat unabhängig von 
der Lage des Punktes P 2 zwei Wurzeln X2 =  0; jede durch diesen Punkt gehende 
Gerade hat daher mit der Fläche zwei Punkte gemein. Der Punkt ist somit als 
D oppelpunkt der Fläche, die Fläche selbst als K egelfläche II. O. gekenn­
zeichnet.

Der Verein der Gleichungen 1. wird durch das Verschwinden der Determi­
nante bedingt

2.
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Die Gleichung A =  0 ist daher die Bedingung dafür, dass die F läche 
f  — 0 ein K egel ist.

Die Verhältnisse der Coordinaten der Kegelspitze ergeben sich aus den 
linearen Gleichungen 1.; um die Coordinaten selbst zu erhalten, hat man noch 
die Gleichung § 11 No. 3, 3 zu benutzen.

B. Wenn es eine Ebene 5 giebt, für deren Coordinaten 
3. 9/  =  9/  =  cp3' =  cp/ =  0,
so erfüllen dieselben zufolge der Identität No. 5, 7 auch 9 =  0, die Ebene 5 
berührt daher die Fläche 9. Für diese Ebene verschwinden in der Gleichung 
No. 4, 5 der Coefficient von X/ und der von Xt X2 unabhängig von der Ebene T 2, 
also gehen durch jede Gerade dieser Ebene zwei mit 'S zusammenfallende Be­
rührungsebenen der Fläche 9. Hierdurch ist £ als D oppelebene charakterisirt.

Der Verein der vier Gleichungen 3. wird durch das Verschwinden der Deter­
minante bedingt

Unter der Bedingung y =  0 hat die Fläche 9 also eine D oppelebene; 
mithin ist die Fläche unter dieser Bedingung eine G renzfläche II. O. Die 
Verhältnisse der Coordinaten der Doppelebene ergeben sich aus dem linearen 
Systeme 3.

7. A. Die Verhältnisse der Coordinaten Uk der Ebene, die eine Fläche II. O. 
f  =  0 im Punkte Px derselben berührt, ergeben sich aus den Gleichungen

Nimmt man hierzu noch die Gleichung

Fläche f — 0 berühren; mithin ist 9 =  0 die Gleichung der F läche  in 
E benen coordinaten.
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B. Die Verhältnisse der Coordinaten des Punktes, in denen eine Fläche 
II. O. 9 =  0 von der Ebene T x berührt wird, ergeben sich aus den Gleichungen

so ergiebt sich für den Verein dieser in Bezug auf u11} u21> u31, u41 linearen 
Gleichungen

Dies ist die G leichung der F läche in P unktcoord inaten .
8. A. Liegt Px nicht auf der Fläche / =  0, so wird die Fläche / =  0 von 

der Geraden P x P2 berührt, wenn die Gleichung No. 4, 1 zwei gleiche Wurzeln 
für das Verhältniss Xt : X2 ergiebt. Die Bedingung hierfür ist

( f 1 1 ’ X1 2 + / 2  1 ' • ^2 2 f -6 1 ’ • ^3 2 +  A  1 ' • x4 2)2 =  0 .
Denkt man sich Px als gegeben und P 2 als veränderlich, und unterdrückt 

man demgemäss bei den Coordinaten des letzteren Punktes den Index 2, so er­
hält man als G leichung des der F l ä c h e /  vom Punkte aus um schrie­
benen K egels
L . a  ' f  ~  ( / i / • x i + / 2 1 ' • *2 + / s / • x 3 + / 4 1 ' =  0.

Die Punkte, in welchen dieser Kegel die Fläche f  berührt, erfüllen ausser 
der Gleichung 1. noch die Gleichung / =  0, folglich erfüllen sie auch die 
Gleichung

^  — / l  1 ■ X \  +  / 2  1' • x 2  +  / s  1' ' X 3 + / 4i' • ^4 =  0 .
Dies ist daher die G leichung der Ebene der B erührungspunkte; sie 

ist real, auch wenn der Kegel ausser der Spitze keinen realen Punkt hat.
B. Berührt T  die Fläche 9 =  0 nicht, so wird die Fläche von der Geraden 

T\ T2 berührt, wenn die Gleichung No. 4, 5 für das Verhältniss \ x : X2 gleiche 
Wurzeln ergiebt, also wenn

Tl • ?2 —  («Pli' • «12 ? S l '  • u 22 +  <Psi • ^32 +  ?41 * ^42)* =  0.
Denkt man sich T x gegeben und ersetzt T 2 durch T, so erhält man

3, 9x ■ 9 (9i 1 • ux +  92/  • u2 -+- 93 /  • u3 +  941' • u^y — 0 .
Diese Gleichung wird von allen Ebenen T  erfüllt, welche die Ebene T x in 

einer Tangente der Fläche 9 schneiden; sie stellt daher die d e r F l ä c h e  9 ein-
Schloemilch, H andbuch der Mathematik. Bd. II. 2 I
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g esch rieb en e  G renzfläche dar, w elche die E bene T x zur D o p p e l­
ebene hat, d. i. die Gleichung des Kegelschnittes in Ebenencoordinaten, in 
welchem cp von Tx geschnitten wird.

Die Tangentialebenen, welche diese Grenzfläche mit der Fläche 9 — 0 ge­
mein hat, genügen ausser der Gleichung 3. auch der Gleichung 9 =  0, mithin 
erfüllen sie die lineare Gleichung

P  =  <Pll' ' »l +  ?2l' * *2 +  ?3l' * »8 +  ?4l' * »4 =  0 •
Die Ebenen, welche eine F läche II. O. entlang e iner ebenen  

Curve be rühren , gehen also durch einen  Punkt, und umhüllen somit 
einen Kegel II. O., der diesen Punkt zur Spitze hat. Der Punkt P  ist auch 
dann noch real, wenn in der Ebene T x keine realen Tangenten der Fläche 9 
liegen.

9. Wir nehmen auch für die folgenden Untersuchungen den Punkt P x und 
die Ebene Tx in No. 4, 1 und No. 4, 5 als gegeben an, hingegen den Punkt P 2 
und die Ebene T 2 als veränderlich und lassen dem entsprechend den Index 2 
hinweg.

A. Wir fragen nun, un ter w elcher Bedingung die F l ä c h e / = 0  die 
S trecke P xP in  einem Punk tpaare  schneidet, das zu PXP harm onisch ist.

Sollen die beiden Punkte, in welchen Px P  von /  geschnitten wird, zu Px P  
harmonisch liegen, so müssen die beiden Verhältnisse X2 : Xx, in welchen sie 
die Strecke Px P  theilen, entgegengesetzt gleich sein. Diese Theilverhältnisse 
sind die Wurzeln der Gleichung No. 4, 1. Folglich muss diese Gleichung rein 
quadratisch sein. Wir erhalten somit als die gesuchte Bedingung
1. T  =  f x 4' • x x -\~ f  21 ' x 2 +  f z  1' ‘ x 3 +  A  1' ' x 4 — 0 .

Dies ergiebt: D er Ort der Punkte P, welche auf den durch einen  
Punkt P x g ehenden  Strahlen zu den Schnittpunkten jedes S trah les 
mit einer F läche zw eiter O rdnung f  — 0 und zu Px harm onisch  zuge­
o rdnet sind, ist die Ebene

T  =  f x 1' • x x H- f 2 1 ’ • x 2 +  f z  1' ' x 3 " t A i 1 ‘ =  0 .
Diese Ebene heisst die P o larebene  des Punktes P x in Bezug auf die 

Fläche / .
In Rücksicht auf No. 8 haben wir: Die Polarebene eines Punktes P  in Be­

zug auf eine Fläche II. O. ist die Ebene der Berührungspunkte des der F läche/ 
von der Spitze P  aus umschriebenen (realen oder imaginären) Kegels.

B. Wir fragen weiter nach der Bedingung, unter w elcher die du rch  
den Schnitt T XT  der E benen  Tx und T  gehenden B erüh rungsebenen  
einer F läche zweiter K lasse 9 =  0 den Ebenen Tx 7' harm onisch zuge­
o rdnet sind.

Sollen diese Ebenen den Ebenen T x T  harmonisch conjugirt sein, so müssen 
die Sinusverhältnisse, unter welchen sie den Winkel T t T  theilen, entgegengesetzt 
gleich sein; dies ist der Fall, wenn die beiden Werthe des Verhältnisses X2 : Xx, 
welche der Gleichung No. 4, 5 entspringen, entgegengesetzt gleich sind, wenn also 
die Gleichung selbst rein quadratisch ist. Die gesuchte Bedingung ist daher

P  =  T u '  ‘ U \ fl-  (? 2 1  ■ U 2 ~ h  ? 3 l '  ' U % +  ¥ 4 1 *  ’ U i =  0 -
Hieraus folgt: Legt man durch die Geraden e in e r E bene T x 

T an g en ten eb en en  an eine F läche II. O. 9 =  0, und bestim m t die 
v ie rten  harm onischen  E benen  zu jedem  solchen P aar von T an g en ten  
ebenen und zu T x, so gehen d iese lben  durch einen Punkt. Dieser 
Punkt heisst der Pol der Ebene T x in Bezug auf die Fläche 9.
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Wie aus No. 8, B hervorgeht, ist der Pol einer Ebene T  in Bezug auf eine 
Fläche II. O. 9 die Spitze des (realen oder imaginären) Kegels, welcher die 
Fläche längs ihres Schnittes mit der Ebene T  berührt.

10. Aus der letzteren Bemerkung folgt: Ist P  der Pol e iner E bene T  in 
Bezug auf eine F'läche II. O. so ist auch T  die P o larebene  von P.

Wir geben für diesen Satz noch einen direkten algebraischen Beweis. Hier­
für machen wir zunächst auf einige bei diesem Beweise zu verwendende Identi­
täten aufmerksam.

Mit aik mag das Produkt der Determinante, die aus

durch Unterdrückung der zten Horizontalreihe und der £ten Verticalreihe hervor­
geht, mit dem Faktor (— 1)* + * bezeichnet werden. Dann ist bekanntlich 
L A xi • <xxk +  A 2i • a2k +  A a i • a3£ -+- A xi • a4  ̂ =  A oder =  0, 
je nachdem i =  k, oder i von k verschieden ist, wenn wir dabei Aik und Aki als 
gleichbedeutende Symbole gelten lassen. Nun ist 
2- a Xk f \  ~b v~2 k f 2' ~F « 3 ^ /3 ' +  ^ 4 ^ /4 , =

( Axxv-xk -+- A 
H- (A x 2 a Xk H- A

+  {.Ax 4 a t ̂  +  A Ci 
In Rücksicht auf 1. ergiebt sich hieraus 

3- a\k f \  +  o~2kf,i +  v-zkf^ +  a4̂ / 4' =  A ■ Xk .
Sind nun u lx, u2x, u3X, uix die Coordinaten der Polarebene des Punktes P x, 

so haben wir in Rücksicht auf die Gleichung der Polarebene die Proportion

bleibt daher ungeändert, wenn wir darin Ukx : hk durch f k x ersetzen, 
sicht auf die vier in 3. enthaltenen Identitäten erhalten wir

In Rück-



3 2 4 Analytische Geometrie.

Die Gleichung der Fläche /  in Ebenencoordinaten ist (No. 7, A)

* 1 1 A \  2 A 1 3 A 14
u x

h x

A \ 2 A 2 2 A 23 A 24
u 2 
^2

9 =  A 13 A 23 A 33 A 34
Uo
/  =  0 . 
h  3

A 1 4 A 24 A 3 4 A 44
ux
K

ux u2 U3 «4 0
T x h2 K

Entwickelt man die Determinante 9 nach den Gliedern der letzten Zeile, so 
erhält man

Die abgeleiteten Functionen 9/  von 9 sind

Die Gleichung des Poles IIx der Ebene Tx ist
Ui == cpn' • ux 4- <p21' • u2 4- <p31' • uz 4- <p41' • — 0;

die Coordinaten £X1, £21, £S1, £41 desselben folgen daher aus der Proportion
8 .  £ 1 1 : ? 2 1  * ^3 1 • %4 1 =  ^ l ? l  1 '  ^ 2 ? 2  l f • ^3*P:U • ^ 4 ? 4  1 •

Setzt man hier die Werthe aus 7. ein, und vergleicht dann die Proportion 
mit 5., so ist ersichtlich, dass

x \  1 • x 2 1 • x 3 1 • x i 1 —  ^11 • ^21 • 3̂1 • ^41 •
Hieraus folgt, dass die Punkte Px und IIx identisch sind, w. z. b. w.
11. Aus der Definition der Polarebene und des Poles, sowie aus den 

Identitäten No. 4, 4 und 8 folgt sofort: Wenn P/c auf der Po larebene  des 
Punktes  Pi l iegt, so liegt auch Pi auf der Polarebene des Punktes  P/c. 
Wenn die Ebene T/c durch den Pol der Ebene Ti geht, so geht auch Ti 
durch den Pol der Ebene Tjc.

Ferner: Die Po la rebenen  aller  Punkte  einer Ebene gehen durch 
den Pol dieser  Ebene. Die Pole aller durch einen Punkt  gehenden  
Ebenen liegen auf einer Ebene, der Polarebene des Punktes.

Legt man durch eine Gerade 7 zwei Ebenen Tx und T 2, bestimmt deren
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P o le  P x u n d  P 2, u n d  b e s t im m t fe r n e r  d ie  P o la r e b e n e  T  e in e s  P u n k te s  Q d e r  

G e r a d e n  7 , so  g e h t  T  d u r c h  P x u n d  d u r c h  P 2, w e il  Q a u f  T x u n d  a u f  T\  l ie g t .  

W ir e r h a lte n  so m it :  D i e  P o l a r e b e n e n  a l l e r  P u n k t e  e i n e r  G e r a d e n  7 

g e h e n  d u r c h  e i n e  G e r a d e  7 ' (P XP 2).
L e g t  m a n  d u rch  P XP 2 z w e i E b e n e n  TX T2 , so  l ie g e n  d e r e n  P o le  a u f  d er  

G e r a d e n  7 , d a  d ie s e  P o le  s o w o l a u f  T x a ls  a u f  T 2 l ie g e n  m ü sse n . H ie r a u s  

fo lg t , d a s s  a u c h  d i e  P o l a r e b e n e n  a l l e r  P u n k t e  d e r  G e r a d e n  7' d u r c h  

d ie  G e r a d e  7 g e h e n .
Z u  j e d e r  G e r a d e n  7 g i e b t  e s  a l s o  e i n e  i n  B e z u g  a u f  e i n e  F l ä c h e

II. O . c o n j u g i r t e  G e r a d e  d e r a r t ,  d a s s  j e d e  d e r  b e i d e n  G e r a d e n  d i e  

P o l e  d e r  E b e n e n  e n t h ä l t ,  d i e  d u r c h  d i e  a n d e r e  G e r a d e  g e h e n .  D ie  

G era d en , d ie  d e n  G e r a d e n  e in e r  E b e n e  c o n ju g ir t  s in d , g e h e n  d u r c h  d e n  P o l  d e r  

E b e n e ;  d ie  G e r a d e n , d ie  d e n  d u r c h  e in e n  P u n k t g e h e n d e n  G e r a d e n  co n ju g ir t  

sind , l ie g e n  a u f  d e r  P o la r e b e n e  d e s  P u n k te s .
12. D e r  P u n k t  P0, d e r  d ie  S tr e c k e  P XP 2 im  V e r h ä ltn is s  X2 : Xx th e ilt , h a t  

d ie  C o o r d in a te n

XkQ =  Xj Xk-̂  4~ ^2xk2i
wenn man voraussetzt, dass X4 4- X2 =  1 ist. Da man nun offenbar hat

fk Q  =  1̂ f k \  +  X2/^ 2', 
so  h a t d ie  P o la r e b e n e  v o n  P 0 d ie  G le ic h u n g  

1. T q 5=  X4 7 \  4 -  k2T 2 =  0 ,

w o b e i

T \  f  \  1 • X X ~9~ f  21  X 2 d“ f  31 " x 3 d~ f 4 1 x 4 =
^ 2  =  f  12 ' X 1 d- f 2 2' ' x 2 ~+~ f z 2  ' X 3 f 42 ’ X 4 =  ®

die G le ic h u n g e n  d e r  P o la r e b e n e n  v o n  P x u n d  P 2 s in d .
D ie  G le ic h u n g  1. b e s tä t ig t , d a ss  d ie  P o la r e b e n e  v o n  P 0 d u rch  d ie  S c h n itt ­

g era d e  d e r  P o la r e b e n e n  v o n  P x u n d  P 2 g e h t , d a ss  a ls o  d ie  P o la r e b e n e n  d e r  P u n k te  

der G e r a d e n  P XP 2 e in  B ü s c h e l  b i ld e n ;  s ie  le h r t a b e r  z u g le ic h , d a s s  d i e  P u n k t e  

e i n e r  G e r a d e n  m i t  d e m  B ü s c h e l  i h r e r  P o l a r e b e n e n  p r o j e c t i v  s i n d .

D u r c h  d ie  P o la r e b e n e n  d er  P u n k te  d e r  G e r a d e n  P XP 2 w ird  a u f  d ie se r  G e r a d e n  

ein e  P u n k tr e ih e  a u s g e s c h n it te n , d ie  m it  d e r  a u f  P x P 2 l ie g e n d e n  R e ih e  d e r  P0 
p rojectiv  is t . D ie  B e z ie h u n g  d e r  P u n k te  b e id e r  R e ih e n  is t  w e c h s e ls e i t ig ;  d e n n  

w en n  II a u f  d e r  P o la r e b e n e  v o n  P 0 l ie g t , so  lie g t  a u c h  P 0 a u f  d e r  P o la r e b e n e  

von  II. F o lg l ic h  fa lle n  d ie  G e g e n p u n k te  b e id e r  R e ih e n  z u sa m m e n , d a  s ie  d e m ­

se lb e n  P u n k te  d e r  G e r a d e n , n ä m lic h  d e m  u n e n d lic h  fe r n e n , e n tsp r e c h e n . H ie r a u s  

fo lgt w eiter , d a ss  d ie  b e id e n  p r o je c t iv e n  P u n k tr e ih e n  e in e  I n v o l u t i o n  b ild e n .

13. D ie  G le ic h u n g  d e r  P o la r e b e n e  e in e s  P u n k te s  P x in  B e z u g  a u f  /  =  0, 

und d ie  G le ic h u n g  d e s  P o le s  e in e r  E b e n e  T x in  B e z u g  a u f  9 =  0  k ö n n e n  z u fo lg e  

der Id e n titä te n  N o . 4 , 4  u n d  8 a u c h  g e s c h r ie b e n  w e r d e n

1. T x s= f \  ‘ x xx +  f 2 x 21 f% ' x 3i ’ X 41 ~
2. P x =  9 /  • uxx 4-  9 2f • ^21 ■+" 93 ' u3\ +  9 4 ' ‘ u4i == 0-

H ie r a u s e r h ä lt  m a n  le ic h t  d ie  G l e i c h u n g e n  d e r  P o l a r e b e n e n  d e r

E c k e n  d e s  A c h s e n t e t r a e d e r s ;  n ä m lic h  für d ie

Aus Gleichung 2. ergeben sich die Gleichungen der Pole der Ebenen  des 
Achsentetraeders; man erhält für den
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H ierdurch  ist die geom etrische Bedeutung der abge le ite ten  
lin ea ren  Functionen  und <p̂' gegeben.

14. Die Gleichung des Pols der unendlich  fernen Ebene ergiebt sich 
aus der Gleichung No. 13, 2, wenn man darin die Coordinaten der unendlich 
fernen Ebene uxx =  u2x — i ux = u  =* 1 einsetzt. Man erhält
1. 1 , - h <p 2' +  ? 3 ' +  ? 4 '

=  ( ß \  1 + A 3  +  ( - # 1 2  +  *#2 2 +  - # 2  3 +  ^ # 2 4 )  U2
+  iß i  3 d- ^ 2 3  d - -#3 3 +  -#34) u3 ( .# 14 -+- -#24 +  .#34 H- -#44) U± =  0 .

Dieser Punkt M  ist auf jeder durch ihn gehenden Sehne den beiden End­
punkten der Sehne und ihrem unendlich fernen Punkte harmonisch conjugirt;
folglich sind in M  die Mitten aller durch M  gehenden Sehnen vereint; M  ist 
daher der M ittelpunkt der F läche <p — 0. Aus der Gleichung des Mittel­
punkts ergiebt sich für die Coordinaten %x, £2, £3, £4 desselben die Proportion

l l  . is  . liL . i i  _ (ß  , t,
hx * h2 ’ hz ' h4

: (^ i :

d- B x 3 d- B x 4) : {Bx 2 +  B  

d~ B %x) : (# 14 +  B
2 t - ^ 1  3

^23 d- B 3 3

Der Mittelpunkt der Fläche cp =  0 ist unendlich fern, 
cienten der Bedingung genügen (§ 11, No. 9)

2 2 d -  ^#2 3 d~  - # 2 4 )

24 d " i? 34 +  -#44).
wenn die Coeffi-

3. B x 4 +  2B x 2 + 2 B x 3 +  2.#14 +  -Z>2 2 H- 2.#2 3 -T 2 .#24 -+-B3 3 H- 2.#34 +  -#44 =  0.
Unter dieser Bedingung wird, wie man sieht, der Gleichung cp =  0 durch 

die Coordinaten ux =  u2 — uz — u4 =  1 genügt, also wird die F läche <p 
von der unendlich  fernen Ebene berührt. Durch diese Eigenschaften sind 
die beiden  Parabolo ide charakterisirt.

Die Gleichung einer Fläche II. O., die das Viereck A XA 2A 3A 4 enthält, 
haben wir gefunden (No. 2, 3)

<P =  ■̂Bi 3 ui u 3 d- 2 B 24u2u4 =  0.
Soll diese Fläche ein Paraboloid sein, so muss nach 2. die Bedingung gelten

2-#13 +  2-#24 =  0.
Die G leichung des das V iereck A XA 2A 3A4 en th a lten d en  h y p e r­

bo lischen  P arabo lo id s ist daher
uxu3 — u2u4 =  0, oder ux \ u 2 =  u4 : u 3.

Dieser Gleichung genügt jede Ebene, die A XA2 in demselben Verhältnisse 
theilt wie A4A 3. Hieraus folgt: Die E benen, welche zwei G erade (AXA 2 
und A4A 3) in en tsp rechenden  Punkten  zweier ähnlichen  P unk tre ihen  
treffen , um hüllen ein hyperbo lisches Paraboloid, das die T räg er der 
be iden  P u n k tre ih en  en thä lt (§ 8, No. 3)

Ist die Summe -#13 -+- .#24 von Null verschieden, so ist
B x 3  t l x 1 1 3  —|— B 2 \  ^ 2  ^ 4  =  0

die Gleichung eines einschaligen Hyperboloids. Für die Coordinaten des 
Centrums M  dieses Hyperboloids hat man die Proportion

I i . l 2 . i 3. l i
2̂ 3̂ 4̂

Daher hat man insbesondere
—  -#13 : -#24 • -#13 • -^24 •

• 1̂ — £3 • 3̂ > • ^ 2  —  ?4 * ^ 4  •
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Legt man eine Ebene durch A XA 3M  und ist R  der Schnittpunkt dieser 
Ebene mit der A XA 3 gegenüberliegenden 
Tetraederkante A 2A 4, sind ferner N und 
Q die Schnittpunkte der Geraden A XM  
und A 3M  mit A SR  und A XR,  so ist 

\ hx =  M N :  A x N\  
e3 :hz =  MQ : A SQ; 

folglich ist auch M N \ A XN — M Q : A 3Q.
Hieraus folgt weiter, dass N Q  und 

AxA 3 parallel sind, sowie dass die Ge­
rade R M  durch die Mitte R x der Seite 
A xA 3 des Dreieckes A XR A 3 geht;*) 
folglich liegt das Centrum des Hyper­
boloids auf der Ebene, welche durch A 2A 4 und die Mitte der gegenüber­
liegenden Kante A XA 3 geht.

Ebenso schliessen wir aus der Gleichung =  U '■ >‘i, dass M  auf der
Ebene liegt, welche die Kante A t A ,  mit der Mitte der gegenüberliegenden
Kante A 2A 4 verbindet. .

Wir gewinnen so den Satz: Die C entren a lle r F lächen  II. ., ie ein 
gegebenes unebenes V iereck en tha lten , liegen  auf der G eraden , 
welche die M itten der D iagonalen  dieses V ierecks verb indet.

15. Construirt man zu einem Punkte A x die Polarebene T x in Bezug auf 
eine Fläche II. O., wählt einen Punkt A 2 auf Tx und construirt die Polar­
ebene desselben T 2> so geht T2 durch A x\ wählt man auf der Schnittgeraden 
von T x und T2 einen dritten Punkt A z und bestimmt dessen Polarebene T,,  so 
geht diese durch A x und A 2. Der Punkt A4, den T x, T2 un<ä V3 gemein 
haben, hat eine Polarebene, die durch A x, A 2 und A s geht, also ist diese die
Ebene A xA 2A r

Man erhält so ein Tetraeder A xA 2A i A 4> dessen Seitenflächen die 1 olar- 
ebenen der gegenüberliegenden Ecken sind; ein solches Tetraeder wird als 
P o la rte trae d e r  der Fläche /  bezeichnet.

Wie man sieht, giebt es unzählig viele Polartetraeder einer Fläche f , einen 
Eckpunkt (Ax) kann man beliebig im Raume wählen; den zweiten Eckpunkt (A2) 
kann man beliebig auf der Polarebene von A x wählen; den dritten Eckpunkt 
kann man beliebig auf einer Geraden, dem Schnitte der Polarebenen von T x und 
X wählen; der vierte ist durch diese drei bestimmt.

’ Oder man wählt eine Ebene (Tx) beliebig im Raume; die zweite Ebene (T2) 
kann man unter den durch einen Punkt (den Pol von T x) gehenden Ebenen 
beliebig wählen; die dritte kann man unter den durch eine Gerade (die die 1 ole 
von Tx und T2 verbindet) gehenden beliebig wählen; die vierte ist durch diese
drei bestimmt.

*) Den Beweis dafür, dass MR die Seite A XAZ halbirt, kann man dem Satze (analyt. 

Planimetrie § 5 , No. 13) entnehmen: Theilt man die Seiten A XA 2, A 2 A3, A3 A X eines 
Dreiecks der Reihe nach in den Verhältnissen nx :n2, n3 :nx, und verbindet die
Theilpunkte mit den gegenüberliegenden Ecken, so gehen diese drei Geraden durch einen Punkt. 

Theilt man also AZR im Verhältnisse m : n =  A 3 N: RR  und RA X im Verhältnisse A Q. QAX 
=  R N : N A 3 =  n:m,  so wird A XA 3 von R M  im Verhältnisse m : m getheilt, folglich ist

AXRX — R x -d3'
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A  ̂4̂ 4 — 0.

W ählt man ein P o la rte traed e r zum A chsentetraeder, so müssen sich 
m den Gleichungen einer Fläche /  =  0, bez. <p =  0 die Gleichungen der 
Polai ebenen der Ecken des Achsentetraeders

. .. A' =  °> /* ' =  0, / 3' =  0, f j  =  0
aui die Gleichungen der Tetraederebenen reduciren

A 11x 1 =  o, ^ 22 2̂ =  0, ^3 3̂ 3 =  0,
Die Gleichungen der Pole der Tetraederebenen

? i' =  ?2' =  0, ? 3' =  0, <p4' =  0
müssen sich auf die Gleichungen der Ecken des Tetraeders reduciren

ß x \ U\ =  0, ^ 22̂ 2 =  0, B  ̂ 3W3 =  0, ^ 44̂ 4 =  0.
Hieraus folgt als Bedingung dafür, dass das Achsentetraeder ein Polartetraeder 

der Fläche /  =  0, bez. cp =  0 ist,
^12 =  ^ i 3 =  A x4 — A 23 =  A ci ~ ~ ■ *" a * za  *^2 4 —  -^34 —  0,

12 ^ 13 ^14  =  -^2 3 ~  ^ 2  4 =  ^ 3  4 =  0.
Die Gleichung einer Fläche zweiten Grades in Bezug auf ein Polartetraeder 

ist daher
in Punktcoordinaten: A llX f  +  At i x f  +  +  A t i x}  =  0,

0.'22^2 + 233̂ 3 ^ 4  4 ^ 4in Ebenencoordinaten: B xxu'l +  i?
A. Die abgeleiteten Functionen der Function

f f  =  ^ l i^ i2 +  A 22x % 4- A 33x$ h- ^ 44^1 =  0
/ t  =  A X 1 X  4 ,  / „ '  =  ^ 2 2 * 2 >  / 3 ' —  ^ 3 3*3>  / 4 ' =  ^ 44^4 •

sind

Die Gleichung der Tangentenebene des Punktes Px (bez. der Polarebene 
desselben) ist daher
1. T  =  A XXX1X . Xx +  ^ 2 2 * 2 1  • * 2  +  A 33X 3 1  • * 3  +  ^ 4 4 ^ 4 4  • X4 = 0 .

Sind u2> u3) die Coordinaten der Tangentenebene, so hat man die 
Proportion

Sind daher bezogen auf ein Polartetraeder die Gleichungen derselbenFlächell.O.
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in Punktcoordinaten: axx? 4- a2Jr| 4- a3jr32 4- a^x? =  0,
in Ebenencoordinaten: ß4 u f  4- ß.2 4- ß3 zz32 4 - ß4 ul  =  0,

7- ^ 2®ißi ^ |a 2ß2 — h3 0C3 ß3 — h% a4 ß4 — 1 .
16. Aus der Proportion 3. in No. 15 ergeben sich die Coordinaten des 

Centrums, wenn man ukx =  1 setzt.
Wenn als Gleichung der Fläche vorausgesetzt wird

~P ß2 u ß3 ß4«42 =  0,
so erhält man daher für die C oordinaten  £2, £3, £4 des Centrum s

ß3 Z , ß4p _  P l i  M — o n\ > £ — — h? 2 —  ß n‘. H =  “ 4, £zL = h4 »

wenn man ß abkürzungsweise für ß: 4 - ß2 4- ß3 4- ß4 setzt.
17. Wenn man durch C oord inaten transform ation  von derG leichung  

einer F läche II. O. in Bezug »auf ein P o la rte trae d e r  zur G leichung 
derselben F läche in Bezug auf irgend  ein anderes P o la rte traed e r 
übergeht, so b le ib t sowol die Summe der C oeffic ien ten  in der 
G leichung für P unktcoord inaten , als auch in der G leichung für 
L in iencoord inaten  ungeändert. Sind die Gleichungen im ursprünglichen 
Systeme

04.*2 4- a2x'l 4- a3^ 32 4- a4^ 2 =  0,
ßi^i2 -+- ß2 2̂2 +  ß3 3̂ +  

und im neuen Systeme
A x £2 4- A 2 4- A z £2 4- ^4 S42 =  0,
B xw l  4- B 2w'l 4 - B 3w $ 4 - B±wl  — 0 ,

so gelten die Gleichungen
ai a2 a3 4- a4 =  A x 4- A2 4- A 3 4- A± ,
ßi ß2 ~P ß3 +  ß4 =  B x 4- B 2 4- B 3 4- B 4 .

Beweis. Da in unseren Gleichungen nur die Quadrate der Coordinaten Vor­
kommen, so kann in den Transformationsformeln § 11, No. 15, 1 und. No 17, 1 
über die Coefficienten immer so verfügt werden, dass 
1- 1̂ 2̂ == 3̂ == 4̂ == ~P 1 und 4- o,2 4- u3 4~ <3'4 == 4* 1 .

Unter dieser Voraussetzung sind die Transformationsformeln
^1 l-^i “P ^2 1A2 ~P ^3 1^3 ~P ^4 1^4 y 2̂ === a \  2 ^ 1  ~P ^2 2^2 ~P ^ 3  2 ^ 3  ~P ^ 4  2 ‘*'4 >

3̂ ~  a\3X1 4“ 2̂ 3'̂ 2 ~P ^3 +^43^4» 4̂ =  al 4X1 +  a2 4X2 ~P a3 4X3 “P a4 4X4 ‘
Setzt man dies in die Gleichung der Fläche

A x \ l + A 2i l  -T A ^ \  + A J I  =  0 ,
so erhält man aus der Identität
2. Ax ?i2 -I- A 2 62 +  A 3%1 4- A ^ l  =  a1JC12 4- a2̂ |  4- a3̂ 32 4- 
zunächst folgende vier Gleichungen, welche aussagen, dass in der transformirten 
Gleichung die Coefficienten, welche Produkte von je zwei Coordinaten multipliciren, 
verschwinden
3. A xaz-4a/tX 4- A 2ctj2ak2 -P A^a^a^^  4 - A ^a ^a 4̂ =  0,
wobei man für 1, k jede Combination zu zweien aus den vier Ziffern 1, 2, 3, 4
zu nehmen hat, so dass man sechs Gleichungen dieser Art erhält.

Ferner erhält man aus 2.
«z — A x ai'l 4- A 2a,l 4- A sazl  4- A ^a^ l , 

daher ergiebt sich die Coefficientensumme
4. ctj 4- a2 +  a3 +  a4 =  2Aj, (af*. 4- a^k +  a\k +  a%k), k — 1, 2, 3, 4 . 

Multiplicirt man nun jeden der sechs Ausdrücke 3. mit 2coseik (§ 11, No. 13, 6)



330 Analytische Geometrie.

subtrahirt sie dann von der rechten Seite der Gleichung 5., und ordnet nach den 
neuen Coefficienten A x, A 2, A s, A±, so erhält man

~P Kg GC4 =  'SAfcfa^k -p (l^k H- ü\k ~P k 2#j£®2£ 2
5. —  ^a-Lka-ik c o s t  13 — *laxk<i±k c o s z  14 — 2 a 2k a sk c o s t iZ — 2 ^ 2^ö!4^ ^ s24

2t?g/i'<Z4̂  <T(?i'Sg4) .
Nun ist aber nach der Voraussetzung (§ 11, No. 14)
l\k +  ß$k +  a$k “P <l%k --  2^j^d!2̂  COS Ej 2 --  . . — 2 Cl^kttikCOSẐ i — 1 ,

folglich erhält man aus 5. die erste der beiden behaupteten Gleichungen 
<X4 ~P Ot2 ~P ctg ~p a4 =  A x -p A 2 -p A g -P A± .

Um die Richtigkeit der zweiten nachzuweisen, führe man in
6 . B xw% -P  B 2w \  - p  2?3 ze/f +  B ± w \  =  0
die Coordinaten des ursprünglichen Systems ux, u2, uv ux mit Hülfe der Formeln 
§ 11, No. 17 ein; unter der Voraussetzung 1. ist
®T =  OC 11^1 +  a21^2 d- a31^3 ~P ®4 1 4̂ , ^2 al 2^1 ~h a22^2 d~ a3 2^3 d~ a4 2^4 >
W3 =  a13^1 d- «23^2 d- a33W3 +  a4 3W4 > w4 =  a i4Wl +  a24W2 d~ «34̂ 3 ~P a44^4 *

Setzt man diese Werthe in die Gleichung 6. ein, so erhält man aus der 
Identität
7. B XZVI +  B %w l  +  +  B±w\ s= ßx«* +  ß2W2 d" ß3a 3 +  ß4^42
zunächst die sechs Gleichungen
8. ^ 1a,1ai1 +  ^ 2 a^2a ’̂2 +  ^ 3 az’3a 3̂ +  -#4a*4a£4 =  0;
wo man wieder für i, k die sechs Paare aus den vier Ziffern 1, 2, 3, 4 zu setzen 
hat. Aus 7. folgt weiter

ßz =  B-y aix -p B^ ®/2 ~P -̂ 3 a/'3 d~ -̂ 4 a?4 >
daher erhält man

ßl d~ ?2 d- ßg +  ß4 =  (<X2 £ ~P a2£ ~P V-\k +  a4 &) > k =  1, 2, 3, 4 .
Addirt man in dieser Gleichung zu der rechten Seite die sechs Grössen 8., 

jede mit 2 multiplicirt, so erhält man
ßi +  ß2 d~ ßg +  ß4 =  ^Bk(a.xk -f- a.f£ -P a^. -P d~ 2oij£OC2£ +  2 &xk&3k

~P 2a4̂ a4 ,̂ -P 2ot2 â3̂  d- 2a24ra4A -P 2ag4;a4£) 
=  (®i/t ~P a2/t d- a3/t d“ ®4̂ )2 =  '̂ ‘Bk^k2, •

Da nach der Voraussetzung tsk— 1, so ergiebt sich hieraus die zweite der 
behaupteten Gleichungen

ßl d“ ?2 d- ?3 d- ß4 =  B x -p By H- Z?3 d- -#4 •
18. Um zu zeigen, wie man die Flächen II. O. nach den Coefficienten ihrer 

Gleichungen in Bezug auf ein Polartetraeder unterscheiden kann, schalten wir 
einen allgemeinen Satz über die Transformation quadratischer Functionen ein.

Wenn die quadra tische  Function 
1. ^lJ^l d~ a%y$ d- a3^3 d- • • -t- dr^r2
durch die hom ogenen linearen  Substitu tionen

A l =  f i i h  d - +  • • d- cr \ z r  t

A2 =  ^12^1 +  ^22̂ 2 d- • • • d- CriZr ,

yr =  Ĉ r Z4 -+- Ĉ r S2 d~ . . . -+- Crr %r 
in die Function übergeht
3. d- ^2̂ 2 d“ ^3^2 d~ • • • d- bŷ Zr ,
so ist die A nzahl der positiven C oefficienten unter den a g leich  der 
Anzahl der positiven  Coefficienten unter den b.

Beweis. Aus der Identität
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a \ y \  d“ a2y£ d- • • d- «UV2 =  ^ i^ i2 -T ^2s 22 d- • • +  brZr*
folgt
4. -4- a2y g  d- , . d- ary r2 — ^ i^ i2 — — . . .  — brzr2 =  0 .

Denken wir uns die Functionen
^lAl2 d- a 2y22 d- • • • und b \  -y- b2zg .

so geordnet, dass erst alle Glieder mit positiven Coefficienten kommen, dann 
die mit negativen; es seien a x, a2 . . . am positiv, am+1 . . . ar negativ; sowie 
bx, b2 . . . bn positiv, bn+1 . . . br negativ. Nimmt man nun zunächst an, es 
sei n <  m, so wäre die Anzahl der negativen Glieder in dem Polynom 4. 

r  — m d- n =  r  — (n — in),
also kleiner als r. Setzt man alle y, welche negative Coefficienten haben, gleich 
Null, also
5. y m r̂X =  y»i-\- 2 == • • • == yr =: 0 >
so kann man noch ausserdem über die z so verfügen, dass man alle in der 
Function bxz x2 -t- b2z<f mit positiven Coefficienten versehenen z annullirt, also
6. z x — z 2 =  z 3 =  • • • =  zn =  0
annimmt. Denn die letzten r — m der Formeln 2. gehen dann in r  — m homo­
gene lineare Gleichungen der r  — n Grössen zn+2, zn+l . . . zr über, enthalten 
also mehr unbestimmte Grössen, als die Anzahl der Gleichungen beträgt, und 
sind daher auf mehr als eine Weise durch von Null verschiedene Werthe der 
Unbestimmten erfüllbar.

Durch die Substitutionen 5. und 6. verschwinden in 4. alle negativen Glieder; 
da nun eine Summe von positiven Grössen nicht verschwinden kann, so folgt, 
dass die Annahme falsch ist; also ist n nicht kleiner als m.

Nimmt man an, n sei grösser als m, so kann man, ohne auf widersprechende 
Bestimmungen zu stossen, alle y  gleich Null setzen, welche in der Function 1. 
positive Coefficienten haben, und alle z,  welche in 3. negative Coefficienten 
haben. Dann fallen in 4. alle positiven Grössen hinweg, im Widerspruche damit, 
dass die algebraische Summe aller in 4. stehenden Glieder identisch verschwindet.

Es ist nicht überflüssig, hervorzuheben, dass diese Schlussweise in dem Falle 
m =  11 ihre Anwendbarkeit verliert; denn setzt man alle y, deren Coefficienten 
negativ, und alle z, deren Coefficienten positiv sind gleich Null, so erhält man 
aus den letzten r  — m Formeln der Gruppe 2. ebensoviele homogene lineare 
Gleichungen für die Grössen zn+x . . . zr> die gerade so viel Unbestimmte ent­
halten, als die Anzahl der Gleichungen beträgt, und daher im Allgemeinen nur 
durch verschwindende Werthe der Grössen zm+x . . . zr erfüllt werden können. 
Aus z„l+x =  zm+ 2 =  . . zr =  0 folgt dann auf Grund der Gleichungen 2., 
dass auch die übrigen y  verschwinden, so dass nun die Identität 4. erfüllbar ist, 
da alle Glieder derselben verschwinden.

19. Wenn in der Gleichung
cp == ßjB j2 +  ß2«22 -+- ßg^g2 +  ß4a 42 =  0

kein Coefficient Null oder unendlich gross ist und auch die Summe der Coeffi­
cienten nicht verschwindet, so ist die Fläche keine Grenzfläche, kein Kegel 
und kein Paraboloid; man kann dann die Gleichung durch die Summe aller 
Coefficienten dividiren. Man kann daher im Falle

ßi +  ß2 +  ß3 ß4 =§! 0
ohne Beschränkung der Allgemeinheit voraussetzen, dass

ßi H- ß2 -F- ß3 -U ß4 =  1 -
Geht man nun durch die Transformationsformeln zu irgend einem andern
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Polartetraeder über, so ist auch in der neuen Gleichung (No. 17) die Summe 
der Coefficienten der positiven Einheit gleich; ferner enthält auf Grund des 
soeben bewiesenen Satzes die neue Gleichung ebensoviel positive Coefficienten, 
als die ursprüngliche.

Die Flächen ordnen sich daher in drei Arten, je nachdem A. ein positiver 
Coefficient und drei negative, oder B. drei positive Coefficienten und ein nega­
tiver, oder C. zwei positive und zwei negative vorhanden sind.

A. Sind unter den Coefficienten drei negative, so kann man die Gleichung 
schreiben

9 =  — b^u2 —  bgu.f  —  bgug =  0 .

Die Coordinaten des Centrums sind
h  =  H h  i .  5, =  -  A j A , ,  S3 =  -  A f A , ,  £4 =  —  H A ,  , 

das Centrum  liegt daher in jedem P o la rte traed e r in e iner G egenecke 
einer T etraederecke.

Die Gleichung der Fläche in Punktcoordinaten ist
J _ * 2  _ _ J _

bUä  2 b U i
■ 2 __ ■x ? =  0.Ä2Ä2 **1

u i n \ u 2 " 2
Setzt man hier die Coordinaten des Centrums ein, so erhält man

/ ( E i .  E „  Es. £4) =  ~  t f  -  b i  -  b i  =  1 ,
nach der über die Coefficienten von cp gemachten Voraussetzung. Da nun für 
die Coordinaten A t , A 2, A 3, A4 des Coordinatentetraeders die Function f  die 
Werthe erhält

1 : b f ,  -  1:  b f , -  1:  b i ,  -  1 : b\  ,
so folgt, dass das Centrum M  und die Ecke A 1 auf derselben Seite der Fläche 
liegen, während A 2, A 3 und A± mit M  nicht auf derselben Seite liegen.

Verbindet man das Centrum mit einem Punkte P2 der Ebene A 2A 3A a, so 
bestimmt sich das Verhältniss, in welchem die Strecke M P 2 von der Fläche 
getheilt wird, aus der Gleichung No. 4, 1, wenn man darin 

1 1 1 1

0 O'O . ---  ---- ---------- ------ - ^
reale Verhältnisse : X2 genügt, jede durch das Centrum und durch einen Punkt 
der Ebene A 2A 3A 4 gelegte Gerade, d. i. jede  Gerade durch  das C entrum  
schneidet die F läche in realen  Punkten. Hieran wird die Fläche als 
E llipso id  erkannt.

B. Sind drei Coefficienten positiv und einer negativ, so kann man setzen
9 =  b^u^  4- b2 u2 4- b£ug

Die Coordinaten des Centrums sind
b 2u 2 =  0 •
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Das Centrum lieg t daher in einem  an e iner T etraederfläche  
aussen an liegenden  Raume.

Die Gleichung der Fläche in Punktcoordinaten ist
l o . l „  1 1/ - b \h l b%hl b lh l 0.

Für die Coordinaten des Centrums nimmt f  den Werth an
/ G l .  2̂» £4) =  b^  4 -  b i  -p  b i  —  b i  =  1 ;

für die Coordinaten der Punkte A x, A 2, A 3, A4 erhält /  die Werthe
1 : bh  1 - bi ,  1 : b i ,  -  1 : b* .

Daher liegen drei Ecken jedes Polartetraeders A t , A2, A ?t mit dem Centrum 
auf derselben Seite der Fläche, die vierte A a wird von M  durch die Fläche 
getrennt.

Fiii das Verhältniss, in welchem die Strecke, die das Centrum mit einem 
Punkte P2 der Ebene A 1A 2A 3 verbindet, von /  geschnitten wird, ergiebt sich 
jetzt die Gleichung

X*2 +  2Xl>k2 +  X* {b ib i  b%,
aus welcher folgt

2/q *22 bihi )  =  0,

=  h l / i - i sbi hi
- 2 'i 2 bih i C22 + b ih i

-2 
v 3 2

Der Radicand wird für unendlich grosse Werthe von x 12, x 22, x 32 negativ 
unendlich. Wir sehen daher: Die Ebene, die durch das Centrum parallel der 
Ebene eines Polartetraeders gelegt wird, deren Ecken mit dem Centrum auf der­
selben Seite der Fläche liegen, hat mit der Fläche keinen realen Punkt gemein. 
Es giebt daher Ebenen durch das Centrum, die die Fläche nicht schneiden. 
Folglich ist die Fläche ein zw eischaliges H yperboloid.

Setzt man in den Gleichungen des Ellipsoids und des zweischaligen Hyper­
boloids
b iW  — b 2x 2 — b3 x 3 — b 2x 2 =  0, bez. b*xx2 +  b * x 22 
der Reihe nach x t =  0 und x± =  0, so erhält man

b 3x 3 bgx£ 0

b lx i bl x i b lx l  — 0, bez. b \x 1 J) 2 sy 2 u2 ̂ 2 b32x i  - 0 .
Beiden Gleichungen kann durch reale Punkte nicht genügt werden. In 

jedem P o la rte tra e d e r  eines E llip so ids und eines zw eischaligen  
H yperboloids g ieb t es daher eine Ebene, welche die F läche n ich t 
schneidet. Hierdurch wird bestätigt, dass auf dem Ellipsoide und auf dem 
zweischaligen Hyperboloide keine Geraden liegen; denn von einer Geraden wird 
jede Ebene in einem realen Punkte getroffen.

C. Sind zwei Coefficienten der Function cp positiv, und zwei negativ, so kann 
man setzen

cp =  b ^
Die Coordinaten des Centrums sind jetzt

bl ul  — b}ul

^ 1 ^ 1  > —  b 2 b 2 ’ £3 —  —  b 3 b 3 > £4
Die Gleichung in Punktencoordinaten ist 

/  -  tA w Xi 4- 1 ~ 1 •y* 2 __
7,2/, 2 ^3  
u 3 n 3

1
b ih 2

b! K

x} — 0.bv q  ^  ^  b ^ i
Für die Coordinaten des Centrums und der Ecken des Polartetraeders 

nimmt die Function /  die Werthe an
1. 1 :  b i ,  1 :  b 2 , -  l :  b i ,  -  1 : b% .
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Daher liegen zwei Ecken A x, A 2 jedes Polartetraeders mit dem Centrum
A4 werden durch dieauf derselben Seite der Fläche, die beiden andern A3,

Fläche vom Centrum getrennt. Das Centrum liegt, da zwei Coordinaten positiv, 
die andern beiden negativ sind, in einem an einer Kante anliegenden zwei- 
eckigen Raume. Giebt man /  die Form

kürlicher Wahl des Verhältnisses : ja2 die beiden Gleichungen gelten 
Pi T x =  fx21 2 , lx\ T x =  p2 ^2 >

welche also den beiden Ebenen gemeinsam sind
T  s== [ i j l1] — [i.2 7 2 =  0 , Tx =  Pi Tx h-2 ^2 ^ •

Diese Ebenen sind entsprechende Ebenen zweier projectiven Ebenenbüschel, 
in denen Tx und V2 den Ebenen T x und entsprechen.

Dies charakterisirt die Fläche als e inschaliges H yperboloid .
20. Ist in der Gleichung

cp = =  ^ u f  - + -  ß 2 « |  +  $ 3 U 3 +  ? 4 W =  0
kein Coefficient Null oder unendlich und die Summe der Coefficienten

ß l  +  +  ß3 +  =
so sind die C oordinaten  des Centrum s unendlich gross, und die Fläche 
ein Paraboloid (No. 14). Alsdann haben entweder drei, oder zwei Coefficienten 
gleiche Zeichen.

A. Haben drei Coefficienten dasselbe Zeichen, so kann man die Gleichung
schreiben , „ „

cp =  b l  u l  +  b l  u l  +  bl u l  — bl u l  =  0 .

Daher ist die Gleichung in Punktcoordinaten 
1 1 1 1

b fh i =  0
bl h l * 1 ^  b l h l  ^  b l b i  

Setzt man in beiden Gleichungen der Reihe nach u4 =  0, x 4 0, so er- 
giebt sich ^
blu\  H- blul  H- blu l  =  0, bez. d- 7VTT5 x 3 +  m s  x 3 =bl blb i h r 1 "  2

Beiden Gleichungen kann durch reale Werthe des Coordinaten nicht ge­
nügt werden. Wir sehen daher: In jedem  P o la rte traed er g ieb t es eine 
Ecke, durch welche sich keine  realen  T angentenebenen  der F läche  
legen lassen, und die d ieser Ecke gegenüberliegende Seite des 
T e traed ers  ha t fnit der F läche keine  realen  Punkte gemein.

Hierdurch ist das e llip tische  P arabo lo id  charakterisirt; denn eine gerad­
linige Fläche wird von jeder Ebene in realen Punkten getroffen, und sendet 
durch jeden Punkt des Raumes reale Tangentenebenen.

Für die Coordinaten der Ecken des Achsentetraeders nimmt die Function /  
die Werthe an

1 : bl, 1 :b*, 1 :bl, - 1 : K .
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Hieraus folgt, dass die Ecken A x, A 2, A., durch die Fläche /  von A 4 ge­
trennt sind. Die durch A 4 gehenden Kanten und Flächen des Tetraeders 
schneiden also die Fläche in realen Punkten, die andern nicht.

B. Haben nur zwei Coefficienten dasselbe Zeichen, so kann man die 
Gleichung schreiben

<p £=  b \ u l  b ^ l  —  b ^ l  —  b ^ l  —  0 .

Die Gleichung in Punktcoordinaten ist daher
f  r-—- ---------  y  2 { --------- y  2 __  ______ y  2 __ ______ y  2 ---- (A
1 — bl bl  1 +  bl h l  2 bl bl  3 bl bl  4 — u '

Man überzeugt sich wie bei der Gleichung des einschaligen Hyperboloids 
No. 19, C. dass diese Fläche geradlinig ist; wir haben daher das hyperbo lische  
Parabo lo id  vor uns.

Für die Coordinaten der Tetraederecken erhält /  die Werthe
1 : b l , 1 : b l  , — 1 : b \  } — 1 : b l .

Daher werden A x und A 2, sowie A 3 und A 4 durch die Fläche nicht ge­
trennt, während die Tetraederkanten A XA 3, A XA 4, A 2A 3, A 2A4 von der Fläche 
geschnitten werden, und zwar, wie aus den Polareigenschaften folgt, so, dass 
innerhalb jeder Strecke nur ein Schnittpunkt liegt, — eine Bemerkung, die in 
Bezug auf jede Fläche II. O. von jeder Kante eines Polartetraeders gilt, die die 
Fläche in realen Punkten trifft.

21. Wir schliessen hieran die Frage nach den P unkten  im Raum e, 
welche in Bezug auf zwei F lächen  II. O. d iese lbe  P o larebene haben.

Wir beziehen beide Flächen auf ein Polartetraeder einer der Flächen; die 
Gleichungen in Punktcoordinaten seien

F  =  b x x l  -+- b 2 x I  - h  b 3 x l  H- b 4 x \  =  0 ,

/  = =  a x x x l  +  ' 2 a x 2 x x x 2 -+- . . . -+- a 4 4 x l  =  0 .

Die Polarebenen eines Punktes P0 bezüglich beider Flächen sind 
T  b xXXQ • Xx — b2^20  ’ X 2 d-  ^3 ^ 3 0  " X 3 d-  ^4 ^ 4 0  " x 4 ==
T  ^  f x o • x x -T  / 20 • x 2 -\~ f 30 ‘ x 3 +  / 4 0  X 4 = 0 .

Sollen T  und T'  geometrisch gleichbedeutend sein, so muss die Function T  
durch Multiplication mit einer Zahl \  identisch mit T' werden. Man hat daher 
die Gleichungen

a l l X 1 0  " k  a \ 2 x 2ü  ~k a \ 3 x 3Q d “ ^ 1 4 ^ 4  0 =  ^ 1 ^ 1 0  t

1 a 4 2 X 1 0  ~k a 2 2 x 2 0  “k  a 2 3 x 3 0  d~  & 2 4 x 4 0  == ^ 2 ^ 2 0 »  

a l 3 X 1 0  " k  a 2 3 X 2 0  " k  ^ 3 3 ^ 3 0  d -  # 34^40  =  ^ 3 ^ 3  0»
^ 1 4  X 1 0 d~ a 2 4 x 2 0  “k  ^ 34^30  "k  # 44^40  =  ^ ^ 4^40  •

Reducirt man diese auf Null, so erhält man
( ^ 1 1  ^ b x ) x xo  H - <ZX 2 X  ̂  0 +  d'X 3 X 3 0 “ h  a \ 4 X 4 0  =

2 a i 2 x 1 0  “k  (^ 2 2  ^ ^ 2) ^ 2 0  “k  a 2 3 x 3 0  ~k a 24  x 4 0  === ^  >

a 1 3 X 1 0  “k  a 2 3 X 20  d -  (^ 3 3  d -  ^ 34^40  =  0 »
^ 1 4 ^ 4 0  d -  ^ 2 4 ^ 2 0  d -  ^ 34^30  d~ (^44 ^ X ^ X ^ q =  0 .

Der Verein dieser vier homogenen linearen Gleichungen wird durch das 
Verschwinden der Determinante bedingt

Dies ist eine Gleichung vierten Grades für X. Hat man sie aufgelöst, so 
setzt man die Wurzeln der Reihe in das System 2. ein und erhält somit aus den
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vier Wurzeln der Gleichung 3. vier verschiedene Systeme zur Bestimmung der 
Coordinaten x^0. Bezeichnet man mit den Coefficienten des ^-Elements der 
z-ten Zeile von (7, so hat man

X 1 0 • X 2 0  • ‘•''3 0 • "''40 =  a*l • ®*2 * ®z3 • a*4
wo nun die für die vier Wurzeln X im Allgemeinen verschiedene Werthe an­
nehmen Es g ieb t somit vier Punkte im Raume, die für zwei F lächen  
II. O. d ieselbe P o la reb en e  haben.

Ist II x ein Punkt, der für F  und f  dieselbe Polarebene T x hat, und hat II2 
für F  und f  dieselbe Polarebene Z2, so liegen II2 auf T x und Ü1 auf T 2. 
Denn angenommen, II2 läge nicht auf T v  mithin auch IIj nicht auf T 2, so be­
trachte man auf der Geraden Ü1 1I2 die beiden Involutionen (No. 12), deren 
Paare durch die Punkte dieser Geraden und durch die Schnittpunkte derselben 
mit den Polarebenen der Punkte in Bezug auf F  bez. /  gebildet werden. Diese 
beiden Involutionen haben zwei gemeinsame Paare, nämlich die, zu welchen 
II1 und 1J2 gehören. Wenn aber zwei Involutionen zwei gemeinsame Paare 
haben, so sind sie identisch. Folglich treffen die Polarebenen jedes Punktes II 
der Geraden H2 in Bezug auf F  und f  diese Gerade in demselben Punkte; 
da sie nun ausserdem beide durch den Schnitt von Tx und T 2 gehen, so sind 
sie identisch. Es fallen also für alle Punkte der Geraden II j II2 die Polar ebenen 
bezüglich F  und /  zusammen. Dies widerspricht der Thatsache, dass die 
Gleichung C =  0 im Allgemeinen nicht durch unendlich viele Wurzeln X erfüllt 
wird, sowie dass im Allgemeinen nicht für eine Wurzel X der Gleichung C =  0 
die vier Gleichungen des Systems 2. sich auf zwei Gleichungen reduciren, in 
welchem Falle allerdings alle Punkte auf dem Schnitte der durch die beiden 
übrig bleibenden Gleichungen dargestellten Ebenen zusammenfallende Polar­
ebenen haben würden.*)

Hieraus folgt, dass im allgemeinen Falle, wenn nicht mehr als vier Punkte 
vorhanden sind, deren Polarebenen für f  und F  zusammenfallen, die Polarebene 
jedes der vier Punkte F 0 durch die drei andern geht.

Zwei F läch en  II. O. haben  also ein gemeinsames P o la rte traed er. 
Hat die Gleichung C — 0 vier reale Wurzeln, so sind alle Ecken dieses Tetrae­
ders real. Hat C =  0 ein Paar conjugirt complexe Wurzeln, so sind zwei 
Ecken des Tetraeders und die ihnen gegenüberliegenden Ebenen real; die Ge­
rade der beiden realen Ecken und die Schnittlinie ihrer Polarebenen bilden zwei 
Gegenkanten des Polartetraeders und sind für beide Flächen /  und F  conjugirte

*) Von der Richtigkeit dieser Bemerkungen überzeugt man sich, indem man die Gleichungen 
zweier Flächen bildet, die ein gemeinsames Polartetraeder haben. Die Gleichungen in Bezug 
auf dieses Tetraeder seien

F  =  bxx?  +  b2 x<f +  b3 x 32 +  b4x f  =  0 /  =  a^x? +  a2 x$ +  a3xg  +  a4 x*  =  0.
Die Gleichung C =  0 wird jetzt (al —  \by) (a2 — X^) («3 — X̂ 3) (ai — X4b) —  0, 

und ergiebt für X die vier Auflösungen «j : bx , a2 : b2 , a3 : b3 , a4 : b4.
Aus den Gleichungen 2. ergeben sich, wenn die Verhältnisse der a von den Verhältnissen 

der entsprechenden b verschieden sind, die Ecken des Achsentetraeders als Lösungen der Aufgabe.
Nur dann, wenn zwei Coefficienten in f  dasselbe Verhältniss haben, wie die entsprechenden 

in F, tritt eine Abweichung ein. Ist z. B. a1 : a2 =  by : b2, und sind £lt £2 die Coordinaten 
eines auf AyA2 liegenden Punktes F, so sind die Polarebenen von P

a i G ‘ X 1 ~p a 2 G ' X 2 “ Ol G $1 • x X 4~ G G ’ =  0 i
und diese sind identisch, da bx : b2 — ax : a2.

Ist ax : a2 : a3 =  bx : b2 : b3 , so haben alle auf A^A2 A3 liegenden Punkte dieselbe 
Polarebene für f  und F.
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Gerade. Hat (7— 0 keine reale Wurzel, so sind die gleichbezifferten Coordi­
naten je zweier Punkte, welche einem Paare conjugirt complexer Wurzeln von p. 
zugehören, conjugirt complex; daher werden auch die Gleichungen der Polar­
ebenen zweier solchen conjugirt complexen Punkte conjugirt complex.

Aehnlich, wie die Bemerkungen über conjugirt complexe Punkte und Geraden 
in der Ebene, leitet man die Sätze ab: Zwei conjugirt com plexe Punkte 
genügen den Cileichungen einer durch sie bestim m ten rea len  Geraden. 
Zwei conjugirt com plexe Ebenen haben eine rea le  S chnittgerade.

Daher schliessen wir: Zwei F lächen  II. O. haben in jedem  F alle  ein 
Paar reale  conjugirte  G erade gemein.

Diese Untersuchung kann auch mit Hülfe der Gleichungen in Ebenen- 
coordinaten durchgeführt werden.

Sind dxu? +  d2 u2 +  d3 ug 4- d4 U* =  0
und cw u\ H- ^cx2uxu2 -+- . . . -+- c44u4 =  0
die Gleichungen von F  und /  in Ebenencoordinaten, so erhält man die Coordi­
naten der Ebenen, deren Pole für /  und F  zusammenfallen, aus drei Gleichungen 
des Systems

Die G leichungen ( 7 = 0  und F =  0 haben  daher imm er die g leiche 
Anzahl rea le  W urzeln.

22. Die soeben mitgetheilte Untersuchung hängt aufs Engste zusammen mit 
der Frage nach den K egeln II. O., die durch die Schnittcurve zweier 
Flächen II. O. gehen, sowie mit der Frage nach den G renzflächen II. Kl., 
die den gem einsam en T an g en ten eb en en  zw eier F lächen  II. Kl. e inge­
schrieben sind; oder allgemeiner: mit der Frage nach den Kegeln II. O., die 
zu einem Flächenbüschel II. O. gehören, bez. nach den Grenzflächen, die zu 
einer Schaar von Flächen II. Kl. gehören.

Sind /  und F  zwei quadratische Functionen in Punktcoordinaten 
j /  =  a 11x 1a -+- 2 a12x tx 2 ai4x ? ,

F  G j x x* -P 2G 2x xx 2 -+- . . +  >
so versteht man unter einem F lächenbüschel II. O. die G esam m theit a lle r  
Flächen, deren  G leichungen un ter der Form en tha lten  sind 
2. cp =  X j f  +  X2 F  =  0.

Alle Punkte, für welche f — 0 und zugleich F — 0, genügen auch der 
Gleichung cp =  0. Jede Fläche des Büschels enthält also alle den Flächen f =  0 
und F =  0 gemeinsamen (realen oder imaginären) Punkte.

Umgekehrt: Alle Flächen II. O., die durch eine gegebene Raumcurve IV. O. 
1. Sp. gehen, bilden ein Büschel. Denn es ist in § 9, No. 3 nachgewiesen 
worden, dass die Gleichung jeder dieser Flächen die Form 2. hat, wobei /  =  0 
und F  =  0 die Gleichungen zweier bestimmten, die Raumcurve enthaltenden 
Flächen II. O. sind. Ferner folgt aus § 9, No. 2: Durch acht Punkte, die nicht
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ein Schnittpunktsystem dreier Flächen II. O. bilden, ist ein Büschel von Flächen 
II. O. bestimmt.

Sind f  =  0 und F  =  0 quadratische Functionen in Ebenencoordinaten 
3 / =  q 1«12 +  2q 2 K1«2 +  . . .  +  q 4«42 )

F  s =  dlx u j2 -+- 2d12ut u2 - + - . . .  -P ^44 « 42 , 

so versteht man unter einer Schaar von Flächen II. Kl. die G esam m theit 
a lle r  der F lächen, deren  G leichungen u n ter derF orm  en tha lten  sind
4. 9 =  kxf  \ 2F  =  0.

Jede Fläche der Schaar wird von allen gemeinsamen (realen oder imaginären) 
Tangentenebenen der Flächen / — 0 und F  =  0 berührt. Alle Flächen II. Kl., 
die der abwickelbaren Fläche der den Flächen /  =  0 und F  =  0 gemeinsamen 
Tangentenebenen eingeschrieben sind, bilden eine Schaar; denn die Gleichung 
jeder solchen Fläche ist nach § 10, No. 7 von der Form 4.

Wir wählen ein Polartetraeder von F  =  0 als Coordinatentetraeder, so dass 
also die Gleichungen dieser Fläche sind

in Punktcoordinaten: bx -t- b2x£ + b%xg  -f- bxx £ ,
in Ebenencoordinaten: dxu£ 4- d2u% 4- b%ug 4- d±ug .

Soll nun 9 =  0 ein Kegel sein, so müssen X1 und X2 so gewählt werden, 
dass die Gleichung erfüllt wird (No. 6)

\ 2bx ^1^12 ^1^13 ^1^14
 ̂ •̂1ö!12 ^1^22 +  ^2^2 ^1^23 ^ la24 __ q

^1^13 ^1^2 3 ^1Ä3 3 “P ^2^3 ‘̂l ö!34
^1^14 ^1^24 ^1^34 q a4 4 +  ^2^4

Dividirt man jede Zeile dieser Determinante durch Xx und ersetzt dann 
X2 : X-l durch (— X), so erhält man die Determinante C in No. 21.

Die Kegelspitzen sind die Lösungen des Systems
6. tp1' =  0 ,  cp2' =  0 ,  9 3' =  0 ,  =  °>
wenn man für Xx und X2 Werthe eingeführt hat, die der Gleichung 5. genügen. 
Stellt man diese Gleichungen auf und ersetzt X2 : l x durch (— X), so werden 
dieselben mit dem System No. 21, 3 identisch. Die Ecken des zwei F lächen  
II. O. gem einsam en P o la rte traed ers  sind zugleich die Spitzen der 
K egel, welche in dem durch die beiden Flächen bestim m ten  Büschel 
en th a lten  sind.

Soll die Fläche 9 der durch f  und F  bestimmten Schaar eine Grenzfläche 
sein, so muss die Gleichung erfüllt sein (No. 6)

^1̂ 11 “P ^2^1 ^lTl2 ^1^13 ^1^14
rj ^1^12 ^1^22 +^2^2 ^ lf23 ^1^24 _  q

XjT i 3 ^1^23 ^1̂ 33 ^2^3 ^1^34
X1^14 ^1^24 1̂ 3̂ 4 ^1̂ 44 +  ^2^4

Setzt man (— X) an die Stelle von X2 : Xv so geht diese Gleichung in T =  0 
(No. 21, 6) über; durch dieselbe Substitution gehen die Gleichungen

? i '  =  0 ,  cp2' =  0 ,  cp3' =  0 ,  ? 4 ' =  0 ,
deren Verein von den Coordinaten der Doppelebene einer Grenzfläche erfüllt 
wird, in das System No. 21, 5 über. Die Ebenen des zwei F lächen  II. O. 
gem einsam en P o la rte trae d e rs  sind daher die D oppelebenen , die in 
der von den beiden  F lächen  bestim m ten Schaar en th a lten  sind.

23. Die abgeleiteten Functionen der Function 
9 =  4- X2 F  — 0

in Punkt- oder in Ebenencoordinaten sind
<px/ 5555 bxfk  4- X2 Fk.

12. Polarebene und Pol für Flächen zweiter Ordnung.

A. Daher ist die Gleichung der Polarebene des Punktes F0
T  =  (hxf xo +  X2F x0 ) x XQ -+- . . .  -+- (^1/40 ~P X2Fxo ) 4̂0 =  0 >

oder
1. T  =  4- ^ 2 ^ 2  == 0 ,
wobei
2 ^1 =  f x \  ~P / 20 x ‘2 "P / 30 *3  +  -/40 x ± =

T 2 =  F1() x x h- F 2q x 2 h- F%0 x 2 4- F i0 x 4 =  0 
die Gleichungen der Polarebenen von F0 bezüglich der Flächen f  — 0 und 
F =  0 sind. Hieraus folgt: Die P o la rebenen  eines Punktes in Bezug 
auf die F lächen  eines Büschels II. O. b ilden  ein E benenbüschel; die 
verschiedenen Punkten zugehörigen B üschel von P o larebenen  sind 
projectiv.

Die der Geraden P0P X in Bezug auf 9 =  0 conjugirte Gerade ist der 
Schnitt der Polarebenen von F0 und Px bezüglich 9 =  0; diese beiden Polar­
ebenen sind entsprechende Ebenen der beiden projectiven Polarebenenbüschel, 
die den Punkten F0 und P x in Bezug auf die Flächen des Büschels zugehören. 
Daher folgt: Die G eraden, welche einer G eraden 7 in Bezug auf a lle  
Flächen eines Büschels conjugirt sind, b ilden  ein System von G e­
raden einer R egelfläche II. O.; die G eraden  des andern  Systems auf 
derselben R egelfläche sind die T räger der Po larenbüschel, welche 
den Punkten der G eraden 7 in Bezug auf die F lächen  des Büschels 
zugehören.

B. Die Gleichung des Poles einer Ebene T 0 für die Fläche einer Schaar 
cp =  Xx/ 4 -  \ 2F  — 0 ist

P  =  (̂ "1 /10 * +  2̂ ^10.0 U 1 “P • • • ( 1̂/4  0f +  2̂ ^4o') U i  —  0 •
Daher hat man

3. P  es ^ \P \  +  b2P2 =  0,
wobei
 ̂ -^i =  / 1 0 * u\ “P f  2 0 ‘ u 2 ~P f z  0 ‘ uz ~P f  4 0 ‘ u\ =  0 >

P2 =  Fx o • Ux H- -̂ 20 ‘ U2 ~P -̂ 3 0 ’ UZ ~P -̂ 4 0 ’ 4̂ =  0 
die Pole von T0 in Bezug auf /  =  0 und F =  0 sind. Man schliesst hieraus: 
Die Pole e iner festen  Ebene in Bezug auf die F lächen  einer Schaar 
liegen auf einer Geraden. Die ge rad lin ig en  P o lre ihen , w elche irgend  
zwei Ebenen in Bezug auf die F lächen  der Schaar zugehören, sind 
projectiv.

Die Pole zweier Ebenen T0 und T x in Bezug auf die Fläche 
cp =  \ f  H- X2F  — 0

sind entsprechende Punkte der beiden projectiven zu T0 und T x gehörigen Pol- 
reihen; ihre Verbindungsgerade ist die dem Durchschnitt der Ebenen T0 und T x 
in Bezug auf 9 conjugirte Gerade. Daher folgt: Die G eraden , welche einer 
Geraden 7 in Bezug auf die F lächen  einer Schaar con jug irt sind, 
bilden die G eraden eines Systems einer R egelfläche II. O.; die G e­
raden des andern  System s derse lben  R egelfläche sind die T räg er 
der Polreihen, welche den durch die G erade 7 gehenden E benen in 
Bezug auf die F lächen  der Schaar zugehören.

Das Centrum einer Fläche II. O. ist der Pol der unendlich fernen Ebene; 
daher folgt: Die C entra a lle r  F lächen  e iner Schaar liegen auf e iner 
Geraden.

Wenn ein Paar Pol und Polarebene für beide Flächen f  und F  zusammen­
gehören, so gehören sie auch für jede Fläche des durch /  und F  bestimmten
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Büschel oder der durch beide Flächen bestimmten Schaar zusammen. Alle 
F lächen II. O., die ein Büschel oder eine Schaar b ilden , haben  also 
ein gem einsam es (reales oder imaginäres) Polartetraeder.

24. Bezieht man die Gleichungen der Flächen eines Büschels oder einer 
Schaar auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem, welches eine gegebene Ebene 
zur XK-Ebene hat, und setzt in der Gleichung einer Fläche des Büschels bez. 
der Schaar z =  0, bez. w =  0, so erhält man die Gleichung des Kegelschnitts, 
in welchem cp von der XE-Ebene geschnitten, bez. in welchem <p von dem 
unendlich fernen Punkte der Z-Achse aus auf die XE-Ebene projicirt wird.

Bezeichnet man die linken Seiten der Gleichungen dieser Kegelschnitte 
dadurch, dass man die linke Seite der Gleichung der betreffenden Fläche in 
Klammer setzt, so hat man

(?) ^  W )  +  X2^ )  =  0 .
Hieraus folgt: Die Flächen eines Büschels werden von einer E bene 

in K egelschn itten  eines Büschels geschnitten. Die F lächen einer 
Schaar werden von einem unendlich  fernen (ebenso wie von einem end­
lich fernen) Punke aus in K egelschn itten  einer Schaar auf eine E bene 
p ro jic irt.

Dies ergiebt sofort: Die F lächen  einer Schaar werden von e iner 
G eraden  in P unktpaaren  einer quadratischen  Involution g esch n itten ; 
die Involu tionen  auf allen  G eraden  sind projectiv, und zwar e n t­
sprechen  sich je zwei derse lben  F läche angehörige Paare von S ch n itt­
punkten; ferner sind diese Invo lu tionen  den Punktreihen p ro jectiv , 
in denen die Flächen des Büschels die Geraden schneiden , die durch 
einen gem einsam en Punkt der F lächen  des Büschels gehen.

Die F lächen  einer Schaar werden von einer G eraden aus von 
E benenpaaren  berührt, die eine quadratische Involu tion  b ilden ; 
d iese  Involu tionen  sind projectiv , und zwar en tsp rechen  sich die 
Paare , welche dieselbe Fläche berühren; sie sind ferner mit den 
E benenbüscheln  projectiv , deren  Ebenen die Flächen der Schaar b e ­
rühren  und deren  T räger auf einer gemeinsamen B erührungsebene 
der F lächen  der Schaar liegen.

25. Wenn f  und F  und cp drei von einander unabhängige quadratische 
Functionen in Punktcoordinaten sind, so kann man durch drei willkürliche Zahlen 
X,, X2, X3 neue quadratische Functionen von der Form bilden
1. =  X j/ 4- X2A' 4- A3cp.

Die Gesammtbeit der Flächen <]> =  0 bezeichnet man als ein F lächenbündel.
Die Gleichung =  0 wird von den Gruppen von Coordinaten erfüllt, welche 

dem Vereine von Gleichungen
/ =  0, F =  0 , <p =  0

genügen. Hieraus folgt: Alle F lächen II. O. eines Bündels haben  ach t 
gem einsam e Punkte. Umgekehrt: Die F lächen II. O., die durch sieben  
gegebene Punkte gehen, bilden ein Bündel. Denn nach § 9, No. 6 hat 
jede solche Fläche eine Gleichung von der Form 1., wobei die Functionen 
f ,  F, cp durch die sieben gegebenen Punkte bestimmt sind. Durch die gege­
benen sieben Punkte ist noch ein achter Punkt bestimmt, der allen Flächen des 
Bündels angehört.

Die Gleichung der Polarebene eines Punktes F0 in Bezug auf die Fläche 
eines Bündels ist

§  13. Construction einer Fläche zweiter Ordnung aus neun gegebenen Punkten. 341

2. T  s s  \ XT X -p XgT’g 4- ^3^3 =  0,

wobei
T x =  / i o ' * l  4“ / 2 o ' X 2 +  / 3 0 ' X S +  f i o ' x 4: —
T 2 ^3 F 10 x x 4- F 2q X2 4- Fz q x^ 4- -̂ 40 4̂ 0 >
T z 3=  cp, 0 , X 1 4-  ? 2< ) ' *2  +  ? 3 o ' * 3  +  ? 4 < / * 4  =  0

die Gleichungen der Polarebenen von F0 in Bezug auf die Flächen f y F, cp sind.
Dies lehrt: Die P o la rebenen  eines Punktes F0 in Bezug auf die 
Fläche II O. eines Bündels gehen durch einen Punkt F0'. Die Be­
ziehung dieser Punkte ist reciprok (No. 11); sie werden als con jug irte  Punkte 
des Flächenbündels bezeichnet.

§ 13. Construction einer Fläche zweiter Ordnung aus neun gegebenen
Punkten.

1. C onstruc tion  eines Kegels zweiter O rdnung, der einen gege­
benen K egelschn itt k en th ä lt und durch drei gegebene P unkte  geht.

Die Mantellinien des gesuchten Kegels, die durch die gegebenen Punkte 
A, B  und C gehen, sind Mantellinien der drei Kegel 72, 73, welche durch k 
gehen, und der 
Reihe nach A,
B  und C zu 
Spitzen haben; 
folglich ist die 
Spitze 2 des ge­
suchten Kegels 
ein gemeinsa­
mer Punkt der 
drei Kegel ylt 
72, y3. Je zwei 
dieser drei Ke­
gel haben den 
Kegelschnitt k 
gemein und 
schneiden sich 
daher ausser 
dem noch in 
einer ebenen 
Curve (§ 9,
No. 5). Ist D
die Spur der Geraden A B  auf der Ebene k und legt man eine Gerade durch D, 
welche k in F  und G trifft, so sind F[ und J  zwei den Kegeln und y2 gemein­
same Punkte; denn A F  und AG  sind Mantellinien von y1, und BF, BG  sind 
Mantellinien von -y2. Die Gerade FFJ liegt auf der zweiten Schnittebene von 7X 
und i 2; sie trifft DG  in dem Punkte K, der zu F, G, D  harmonisch ist, also 
in einem Punkte der Polaren T  des Punktes D  in Bezug auf k. Die Ebene, 
welche die Schnittpunkte von yx und y2 enthält, die nicht auf k liegen, ist also 
durch die Polare T  und durch den Punkt L  bestimmt, der zu A, B  und D  
harmonisch liegt.

Ebenso ist die Ebene, welche die Punkte enthält, die yt und ausserhalb
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k noch gemein haben, durch die Polare T x der Spur E  der Geraden AC  in 
Bezug auf den Kegelschnitt k und durch den vierten harmonischen Punkt M  zu 
A, C und E  bestimmt.

Die Ebene A B C  wird von der Ebene L T  in LN,  und von der Ebene M T X 
in MO  geschnitten; mithin ist a die Schnittlinie von L T  und M T X. Die Gerade 
a trifft daher die Kegel 7t , y2, y3 in den beiden Punkten, welche diese drei 
Kegel ausser k noch gemein haben. Diese beiden Punkte können als Schnitt­
punkte von a mit irgend einem der drei Kegel leicht gefunden werden.

Bestimmt man z. B. die Spur P  der Geraden CU, und schneidet k durch 
die Gerade PQ,  so sind die Schnittpunkte 2 und 2X der Geraden a mit CP 
und CS die gesuchten Spitzen der beiden durch k und A, B, C bestimmten Kegel.

Diese beiden Kegel haben ausser k noch einen Kegelschnitt gemein, der 
auf der Ebene A, B, C liegt; folglich ist die Projection von k auf die Ebene 
A B C  von den Projectionscentren 2 und 2j aus ein und derselbe Kegelschnitt 
kx. Dieser Kegelschnitt kx ist allen Flächen II. O. gemein, die durch k und 
A, B, C gehen.

Sind daher ein ebener S chn itt einer Fläche II. O., und noch w eitere 
vier Punkte der F läche bekannt, die nicht in einer Ebene liegen  — 
wodurch die Fläche eindeutig bestimmt ist — so kann man auf linearem  
Wege (ohne Anwendung des Zirkels) den K egelschnitt finden, in welchem 
jede  durch drei bekannte Punkte der Fläche gehende Ebene die 
F läche schneidet.

2. Eine F läche II. O. durch neun gegebene Punk te , von denen 
vier auf einer Ebene liegen, kann folgendermaassen construirt werden:

Die Ebene a enthalte die vier gegebenen Punkte A, A x, A 2, A 3, die Ebene ß
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Die beiden Kegelschnitte M x und M 2, welche durch A v  A 3, A 6 und ausser­
dem noch der Reihe nach durch die Punktpaare Xj und X2 gehen, haben noch 
einen vierten realen Schnittpunkt A' (ausser A v  A 5, A &). Ein Kegelschnitt Mi  
dieses Büschels A 4A 3A eA', der durch einen Punkt des Paares X* geht, enthält 
auch den andern, da die Kegelschnitte dieses Büschels die Gerade l in den 
Punktpaaren der durch die beiden Paare \ x und X2 bestimmten Involution treffen. 
Die Kegelschnitte Mx, M 2, M 3, M4 . . . welche der Reihe nach durch die 
Paare Xx, X2, X3, X4 . . . und ausserdem alle durch die Punkte A v  A 3, A 6 
gehen, bilden daher ein Büschel, und treffen mithin die Kante m in Punktpaaren 
[Xj, p.2, |x3 . . einer Involution, die mit der Involution Xlf X2, X3 . . . projectiv ist.

Die Kegelschnitte N x, N 2, N 3, . . . , die durch die Paare \ix, p.2, jx3, . . 
und ausserdem noch alle durch die drei Punkte A 7, A s, A gehen, bilden eben­
falls ein Büschel, und treffen die Gerade n ausser in A in einer Punktreihe Cx, 
C2, Cs . . .  , die mit der Involution p,1, [x2, |x3 . . . projectiv ist.

Da die Reihe B x, B 2 . . . mit der Involution Xx, X2 . . ; da diese mit der
Involution \ix, jx2 . . . ; und da letztere mit der Reihe Cx, C2, . . . projectiv ist,
so sind auch die Reihen B x, B 2, B 3 . . . und Cx, C2, C3 . . . projectiv.

Diese beiden Reihen haben offenbar den Punkt O zum Doppelpunkte. Sie 
sind daher bestimmt, wenn man noch zwei Paar entsprechende Punkte B x, Cx 
und B 2, C2 kennt. Der zweite Doppelpunkt B  dieser Reihen ist nun der Punkt, 
welchen die gesuchte Fläche f  mit der Kante m ausser A noch gemein hat. 
Man findet diesen Doppelpunkt auf linearem Wege, wenn man (in der Projection 
auf die Bildfläche) B x, B 2 von einem Punkte D, und Cx, C2 von einem andern 
Punkte E  aus projicirt; die Punkte O, D, E, sowie die Schnittpunkte von D B x 
und ECX, sowie von D B 2 und EC2 bestimmen den Kegelschnitt, auf welchem 
sich je zwei von D  und E  nach entsprechenden Punkten der Reihen B x, B 2,
B3 . . . und Cv C2, C3 . . . gehende Strahlen schneiden. Der gesuchte Doppel­
punkt P  ist daher der Punkt, in welchem dieser Kegelschnitt die Gerade m 
(ausser in O) schneidet.

Hat man B, so hat man auch die drei Kegelschnitte L, M, N, in welchen 
die Ebenen a, ß, 7 die gesuchte Fläche /  treffen.

Legt man nun z. B. eine Ebene 8 durch A x und A 4, so findet man auf 
linearem Wege den weiteren Schnittpunkt dieser Ebene mit dem auf a liegenden 
Kegelschnitte Z; nach der in der vorigen Nummer gegebenen Construction kann 
man (auf linearem Wege) aus diesen drei Punkten und dem Kegelschnitte N  
den Kegelschnitt finden, in welchem /  von der Ebene 8 geschnitten wird. 
Dreht man 0 um die Gerade A XA 4, und wiederholt für jede Lage die Con­
struction, so erhält man die gesuchte Fläche vollständig.

3. Man kann diese Lösung so anordnen , dass alle dabei auf­
tre tenden  C onstructionen  linear sind.

Man durchschneide die Kanten l und m mit den Geraden A 4A 8 und A 3A &) 
und nehme als Kegelschnitte L x und Z 2 die durch E  und G gehenden des 
Büschels A A XA 2A 3\ die Punkte E'  und G', in welchen L x und Z 2 die Kante l 
noch schneiden, geben die beiden Paare FF'  und GG'] dies sind die Paare 
\ x und X2 der auf der Kante / liegenden Involution.

Die Geraden E A 4 und E ' A h bilden dann den Kegelschnitt Mx und die 
Geraden G A b und G'A4 den Kegelschnitt M 2.

Durchschneidet man die Kante m mit der Geraden E ' A h in E x und mit 
G'A4 in Gx , so ist E1E 1I das Paar p^, und GXGX das Paar p.2 der auf m

die drei gegebenen A 4, A 5, A e, 
die Ebene 7 die beiden gege­
benen A lt A 8 und A ; die 
Schnittlinien je zweier dieser 
Ebenen seien /, m, n, ihr Schnitt­
punkt O.

Gesetzt Z sei der Kegel­
schnitt, in welchem die Ebene a 
von der gesuchten Fläche f  ge­
schnitten wird; n werde von Z 
ausser in A  noch in B  getroffen. 

x Bestimmt man die Schnittpunkte 
von / und Z, und legt durch 
diese und durch A4, A b, A 6 
einen Kegelschnitt M, so ist 
dieser auf f  enthalten; fernerdieser aui /  entnaiten; terner 

liegt auch der Kegelschnitt N  auf f ,  der durch die Schnittpunkte von m und M, 
sowie durch A 7, A 8, A geht.

Der Punkt C, welchen N  mit n ausser A noch gemein hat, muss mit B  
zusammenfallen.

Alle Kegelschnitte L x, Z 2, Z 3 . . . des Büschels AAXA 2A 3 treffen n (ausser 
in A) in einer Punktreihe B x, B 2, B 3 und / in Punktpaaren einer quadratischen 
Involution Xt , X2, X3 . . . Die Reihe B x, B 2, B 3 . . . ist mit der Involution 
Xx, X2, X3 • . . projectiv.



344 Analytische Geometrie.

liegenden Involution. Die Bestimmung von C\ und C2, sowie alles Weitere 
erfolgt auf linearem Wege.

4. Wir ersetzen A durch einen andern Punkt Ä  der Kante n und be­
stimmen auf gleiche Weise den Kegelschnitt N ,  in welchem die durch die neun 
Punkte A A XA 2 . . . A 8 gehende Fläche / '  die Ebene 7 schneidet. Jede Fläche 
II. O., die durch die acht Punkte A x . . . A 8 geht, gehört zu dem durch die 
I lächen f  und f  bestimmten Büschel, und schneidet daher die Ebene 7 in einem 
Kegelschnitte, der zu dem durch N  und N  bestimmten Büschel gehört.

Die durch die neun Punkte A XA 2A 3A± . . . A d bestim m te F läche 
II. O. F  wird daher von der Ebene 7 in dem K egelschn itte  94 des 
Büschels N N '  geschn itten , der durch A 2 geht.

Dieser Kegelschnitt 94 kann linear gefunden werden, wenn man, von einem 
dritten Punkte A" der Kante 7 ausgehend, noch einen Kegelschnitt N "  des 
Büschels N N  ermittelt. Durchschneidet man mit der Geraden A SA 2 die 
Kegelschnitte des Büschels N, N ,  N "  . . .  in den Punkten F l , P2f P 3 . . .  . 
und durch einen andern durch A 8 gehenden Strahl in den Punkten Px } F 9', 
P8 , , so sind diese Punktreihen projectiv; construirt man aus den bekannten
drei Paar entsprechenden Punkten Px, P2, P3 und P x\ P2\ P3' zu A 2 den 
entsprechenden Punkt A 2‘ der Reihe Px P2 , so liegt A 2 auf dem durch A t) 
gehenden Kegelschnitte des Büschels N N ' . Ermittelt man in gleicher Weise 
den auf einem dritten durch A 8 gezogenen Strahl liegenden Punkt A d" des 
Kegelschnitts 94, so sind nun von 94 fünf Punkte bekannt A 7, A 8, A d, A 9\  A 2".

Um die Construction der gesuchten Fläche F  linear zu vollenden, construirt 
man nach No. 1 mit Hülfe des Kegelschnitts 91 den auf der Ebene a liegenden 
Kegelschnitt von F, und fährt dann fort wie bei der vorigen Construction (No. 2).*)

5. Der conjugirte  Punkt eines Punktes P  in Bezug auf das durch 
sieben gegebene Punkte 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 bestim m te Bündel von 
F lächen  II. O. kann auf lineare  Weise gefunden werden.

Construirt man von den Punkten 5, 6 und 7 aus die drei Geraden ax, a2) a3, 
welche die beiden Geraden 1 2 und 3 4 schneiden, so bestimmen diese fünf 
Geraden eine Regelfläche II. O. /  die dem Bündel angehört. Eine Ebene, die 
durch P  und eine dieser fünf Geraden, etwa durch die von 5 ausgehende rtx 
gelegt ist, trifft die Fläche in einer zweiten Geraden a1', die sich sofort ermitteln 
lässt, die Gerade ß, welche durch den Schnitt Q von ax und ax' geht und zu 
a i» ai und Q-P harmonisch zugeordnet ist, liegt auf der Polarebene des Punktes 
P  in Bezug auf die Fläche / .

Construirt man auf gleichem Wege noch eine zweite auf dieser Polarebene 
liegende Gerade, so ist damit diese Polarebene T  gefundeu. In gleicher Weise 
erhält man die Polarebene T' von P  in Bezug auf die Regelfläche des Bündels, 
welche die Geraden 1 3 und 2 4 enthält, sowie die Polarebene T " in Bezug 
auf die Fläche, welche die Geraden 1 4 und 2 3 enthält. Der Schnittpunkt P'  
von T, T' und T " ist der gesuchte zu P  conjugirte Punkt.

6. Jede hläche II. O., die dem durch acht gegebene Punkte 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 
bestimmten Büschel angehört, gehört zu den beiden Bündeln, welche durch die 
Gruppen von je sieben Punkten 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 und 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8 be­
stimmt sind.

) Chasles, Comptes rendus hebdomaires des seances de l’academie des Sciences, T. XLI, 
pag. 1103 (1855).
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Die Polarebene von P  in Bezug auf jede Fläche des Büschels 1, . . .  8 geht 
daher durch die beiden Punkte P' und P", die dem Punkte P  in Bezug auf 
die Bündel 1, . . 6, 7 und 1, . . 6, 8 conjugirt sind.

Man hat somit auf linearem  Wege die G erade P'P"  gefunden, 
durch w elche alle Po larebenen  des Punktes P  in Bezug auf die 
Flächen des Büschels 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 hindurchgehen.

7. Die durch die neun Punkte 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 bestimmte Fläche 
II. O. /  gehört dem Bündel 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, sowie dem Bündel 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8 
und dem Bündel 1, 2, 3, 4, 5, 6, 9 an; die Polarebene von P  in Bezug auf f  
geht daher durch die Punkte P ,  P", P ", die dem Punkte P  in Bezug auf 
diese drei Bündel conjugirt sind.

H iernach ist die Po larebene eines Punktes in Bezug auf eine 
durch neun Punkte bestim m te F läche II. O. linear construirt.

8. Construirt man so die Polarebene eines Punktes P  der Ebene 1, 2, 3, 
so ist ihre Spur auf dieser Ebene die Polare von P  für den auf 1, 2, 3 liegenden 
Kegelschnitt von / .

Durch die Punkte 1, 2, 3 und die Polare von P  ist dieser Kegelschnitt 
bestimmt und kann linear construirt werden.

Von diesem Kegelschnitte aus kann nun die Construction der Fläche wie 
in No. 2 fortgesetzt werden.*)

§ 14. Projective Punktebenen, Geradenebenen, Ebenenbündel und
Strahlenbündel.

1. Sind Px> P 2, P3 drei von einander unabhängige lineare Functionen in 
(homogenen oder gewöhnlichen) Ebenencoordinaten oder Liniencoordinaten, so 
kann die Gleichung eines vierten Punktes P9 der Ebene Px P2 P 3 bekanntlich in 
der Form geschrieben werden

Pß =  a\P \  ~+" Ä2-̂ 2 ~b ^3-^3 =  0 ,
wobei das Verhältniss ax : a2 : a3 durch die Lage von PG eindeutig bestimmt ist.

Aehnliches ergiebt sich für die Geraden einer Ebene und für die Ebenen 
eines E benenbündels, d. i. für die Ebenen, die durch einen Punkt (den 
Träger des Bündels) gehen.

Sind nämlich 7\, T2, T3 drei von einander unabhängige lineare Functionen 
in gewöhnlichen oder in homogenen Punktcoordinaten, so kann man eine lineare 
Function
2. T  s== ax T x 4- a2 T2 H- a3 T 3 — 0,
durch geschickte Wahl des Verhältnisses ax :a2 :a3 so bestimmen, dass der 
Gleichung T  — 0 durch zwei willkürlich gewählte Punkte P x und P2 genügt 
wird. Bezeichnet man durch T,x und Tl2 die Werthe, welche die Function 
Ti annimmt, wenn man in ihr die variabeln Coordinaten durch die Coordinaten 
von Px bez. P2 ersetzt, so hat man ax, a2, a3 so zu wählen, dass die beiden 
Gleichungen erfüllt sind

a xT xx +  <x2I 2x a3T3x =  0, 
a i  2 ~h ^2^22 ~h ^3- 3̂3 == 11*

*) H esse, Crelles Journal Bd. 24, pag. 36 (1842). Mehrere Methoden zur Construction 
des achten Schnittpunkts dreier Flächen II. O., der Schnittcurve zweier Flächen II. O. aus acht 
Punkten, sowie einer Fläche II. O. aus neun Punkten findet man zusammengestellt und bear­
beitet in der Abhandlung des Verfassers: D ie  C o n s tr u c t io n  e in e r  F lä c h e  II. O. au s 
neun g e g e b e n e n  P u n k te n  u n d  v e r w a n d te  C o n s tr u c t io n e n , Leipzig 1881.
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Aus diesen Gleichungen folgt

Sind nun Tx, T2, T 3 lineare Functionen von Punktcoordinaten in der Ebene, 
so wird in der Form 2. die Gleichung jeder durch zwei willkürliche Punkte der 
Ebene gehenden Geraden, also jeder Geraden der Ebene dargestellt. Sind hin­
gegen Tv  T2, T3 lineare Functionen von Punktcoordinaten im Raume, so wird 
die Gleichung

T  =  axTx 4- a2T2 -+- a3T3 =  0 
durch die Coordinaten des Punktes erfüllt, für welchen zugleich

Ti — T2 =  T 3 =  0 ,
die Ebene T  geht also durch den gemeinsamen Punkt der Ebenen T x, T 2 und 
T3. Da nun ausserdem 7’ durch die zwei willkürlichen Punkte P x und P2 geht, 
so folgt, dass durch die Gleichung 2. jede durch den Schnittpunkt von Tx, T2, 
^3 gehende Ebene dargestellt werden kann.

2. Man denke sich in zwei verschiedenen oder zusammenfallenden Ebenen
1 und 2' je ein rechtwinkeliges Coordinatensystem und die Punkte jeder Ebene 
durch ihre Coordinaten bestimmt.

Man kann nun jeden Punkt P  der einen Ebene mit einem Punkte P' der 
andern dadurch verknüpfen, dass man für die Coordinaten von P  und P  zwei 
für jede der beiden Coordinatenpaare lineare Gleichungen festsetzt
2 A  =  a x x '  h-  b xy '  - + -  c x  +  d y x '  -f- e yy'  y - f y ~ \ - g x ' y - h y ' - \ - i  =  0, 

i ? =  axxx '  4- bxxy '  4- cxx  4- d xy x '  4- exyy'  4-  f xy  H- g xx '  4- h xy'  4- ix —  0,
worin a . . .  i, a x . . . ix gegebene Constanten sind, welche die Verwandtschaft 
charakterisiren.

Man kann diese Gleichungen in der Weise zusammenfassen 
2 A  ss  A ’x  - f-  B 'y  4-  C' =  A x '  4- By'  4- C =  0 ,

B  =  D 'x  +  E 'y  +  P' =  D x' -+- Ey' 4- F  =  0 , 

worin Ä  . . .  F' lineare Functionen von x', y 1, und A . . .  F  lineare Functionen 
von x, y  bedeuten. Aus diesen Gleichungen erhält man x, y  durch x \  y ' aus­
gedrückt und umgekehrt:

Einer Geraden in 2'
T' =  X*' 4- f i /  h- v =  0

entspricht in 2 die Linie, deren Gleichung man erhält, wenn man in T'  die 
Coordinaten x\  y  gemäss der Formeln 4. durch die Coordinaten des entsprechen­
den Punktes x, y  ersetzt. Dadurch erhält man nach Beseitigung des Nenners 
(AE  — BD)  die Gleichung
5. K  =  X (BF  — CE) +  [i (CD — AE)  +  v (AE — BD )  =  0.

Dies ist eine Gleichung zweiten Grades.
Für die X'-Achse, die F'-Achse und die unendlich ferne Gerade der Ebene 

2' ist der Reihe nach
ja =  v =  0, X =  v =  0, X =  jx =  0.

Der Af'-Achse entspricht daher der Kegelschnitt: Kx =  B F  — CE  =  0,
» F  -Achse ,, ,, ,, ,, ,, : K2 CD — A F  =  0,
„ unendlich fernen Geraden in 2' entspricht : K3 =  A E  — B D  — 0.
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Die drei Functionen K x, K 2, K 3 sind, wie man sofort sieht, durch die 
identische Gleichung verbunden

A K X +  B K 2 =  — CK3.
Für jeden Punkt, den die Kegelschnitte K x und K 2 gemein haben, ver­

schwindet die linke Seite dieser Identität, folglich auch die rechte; jeder Schnitt­
punkt von K x =  0 und K 2 =  0 liegt daher entweder auf der Geraden C — 0, 
oder auf dem Kegelschnitte K 3 — 0. Die Gerade C — 0 trifft K x in den 
Punkten, für welche zugleich B  — 0 oder F  =  0, und den Kegelschnitt K 2 in 
den Schnittpunkten desselben mit A — 0 oder F — 0. Da nun im Allgemeinen 
die drei Geraden A, B, C nicht durch einen Punkt gehen, so folgt, dass die 
Gerade C nur einen Schnittpunkt von K x und K 2 enthält, nämlich den Punkt, 
in welchem C von F  geschnitten wird. Wir schliessen hieraus: Die drei 
K egelschnitte K x, K 2) K 3 haben  drei Punkte gemein. Diese Punkte 
gehören offenbar auch jedem Kegelschnitte K  an; die K egelschn itte  K, 
welche den G eraden  in 2' en tsp rechen , haben daher drei gem ein­
same Punkte. Dem S chnittpunkte  zweier G eraden Tx , T 2 in 2' en t­
spricht der vierte S chnittpunkt der beiden  K egelschn itte , welche T x 
und T2 entsprechen.

Die drei Punkte, in denen sich die Kegelschnitte K  der Ebene 2 schneiden, 
heissen die G rundpunkte auf 2.

In gleicher Weise ergiebt sich, dass jeder Geraden T  auf 2 ein Kegelschnitt 
K' auf 2' entspricht, und dass alle diese Kegelschnitte drei gemeinsame Punkte 
haben, welche als die G rundpunkte  auf 2' bezeichnet werden.

Der Verein der drei Gleichungen K x =  0, K 2 =  0, K 3 =  0 kann durch 
die Proportion ersetzt werden 
5. A :  B : C  =  D :  E :  F.

Die drei Grundpunkte auf 2 erfüllen diese Proportion, für jeden dieser 
Punkte werden also die Verwandtschaftsgleichungen 2. identisch. Dies ergiebt: 
Jedem G rundpunkte auf 2 en tsp rechen  die Punkte der G eraden

Ax'  +  By'  +  C =  0,
wenn man darin  x,  y  durch die C oord inaten  dieses G rundpunkts 
ersetzt; ebenso en tsprechen  jedem  G rundpunkte auf 2' die Punkte 
der G eraden

A'x  +  B'y 4- C' — 0,
wenn man h ierin  für x ', y' die C oordinaten dieses Grundpunkt s  setzt.

Das Vorhandensein dieser ausgezeichneten Punkte und Geraden in den 
Systemen 2 und 2' fordert dazu auf, homogene Coordinatensysteme zu Grunde 
zu legen, und die ausgezeichneten Elemente zu den Achsendreiecken zu verwenden.

In Bezug auf zwei beliebig gewählte Coordinatendreiecke in 2 und 2' erhält 
man die Verwandtschaftsgleichungen

Gx'xx -t- G2'x 2 4- G3 x 3 =  0 und H x x x 4- H 2 x 2 4- H 3 x 3 =  0, 
worin die G' und FE lineare Functionen von x x , x 2 , x 3 sind.

Wir wollen nun in 2 die drei Geraden zu Coordinatenachsen wählen, welche 
den Grundpunkten in 2' entsprechen, und zwar mögen den Grundpunkten II x , 
n 2', n 3' der Reihe nach die Achsen x x = 0 ,  x 2 =  0, x 3 =  0 entsprechen. 
Hieraus folgt, dass für die Coordinaten von II1' die Functionen G2 , G3 , H 2 
und H 3 verschwinden, sowie ferner, dass für die Coordinaten von II2' die 
Functionen Gx — G3 =  H x — Ef3 — 0 sind, und endlich, dass man für die 
Coordinaten von n 3' hat Gx =  G2 — H x =  H 2 =  0.



348 Analytische Geometrie.

( Dies zeigt> dass die Dreiecke Gt ' =  0, G2' =  0, Gs’ =  0 und A /  =  0, 
/ / 2 =  0, Af3' =  0 zusammenfallen, und dass die Grundpunkte ü j', II2 II3' die 
Ecken dieses Dreiecks sind, so dass IT/ der Seite G/  =  HJ  gegenüberliegt.

Wählt man nun dieses Dreieck zum Coordinatendreiecke in 2', so reduciren 
sich die linearen Functionen G' und H'  auf

Gx =  axx x , G2 = a 2x 2 , G3' =  a3x 3 ,
=  bxx x , H 2' =  b2x 2\  H3' =  b3x 3'.

Man erhält somit die Verwandtschaftsgleichungen 
6. a1x 1'xl +  a2x 2'x2 -+- a3x 3x 3 =  0 und bxx xx x -+- b2x 2x 2 -+- b3x 3 x 3 =  0.

Aus der Symmetrie dieser Gleichungen sieht man, dass das Coordinaten- 
dreieck in 2 die Grundpunkte auf 2 zu Ecken hat, und dass denselben die 
Seiten des Coordinatendreiecks auf 2' entsprechen.

Hieraus folgt der Satz: Den Grundpunkten in jedem der beiden 
Systeme entsprechen die Seiten des von den Grundpunkten  des 
andern Systems gebi ldeten Dreiecks.

Den Punkten der Geraden auf 2'
P  =  X j .T j  +  \ ^ X 2  - | -  X g .T g ’ =  0

entsprechen auf 2 die Punkte, für welche der Verein der Gleichungen 6. und 7. 
besteht; folglich die Punkte, für welche die Determinante verschwindet

Entwickelt man dieselbe, so erhält man die Gleichung des der Geraden T' 
entsprechenden Kegelschnitts in der Form

^x A xx 2x 3 ~h ^2 A 2x 3x x -+- X3A 3x xx 2 =  0, 
wobei A x =  a2b3 ß3̂ 2, ^ 2  =  — a\b%> A3 =  axb2 — a2bx.

Diese geometrische Verwandtschaft ist von Ja co b  S t e i n e r *) aufgestellt und 
zur Lösung von Constructionsaufgaben verwendet worden.

3. Die durch die Gleichungen No. 2, 1 definirte Verwandtschaft erleidet 
eine wesentliche Abänderung, wenn jede der drei Functionen K x, K 2, K 3 in 
zwei lineare Faktoren zerfällt, und wenn diese drei Produkte einen linearen 
Faktor gemeinsam haben.

Der Kegelschnitt K x wird durch zwei projective Strahlbüschel erzeugt, welche 
den Schnitt von B  und C, sowie den von E  und F  zu Trägern haben. Zerfällt 
K x in zwei Gerade, so sind diese Büschel perspectiv; ist G — 0 die Gerade 
der beiden Träger, so sind C und F  in der Form darstellbar 
!• C =  G +  aß ,  E ^  ß£  +  a£.

Hieraus folgt nun
2- K x == B F  — CE =  G (ßi? — E ) .

Zerfällt A3 in zwei Gerade, deren eine G ist, so schliesst man in gleicher 
Weise, dass B  und E  in der Form darstellbar sind
3- B  =  G y- -{A, F ^ S G  + iFf.

Hiernach wird
4- Ag =  A E  — B D  =s G (8A — D) .

Führt man die Werthe 3. in 2. ein, so erhält man
5- K x =  G [(ß — 8) G +  ß7̂ 4 — 7A].

*) Stein er , Systematische Entwicklung der Abhängigkeit geometrischer Gestalten von ein­
ander. Berlin 1832, pag. 254. Vergl. auch D u r eg e , Die ebenen Curven dritter Ordnung, 
Leipzig 1871, pag. 121.
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Ferner erhält man
A~2 =  CD — A E  (G olB) D — (ß £  +  a E) A ,

6. =  (G ctG -h A) D  — (ßt? -+- a8G +  a-yZ?) A ,
=  G [(1 +  a) D  — (ß 4 - a 8) A] .

Es zerfällt also auch K 2 in zwei Gerade, und die drei Geradenpaare K x, 
Kv K 3 haben die Gerade G gemein.

Der Kegelschnitt K} welcher der Geraden
T'  == \x'  -f- p._y' +  v =  0

entspricht, ist nun
XG [(ß — 8) G +  ß T^  — TD]-h [iG [(1 +  a) D — (ß +  a8) A] +  vG (B A -D )  =  0; 

er zerfällt in die Gerade G — 0 und in die von T'  abhängige Gerade
7. T  =  X [(ß — 8) G +  ßTA — 7/X] +  [(l +  «) D  — (ß -t-aS ) A] +  v (8A — D) =  0.

In den Auflösungen der Verwandtschaftsgleichungen in Bezug auf x \  y' kann 
man den Faktor G in den Zählern und im Nenner unterdrücken, und erhält 
dieselben in der Form

H x H,
8 ‘ X H z ’ y  ~~ H 3 ’

worin H x, H 2y H 3 lineare Functionen der Coordinaten x, y  bedeuten.
Man überzeugt sich leicht, dass die in den F'unctionen auftretenden Con- 

stanten immer so gewählt werden können, dass H x, H 2, H 3 beliebig gewählte 
lineare Functionen werden.

Den Punkt P, welcher einem Punkte x', y' entspricht, bestimmt man nun, 
indem man die Gleichungen 8. in Bezug auf x  und y  auflöst.

Setzt man H 3^ a 3x  +  b3yA-c3, H x^=axxA-bxyA-cx, H 2^ a 2xA-b2y-\-c2, 
so hat man die Gleichungen aufzulösen

(ax — a3x ’) x  (bx — b3x')y  =  — (cx — c3x ') , 
ia 2 — « a /)  x  -h (b2 — b3y')y =  — (c2 — c3y ' ) .

9. x  — H x \ H 3 , y  — H 2 : H 3 }
wo H x , H 2 , H 3 lineare Functionen von x', y' sind.

Dieser besondere Fall der S t e i n e r ’sehen Verwandtschaft zeichnet sich vor 
dem allgemeinen dadurch aus, dass der Kegelschnitt, welcher im allgemeinen 
Falle einer Geraden eines Systems entspricht, in eine feste und in eine ver­
änderliche Gerade zerfällt.

Geht man von den Verwandtschaftsgleichungen 8. oder von ihren Um­
kehrungen 9. aus, so kommen diese festen Geraden in beiden Systemen nicht 
mehr zur Erscheinung, da der gemeinsame Faktor im Nenner und in den Zählern 
von x und y, sowie bei x' und y' bereits unterdrückt ist; die Grundpunkte, die 
in diesem Falle auf den festen Geraden liegen, kommen damit ausser Betracht.

Die durch die Gleichungen 8. oder  9. def inir te  Verwandtschaft  
ist daher dadurch charakter is i r t ,  dass die Coordinaten jedes Punktes 
des einen Systems mit den Coordinaten  des en tsprechenden  Punktes  
im andern Systeme durch l ineare Gleichungen verbunden sind, und 
dass jeder  Geraden des einen Systems eine Gerade des andern e n t ­
spricht.
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Diese Art der Verwandtschaft ist von M ö b iu s*) in die Geometrie eingeführt 
und als collineare V erw andtschaft bezeichnet worden; wir gebrauchen statt 
dessen die Bezeichnung pro jective Verwandtschaft.

4. Die p ro jective V erw andtschaft zweier Ebenen ist also durch die 
Gleichungen definirt

T  =  u'x' 4- v’y ’ — 1 =  0 
entspricht in 2 die Gerade

u'H x +  v’H 2 — H % =  0.
Ordnet man dies nach den Coordinaten, so erhält man 

Ts= (Axu' +  A 2v' — A 3) X 4- (Bxu' +  B 2v' — B$)y 4- (Cxu’ 4- C2v} — Cz) =  0. 
Die Coordinaten dieser Geraden sind daher

U-LL
J  3 J  3

wenn J x =  A xu' -\-A2v —A 3, J 2 =  B xu' 4- B 2v'—B%, J.J ==Cxu —C2v'->rC%. 
Umgekehrt entspricht der Geraden in 2

T  == ux  +  vy — 1 = 0  
die Gerade in 2', welche die Gleichung hat

T' =  u • H x' -Ar v • H 2 — H 3’ =  0, 
deren Coordinaten also sind

7. u =

J x =  A1«4- AgZ' A3 , J 2 B j u  4~ B 2u

/ i v’ =  Zi
v  J  >

B 3 » / 3 =  r 2̂  4- r  .
Die Gleichungen 7. können auch dadurch erhalten werden, dass man die 

Gleichungen 6. nach u\ v' auflöst.
Von den Gleichungen 6. (oder 7.) gelangt man zu den Verwandtschafts­

gleichungen in No. 3 zurück; man kann daher die projective Verwandtschaft auch
durch 6. und 7. definiren:

Zwei ebene Systeme sind projectiv , wenn die C oord inaten  je d e r  
G eraden der einen Ebene mit den Coordinaten der en tsp rech en d en  
G eraden der andern  Ebene durch lineare G leichungen verbunden  
sind, und wenn jedem  S trah lbüschel der einen E bene ein S tra h l­
büschel der andern entspricht.

5. Wenn man mit Hik den Werth bezeichnet, den die Function H  annimmt,

’) Möbius, Der barycentrische Calcul, Leipzig 1827, pag. 179.
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wenn man darin x, y  durch die Coordinaten Xk, yk eines Punktes Pk ersetzt, so 
entsprechen den Punkten Px, P 2, P 2 des Systems 2 die Punkte P x', P 2 P3’ des 
Systems 2', deren Coordinaten sind

-  1 ^ 1 1  x ' —  2 x ' —  3
•4-9 ------ TT vVO ------ T-r

Umgekehrt schliesst man leicht: Wenn man zu vier Paar gegebenen 
entsprechenden  P unkten  die Coordinaten je zweier en tsp rechenden  
nach den Form eln  3. und 4. bestim m t, so sind die beiden  Ebenen 
projectiv. Zugleich ist hieraus ersichtlich: Die p ro jective V erw andtschaft 
zweier Ebenen ist durch vier Paar en tsp rechende  Punkte eindeu tig  
bestimmt.

In gleicher Weise erhält man von den Gleichungen No. 4, 6 und 7 aus­
gehend: Die projective Verwandtschaft zweier Ebenen ist durch vier Paare ent­
sprechende Gerade bestimmt; entsprechen sich T x, T 9, T^, T± und Z7/ ,  TV,

Dieses Formelsystem kann durch das folgende ersetzt werden: Sind P x =  0
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und B x' =  0, P g =  0 und P2' =  0, P 3 =  0 und P 3' =  0, P4 =  0 und P4’ =  0 
die Gleichungen von vier Paar entsprechenden Punkten und ist

/J4 =  «1 P x -t- a2 P% +  a%P-& > =  b \ P\' +  2̂ +  3̂ -^Y >
so werden die Gleichungen jedes Paares entsprechender Punkte in der Form 
erhalten
n P  === 1̂ ai P\ +  2̂ a2 ^2 P  3̂ a% -̂ 3 — 0 ,

=  X j^^Y  H- X2J 2/ y  +  X3J3i y  =  0 .
Sind ferner T1 =  0 und Tx' =  0, T2 =  0 und T 2' =  0, T3 =  0 und 

T’a' =  0, T± =  0 und T J  — 0 die Gleichungen von vier Paar entsprechenden 
Geraden und ist

r 4 ^ a ? r 1 +  *2T % +- a3t 3 , y y  s  p ,t x +  ß2r 2 +  ß3r 3 ,
so sind die Gleichungen jedes Paares entsprechender Geraden von der Form 
o B  === ai Bx “h X2a2r 2 -+- X3 a3 Tk =  0 .

r  =* x4 ßi 7\ +  x2 ß2 r 2 + x3 ß3 r3 =  o .
6. Nimmt man X3 =  0, so geben die Gleichungen No. 5, 7 entsprechende 

Punkte der Geraden Px P 2 und Px P 2'. Aus diesen Gleichungen
P  X4 cix P x -+- X2 &2 P 2 == 0, P' == \ xb XPX -+- X2 2̂ . /y  =  0 

schliesst man: In projectiven ebenen Systemen sind je zwei e n t­
sprechende gerad lin ige P unktreiheu  projectiv.

Die Gleichungen (No. 5, 8) geben für X3 =  0 die Gleichungen entsprechender 
Strahlen der beiden Büschel TXT 2 und Tx T2'

B  =  Xj aj Tx +  X2 a2 Z’g =  0 , T' =  Xj ßj Tx -f- X2 ß2 7 ’2' =  0 .
Hieraus folgt weiter: In projectiven ebenen Systemen sind je  zwei 

en tsp rechende  Strahlbüschel projectiv.
Diese beiden Sätze lehren, zu jedem  Punkte und zu jed e r  G eraden 

des einen Systems den en tsp rechenden  Punkt und die en tsp rechende
G erade dies andern  zu 
constru iren .

Um den Punkt zu fin­
den, der P  entspricht, con- 
struire man die beiden Ge­
raden Px' P' und P3' P' so, 
dassP x (P2 fP3 }P± ,P')*) 
— Px (P2 P3 P\ P), so­
wie d a s s P ' ( P 'P x'P,'P') 
=  P t (P2P1P,P). Der 
Schnittpunkt beider Strah­
lerlist der gesuchtePunkt/>'. 

Um ferner die Gerade 
zu finden, die der Geraden 71 (Fig. 4G5) entspricht, construire man auf T 2 den 
Punkt M2' so, dass

(P3'P x'M x'M2') =  {P3P xMxM2)\ 
und auf T3 den Punkt so, dass

(PX'P 2'M 3'M4') =  (PxP 2M3M,).
Alsdann ist die Gerade M J M x' die gesuchte Gerade T '.
7. Für jeden Punkt der Geraden H z =  0, bez. H 3 =  0 werden die Coor­

dinaten des entsprechenden Punktes unendlich gross; und umgekehrt: einem

’) d. i. das Doppelverhältniss der Strahlen, die P x mit P2', P 3' P J  P '  verbinden.
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unendlich entfernten Punkte jedes Systems 2 und entspricht im andern Systeme 
ein Punkt der Geraden 
H %' =  0 bez. H 3 =  0.
Die Punkte eines 
ebenen Systems, w el­
che den unendlich  
fernen Punkten eines 
projectiven Systems 
entsprechen, liegen 
daher auf einer G e­
raden. Diese Gerade 
heisst die Gegenachse 
des Systems. Die Gegen­
achsen der Systeme 2 
und 2' mögen mit G und 
Gx bezeichnet werden.

Einem Büschel paral­
leler Geraden des einen 
Systems entspricht im 
andern Systeme ein 
Strahlbüschel, dessen 
Träger auf der Gegen­
achse dieses Systems 
liegt. Den Geraden eines 
Systems, die zur Gegen­
achse dieses Systems 
parallel sind, entsprechen 
im andern Systeme Pa­
rallele zur Gegenachse 
dieses Systems.

Bei zwei entsprechen­
den Parallelen zu den Ge­
genachsen entsprechen 
sich die unendlich fernen 
Punkte; en tsp rechende

(M. 465.)

zu den G egenachsen en th a ltenP ara lle len
daher ähnliche Punktreihen.

Das Verhältniss entsprechender Strecken auf zwei entsprechenden Parallelen
zu den Gegenachsen ergiebt sich in folgender Weise: 
einer Parallelen zu G, so ist
1. A 3x x -+- B 3y x -+- C3 =  A 3x 2 H- B 3y 2 ■+■ U3 =  Y-^-Z 
wenn p den Abstand der Geraden P x P 2 und G bezeichnet.
2 .  ̂ A 3 (x 2 # j ) H- B 3 ( y 2 y x) =  0 ;
daher ist weiter

P\ P’i = (x ‘2

Liegen P x und /J2 auf

+■ B j» • / ,
Aus 1. folgt

A 2
Xl ) 2 “k  (y 2 y l ) 2 (x 2 x l ) 2 d" Z?2 (x 2^33. A 2 ^3

B 2•°3
=  (*a —  ^ i) 2

. — 6 
Die Coordinaten der entsprechenden Punkte ergeben sich aus den Formeln

P 
P 

23

, ' =  ^ ,  r - V A
=  H li

B 2
v2 — 2 :

Schlokmilch, H andbuch der M athematik.

B  2■°3

P> 
P>

Bd. II.

yx 
y 2

=  h 2
=  H<22 : j /A . f

BZ
BZ
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wenn m it / ' der Abstand der Geraden jPx B%' und Gx bezeichnet wird.
Durchschneidet man die Parallelen zur Gegenachse G des Systems 2 

durch zwei Parallelen T x und und sucht die entsprechenden Geraden
T x und T 2' in 2' auf, so schneiden sich dieselben in einem Punkte der 
Gegenachse Gx. Auf den Parallelen zu Gx werden von den Geraden 7 X 
und 7 y  Strecken abgegrenzt, die der Reihe nach den unter sich gleichen und

gleich gerichteten Strecken 
entsprechen, welche von T x 
und T 2 auf den Parallelen 
zu G ausgeschnitten werden. 
Setzt man nun in jeder der 
beiden Ebenen auf Parallelen 
positive Strecken als gleich­
gerichtet voraus, und sind die 
entsprechenden Strecken A B  
und Ä B '  beide positiv, so 
sind CD und C D '  von un­
gleichen Vorzeichen. Wir
schliessen daher: Für
Strecken  auf zwei P a r a l ­

lelen zu den Gegenachsen sind die Verhältnisse zu den e n t s p r e c h e n ­
den St recken von gleichen oder ungleichen Zeichen, je nachdem die 
Para l le len  auf de rse lben  Seite der Gegenachse des Systems l iegen 
oder  nicht. _______ _______

8. Ist p =  ±  > und mithin /  =  ±  23 J  ß T » s0 hat das V?r‘
hältniss der durch diese Bedingung bestimmten beiden Paare entsprechender 
Parallelen zu den Gegenachsen den numerischen Werth 1, ein Paar dieser 
Parallelen sind daher gleichsinnig, das andere Paar ungleichsinnig congruent.

(M. 466.)
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In zwei projectiven ebenen  Systemen giebt  es also ein Paa r  g le ich­
sinnig congruente  und ein Paar ungleichsinnig congruente  Gerade. 
Die beiden Geraden jedes  Systems, denen congruente  Gerade im 
andern Systeme en tsp rechen ,  sind symmetrisch zu der Gegenachse 
des Systems.

9. Wenn bei zwei auf einander liegenden projectiven Strahlbüscheln zwei ent­
sprechende Strahlen zusammenliegen, so haben die beiden Büschel noch ein paar 
zusammenfallende entsprechende Strahlen; denn die Doppelstrahlen zweier auf 
einander liegenden Büschel sind beide real oder beide imaginär. Da man nun 
zwei projective Büschel auf zweierlei Weise so auf einander legen kann, dass 
sie denselben Träger haben und dass ein bestimmtes Paar entsprechender 
Strahlen zusammenfallen, so folgt: Jeder  Strahl in einem von zwei 
projectiven Büscheln ist Schenkel zweier Winkel, die den e n tsp re che n ­
den Winkeln dem absoluten Werthe nach gleich sind; zwei dieser  
entsprechenden Winkel sind gleich,  die andern be iden sind e n t ­
gegengesetzt  gleich. Ebenso findet man, dass bei zwei project iven 
geradl inigen Punktreihen an jedem Punkte  der einen Reihe zwei 
Strecken liegen, die den en tsprechenden Strecken dem absoluten 
Werthe nach gleich sind; zwei dieser  sich e n t sp rechenden  Strecken 
sind gleich, die andern  beiden  sind en tgegengesetzt  gleich.

10. Sind T und F  die entsprechenden congruenten Geraden, die sich ohne 
vorherige Umwendung der einen Ebene zur Deckung bringen lassen, sowie r x 
und T / das andere Paar entsprechende congruente Gerade, so lege man die 
Ebene 2' so auf 2, dass die entsprechenden Punkte von T und F  sich decken; 
alsdann komme T /  in die Lage [F/].

Die beiden in A vereinten projectiven Strahlbüschel haben einen entsprechen­
den Strahl T gemein, also deckt sich noch ein Paar entsprechende durch A 
gehende Gerade; dies seien die mit 
AM'  zusammenfallenden Geraden beider 
Systeme. Ebenso schliesst man, dass ausser 
T und F noch zwei durch einen andern 
Punkt von T, durch ß , gehende ent­
sprechende Gerade sich decken; dies seien 
die mit B N '  zusammenfallenden Geraden.

Dem Schnittpunkte A  dieser beiden 
Geraden, als Punkt des Systems 2 gedacht, 
entspricht in 2' ein Punkt, der sowol auf 
BN'  als auch auf AM '  liegt, also en t ­
spricht A  sich selbst.

Daher entspricht auch jede Gerade 
sich selbst, die durch A  geht; denn jede 
solche Gerade geht von dem selbstentsprechenden Punkte A  nach einem selbst­
entsprechenden Punkte auf T. Es decken sich folglich zwei entsprechende 
Strahlenbüschel beider Systeme und ihr gemeinsamer Träger ist A.

Da nun von den Strahlen durch A  entsprechende Gerade in entsprechenden 
Punkten geschnitten werden, so folgt, dass M N  =  M 'N ' \  folglich sind die 
Dreiecke M N b  und M' N '  A  congruent, und A  auf der Mittellinie des Streifens 

[r/J gelegen.
Dreht man hierauf die Ebene 2' um die Achse T um einen gestreckten

23*
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Winkel, so liegen nach der Drehung die Ebenen wieder auf einander; r x' liege 
auf [r/] (Fig. 468).

Wir schliessen wie vorhin, dass von den in zwei Punkten A und B  der Ge­
raden T zusammenliegenden projectiven Strahlbüscheln der beiden Systeme ausser

den Strahlen V und T' noch ein Paar Strahlen 
sich decken; diese seien bei den in A vereinten 
Strahlenbüscheln die mit A N  zusammenfallenden 
Geraden, und bei den in B  vereinten die mit 
BM ' zusammenfallenden. Hieraus schliesst man, 
dass der Schnittpunkt dieser beiden Geraden Aj 
sich selbst entspricht, und dass er der Träger 
eines Büschels von selbstentsprechenden Geraden 
ist. Dies ergiebt weiter die Gleichheit der Strecken 
M N  und M' N \  und daher die Thatsache, dass 
Aj auf der Mittellinie des Streifens ri [ri '] liegt.

Trennt man die beiden Systeme, indem 
man 2r in eine beliebige Lage bringt, und 
rechnet in beiden Systemen positive Winkel in 
derselben Drehrichtung, so trennen sich die in 
A bez. Ax vereinten Strahlbüschel und treten in 
den beiden Systemen als congruente  en t­
sprechende Büschel auf; und zwar die vorher 
in A vereinten als gleichsinnig congruente, 

die andern als ungleichsinnig  congruente. Wir schliessen daher: Zwei 
p ro jec tive  ebene Systeme en tha lten  zwei gleichsinnig congruente  
und zwei ungleichsinnig  congruente  Strahlbüschel; der A bstand der 
T räger d ieser Büschel von der G egenachse eines Systems ist gleich 
dem A bstande der congruenten  G eraden des andern  Systems von 
der G egenachse dieses Systems.

Man kann das Ergebniss dieser Untersuchung auch in folgenden Satz 
zusammenfassen: Zwei p ro jective ebene Systeme lassen sich in zw ei­
facher Weise so Zusam m enlegen, dass sie perspectiv  sind, d. i. so , 
dass die V erb indungsgeraden  je zweier entsprechenden Punkte durch  
einen Punkt (A oder Ax) gehen, und dass die S chnittpunkte  je  zweier 
en tsp rechenden  G eraden  auf einer G eraden (r oder Tj) liegen.

11. Das Verhältniss der entsprechenden Dreiecke P XP 2P3 und P x P% P 3'
x i y i 

*2 T2 
y-s

y i
y*

ergiebt sich, wenn man x;' y /  durch x2 y2- ersetzt (No. 4, 1). 
Man erhält

I x*

y  i
y%
y 3'

i
# i:

# 2 1
H<

# 3 1

H,
H,

3 2

3 3
Nun ist, wie man sofort sieht, wenn man für Hik die ausführlichen Aus­

drücke einsetzt

Setzt man
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so erhält man für das gewünschte Verhältniss
# 1 # 2 # 8  # 3 1  # 3 2  # 3 3

# l ' # 2 # 3 ' “
In gleicher Weise kann man ableiten

R

und P]'P2'P& verschwindend klein, und die Ausdrücke H ,n , H 32, H 33 einander 
gleich. Für das Verhältniss verschwindend kleiner an den entsprechenden 
Punkten P x und Px gelegener entsprechenden Flächen f  und / '  hat man also

/ '  -  R
12. Wir wollen noch mit einigen Worten auf eine Abart der projectiven 

Verwandtschaft hinweisen.
Wenn A 3 — B 3 =  0, so ist auch A3 =  ß 3 =  0 und die Functionen H 3 und 

H3 reduciren sich auf die Constanten C3 und P3. Wenn man sie noch als 
lineare Functionen von x  und y, bez. von x' und y' betrachten will, so muss 
man sie als solche Functionen betrachten, in denen die Coefficienten der Coor- 
dinaten verschwindend klein sind. Den Gleichungen

H 3 =  0 und H 3 =  0
kann dann nur durch unendlich grosse Werthe der Coordinaten genügt werden, 
und wir schliessen daher: In diesem  besonderen  F a lle  der pro jectiven  
V erw andtschaft sind die G egenachsen unend lich  fern. Man bezeichnet 
diese Art der Verwandtschaft als Affinität. Das Verhältniss entsprechender 
Flächen wird in affinen Systemen

# 1 # 2 # 3 ______

P X'P2'P3' ~  R  ’
also unabhängig von der Lage der Punkte PXP2P3. Wir haben daher den Satz, 
der die charakteristische Eigenschaft affiner Systeme ausspricht: In affinen 
Systemen ist das V erhältn iss en tsp rechender F lächen  constant.

Da in affinen Systemen einem unendlich fernen Punkte in 2 ein unendlich 
ferner in 2' entspricht, so folgt weiter: Je zwei en tsp rechende G erade in 
affinen Systemen en tha lten  ähnliche Punktreihen.

13. Die Gleichungen entsprechender Punkte zweier projectiven Systeme
No. 5, 7 beziehen sich auf Coordinatensysteme in den Ebenen 2 und 2'; durch 
die Coefficienten ^2a2, X3#3 . . . werden Beziehungen ausgedrückt, die
von jeder Coordinatenbestimmung unabhängig sind, diese Gleichungen gelten 
auch, wenn die Punkte von 2 und 2' auf räumliche Coordinatensysteme bezogen 
werden. Wir wollen für die folgende Untersuchung voraussetzen, dass sie auf 
ein Coordinatentetraeder bezogen sind.

Aus den Functionen P t , P2, P3 . . . und aus einer willkürlich gewählten 
linearen Function in Ebenencoordinaten II bilden wir die Functionen

p x' =  p x +  s ,n ,  p 2’ =  p 2 +  ö2n,  p3' =  p 3 +  83n.

c 3u 3



358 Analytische Geometrie.

Durch die drei Punkte Px' — 0, P 2' — 0, P3’ =  0 ist eine Ebene 2 t be­
stimmt, und P x , PA, P 3 sind die Projectionen von Pv P 2, P 3 auf diese Ebene,
von dem Centrum ü aus projicirt. Die Identität
P \   i “4“ tZ gP 2 ~b ^ 3-Z*3 ——— t?^ P  ̂ -f- CIg P 2 —f- 3 3  ~4~ (t?^ 0  ̂ -I-  7̂ 2 0 2 ~P ^ 3^ 3) H :==z 0
zeigt, dass P 3 die Projection des Punktes

P4 =  a\P \  +  2̂ P 2̂ +  ^3^3 =  0 
auf die Ebene ^  ist; denn aus

PV — a\P\ "b a2-^V +  3̂ P 3'
erkennt man, dass P^' mit P>1', P^', P 3 auf derselben Ebene liegt, und aus

P 4 ^  P î +  ^2  P *2 ~P a 3 “P (al °1 "b ö 2 °2 ~P a 3 °ä) U >
dass P J  auf der Geraden P± 11 liegt.

In gleicher Weise ist ersichtlich, dass
I P  =  ^xa\P\  +  ^2̂ 2 P2 ' +  ^3̂ 3 P 3 '

---  P j  “f- 2̂ 2̂ P 2 ~P ^3 3̂ P33 H-  Q'11?i Ö j —t- ^2CI202 “t-   ̂3 Ä 3 S 3 ) 0  == 0
die Projection des Punktes
2. P? = ^ 1 a1 P31 4-X 2rj:2JP2 -|-X3ü!3P:,3 = 0
auf die Ebene 2 X ist.

Aus den Formeln 1. und 2. folgt sofort der Satz: Die C en tra lp ro jec tio n  
eines ebenen Systems 2 auf eine andere Ebene ist dem Systeme 2 
projectiv . Hier ist die Parallelprojection mit inbegriffen, da sie als Central­
projection mit unendlich fernem Centrum zu betrachten ist, und da die Schlüsse 
sich nicht ändern, wenn 11 =  0 die Gleichung eines unendlich fernen Punktes ist.

In der Schnittlinie a der Ebenen 2 und 2 t sind zwei congruente Gerade 
der projectiven Systeme so vereint, dass die entsprechenden Punkte sich decken. 
Legt man durch II eine Gerade ß parallel zu a, und durch ß eine Ebene T  so, 
dass der zwischen 2 und 2X enthaltene Streifen der Ebene T  von der Geraden ß 
halbirt wird, so sind die Ränder dieses Streifens das andere Paar congruenter 
Geraden von 2 und 2 r  Die Scheitel der beiden Paare congruenter Büschel 
liegen in der Symmetrieebene der ganzen Figur, d. i. in der durch n gehenden 
Normalebene zu a. Die Ebenen, welche durch ß parallel zu 2j und 2 gelegt 
werden, schneiden 2 und 2X in den Gegenachsen beider Systeme.

14. Zwei pro jective ebene System e 2 und 2' lassen sich im m er so 
legen , dass das eine eine C en tra lp ro jection  des andern  ist.

Man lege 2' so gegen 2, dass in der Schnittlinie beider Ebenen zwei con­
gruente Gerade T und L mit den entsprechenden Punkten sich decken, und 
verbinde zwei Paar entsprechende Punkte A und A', B  und B 1, der beiden 
andern congruenten Geraden; da diese P parallel sind, so liegen sie auf einer 
Ebene, und die Geraden A A 1 und BB '  haben einen Schnittpunkt II. Verbindet 
man n mit zwei auf F liegenden Punkten C und D, und projicirt nun von II 
aus das System 2 auf die Ebene 2', so bildet die Projection ein ebenes System 
2 j, das mit 2, also auch mit 2 ' projectiv ist.

Die beiden auf derselben Ebene liegenden projectiven Systeme 2' und 2, 
haben vier entsprechende Punkte gemein A', B ', C und D , von denen nicht 
drei in einer Geraden liegen; folglich sind sie identisch; 2' ist also selbst die 
Centralprojection von 2.

15. Die Gesammtheit aller Strahlen, die durch einen Punkt gehen, wird als 
S trah lbündel bezeichnet. Sowie man das Ebenenbündel als Gesammtheit 
der Ebenen sich vorstellen kann, welche die Geraden einer Ebene von dem
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Träger des Bündels aus projiciren, so kann man sich ein Strahlbündel als den 
Verein aller der Strahlen vorstellen, durch welche die Punkte einer Ebene vom 
Träger des Bündels aus projicirt werden.

Bei den vorliegenden Betrachtungen haben wir die Vorstellung einer mit 
Punkten bedeckten Ebene (ebenes Punktsystem) mit der Vorstellung der mit 
Geraden bedeckten Ebene (ebenes Geradensystem) vereinigt; ebenso wollen wir 
auch das Strahlbündel und das Ebenenbündel immer vereint vorstellen; man 
kann sich dann entweder der einen oder der andern Bezeichnung bedienen, je 
nachdem man andeuten will, dass man bei einem ebenen Querschnitte der Figur 
zunächst die Schnittpunkte der Strahlen, oder die Schnittgeraden der Ebenen 
beachten soll.

Man kann ein ebenes System 2 und ein Strahlbündel, durch welches 2 
projicirt wird, in Beziehung setzen, indem man jedem Punkte aul 2 den pro- 
jicirenden Strahl, jeder Geraden auf 2 die projicirende Ebene zuordnet.

Strahlbündel, welche projective ebene Systeme projiciren, werden als p ro ­
jective S trah lbündel bezeichnet, und zwar entsprechen sich darin die Strahlen, 
welche entsprechende Punkte, sowie die Ebenen, welche entsprechende Gerade 
projiciren.

In zwei projectiven Strahlbündeln entspricht jedem ebenen Strahlbüschel 
des einen Systems ein projectives ebenes Strahlbüschel des andern; jedem 
Ebenenbüschel des einen ein projectives Ebenenbüschel des andern.

Ebene Querschnitte projectiver Strahlbündel sind projectiv. Entsprechen 
den vier Ebenen

Tx — 0, T 2 =  0, V3 =  0, T± =  ax Tx -4- a2 V2 +  a3 V3 =  0 
eines Ebenenbündels die Ebenen

zy =  0, 2 7  =  0, 7y =  o, +  +
eines projectiven Ebenenbündels, so sind die Gleichungen je zweier entsprechenden 
Ebenen beider Bündel
T =  ^xaxTx -4- X2a2Z12 -4- ^3a3T 3 = 0 ,  V  =  'k1b1 T x -4- X2̂ 2712' -4- ^ 3^3 ’ =  0.

Denn setzt man in diesen Gleichungen z. B. z — 0, so erhält man die 
Gleichungen der Geraden der Querschnitte beider Büschel mit der ATF-Ebene, 
und erkennt sofort, dass beide Querschnitte projectiv sind.

Entsprechend den congruenten Geraden und den congruenten Strahlbüscheln 
ebener projectiver Systeme giebt es in zwei projectiven Strahlbündeln zwei Paar 
entsprechende congruente ebene Strahlbüschel und zwei Paar entsprechende 
congruente Ebenenbüschel; wir müssen uns indessen versagen, hierauf näher 
einzugehen.*)

16. D oppele lem en te  auf e inander liegender p ro jec tiv e r Ebenen. 
Werden zwei auf einander liegende ebene Systeme auf dasselbe Coordinaten- 
system bezogen, so fällt ein Punkt P  mit seinem entsprechenden P 1 zusammen, 
wenn man X so wählt, dass die Gleichungen zusammen bestehen

Xj ax x x -4- 2̂ #2 ~4~ 3̂ #3 ̂ 3 _ ^1^1 "4” 2̂ 2̂ x 2 ~b 3̂ 3̂ x 3
^ x a \ - b  ^ 2 ^ 2  - h  ^ 3 ^ 3  “ b  ^ 2 ^ 2  ^ 3 ^ 3

1- X, axy x -4- -4- *3^3.43 _  +  ^3b3y 3
+  ^ 2 a 2 ~ h  ^ 3 ^ 3  ^ 1 ^ 1  - b  ^ 2 ^ 2  ^ 3 ^ 3

Setzt man abkürzungsweise

*) Vergl. u. A. des Verfassers Schrift: Elemente der analytischen Geometrie in homogenen 

Coordinaten. Braunschweig 1872, pag. 219.
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3 — +  ^3a3> T — 2̂ 2̂ "+" \s 3̂ >
so erhält man aus 1. die Gleichungen
9 (^1 x l  “h  v̂2 ß y X y  +  ^ 3 ^ 3) T =  (̂ - ̂  ^  ̂  j f - \ - ^ 2 b 2 -\- b 3 X 3  ) <T ,

(^1^1 +  2̂ ̂ 2^2 +  3̂ ö3 J 3) T ~  Ou 1̂ Tl +  ^2^2dV *+" 3̂ 3̂ Ts') a •
Dies sind zwei quadratische Gleichungen für die maassgebenden Verhältnisse 

^  : X3 und X2 : X3. Denselben wird durch die Verhältnisse der X genügt, welche 
sich aus den beiden Gleichungen bestimmen x =  0, 3 =  0. Diese Gleichungen 
sind linear, haben also ein reales System von Lösungen; durch diese Lösung 
werden aber keine Doppelpunkte der beiden ebenen Systeme bestimmt, sondern 
die einander entsprechenden unendlich fernen Punkte beider Systeme, die im 
Allgemeinen nicht zusammenfallen.

Die übrigen drei Lösungen des Systems 2. führen auf Doppelpunkte. Von 
diesen Lösungen ist eine wenigstens real. Die beiden andern sind entweder 
real oder conjugirt complex.

Im letzteren Falle sind auch die Coordinaten der ihnen zugehörigen 
Doppelpunkte conjugirt complex, und daher die Gerade real, auf der sie liegen. 
Diese Gerade ist, da sie zwei Doppelpunkte enthält, eine Doppelgerade, d. i. 
auf ihr liegen zwei entsprechende Gerade beider Systeme. Der reale Doppel­
punkt ist Träger zweier auf einander liegenden entsprechenden Strahlbüschel; 
diese haben zwei Doppelstrahlen, die nicht real sein können, weil sonst ihre 
Schnittpunkte mit der realen Doppelgeraden reale Doppelpunkte wären, entgegen 
der Voraussetzung, dass nur ein realer Doppelpunkt vorhanden ist.

Wenn drei reale Doppelpunkte vorhanden sind, so sind die Seiten des von 
denselben gebildeten Dreiecks Doppelgeraden.

Wir schliessen daher: Zwei auf derselben  Ebene liegende ebene 
System e haben drei D oppelpunkte und drei D oppelgerade; auf jed e r 
D oppelgeraden  liegen zwei D oppelpunkte , durch jeden  D oppelpunk t 
gehen zwei D oppelgerade. Von diesen D oppelelem enten sind en t­
weder alle real, oder es ist eine Ecke des von ihnen g eb ild e ten  
D oppeldreiecks und die gegenüberliegende Seite real, w ährend die 
beiden  andern Seiten und Ecken conjugirt complex sind.

In besonderen Fällen können auch mehr als drei Doppelpunkte und Doppel­
gerade vorhanden sein. Wenn vier Doppelpunkte vorhanden sind, von denen 
nicht drei aut einer Geraden liegen, so sind die beiden Systeme identisch; alle 
Punkte sind alsdann Doppelpunkte, alle Geraden sind Doppelgerade. Wenn 
drei Doppelpunkte auf einer Geraden liegen, so ist diese Gerade Doppelgerade 
und auf ihr fallen zwei entsprechende congruente Gerade mit den entsprechenden 
Punkten zusammen. Alsdann giebt es noch ausserdem einen realen Doppelpunkt 
(A oder Aj) und noch ein Büschel von Doppelstrahlen, (dessen Träger A oder 
ZX1 ist).

17. C onstructionen  an pro jec tiven  ebenen Systemen. Sind von 
zwei projectiven Systemen 2 und 2' vier Paar entsprechende Punkte P x P2 P., PA 
und Px'P a'P 3'Px' gegeben, so sind sechs Paar entsprechende Gerade bekannt, 
nämlich die Seiten der beiden vollständigen Vierecke P XP2P.APX und Px'P 2'P s'P  
auf jedem Paare dieser Seiten sind drei Paar entsprechende Punkte bekannt.

Bestimmt man die Gegenpunkte auf zwei Paar entsprechenden Geraden, 
und verbindet dieselben, so erhält man die Gegenachsen G und Gx der 
beiden Systeme.
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Der Geraden a, welche durch P3 parallel zu Pt P 2 gelegt wird, entspricht 
die Gerade a', welche P 3' mit dem Gegenpunkte auf P x P2 verbindet.

(M. 460.)

Die beiden Geraden, welche parallel zu C, sind, und auf denen von P / P j '  
und a' Strecken abgeschnitten werden, welche der auf G von P x P 2 und a ab­
geschnittenen Strecke gleich sind, sind die Geraden F' und T /, denen in 2 
congruente Gerade T und Tj entsprechen.

Dem von Px P2 und a' bestimmten Strahlbüschel entspricht das Parallel­
strahlenbüschel, zu welchem P x P2 und a gehören. Die beiden Strahlen des 
Büschels (P i’P ‘2 a'), deren Winkel mit Gx gleich den Winkeln der Geraden a 
und G sind, enthalten die Punkte A' und A /; die entsprechenden Strahlen in 
2 enthalten die Punkte A und At ; man erhält die Träger A, A1; A', A/, der 
congruenten Büschel, indem man auf diese beiden Paaren entsprechender Strahlen 
die Punkte bestimmt, deren Abstände von G und Gx gleich dem Abstande der 
Geraden D von Gx bez. der Geraden T von G sind.

Die entsprechenden Strahlen zweier entsprechenden Strahlbüschel in zwei 
auf einander liegenden projectiven Systemen schneiden sich auf Punkten eines 
Kegelschnitts, der durch die Doppelpunkte der beiden Systeme geht; denn zwei 
Strahlen der beiden Büschel, welche nach demselben Doppelpunkte gehen, sind 
entsprechende Gerade. Sämmtliche Kegelschnitte, die durch die Paare ent­
sprechender Strahlbüschel erzeugt werden, haben also die drei Doppelpunkte 
gemein. Zwei von diesen Kegelschnitten, welche durch die in A und A\  bez. 
durch die in B  und B ' liegenden entsprechenden Strahlenbüschel erzeugt werden, 
haben ausser den Doppelpunkten noch den immer realen Punkt gemein, in 
welchem sich die Geraden A B  und Ä B '  schneiden; denn A B  und Ä B '  sind 
entsprechend in beiden Paaren von entsprechenden Strahlbüscheln. Die Con- 
struction der D oppelpunkte und D oppelgeraden  zweier auf e inander 
liegenden ebenen System e ist somit auf die Fundam entalaufgabe für 
Constructionen d ritten  und v ierten  G rades zurückgeführt: Die 
D urchschnittspunkte zweier K egelschn itte  zu finden, von denen ein 
Schnittpunkt bekann t ist.
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§ 15. Raumcurven dritter Ordnung und abwickelbare Flächen dritter Klasse.
1. Als Raum curve III. O. (R3) defin iren  wir die R aum curve, in 

w elcher sich zwei F lächen II. O- durchdringen, die eine gerade L inie 
gem ein haben.

Diese Gerade bildet mit R 3 zusammen den vollständigen Durchschnitt 
zweier Flächen II. O., also eine Raumcurve IV. 0. 1. Sp. Da nun eine solche 
Raumcurve mit jeder Ebene vier Punkte gemein hat, so folgt, dass eine 
R aum curve III. O. von jed er Ebene in drei Punkten geschn itten  wird, 
von denen w enigstens einer real ist.

2. Ist a eine Gerade, die mit R 3 zusammen den vollständigen Durchschnitt 
zweier Flächen II. O. bildet, so lege man durch a und R 3 zwei Flächen II. O. 
F x und F2. Die durch a gelegten Ebenen schneiden F x und F 2 in den Geraden 
des Systems, zu welchem a nicht gehört. Projicirt man diese Geraden auf F x, 
bez. auf F 2 von einer Geraden a' auf Fx, bez. von einer Geraden a" auf F 2 
aus, die mit a zu demselben Systeme gehören, so erhält man drei projective 
Ebenenbüschel, deren Träger die Geraden a, a', a" sind. Das erste und zweite 
Büschel erzeugen F ,, das erste und dritte erzeugen F 2. In jedem Punkte von 
R 3 treffen sich drei entsprechende Ebenen der drei Büschel.

Umgekehrt: Sind a, a', a" die Träger dreier projectiven Ebenenbüschel, so 
erzeugen die Büschel a und a' eine Fläche II. 0. Fx, a und a" eine Fläche 
II. O. F 2; F x und F2 enthalten beide die Gerade a, schneiden sich also ausser­
dem noch in einer R 3, in deren Punkten je drei entsprechende Ebenen der drei 
Büschel Zusammentreffen.

Wir schliessen daher: Der Ort der Schnittpunkte e n tsp re ch e n d e r 
d reie r p ro jec tiven  E benenbüschel ist eine Raumcurve III. O. Je d e r  
der drei T räger d ieser Büschel b ild e t mit R 3 zusam m en den v o ll­
ständ igen  D urchschn itt zweier F lächen  II. 0.

3. Die Büschel a' und a" erzeugen eine Fläche II. O., welche die Gerade a 
zweimal schneidet. Construirt man zu den beiden entsprechenden Ebenen der 
Büschel a' und a", welche nach einem solchen Schnittpunkte gehen, die ent­
sprechende Ebene durch a, so erkennt man, dass in jedem dieser zwei Schnitt­
punkte drei entsprechende Ebenen der drei Büschel sich treffen. Wir sehen 
daraus: Jede G erade a, welche mit e iner R3 zusam m en den v o ll­
ständigen  D urchschnitt zweier F lächen II. 0. b ilde t, trifft R 3 in zwei 
rea len  oder conjugirt com plexen Punkten. Man nennt diese Geraden 
daher Secanten der R 3.

4. Durch einen Punkt des Raum es, der nicht auf R 3 lieg t, geht 
nur eine Secante e iner R 3, d. i. nur eine Gerade, die R 3 in zwei rea len  
oder con jug irt complexen Punkten trifft. Denn wären durch P  zwei 
Secanten möglich, so hätte die Ebene dieser Secanten vier Schnittpunkte mit R 3, 
im Widerspruche mit No. 1.

Jede Secante von R 3 b ilde t mit R 3 den vollständigen D u rch sch n itt 
zweier F lächen II. O. Denn wenn a' Secante von R 3 ist, so lege man durch 
a, R 3 und einen Punkt P  auf a', der nicht auf R 3 liegt, die hierdurch eindeutig 
bestimmte Fläche II. O. F x. Diese Fläche enthält a', da sie von a' den Punkt P, 
sowie die beiden Schnittpunkte mit R 3 enthält. Das Ebenenbüschel a und ein 
dazu projectives a' projiciren die Geraden auf F x, die a' schneiden; das Büschel 
a und ein dazu projectives, dessen Träger a" auf F2 liegt und a nicht schneidet,
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projiciren die a und a" schneidenden Geraden auf F 2. Entsprechende Ebenen der 
drei Büschel a, a' und a" gehen daher durch gemeinsame Punkte von Fx und F2, 
mit Ausnahme der Punkte auf a; denn ist A auf a gelegen, so entsprechen den 
Ebenen A a' und Aa" im Allgemeinen zwei verschiedene Ebenen des Büschels a. 
Die Büschel a' und a" erzeugen eine Fläche II. O., die R 3 und a' enthält, also 
bilden R s und a' den vollständigen Durchschnitt diese Fläche und der Fläche F x.

5. Sind F x, F 2, F 3 drei Flächen II. O., die R 3 enthalten und nicht zu 
demselben Büschel gehören (z. B. die Flächen F x und P 2 aus No. 1, und die 
durch die projectiven Büschel a’ und a" erzeugte Fläche), so ist die Gleichung 
jeder Fläche II. O., welche R 3 enthält, von der Form 
1. F  =  -+- P2 ^ 2  T - j-*-3 F 3 =  0 .

Denn sind Px und P2 zwei beliebige Punkte des Raumes, so geht durch 
jeden eine Secante der R 3; durch diese Secanten und durch R 3 ist eine 
Fläche II. O. eindeutig bestimmt; also ist durch R 3 und zwei beliebige Punkte 
ausserhalb R 3 eine Fläche II. O. eindeutig bestimmt. Sind nun F xi, F 2i, F 3i 
die Werthe, welche die Functionen F x, F2, F 3 für die Coordinaten von Pi an­
nehmen, so enthält die Fläche II. O.

die Punkte P x und P 2, sowie alle gemeinsamen Punkte von F x, F 2 und F 3, 
also die R 3, und ist von der Form 1.

6. Durch einen Punkt F  auf R 3 gehen unzählige Secanten der R 3; durch 
zwei derselben a und a' und durch die R 3 ist eine Fläche II. O. /  bestimmt.

Die Fläche /  ist ein Kegel; denn wäre /k e in  Kegel, so würde aa '  Tangenten­
ebene von /  folglich die Tangente der Raumcurve in P  auf aa '  gelegen sein; 
dies ist aber für keinen Punkt der Raumcurve der Fall, da sonst die Ebene aa '  
ausser dem Punkte P  und den zwei noch auf a und a' gelegenen Curvenpunkten 
noch den unendlich nahe bei P  gelegenen Punkt der Curve mit derselben gemein 
haben würde. Wir erhalten somit: E ine R 3 wird von jedem  ih rer Punkte 
aus durch einen K egel II. O. pro jicirt.

Sind sechs Punkte 1, 2, 3, 4, 5, 6 einer R 3 gegeben, so ist damit auch der 
Kegel II. O. bestimmt, der die R 3 von einem dieser Punkte z. B. von 1 aus 
projicirt. Denn alsdann sind von diesem Kegel K x die fünf Mantellinien bekannt, 
die 1 mit den andern fünf Punkten verbinden, und durch fünf Mantellinien ist 
ein Kegel II. O. eindeutig bestimmt. Ebenso ist der Kegel K 2 bestimmt, der 
R3 von 2 aus projicirt. Beide Kegel haben ausser der Mantellinie 1 2 eine 
bestimmte R 3 gemein. Daher schliessen wir: Eine Raum curve III. O. ist 
durch sechs Punkte bestim m t. Zugleich ist ersichtlich, wie eine R 3 aus 
sechs gegebenen Punkten lin e a r  constru irt w erden kann.

7. Legt man eine Ebene T  durch eine Secante a (No. 1) einer R 3, so 
schneidet diese die Fläche F x ausser in a noch in einer Geraden ß, welche mit 
a nicht zu demselben Systeme gehört. Auf a liegen zwei Punkte der R 3, welche 
real oder conjugirt complex sind; folglich liegt auf ß der dritte immer reale' 
Schnittpunkt der Ebene T  mit der Curve R.y  Wenn alo die F läche F  die 
Raumcurve R 3 en th ä lt, so haben alle  G eraden  auf F, die n ich t Se­
canten von R 3 sind, mit R 3 einen realen  Punkt gemein.

8. Wenn die G erade ß mit der Raum curve R 3 nur einen Punkt P  
gemein hat, so erfü llen  alle Secan ten  von R 3, die ß schneiden , eine
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Fläche II. O. Legt man durch ß eine Ebene, so hat diese mit R 3 ausser P  
noch zwei Punkte gemein, und die durch diese Punkte bestimmte Secante von 
R 3 schneidet die Gerade ß. Durch zwei solche Secanten a und a' und durch 
die R 3 ist eine Fläche II. O. bestimmt. Diese Fläche F  enthält ß ganz, weil 
drei Punkte von ß, nämlich P  und die Schnittpunkte von ß mit a und a', auf 
der Fläche liegen; folglich enthält diese Fläche auch alle Secanten der R 3, 
welche ß schneiden.

9. Projicirt man die Secanten von R 3, welche ß schneiden, von einem 
andern Punkte P x der R 3 aus, so bilden die projicirenden Ebenen ein Büschel, 
dessen Träger die Gerade ß' der Fläche F  ist, die durch P x geht und mit ß zu 
demselben Systeme gehört. Die Secanten von R 3, welche ß und ß' treffen, 
werden daher von ß und ß' aus durch zwei projective Ebenenbüschel projicirt.

Jeder Geraden ß, die durch P  geht, entspricht somit eine bestimmte Gerade 
ß', die durch P x geht, und dem Ebenenbüschel, dessen Träger ß ist, entspricht 
ein projectives Ebenenbüschel mit dem Träger ß\ Alle Strahlen ß, welche auf 
einer Ebene liegen, werden von der auf dieser Ebene liegenden Secante der R 3 
geschnitten; die entsprechenden Strahlen ß’ liegen auf der Ebene, welche diese 
Secante von Px aus projicirt. Jeder Ebene durch P entspricht daher eine Ebene 
durch Px so, dass beide sich in einer Secante der R 3 schneiden.

Zu einem Strahle ß kann daher der entsprechende Strahl ß' gefunden 
werden, wenn man vier Paar entsprechende Strahlen kennt. Wenn nämlich 
ßi, ß2, ß3, ß4 der Reihe nach den durch Px gehenden Strahlen ß1', ß2', ß3’, ß4' 
entsprechen, so sind durch die drei Paar Ebenen, welche zwei entsprechende 
Strahlen, z. B. ß4 und ßx' mit den übrigen verbinden, zwei projective Büschel 
bestimmt; zwei andere projective Büschel werden von den drei Paar Ebenen 
bestimmt, welche ß2 mit ß1; ß.., ß4, und ß2' mit ß/, ß3', ß4' verbinden. Be­
trachtet man nun einen Strahl ß als den Schnitt zweier Ebenen der Büschel mit 
den Trägern ß1 und ß2 und construirt die entsprechenden Ebenen der projectiven 
Büschel ßj' und ß2', so ist deren Schnittgerade die gesuchte Gerade ß'. Dieselbe 
Construction haben wir anzuwenden, um bei zwei projectiven Strahlbündeln 
(§ 14, No. 15 und 6), in denen die Strahlen ß4, ß2, ß3, ß4 den Strahlen ß4', ß2', 
ß3', ß4', entsprechen, zu einem Strahle ß des einen Bündels den entsprechen­
den des andern zu finden. Wir schliessen daher: Die Secanten  einer R aum - 
curve III. O. werden von je zwei Punkten der Raum curve aus durch 
en tsprechende E benen zweier pro jectiven  Strahlbündel p ro jic irt.

Wenn zwei entsprechende Strahlen ß und ß' dieser beiden Strahlbündel 
sich schneiden, so degenerirt die Fläche II. O., welche R 3, ß und ß' enthält, zu 
einem Kegel II. O. K, da ß und ß' Gerade desselben Systems dieser Flächen 
sind. Da die Ebene der Geraden ß und ß' ausser diesen beiden Geraden keinen 
Punkt mit K  gemein hat, so liegt der Punkt, den die Ebene ßß' ausser den 
Punkten P  und Px noch mit R 3 gemein hat, auf einer der Geraden ß oder ß'. 
Da nun ferner jede Secante von R 3, welche ß oder ß' trifft, auf K  liegt, so kann 
dieser dritte Punkt nur der Schnittpunkt der Geraden ß und ß' sein. Hieraus 
folgt: P ro jic irt man die Secanten einer R 3 von zwei P unkten  der 
Curve aus durch zwei pro jective Ebenenbündel, so is t die Curve R 3 
der Ort der Punkte, in denen sich zwei en tsp rechende S trah len  
beider Bündel schneiden.

10. Die Gleichungen dreier entsprechenden Ebenen zweier projectiven 
Ebenenbüschel, durch welche eine R 3 erzeugt wird, nehmen eine besonders ein­
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fache Gestalt an, wenn man als Träger zweier Büschel zwei Tangenten a und t 
der R 3 und als Träger des dritten die Secante a der R ?> benutzt, welche die 
Tangentialpunkte A und B  der Tangenten j  und x verbindet.

Sind T0 und T 3 die Schmiegungsebenen (§ 10, No. 3) in den Punkten A und 
B , so entspricht die Ebene T0 des Büschels a den Ebenen der Büschel a und x, 
welche die Curve R 3 in einem dem Punkte A unendlich nahen Punkte treffen; 
dies ist im Büschel a die Ebene, welche die Tangente j  enthält, denn diese ent­
hält ausser A noch einen unendlich nahe bei A gelegenen Curvenpunkt; und im 
Büschel x die Ebene, welche die Gerade a enthält. Es entsprechen sich daher 
die drei Ebenen

f'o 7K a(J Ta •
Die Ebene aa kann als eine Ebene des Büschels a angesehen werden, 

welche R., in einem dem Punkte B  unendlich nahen Punkte trifft; im Büschel a 
entspricht ihr daher die Ebene, welche die Tangente x enthält und im Büschel x 
die Schmiegungsebene T 3. Es entsprechen sich also die drei Ebenen

151 A  !XT 7K ^3 •
Sind T x =  0 und T 2 — 0 die Gleichungen der Ebenen ja  und xa, so kann 

man sich die Functionen T0, T x, Tt>, T 3 immer mit solchen Faktoren multiplicirt 
denken, dass die Gleichungen dreier entsprechenden Ebenen der drei projectiven 
Büschel j , a, x die Form haben
7’=  Xjr 0 — x2 =  0, r  ^ \ XT X - x 2r 2 =  o, t " =  \ x t 2 — \ 2t 3 =  o.

Dividirt man diese Gleichungen durch Xx und bezeichnet den Quotienten 
X2 : Xx mit X, so gehen diese Gleichungen über in
1. T0 — XTx =  0, T' T x — =  0 , T"  =  P2 — \ T 3 =  0 .

Diese drei linearen Gleichungen für x ,  y ,  z  enthalten einen veränderlichen
Param eter X, und zwar erscheint X als die einzige unabhängige Veränderliche. 
Durch X kann man die Coordinaten jedes Curvenpunktes ausdrücken, indem man 
das System 1. nach x ,  y ,  z  auflöst.

Die Auflösungen eines Systems von drei linearen Gleichungen sind be­
kanntlich Quotienten, welche als gemeinsamen Nenner die Determinante der 
Gleichungen und als Zähler Determinanten dritten Grades in den Coefficienten 
der Gleichungen haben. Die Coefficienten der Gleichungen 1. sind lineare 
Functionen von X; die Lösungen des Systems 1. haben daher die Form 

x  =  (a0 -p ax X -P #2 X2 -P a3 X3) : (*/0 -T dx X -V d  ̂X2 -P  d3 X3) ,
2. y — {pQ -P bx X -P b% X2 -P b3 X3) (d0 -P dx\  -P  X2 -P d3 X3) ,

z  =  ( c 0 -P  X -P ^ 2X2 ~P 3̂ X3) : {d§ +  d x X -P d% X2 -P  d3 X3) .
Die C oord inaten  der Punkte eines R 3 lassen sich daher als 

gebrochene ra tio n a le  Functionen  eines P aram eters X d a rs te llen , und 
zwar in der Form

3.
T 3 ? 3  ?3

wobei <f>0, f x, (p2> ?3 ganze F unctionen  d ritten  G rades von X sind. 
Setzt man die Werthe 2. in die Gleichung eines Curvenpunktes ein

xu  -p yv  -P zw  — 1 = 0 ,  
so erhält man, nachdem man mit <p3 multiplicirt hat

?ou +  <?iv +  — Ts =  °-
Ordnet man dies nach steigenden Potenzen von X, so entsteht 

4. A 0 -p X • A x -p X2 • A% -p Xs • A 3 =  0,
wobei
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A0 = 3  a0u - p  b0v -P  c0w — d0 , A x =  axii -P  bxv -P  cxw
A.t = Q ■A 2 ^  a2u y- b2v +  c2w — d2 

so dass ,/40 =  0, =  0, A 2 =  0, A 3 =  0 die Gleichungen von vier bestimmten
Punkten sind*).

11. Man schliesst leicht, dass umgekehrt die Punkte, deren  G leichungen
aus

A q -p  X • A x -P X2 • A 2 -p  X3 ' A j : 0
oo durch läuft, einehervorgehen , wenn X alle W erthe von — oo bis 

Raumcurve III. O. erfüllen.
Denn aus der Gleichung No. 10, 3 folgen die Gleichungen No. 10, 2. Diese 

kann man als lineare Gleichungen für die drei Grössen X3, X2 und X ansehen. 
Ordnet man sie demgemäss, so erhält man

(ci3 — xdp) X3 -P (ü2 — x dp) X2 -P (ci j — xdx) X — (a0 x  dp),
(̂ 3 — y d  3) X3 H- (b2 — y d 2)Y* -P (bx — y dx)h — (/̂ 0 y  d0) ,
(^3 —  z  ^ 3) "+* —  2  ^ 2) ■+" ( f \  —  Z d \ )  ^  =  (C0 Z d ü )  .

Die Determinante dieses Systems ist

1.

Diese zerfällt in ein Polynom von acht Determinanten, von denen aber die 
identisch verschwinden, welche in zwei Zeilen Coordinaten als Faktoren stehen 
haben, da in diesen Determinanten diese beiden Zeilen proportionale Elemente 
enthalten. Es bleiben mithin nur vier Determinanten übrig 
2. Z'jj (fi^b2Cf) (̂ 3 b%cx) x  (̂ 3 d2cP)y (ß3 2̂ ) z >
wenn man unter (piqkri) die Determinante versteht

pi pk pi
(piqkri) ES qi qk qi

ri rk ri
In gleicher Weise reduciren sich die Zähler der Auflösungen des Systems 1., 

und man erhält

3.
wobei

T5 , 3  _ _  f oA r~r\
1  3

X = Ty
7\

(ß ffb 2 cx) x  +  (a Q^2 ci ) y  "1" (^0^2d \ ) z , 
T\ == ( 3̂^o î) ~F (d3 b0 cx) x  -f- (Pwd^cPjy -P (#3bffdx) z >
T 2 (̂ 3 2̂̂ 0) ~Y (ßs 2̂ 0̂) x  ~P (p -i^ 2 t'o )y  "F ( a 3 2̂ dß) z  •

Die Gleichungen 3. ergeben

mithin die Gleichungen
t q — x z\ =  0 , t x — \ t 2 =  0 , t 2 — xr3 =  0 ,

welche mit den Gleichungen No. 10, 1 übereinstimmen.
12. Die Eigenschaft, dass die Coordinaten jedes Punktes rationale Functionen 

eines veränderlichen Parameters sind, theilen die Raumcurven III. O. u. A. mit 
der Geraden und mit den Kegelschnitten.

Wenn A 0, A x, A 2 lineare Functionen der Ebenencoordinaten sind, so ist 
der Ort der Punkte, deren Gleichungen unter der Form enthalten sind 
1. A q -P \ A X =  0

f) MÖBIUS, Der barycentrische Calcul. Leipzig 1827, pag. 114— 124.
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bekanntlich die Gerade A 0A X. Aus 1. folgt für die Coordinaten jedes Punktes 
dieser Geraden die Darstellung

x =  Vy
?S

?1 „ ?2y  — — . z —
? S  ? 8

wobei <p0, cpx, <p2, cp3 lineare Functionen von X sind.
Die Punkte, deren Gleichungen unter der Form enthalten sind

2. A n -p I A X -p X2 A n =  0
liegen auf der Ebene der drei Punkte A0A XA 2\ denn die Coordinaten dieser 
Ebene genügen der Gleichung 2. unabhängig von X.

Wir beziehen die Gleichung auf ein Coordinatensystem, dessen X Y -Ebene 
mit der Ebene AffAxA 2 zusammenfällt, und setzen dann w — 0; hierdurch mag 
entstehen

B 0 -F -P X2 ß 2 =  0.
Dies ist die allgemeine Form der Gleichung eines Punktes unserer Curve 

in Liniencoordinaten, bezogen auf das neue System XO Y. Aus dieser Gleichung 
folgen für x  und y  Werthe von der Form

ciff —P cif X —P <?2X2 bff -p bx X —P b2X2
cff -p c x X -p c 2 X2 ^ cff -p Cf X -P c 2 X2 

Betrachtet man diese beiden Gleichungen als lineare Gleichungen in Bezug 
auf X und X2, so erhält man Auflösungen von der Form
3. X =  T x : T2 , X2 =  Tff : T2 ,
wobei T x, T 2 lineare Functionen der Coordinaten x  und y  sind. Aus diesen 
beiden Gleichungen folgt durch Division
4. X =  T f f  : T f  .

Die beiden Gleichungen 3. kann man durch die erste derselben und durch 4. 
ersetzen, so dass man die beiden Gleichungen behält
5. Tff — \T f  =  0, Tf — I T 2 =  0.

Diese lehren sofort, dass die Punkte, die der Gleichung 2. entspringen, die 
Schnittpunkte entsprechender Strahlen zweier projectiven Büschel sind; die 
Gleichung des erzeugten Kegelschnitts ergiebt sich durch Elimination von X aus 
den beiden Gleichungen 5. zu 7'0 T2 — Tp* =  0 . Aus derselben ist ersicht­
lich, dass Tff und T 2 die Curve in den beiden Punkten berühren, in denen sie 
von Tf geschnitten wird.*)

13. Hat man auf einer Raumcurve III. O. zwei Punkte A und B  gewählt, 
so sind dadurch die Ebenen 7’0, 7 \, T 2, T % bestimmt; die Functionen T0, T x, 
T2, Tz (No. 10, 1) sind somit jede bis auf einen constanten Faktor bestimmt.

Ist noch ein Punkt C der Curve bekannt, und schneiden sich in demselben 
die Ebenen
1. a 1)77ff —  ci fTx — 0 ,  a, fTx ^ 2 Z'2 =  0 ,  <x2T 2 d!3 Z13 = 0 ,
so sind die Verhältnisse der Coefficienten ax, a2, a 3 bestimmt, und die Punkte 
der Curve werden für jedes X als Schnittpunkte der drei Ebenen erhalten
2. Tff — X • ax T x =  0, ax T x — X • a2 T2 — 0, a2T 2 — X • a.A T z =  0. 

Hieraus ist ersichtlich: Eine Raum curve III. O. ist durch zwei Punkte,
die Tangenten  und die O scu lationsebenen  in diesen P unkten , sowie 
durch einen d ritte n  Punkt eindeu tig  bestim m t.

Der Punkt A, in welchem sich die Ebenen 7^, 7\, T 2 schneiden, dessen

*) Möbius, Der baryc. Calcul, 5. Kapitel. Clebsch, Ueber diejenigen ebenen Curven, deren 
Coordinaten rationale Functionen eines Parameters sind. Crelles Journal, Bd. 64, S. 43. 1865.
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Schmiegungsebene also T0 ist, hat den Parameter X =  0; denn für diesen Werth 
von X reduciren sich die Ebenen 2. auf T0 — 0, Tx — 0, T2 — 0.

Dividirt man die Gleichungen 2. durch X und setzt dann X =  oo, so reduciren 
sich die Gleichungen auf Tx = 0 ,  T2 — 0, T 3 =  0 und ergeben den Punkt B , 
dessen Schmiegungsebene T3 ist. Der Punkt C hat den Parameter X — 1. Man 
kann daher drei beliebig  gew ählten Punkten der Curve die P aram eter 
0, <x>, 1 zuertheilen ; dann ist der Param eter jedes w eiteren Punktes 
der Curve eindeutig  bestimmt.

Wenn wir voraussetzen, dass drei willkürlich gewählten Punkten die Parameter- 
werthe 0, oo, 1 zuertheilt worden sind, so können wir nun die Punkte der Curve 
durch die ihnen zugehörigen Parameterwerthe charakterisiren, und von den 
Punkten X1; X2 . . . der Curve sprechen.

14. Die Gleichung einer Ebene
& i  =  T() —  (Xj 4 -  X2) T j 4 -  Xt X2 7 2 =  0

lässt sich schreiben
Äli =  Z'o Xx Tx X2 ( 7 j  Xj T2) — 0.

Sie enthält daher den Schnitt von
T0 — Xj T x = 0  und 7\ — Xj T2 =  0, 

folglich auch den Punkt Xx der R 3, der der Schnittpunkt der Ebenen ist 
Tq Xj T'j — 0, Ty Xj 7^ =  0, T% Xj T 3 =  0.

Da man aber 2 j auch schreiben kann
S j  ^ T 0 - X 2 r ,  -  Xj (Tj —  X2T2) =  0 ,  

so schliesst man, dass 5j auch durch den Punkt X2 der P 3 geht; Sj ist daher 
die Ebene der Punkte A, X1; X2.

Die Ebenengleichung
S 2 s  Tx —  (Xj H- X2) T2 4 -  Xj X2 T3 = 0  

kann man in den Formen schreiben
4 2 =  T x Xj 2 2 X2 (T2 Xj T3) == 2 y X272 X j (7 2 X2 T 3~) =  0, 

und schliesst daraus, dass S 2 durch die Punkte Xt und X2 geht, dass $ 2 mithin 
die Ebene B, Xj, X2 ist.

Der V erein der beiden G leichungen
2 j  == Tü —  (Xj 4 -  X2) Ty 4-  Xj X2 7 ’2 =  0 ,
2  2 Ty   (Xj 4- X2) T2 4 - Xj X27 ’3 = 0

ch a rak te ris irt som it die Secante XjX2 der Raumcurve III. O.
Ist X2 von Xj nur um verschwindend wenig verschieden, so ist die Gerade 

Xj X2 Tangente der Curve im Punkte X2 ; in den Gleichungen 1. ist in diesem 
Falle X2 = =  Xj z u  setzen. Man erhält daher die Gleichungen der Curventangente 
im Punkte X

T0 - 2 X 7 \  4 - X 2 r 2 = 0 ,
Ty — 2 \ T 2 4 - x2 r 3 =  0.

15. Die Ebenengleichung
E  4  2 \  —  (Xj 4 -  X2 4 -  X3) Ty 4 -  (X2 X3 4 -  X3 Xj 4- Xj X2) 7 2 —  Xx X2X3 T 3 = 0
lässt folgende Anordnungen zu
2. 2  =  Tq —  (Xj 4 -  X2) T'j 4-  Xj X2 T2 —  X3 [Ty — (Xj 4 -  X2) 7 "2 4-  Xj X2 T 3],
3. ^  T0 — (Xj 4 -  X3) T ’j 4 -  Xj X3 T2 — X2 [7\ — (Xj 4 -  X3) Ty 4- Xj X3 T 3].

Die Gleichung 2. zeigt, dass $ durch die Punkte Xj und X2 geht, denn $
geht durch den Schnitt $ jl4 2 (No. 14). In gleicher Weise folgt aus 3., dass 3 
durch Xt und X3 geht. Fo lg lich  ist

& 3= Tq —  (Xj 4 -  X2 4 -  X3) T'j 4 -  (X2X3 4 -  X3 Xj 4- XjX2) T2 —  Xx X2 X3 Tä =  0
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die G leichung der Ebene, welche die drei Curvenpunkte X1f X9, XQ 
enthält. 1 2 3

Die G leichung der Ebene, welche die T angen te  des Curven- 
punktes Xj und den Curvenpunkt X2 enthält, geht aus 4. hervor, wenn 
man X3 =  Xj setzt; man erhält
5. 3: =  T 0 -  (2Xj 4- x2) Ty 4- (Xj2 4- 2Xj X2) T 2 -  X12X2713 =  0.

Rückt auch X2 unendlich nahe an Xj, so erhält man die Gleichung der* 
Osculationsebene im Punkte Xj; in diesem Falle hat man in 5. X2 =  X, zu setzen, 
und erhält somit als G leichung der O scu lationsebene im Punkte X
6- $  — T0 — 3XTy 4- 3X2 712 -  X3 r 3 =  0.

Setzt man
T0 =  *ox  4- ß0y  +  To5 — 8o> 7’j =  axx  4- ß j 4- jyZ — 8X,
T2 =  a2x  4- ß2y  4- y2z — 8a, T 3 =  a3x  4- ß3y  4- i 3z — 83,

so folgen aus 6. die Coordinaten der Osculationsebene zu
u =  (ao — 3ajX 4- 3a2 X2 — a3X3) : (S0 — 3 8j X 4- 3 82 X2 — Ö3X3),

7- v =  (ß0 -  3ßjX 4- 3ß2 X2 -  ß3X3) : (80 -  3SjX +  3S2X2 -  o%X3), 
w — (To — 37i * 4- 3y2 X2 — T3X3) : (80 — 3 Öj X 4- 3 S2X2 — S3X3).

Die C oord inaten  der O sculationsebene sind also gebrochene 
rationale Functionen  d ritten  G rades des P aram eters  X.

Beseitigt man in den Gleichungen 7. die Nenner, und betrachtet die dann 
entstehenden Gleichungen als lineare Gleichungen der drei Grössen X, X2, X3, 
so erhält man

(a0 0̂ u ) 8 (ocj 3j u ) X 4 - 3 (a2 —  8 2 u) \ 2 —  (a3 —  8 3 u ) X3 = 0 ,
(ßo °ov ) 3 (ß, Sj v ) X 4- 3 (ß2 — 82v ) X2 — (ß3 — S3 v ) X3 = 0 ,
(Yo ^ow) 3 (yj 8yw) X 4- 3 (y2 — 82w) X? — (y3 — 83w) X3 =  0 .
In gleicher Wbise, wie bei dem analogen Systeme No. 11, 1 schliesst man, 

dass die Auflösungen dieses Systems nach X, X2, X3 Quotienten linearer Functionen 
von u, v, w sind. Man erhält Lösungen von der Form
8- . X3 =  B0 : B3, x2 =  7>j :7(j , x =  ^ 2 : 7>3,
worin P{ =  a{u 4- bzv 4- 4- ty,
und a,-, ly, C/, by Subdeterminanten dritten Grades des Systems sind

«o ßo Yo 0̂ 
a i ßi Yi Sj 
a2 ß2 Y2 °2
a3 ß.3 Y3 3̂

Die Formeln 8. ergeben durch Division und nachheriger Beseitigung der 
Nenner das äquivalente Formelsystem
9. B0 — IBy = 0 ,  JPy— \ P 2 = 0 ,  P 2 — IP 3 =  0.

Die drei Punkte, deren Gleichungen sind
$ ^ P 0 - \ P y = 0 ,  % '^ P y  - \ P 2 = 0 ,  $"wm P2 — \ P a=ss 0

sind entsprechende Punkte dreier projectiven Reihen, welche zu Trägern die 
Geraden P0P X, PXP 2 und P 2P3 haben.

Alle Ebenen, welche durch je zwei entsprechende Punkte iß und iß' gehen, 
umhüllen die Fläche II. O., deren Gleichung sich aus den Gleichungen iß =  0 
und iß' =  0 durch Elimination von X ergiebt, nämlich

gj ^ P QP2 - P f  =  0.
Alle Ebenen, deren Coordinaten den Gleichungen iß =  0 und iß" =  0 

genügen, umhüllen die Fläche II. O.
%2 ^ P QP3 ~ P y P 2 = 0 .

Schlobmilch, H andbuch der M athem atik. Bd. II. 24
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Beide Flächen haben das Ebenenbüschel gemein, dessen Träger P 0 P x ist 
(haben also als Punktgebilde betrachtet die Gerade P0 P x gemein). Wir schliessen 
daher: Die O sculationsebenen  einer Raumcurve III. O. um hüllen eine 
abw ickelbare  F läche, welche zwei F lächen II. O. um schrieben  ist, 
die eine gem einsam e G erade haben.

Analog der Definition einer Raumcurve III. O. defin iren  wir als a b ­
w ickelbare F läche d ritte r  K lasse die Fläche, welche von den g em ein ­
sam en T angen tenebenen  zweier F lächen II. O. g eb ild e t wird, die 
eine G erade gem ein haben.

Mit Rücksicht auf diese Definition haben wir daher den Satz: Die 
O scu lationsebenen  einer Raum curve III. O. um hüllen eine ab w ick e l­
bare F läche III. Kl.

Die Cuspidalkante (§ 10 No. 2) einer abwickelbaren Fläche ^ter Klasse wird 
als Raum curve ^ter K lasse bezeichnet. Wir gewinnen somit den einfachsten 
Ausdruck für unseren Satz in der Form: Die Raum curven III. O. sind zu­
g leich  Raum curven III. Kl.

Wir unterbrechen hier unsere Erörterungen über die Raumcurven III. O. 
und wenden uns zu den abwickelbaren Flächen III. Kl., für deren Untersuchung 
wir den analogen Weg verfolgen. Im Laufe dieser Untersuchung wird sich, wie 
wir schon jetzt voraussehen können, ergeben, dass die Cuspidalkante jeder ab­
wickelbaren Fläche III. Kl. eine Raumcurve III. 0. ist, so dass alle Resultate 
dieses Abschnitts sich auf die Raumcurve III. O. und die von ihren Tangenten 
beschriebene (mithin von ihren Osculationsebenen umhüllte) abwickelbare Fläche 
beziehen. __________

1. B.*) Die abwickelbare Fläche III. Kl. bildet mit einem Ebenenbüschel 
zusammen die vollständige abwickelbare Fläche IV. Klasse 1. Sp., die zwei 
Flächen II. Kl. g x und g 2 umschrieben ist. Durch jeden Punkt des Raumes 
gehen vier Ebenen dieser Fläche; eine dieser vier Ebenen gehört dem Ebenen­
büschel an. D urch jeden  Punkt des Raumes gehen daher d rei T a n g e n te n ­
ebenen e in e r abw ickelbaren  F läche III. Kl.

2. B. Das Ebenenbüschel a bilde mit einer abwickelbaren Fläche III. O. 918 
eine abwickelbare Fläche IV. Kl. 1. Sp.; wir beschreiben in 9t3 und a zwei 
Flächen II. O. g x und g 2 und bemerken auf g x und g 2 zwei Ebenenbüschel a' 
und a" desselben Systems, wie a (d. i. zwei Büschel von Tangentenebenen von

und § 2, deren Träger zu demselben Systeme von Geraden auf § x und $.2 
gehören, wie der Träger des Büschels a). Durch jeden Punkt P  des Trägers 
von a geht ein Träger eines Büschels ß' auf $j-und ein Träger eines Büschels 
ß" auf § 2, die mit a nicht demselben Systeme angehören. Die Träger der 
Büschel ß' treffen den Träger von a' in einer Punktreihe, welche der Reihe der 
P  projectiv ist; denn zwei Geraden einer Fläche II. 0. die demselben System 
angehören, werden von allen Geraden des andern Systems ß' in zwei projectiven 
Punktreihen getroffen. Die Träger der Büschel ß" treffen a" aus gleichem 
Grunde in einer Punktreihe, die ebenfalls mit der Reihe der P  projectiv ist.

Jede Ebene von 9t3 gehört zu einem Büschel ß' und zu einem Büschel ß” ; 
durch ihren Schnittpunkt P  mit dem Träger von <x gehen die Träger von ß' und 
ß” ; also treffen die Ebenen von 9t3 die Träger der Büschel a, a', a" in projectiven 
Punktreihen.

•) Die Abschnitte 1 B, 2 B, . . . entsprechen dual den Abschnitten § 15, 1, 2, . . .
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Wir bemerken noch, dass durch die projectiven Reihen a' und a" eine 
Fläche II. O. g 3 erzeugt wird, die ebenfalls der 913 eingeschrieben ist, und dass 
die Flächen und § 3 das Büschel a', die Flächen g2 und das Büschel a" 
gemein haben, also bilden auch die Büschel a' und a" mit 9t3 eine vollständige 
abwickelbare Fläche IV. Kl. 1. Sp.

Die Ebenen, welche eine abw ickelbare  F läche III. Kl. um hüllen, 
gehen durch die en tsp rechenden  Punkte dreier pro jec tiven  P u n k t­
reihen; die T räger d ieser P unk tre ihen  sind die T räger dreier 
Ebenenbüschel, die mit der 9t 3 zusam m en eine vo llständ ige  a b ­
w ickelbare F läche  IV. Kl. 1. Sp. bilden. Umgekehrt schliesst man leicht: 
Die Ebenen, welche durch die en tsp rech en d en  Punkte dreier p ro ­
jectiven Punktreihen  gehen, um hüllen eine 9i3.

3. B. Wir fragen nun nach den Ebenen der 9t 3, welche zum Büschel a 
gehören. Dies sind die Ebenen dieses Büschels, welche entsprechende Punkte 
der auf den Trägern von a' und a” liegenden projectiven Reihen verbinden; 
also sind es Tangentenebenen von g 3. Wir schliessen daher: Zu jedem  
Ebenenbüschel, welches mit 9i3 zusammen eine vollständige abw ickel­
bare Fläche IV. Kl. 1. Sp. b ildet, gehören zwei Ebenen der 9t3.

Aus diesem Grunde wird a als eine L inie in zwei Ebenen der 91. be­
zeichnet.

4. B. Eine Ebene en thält im Allgem einen nur eine Linie in zwei 
Ebenen einer 9t3; jede Linie in zwei Ebenen einer 9t3 ist der T räger 
eines E benenbüschels, das mit 9t3 zusammen eine abwi ekel bare 
Fläche IV. Kl. 1. Sp. bildet.

j . B. Sind Sj, $2, drei Flächen II. Kl., die nicht zu derselben Schaar 
gehören und einer 9t 3 eingeschrieben sind, so wird die Gleichung jeder Fläche, 
die der 9t 3 eingeschrieben ist, in der Form erhalten 
1  _ 8  =  Fi  81 +  fx2 g 2 -4- fx3 g 3 =  0 .

Denn zwei Ebenen 7 x und T 2, welche 9t3 nicht berühren, enthalten je eine 
Linie in zwei Ebenen der 9t3; durch diese beiden Linien und durch die 9t3 ist 
eine Fläche II. Kl. eindeutig bestimmt; also ist durch eine 9t3 und durch zwei 
Ebenen, die nicht zu 9t3 gehören, eine Fläche II. Kl. eindeutig bestimmt. Sind 
$v> 88m 8 S,‘ die Werthe, welche die Functionen %x, %2, g 3 für die Coordinaten 
der Ebene Ti annehmen, so ist offenbar

die Gleichung einer Fläche II. Kl., welche von den Ebenen T 1 und P2 berührt 
wird, dei 9t3 eingeschrieben ist; und diese Gleichung ist von der Form 1.

G. B. Aehnlich, wie in No. 6, schliessen wir: Die L inien in zwei 
Ebenen einer 9t3, die auf e iner Ebene der 9t3 liegen, bestim m en eine 
Grenzfläche II. Kl.; oder: Die G eraden , in w elchen eine Ebene einer 
0t3 von den andern  geschn itten  wird, um hüllen einen K egelschnitt.

Durch sechs Ebenen 1, 2, 3, 4, 5, 6 einer 9t3 ist die Grenzfläche Gx be­
stimmt, welche 1 zur Doppelebene hat und von den fünf andern berührt wird; 
ebenso die Grenzfläche G2, welche 2 zur Doppelebene hat und von 1, 3, 4, 5, 6 
berührt wird. Beide Grenzflächen werden von allen Ebenen der 9t 3 berührt und 
haben ausserdem das Ebenenbüscbel 1, 2 gemein. Dies zeigt: Eine abw ickel­
bare Fläche III. Kl. ist durch sechs Ebenen bestim m t.

24
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Die C onstruction  einer 9t3 aus sechs gegebenen Ebenen ist hiermit 
erledigt.

7. B. Wenn die F läche % der 9t3 eingeschrieben ist, so en th a lten  
a lle  E benenbüschel auf $, deren  T räger nicht G erade in zwei E benen  
der Ebenenbüschel 9t 3 sind, eine rea le  Ebene der 9t3.

8. B. Wenn das Ebenenbüschel ß nur eine Ebene einer 9t3 e n t­
hält, so um hüllen alle E benenbüschel, die von einer Linie in zwei 
Ebenen der 9t3 getragen werden und mit ß eine Ebene gemein haben, 
eine F läche II. Kl.

9. B. Jede Ebene, die eine Gerade b enthält, die auf nur einer Ebene T x 
einer 9i3 liegt, enthält eine Linie in zwei Ebenen der 9t3; diese Linien erfüllen 
(8. B) eine Fläche II. Kl. %, die 9t3 eingeschrieben ist, und schneiden daher eine 
andere Ebene T 2 der 3t3 in den Punkten der Geraden b', in welcher % von 
T 2 berührt wird und die mit b zu demselben Systeme gehört. Die Punktreihen, 
in denen b und bx von Linien in zwei Ebenen der 3t 3 getroffen werden, 
sind projectiv. Jeder Geraden b in T x entspricht somit eine bestimmte Gerade 
b' in T 2, und die Punkte auf b sind mit der Punktreihe auf b' projectiv.

Durch einen Punkt A auf T x gehen ausser Tx noch zwei Ebenen der 3t3, 
also geht durch A die von diesen beiden Ebenen bestimmte Linie in zwei 
Ebenen von 3t3. Die Geraden b, welche in Tx liegen und durch A gehen, 
werden von dieser Linie getroffen; ihnen entsprechen in T 2 die Geraden b\ 
welche von derselben Linie getroffen werden, welche also durch den Schnitt­
punkt dieser Linie mit der Ebene T2 gehen. Einem Strahlbüschel in T x ent­
spricht daher ein Strahlbüschel in T 2, und die Träger dieser Strahlbüschel liegen 
auf einer Linie in zwei Ebenen der 9t3.

Zu jeder Geraden b kann man hiernach die entsprechende Gerade V leicht 
construiren, wenn zu vier Geraden bx, b2, b3, bx in T x die entsprechenden 
V , V» ö3> V  in r 2 gegeben sind.

Die Geraden b2, b3, bx, b bestimmen auf bx, und die entsprechenden Ge­
raden b2', V> b' auf V  zwei projective Reihen; b' geht daher durch den 
Punkt auf bx , der dem Schnittpunkte von bx und b entspricht. Ebenso bestimmen 
bx, b3> bx> b auf b2 und bx\  b3\ b j, V auf b2 zwei projective Reihen; hierdurch 
bestimmt sich der Punkt, in welchem b2 von b' geschnitten wird. Da man nun 
die Punkte kennt, in denen bx und b2' von V geschnitten werden, so ist b’ 
selbst bekannt.

Dieselbe Construction verwendet man bei zwei projectiven Ebenen, auf 
welchen die Geraden bx, b2, b3, bx den Geraden bx , b2 , b3 , bx entsprechen, 
um zu jeder Geraden b der einen Ebene die entsprechende Gerade b der andern 
zu construiren. Da nun je zwei Schnittpunkte zweier Geraden auf Tx und der 
entsprechenden beiden auf T2 eine Linie in zwei Ebenen der 9t 3 bestimmen, so 
schliessen wir: Die L inien in zwei Ebenen einer 9t3 werden von je zwei 
E benen  der 9t3 in en tsp rechenden  Punkten zweier p ro jectiven  P u n k t­
systeme geschnitten.

Jede Ebene, in welcher zwei Linien in zwei Ebenen einer 913 liegen, ist 
eine Tangentenebene der 9t3. Wir sehen daher: Die E benen, w elche zwei 
projective Ebenen in en tsprechenden  Geraden schneiden, um hüllen  
eine abw ickelbare F läche III. Kl.

10. B. Die Gleichungen entsprechender Punkte dreier projectiven Punkt­
reihen, durch welche eine 9t3 erzeugt wird, vereinfachen sich in bemerkens-
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werther Weise, wenn man als Träger zweier Reihen zwei auf der hläche 313 
liegende Gerade <7 und x und als Träger der dritten den Schnitt a der Ebenen 
wählt, welche 913 längs a und x berühren. Wir bemerken, dass a und x die 
Cuspidalkante der Fläche berühren; die Berührungspunkte seien P0 und P3.

Der Punkt P0 der Geraden 1 ist der Schnitt von er mit der Ebene von 9t3, 
welche der durch <7 gehenden unendlich nahe liegt; ihm entspricht daher auf a 
der Schnitt Px von a und a, und auf x der Schnitt P 2 von x und a.

Die Ebene von 9t 3, welche der Ebene i P 3 unendlich nahe liegt, trifft <7 in 
PX) a in P 2 und x in P.A, also entsprechen sich auch diese drei Punkte.

Die linearen Functionen P 0, Px, P 2, P3 lassen sich nun immer mit solchen 
Zahlen multipliciren, dass die Gleichungen entsprechender Punkte der drei Reihen 
P0PX, P ] P 2, P2 P-i die Form haben
P ^ \ i xP0 — \i2P x = 0 ,  P  3= \xxP x— (j.2 7*2 =  0, P" =  P2 M-2^3= 0.

Dividirt man durch jxj und setzt jx2 : jxj =  0, so entstehen die Gleichungen
1. P ^  P0 —  jxPx =  0 , P' =  P x —  \>.P 2 =  0 , P ' ' ^ P 2 ^ v P 3 = 0 .

Jede Ebene, deren Coordinaten diesen drei Gleichungen für irgend einen
Werth der veränderlichen Zahl genügen, berührt die 313. Man kann aus den­
selben u, v, w durch ja ausdriieken und e rhä lt somit die C oord inaten  jed er 
Ebene der 9i3 als ra tionale  F unctionen  eines P aram eters  ja; die Auf­
lösungen des Systems 1. haben die Form

u  —  ( a 0 - h  04 ja H - a 2 ja2 -+- a 3 y .3 )  : ( 80 +  S x ja H - d 2 ja2 H - S 3 ja3 )  ,

2. v =  (ß0 -+- ßi jx H- ß2 9-2 +  ß3 M-3) - (8o ■+■ 8i P +  S2P2 +  83 P3)»
V f =  (7o -h  7 i  JX +  y 2 JA2 +  7 3 JA3) : (S0 +  81 JA -t- s 2 JA2 4 -  83 jx3) .

Setzt man die Werthe 2. in die Gleichung ein
ux  -+- vy -l- wz  — 1 =  0,

so erhält man nach Beseitigung des Nenners eine Gleichung von der Form 
A 0 -+- jxAx -|- jA2ŷ 2 -+- ja3A 3 =  0, 

worin A 0, A x, A 2, A 3 lineare Functionen in Punktcoordinaten sind.
11. B. Ebenso, wie in No. 11, schliesst man umgekehrt: Alle E benen ,

deren G leichungen aus
A 0 -t- ja A x -+- jx2 A 2 -T ja3 A3 = 0

erhalten w erden, indem  man dem Param eter ja alle W erthe von — 00 
bis -f- 00 e rth e ilt, um hüllen  eine abw ickelbare  F läche  III. Kl.

12. B. Die Eigenschaft, dass die Coordinaten jeder Ebene sich als rationale 
Functionen eines Parameters ausdrücken lassen, hat die abwickelbare Fläche
III. Kl. mit der Geraden und dem Kegel II. O. gemein. Sind A 0, A x, A 2 die 
Gleichungen dreier Ebenen, so geht jede Ebene, deren Gleichung von der Form ist
1. A 0 -+- fxAx =  0 
durch die Gerade A 0A X.

Jede Ebene, deren Gleichung die Form hat
2. A 0 -+- jxA x -+- jx2A 2 =  0
geht durch den Schnittpunkt der Ebenen A0A XA 2. Die Gleichung der Spur 
von T  auf der X  K-Ebene entsteht, wenn man in 2. z =  0 setzt. Man erhält 
dann eine Gleichung von der Form
3. P q H- fx7?i H- jx27?2 =  0 ,
worin B 0, B x, B 2 lineare Functionen von x  und y  sind. Aus dieser Gleichung 
erhält man für die Coordinaten der Spur Ausdrücke der Form

__ « 0  + « il^  +  g 2  P2 _  ßo -F ßlP +  ß2p2 .
U 7o +  Tj jx H- 72 jx2 ’ V 7o +  7i F +  72 F2 ’ 

löst man diese Gleichungen nach jx und jx2, so erhält man
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4- . . P =  A  : A . P2 =  />„ : P , ,
wobei 7’0, , 7\, lineare Functionen von // und & sind. Durch Division folgt aus 3.
5. „  _  p  . p

und hieraus und aus der ersten Gleichung 3.
Po — =  0, P x — \xP2 =  0 .

Die Geraden, welche der Gleichung 3. entspringen, sind daher die Ver­
bindungslinien entsprechender Punkte zweier projectiven Punktreihen auf P0 Px 
und P x P 2 ; sie umhüllen den Kegelschnitt

P0P2 - P *  =  o.
Die Ebenen, deren Gleichungen unter der Form 2. enthalten sind, gehen 

durch einen Punkt und ihre Spuren auf der X  F-Ebene umhüllen einen Kegel­
schnitt, also umhüllen die Ebenen selbst einen Kegel II. O.

13. B. Durch zwei Ebenen, welche die 9i3 berühren, durch die Geraden a 
und x, in welchen sie die 9i3 berühren, und durch die Punkte P0 und P 3 der 
Cuspidalkante der 9t3, welche auf a und x liegen, sind die Punkte P0 P x P2 P3 
(No. 10 B) gegeben. Ist nun noch eine Ebene C von 0fl3 gegeben, so sind die 
Punkte bekannt, in welchen die Geraden j, a und x von dieser Ebene geschnitten 
werden; die Gleichungen dieser Punkte seien
L A  — axP1 — a2 P2 =  0, a2P^ — a3P 3 =  0.

Die Gleichungen je dreier entsprechenden Punkte der drei Reihen P0P X, 
P XP2 und P 2P3 sind dann vollständig bestimmt, nämlich 
2. P 0 — iia1P 1 =  0, a1P1 — \ia2P2 =  0, a2 P 2 — v.a3 P 3 =  0 .

Dies ergiebt: Eine abw ickelbare Fläche III. Kl. ist durch zwei b e ­
rührende Ebenen A und durch die Geraden <j und x, längs w elcher 
sie die F läche berühren, durch die Punkte PQ und P3 der C usp idal­
kante, welche auf diesen G eraden liegen und durch eine dritte  b e ­
rührende Ebene eindeutig  bestimmt.

Die Flbenen A, B, C gehören zu den Parameterwerthen 0, oo, 1. Man 
kann daher diese drei Param eterw erthe drei beliebigen Ebenen der 
0i3 zuertheilen; der P aram eter jeder andern Ebene ist dann eindeutig  
bestimmt.

14. B. Die Gleichung eines Punktes
1- ^ 1 = ^ 0  (Pl +  P 2) P 1 +  P lP 2-^2 — 0
kann man in zweifacher Weise anordnen
2. SPi -  A - P . A  - M A  - P , A )  =  0 .

~  A  P2 P\ Pl (Pl V-2P2) — 0 .
Aus 2. folgt, dass $ßx auf der Geraden liegt, welche die Schnittpunkte der 

Ebene \xx mit den Geraden er und a verbindet; und aus 3., dass 3̂x auch auf 
der Geraden liegt, welche die Schnittpunkte der Ebene p2 und der Geraden 3 

und a verbindet; lolglich liegt 5ßj auf den Ebenen (j.x und p.2. In gleicher Weise 
schliesst man, dass auch der Punkt

^2  ==  P \ f P i  P  P 2) -£*2 P  Pi P 2 P ;i =  0  
ein gemeinsamer Punkt der Ebenen pj und p2 ist. Die G leichungen der 
Linie in den Ebenen p.,, p.2 der 9I3 sind daher

^0 (pl +  P2) P \ +  Pi P2 P 2 =  0 > P 1 — (pi +  P2) P 2 P  Pi P 2 P;i  =  0 .
Sind p.1 und p2 unendlich wenig von einander verschieden, so ist die Linie 

m den Ebenen p ,p 2 die Gerade, längs welcher 9t3 von p.t berührt wird. Folglich 
sind die Gleichungen der Geraden, längs welcher 9t3 von der Ebene p berührt wird 

P0 — P 2 =  0, P 1 — 2|x/ >2 -h jP P 3 — 0 .
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15. B. Die Gleichung
1. iß =  P Q — ([*! +  p2 +  p3) P1 H- ([i-2 p3 +  p3 pa +  Pi p2) P 2 — Pl P2 P3 P‘i =  0 
lässt folgende Anordnungen zu
2. s= P0 — (pj H- p2) P x +  px P2 P9 — P3 [A  -  (Fi +  P2) p 2 +  Pi P2 A ] =  0 »
3. =  P 0 — (Pl +  p3) P\ P  Pi P3 P 2 — p2 [p x ~~ 0*1 +  F3) P 2 +  Pl P3 Fi] — 0 *
4. =  P0 — (p2 H- P3) P x +  p2 P3 P 2, Pl \P\ (P2 P  P3) P 2 P  P2 P3 P%\ P •

Aus denselben erkennt man, dass durch iß die drei Ebenen px, p2, p3
der FGäche 0I3 gehen.

Die Gleichung des Punktes, in welchem die auf der Ebene p. liegende Ge­
rade der Fläche 913 von der Ebene p.x geschnitten wird, folgt hiernach zu 

P0 — (2 p. -t- p.x) Px +  (p2 +  Sp-p-j) P2 P2 Pi p s == ® •
Ist p-j nur unendlich wenig von p. verschieden, so erhält man hieraus die 

Gleichung des auf der Ebene p liegenden Punktes der Cuspidalkante der ab­
wickelbaren Fläche III. Kl.

Po ~  3PP x P  3p2P2 -  p3P 3 =  0 .
Vergleichen wir dies mit No. 10, 4, so folgt: Die C usp idalkan te  e iner 

abw ickelbaren F läche III. Kl. ist eine Raum curve III. O.
Die Raumcurve III. O. und die abwickelbare Fläche III. Kl. treten also 

immer vereint auf. Die T angen tenfläche  jed e r Raum curve III. O. ist 
eine abw ickelbare  F läche III. Kl., und die C uspidalkante jed e r a b ­
wickelbaren Fläche III. Kl. ist eine Raum curve III. O.

16. Die Parameter X der Punkte einer Raumcurve III. O., deren Schmiegungs­
ebenen durch einen gegebenen Punkt P  des Raumes gehen, werden erhalten, 
wenn man in der Gleichung der Schmiegungsebene des Punktes X (No 15, 6)
1. T0 — 3XTl -p 3X2n  — X*T3 =  0
die Zahl X so wählt, dass dieser Gleichung durch die Coordinaten des Punktes 
P genügt wird. Setzt man diese Coordinaten in 1. ein, so erhalten die linearen 
Functionen T0, T x, 7'2, T 3 bestimmte Zahlenwerthe, und die gesuchten Werthe 
von 'X sind die Wurzeln der cubischen Gleichung 1. Bezeichnet man diese 
Wurzeln mit Xx, X2, X3, so ist
2. Xl —|- X2 -p X3 =  3 T 2 : T 3> ^xX2 -f-XjXg -t -X2X3 =  3 Tx : T 3, Xx X2X3 =  TQ. T 3. 

Die Gleichung der Ebene der Punkte Xx, Xg, Xg ist (No. 15, 1)
3. T0 — (X1 X2 +  X3) T x +  (Xx X2 -4- XxX3 +  X2X3) T 3 — Xx X2 X3 T 3 — 0 . 

Setzt man die Werthe 2. in 3. ein, so wird 3. identisch erfüllt; daher folgt:
Der Schnittpunkt der Schm iegungsebenen dreier Punkte einer Raum ­
curve III. O. liegt auf der Ebene dieser drei Punkte.

Bildet man den entsprechenden Satz für die abwickelbare Fläche III. Kl.: 
Die Ebene dreier Punkte der C uspidalkante einer abw ickelbaren  
Fläche III. O. geht mit den drei E benen dieser Punkte durch einen 
Punkt, — so erkennt man, dass derselbe mit dem vorigen Satze identisch ist.

Wenn die Gleichung 1. eine reale Wurzel Xt und zwei conjugirt complexe 
X2 und X3 hat, so geht durch P  nur eine reale Osculationsebene von R 3\ die 
beiden andern Osculationsebenen, sowie die Punkte der Curve, an denen diese 
liegen, sind conjugirt complex. Die Secante dieser Punkte ist real, die Ebenen 

Tq — (̂ 2 +  ^3) P\ H- ^2̂ 3 P2 =  0, Tx (X2 -+- X3) T2 +  X2X3 T 3 0, 
deren Schnitt die Secante X2X3 ist, sind beide real, auch wenn X2 und X3 con­
jugirt complex sind.

Umgekehrt sieht man sofort: W enn die W erthe Xv  X2, X3 gegeben sind,
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so bleibt der Punkt P , dessen Coordinaten den Gleichungen 2. genügen und 
durch dieselben eindeutig bestimmt werden, real, auch wenn zwei von den 
Werthen X1; X2, X3 conjugirt complex sind.

Jeder Ebene 7' ist also in Bezug auf eine Raumcurve III. O. ein auf ihr 
enthaltener Punkt P  zugeordnet, umgekehrt jedem Punkte eine Ebene; in dem 
Punkte P  schneiden sich die Osculationsebenen der auf der Ebene T' liegenden 
Curvenpunkte; oder: auf der Ebene T  liegen die Punkte, in welchen die 
Raumcurve von den drei durch P  gehenden Oculationsebenen berührt wird.

Der Punkt P  wird als Pol der Ebene Tt die Ebene T  als P o larebene  
des Punktes P  in Bezug auf die R 3 bezeichnet.

17. A. Die Parameter Xx und X2 der Punkte einer R 3, welche dieselbe 
mit der durch einen gegebenen Punkt P  des Raumes gehenden Secante der 
Curve gemein hat, lassen sich wie folgt bestimmen: Durch die Secante Xx X2 
gehen (No. 14, 1) die beiden Ebenen
E T0 — (k1 +  X2) T x Xx X2 7 2 =  0, Tx -  (Xx 4-X2) 7 2 4- X1X2T3 =  0.

Diesen Gleichungen wird durch die Coordinaten von P  genügt. Hat man 
diese Coordinaten in 1. eingesetzt, so sind in 1. nur noch die Zahlen Xx und X2 
unbestimmt. Aus 1. folgt hierfür

2. Xj X2 — -  T {
t , t 3 T  2 > 1 2

Xi 4 - X,
T T T .T ,
T \ T ‘i  ~  ^

und nun lässt sich leicht die quadratische Gleichung aufstellen, deren Wurzeln 
die Parameter kx und X2 sind.

Liegt P  aul der Tangentenfläche von R 3> also auf der abwickelbaren Fläche 
III. Kl., welche R 3 zur Cuspidalkante hat, so ist Xx =  X2, und man hat die 
beiden Gleichungen

T?  , ,  T0T3 - T XT 22 =  T 0 ^ 2  
1 Tx T 3 -  T f 2 \ x T\ T% 7̂ 2

2

Die ausreichende und nothwendige Bedingung für den Verein dieser beiden 
Gleichungen ist

4 (^o T, -  T f)  (Tx T 3 -  Ti) -  (T0 T3 -  Tx T\)* =  0.
Wenn die Coordinaten eines Punktes dieser Gleichung genügen, so liegt 

der Punkt auf der Tangentenfläche von R 3; also ist 3. die G leichung 
dei 1 angentenfläche der Raum curve III. O.; dieselbe ist vom v ierten  
Grade. Wir schliessen daher: Jede G erade wird von vier T angen ten  
einer Raum curve III. O. getroffen.

Die O rdnung der T angen ten fläche  einer Raumcurve bezeichnet man 
als den Rang der Curve; eine Raum curve III. O. istdaher vom vierten Range.

B. Ist 7' eine gegebene Ebene und sind tq und g2 die Parameter der 
Ebenen einer Fläche 1K3, welche sich auf T  schneiden, so genügen die Coor­
dinaten von 7' den beiden Gleichungen (No. 14 B, 3)

T0 (P i +  P2) T x 4 -  p.j (a2 7 2 =  0 , P x — (f/.1 +  (a2) 7*2 +  (Xj [x2 p 3 =  o.
Aus diesen Gleichungen lassen sich die unbekannten Parameterwerthe be­

stimmen; man erhält
P « P . - P ?  707 3 - 7 x7 2

^1^2 p  p  __ p  2>J \ a 3 Jr 2 P 1 +  P 2 P  2 ^22" Tx 7*3
Enthält T  eine auf gelegene Gerade (den Schnitt zweier auf einander 

folgenden Ebenen von 9i3), so ist [Aj =  g2, und man hat
.. 2 _  T 0 P, -  =  7 07 3 -  Px P2

t , p 3 P  2 > t , t 3 p  2 ^2
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Die Bedingung für den Verein dieser beiden Gleichungen ist die G leichung 
der F läche, die von den E benenbüscheln  um hüllt wird, welche die 
Geraden der jR3 zu T rägern  haben, nämlich

4 (/>„ />„ -  (pp-  P f )-  (p0 p ,  -  p t p , y  =  0.
Diese Gleichung ist vom vierten  Grade, die durch sie dargestellte Fläche 

also von der v ierten  Klasse.
Durch eine gegebene Gerade gehen daher vier Ebenen dieser Fläche, und 

die Gerade wird folglich von vier Geraden der 1R3 getroffen, ein Ergebniss, das 
mit dem in 17 A erhaltenen identisch ist.

18. Wir denken uns eine Raumcurve III. O. als Schnitt zweier Kegel II. O. 
K x und 7T2. Legt man durch die Spitze von K x Gerade, die den Mantellinien 
von 7T2 parallel sind, so erhält man einen Kegel Ä"2', der mit A72 congruent ist, 
und mit K x die Mantelline gemein hat, welche die Spitzen von K x und K 2 ver­
bindet. Die beiden Kegel K x und K 2 haben daher noch drei Mantellinien 
gemein, von denen wenigstens eine real ist. Folglich haben die beiden Kegel 
K { und K 2 drei Paar parallele Mantellinien, die Curve R % daher drei u n ­
endlich ferne Punkte, von denen wenigstens einer real ist.

Von einem dieser Punkte aus wird die Curve durch einen Kegel II. O. 
mit unendlich ferner Spitze projicirt; also lassen sich durch eine R 3 drei 
Cylinder II. O. legen, von denen  w enigstens e iner real ist.

Die Werthe des Parameters X, welche den unendlich fernen Punkten zuge­
hören, sind die Wurzeln der Gleichung (No. 10, 3)

?3 =  °-
Je nachdem diese Gleichung drei reale verschiedene Wurzeln, zwei gleiche 

und eine dritte von diesen verschiedene reale Wurzeln, oder drei gleiche reale 
Wurzeln, oder eine reale und zwei conjugirt complexe Wurzeln hat, besitzt die 
Curve drei getrennte reale, zwei vereinte und einen von diesen getrennten realen, 
oder drei vereinte reale, oder nur einen realen unendlich fernen Punkt. Die 
Tangenten der Curve, die sie in den unendlich fernen Punkten berühren, werden 
als Asym ptoten der Curve bezeichnet. Giebt es drei reale getrennte unendlich 
ferne Punkte, so giebt es drei Asymptoten, die nicht unendlich fern sind; 
sind zwei unendlich ferne Punkte real und vereint, so hat die Curve eine un­
endlich ferne Tangente (unendlich ferne Asymptote), und ausserdem noch eine 
Asymptote, die nicht unendlich fern ist; sind drei reale unendlich ferne Punkte 
vereint, so ist die unendlich ferne Ebene Osculationsebene der Curve; ist nur ein 
realer unendlich ferner Punkt vorhanden, so hat die Curve nur eine reale Asymptote.

Hiernach zerfallen die Raumcurven III. O. in vier Gruppen von Curven, 
die ihren Gestaltsverhältnissen nach wesentliche Verschiedenheiten darbieten:

Cu bische H yperbel, mit drei realen Asymptoten;
cubische hyperbo lische Parabel, mit einer realen Asymptote und einer

unendlich fernen Tangente;
cubische Parabel, mit einer unendlich fernen Osculationsebene; 
cubische E llip se , mit einer realen und zwei imaginären Asymptoten.

19. Eine Raumcurve wird von einem Punkte P0 aus durch einen Kegel 
projicirt.

Die beiden Punkte der Fläche II. O. f  — 0, welche auf der Geraden 7 07  
liegen, theilen die Strecke P0 P  in Verhältnissen ja, welche die Wurzeln der 
Gleichung sind
1- / o  +  2 p. ( / 10'^ 1 -hfzo'Xi ~+-f-Ao'X3 T - / 4 0  Xi) P 2 ’ / —  0 -
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Für die Punkte der Strecke PQP, die auf der Fläche II. O. 9 =  0 liegen, 
erhält man
2.  ̂ ? 0  +  (?to'^l +  ? 2o' ^ 2  +  ?3o'^3 + 9 4o'^4) +  F2 • ? =  0-

Liegt nun P  auf einem der Strahlen, durch welche die Punkte der Schnitt- 
curve der Flächen f  und 9 von P0 aus projicirt werden, so haben die Gleichungen 
1. und 2. eine gemeinsame Wurzel, und diese Wurzel entspricht dem auf der 
Geraden P0 P  liegenden Punkte der Raumcurve / ,  c p . Setzt man abkürzungsweise
f l  ü X \  ~h f \  0 Xel  d “  / ,  0 x 3 f l  0 X 4 T i o  + ? 2 0  X 2 ~ P ? 3  0 X 3 ~P 9 4  0 X 4
so bestehen für eine gemeinsame Wurzel von 1. und 2. ausser 1. und 2. noch 
die Gleichungen, welche aus 1. und 2. durch Multiplication mit fx hervorgehen, 
so dass man den Verein von vier Gleichungen hat

fo  -t- 2 F  • (i. 4- f  • jx2

Aus dem 
Determinante

?o

Vereine

f o '
4- 2<D •

<Po 1 
dieser

g. 4- 2 F  ■ |xs 
[x -f- 9 • pL2 
[x 4- 2 • p.2 4- 9
vier Gleichungen

=  0 , 
+  / - F 3 = 0 ,  

=  0,
3 =  0 . 

das
F 
folgt Verschwinden der

R =  0,

Umgekehrt schliesst man leicht, dass wenn die Resultante R  verschwindet, 
die Gleichungen 1. und 2. eine gemeinsame Wurzel haben. Denn multiplicirt 
man die Verticalreihen von R  der Reihe nach mit 1, fx, [x2, ;x3 und addirt dann 
die zweite, dritte und vierte Reihe zur ersten, so erhält man

G F  f  f  
SF f 0 F f  
H  O 9 

^ F  To ^  ?
wobei G und H  die linken Seiten der Gleichungen 1. und 2. bezeichnen. Nach 
den Gliedern der ersten Verticalreihe entwickelnd erhält man 
3. R =  A • G -h ß  • H,
wo A und B  lineare Functionen von fx sind.

Ist nun R  =  0 und wählt man für fx eine Wurzel der Gleichung G =  0, so 
folgt aus 3. dass auch

B  . H  — 0.
Da nun B  vom ersten Grade ist, so folgt, dass für eine der beiden Wurzeln 

von G — 0 auch p[ verschwinden muss, dass also die Gleichungen G =  0 und 
H  — 0 eine gemeinsame Wurzel haben.

Die Function R  ist vom vierten Grade in Bezug auf x x, x 2, x 3, x 4; sie 
lehrt daher: Die S chnittcurve zweier Flächen II. O. wird von einem 
belieb igen  Punkte des Raum es aus durch einen K egel IV. O. p ro jic irt.

Wählt man P0 auf der Schnittcurve, so ist f 0 =  90 =  0 und die Gleichungen 
1. und 2. gehen nach Unterdrückung der selbstverständlichen gemeinsamen 
Wurzel |x =  0 in die linearen Gleichungen über

2i r +  /-fx  =  0, 2 O +  9 ■ [x =  0.
Projicirt der Strahl P0 P  einen Punkt der Raumcurve F, 9, so ergeben diese 

Gleichungen denselben Werth für |x, also ist 
6. Fy  — 0 /  =  0 .
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Diese ist vom dritten Grade in Bezug auf x x, x 2, x 3, „r4. Daher folgt: 
Eine Raum curve IV. O. 1. Sp. wird von jedem  ih rer Punkte aus durch 
einen K egel III. O. pro jicirt.

20. Haben die Flächen f  und 9 eine gemeinsame Gerade, so wird dieselbe 
von P0 aus durch eine Ebene projicirt; diese Ebene bildet einen Theil des 
Kegels, der die Raumcurve ( f  9) von P  aus projicirt. Eine Raum curve 
III. O. wird von einem  ausserhalb  derse lben  gelegenen  Punkte aus 
durch einen Kegel III. O. p ro jic irt, und von einem auf ihr liegenden  
Punkte aus durch einen Kegel II. O.

Den letzten Theil dieses Satzes haben wir früher auf einem andern Wege 
gefunden.

Eine beliebige, P0 nicht enthaltende Ebene T  schneidet den Kegel T, 
welcher eine R 3 von P0 aus projicirt, in einer ebenen Curve III. O. C3. Jede 
durch P0 gehende Ebene 7\  enthält drei Punkte von R 3, also drei Mantellinien 
von T, und die Spur von T i auf T  enthält drei Punkte von C3.

Jeder Punkt der C.A erscheint als Centralprojection eines Punktes der R 3; 
hiervon macht nur der Punkt A von C3 eine Ausnahme, der auf der durch P0 
gehenden Secante <j der R 3 liegt; A ist die Projection zweier Punkte der W3, 
nämlich der beiden Schnittpunkte von <3 und R v  Jede durch t gehende Ebene 
trifft R 3 nur noch in einem Punkte, jede durch A gehende Gerade der Ebene T  
trifft daher U3 nur noch in einem weiteren Punkte.

Wir schliessen hieraus, dass A ein D oppelpunk t der Curve CA ist, und 
bezeichnen dementsprechend a als D oppelkan te  des Kegels III. O. T. Die 
ebene C en tra lp ro jection  einer Raum curve III. O. ist d ah er eine Curve
III. O. mit D oppelpunkt.

Wird R 3 von j  in zwei realen Punkten getroffen, so ist A ein Doppelpunkt 
im eigentlichen Sinne des Wortes, d. i. ein Punkt, durch welchen die Curve 
zweimal hindurchgeht, der Knotenpunkt einer Curvenschleife. Sind hingegen 
die Schnittpunkte von <j und R 3 conjugirt complex, so liegen in der Umgebung 
von A keine realen Punkte der Curve C3 und der Doppelpunkt A tritt daher als 
isolirter Punkt der Curve auf.

21. Jede auf C3 bezügliche ebene Figur kann man von P0 aus projiciren 
und erhält so eine auf R.A bezügliche Figur; aus jedem auf C3 bezüglichen Satze 
kann man so einen analogen Satz über R 3 ableiten.

22. In Bezug auf abwickelbare Flächen IV. Kl. I. Sp. und III. Kl. erhält 
man folgende Sätze, deren Beweise denen in den vorhergehenden Nummern 
leicht nachgebildet werden können.

Die Ebenen der den beiden Flächen II. O. f  — 0 und 9 =  0 (in Ebenen- 
coordinaten) umschriebenen abwickelbaren Fläche werden von einer beliebigen, 
diese Fläche nicht berührenden Ebene T0 in den Tangenten der G renzfläche
IV. Kl. geschnitten

F — f l ü u \ - + - f 20'u2 - \ - f z f u . A - p  f \  0 ' ^ 4 > 
O  =  9 1 0 ' « !  9 2 0 ' « 2  -+- ? 3 o ' ^ 3  -+- ? 4 o ' ^ 4  •

wobei
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Tangirt T0 die abwickelbare Fläche, so ist die Grenzfläche von der III. Kl. 
und hat die Gleichung

Fy  — <I> f  =  0 .
Eine abwickelbare Fläche III. Kl. wird von einer die Fläche nicht berühren­

den Ebene in einer Curve III. Kl. geschnitten; diese Curve hat eine D oppel - 
tangente, d. i. eine Tangente, welche die Curve in zwei getrennten Punkten 
berührt, und durch deren Punkte (ausser der Doppeltangente selbst) nur eine 
Tangente der Curve geht.

Die Sätze über Curven III. Kl. mit einer Doppeltangente lassen sich daher 
auf die abwickelbaren Flächen III. Kl. übertragen*).

*) Ueber Raumcurven dritter Ordnung und abwickelbare Flächen dritter Klasse vergl. u. A . : 
v. D r a c h , Einleitung in die Theorie der cubischen Kegelschnitte; SCHLOEMILCH, K ahl  und 
Cantor , Zeitschr. für Math. u. Phys. Jahrgang 12, Supplementbd. (1867).

Differentialrechnung,
bearbeitet von

Dr. Richard Heger,
Gymnasiallehrer u. a. o. Hon.-Professor am Kgl. Polytechnikum zu Dresden.

§ 1. Einleitung.
1. Wenn eine Grösse y  von einer veränderlichen Grösse x  abhängt, so dass 

verschiedene Werthe von x  im Allgemeinen verschiedene Werthe von y  ver­
ursachen, so bezeichnet man y  als eine Function  der V eränderlichen  x. 
Da y sich mit a: ändert, so ist auch y  eine veränderliche Grösse; weil die Werthe 
von y  von den Werthen der Grösse x  abhängen, so bezeichnet man y  als ab ­
hängige V eränderliche  im Gegensätze zu der unabhängigen V e rän d er­
lichen x.

Wir beschränken uns bis auf Weiteres darauf, Functionen realer Variabein 
zu betrachten.

Wenn man nur die Thatsache ausdrticken will, dass y  eine Function von x  
ist, ohne die Art der Abhängigkeit anzugeben, so bedient man sich der Be­
zeichnung y  =  f{x)\ verschiedene Functionen kann man durch Wahl eines andern 
Buchstabens oder durch Indices unterscheiden F(x), <p(̂ ), <̂ (.*), f x (x), f%(x) . . .

Um den Werth anzudeuten, den die Function f (x )  für bestimmte Werthe 
von x  annimmt, setzt man diese Werthe hinter das Functionszeichen an die 
Stelle von a ; demnach sind/(0), /(1), /(2), . ./($), /(ü), f (a \  +  b) . . die Werthe, 
welche f(x)  annimmt, wenn man die Variable x  durch die besonderen Werthe 
0, 1, 2, $, 2 ij, a\ -+- b ersetzt.

2. Nimmt die Variable x  um einen Betrag hx*) zu, so wird y  um einen 
positiven oder negativen Betrag zunehmen, den wir mit Ay  bezeichnen wollen; 
dann hat man also

y  — f i x ) , y  +  hy  =  f { x  hx) .
Hieraus folgt durch Subtraction

A y — f { x  4- A;v) — f { x ) .
Wenn A* mehr und mehr abnimmt, und der Grenze Null sich nähert, so 

nähert sich im Allgemeinen auch Ay  der Grenze Null. Soweit dies der Fall ist, 
soweit also einem unendlich  kleinen Zuwachse hx  der V eränderlichen  
ein unendlich k leiner Zuwachs hy  der Function  en tsp rich t, heisst y  
eine stetige Function von x.

*) hx  ist hier ein einheitliches Zeichen; die Verwechselung mit dem Produkte aus *  und 
einem Faktor A ist nicht zu befürchten, da von einem solchen Faktor nicht die Rede ist.
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Ist z. B. f[x)  =  * 2, so ist f ( x  H- Ax) *2 4- 2xAx  4- Ax2, und daher 
Ajr =  2x/Ax 4- Ax2 .

Für alle endlichen Werthe von jc wird dieser Ausdruck verschwindend klein, 
sobald Ax verschwindet; daher ist x 2 (und allgemein jede Potenz von x  mit 
positivem Exponenten, wie man mit Hülfe des binomischen Satzes leicht nach­
weist) für alle Werthe der Variabein eine stetige Function.

Ist ferner f[x)  =  sinx*), so ist
f(pc 4- Ax) == sin (x 4- Ax) — sinx cos Ax 4- cosx sinAx .

Daher ist
Ay =  sinx [cos Ax  — 1) 4- cosx sinAx.

Wird Ax verschwindend klein, so verschwinden cosAx — 1 und sinAx, also 
auch Ay. Hieraus folgt, dass sinx für alle realen Werthe von x  eine stetige 
Function von x  ist.

Anders verhält sich die Function

Man erhält f [ x  Ax) — 1 : [x 4- Ax — 2) und daher

Ay =  ------ -------- --------- -— = __________ __________
x  -y- Ax — 2 x  — 2 [x 4- Ax — 2) [x — 2)'

Wenn Ax verschwindet, so geht der Nenner in den Werth (x — 2)2 über. 
So lange * von 2 verschieden ist, ist dieser Nenner von Null verschieden; da 
nun der Zähler Ax verschwindet, so verschwindet auch Ay. Für alle von 2 ver­
schiedenen Werthe von x ist also die Function 1 ; [x  — 2) stetig.

Für x  =  2 werden aber, wenn Ax verschwindet, Zähler und Nenner von 
Ay zugleich Null; für einen Werth von x, der um einen verschwindenden Betrag 
kleiner als 2 ist, hat 1 : [x — 2) einen verschwindend kleinen negativen Nenner, 
ist also von unendlich grossem negativen Werthe; setzt man hingegen für x  eine 
Zahl, die um verschwindend wenig grösser ist, als 2, so ist der Nenner von 
1 : [x — 2) verschwindend klein und positiv, also hat f[x)  einen unendlich 
grossen positiven Werth. Die Function

1
y  “  ^ 2

erleidet daher an der Stelle x =  2 eine Unterbrechung der Stetigkeit, indem für 
x  =  2 die Function von — co zu H- 00 überspringt.

Die Function y  =  tangx wird an den Stellen x — ~
2 2 2 2

unstetig, denn an diesen Stellen springt y  von 4- 00 auf — 00.
Die Function y — (— a)x, wobei unter a eine positive Zahl verstanden 

werden soll, hat für x  =  0 den Werth y =  1 und für * =  1 den Werth y  =  — a .
Bezeichnet n eine Primzahl (die wir uns beliebig gross denken können), und 

giebt man der Variabein at der Reihe nach die Werthe
1 2 3 4 n — 1
n ' n ’ n ' n '  n ’

so erhält y  der Reihe nach die Werthe

) Lntei x soll hier nicht ein V in kel,, sondern der Arcus eines Winkels verstanden werden, 
d. i. der Bogen, der vom Scheitel eines Winkels aus zwischen den Schenkeln beschrieben ist 
und die Längeneinheit zum Halbmesser hat'; ist cp der Winkel, dessen Arcus die Grösse *  hat, 
so ist x —  tt • cp : 180, wobei <p in Graden auszudrücken ist. Dasselbe gilt für die übrigen 
goniometrischen Functionen.
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also, da der Wurzelexponent eine ungerade Zahl ist, abwechselnd positive und 
negative Werthe. Der Unterschied zweier auf einander folgenden Werthe von x  ist 
1 : n und kann auf jedes Maas der Kleinheit herabgedrückt werden, sobald nur n 
hinlänglich gross angenommen wird. Hieraus folgt, dass die Function innerhalb 
des Intervalls x — 0 bis x  =  4- 1 unendlich oft von einem endlichen positiven 
Werthe zu einem endlichen negativen Werthe überspringt; Gleiches ergiebt sich 
für alle realen Werthe der Veränderlichen.

Wir beschränken uns im Folgenden auf solche Functionen, die nicht für 
unendlich viele, innerhalb eines endlichen Intervalls liegende Werthe der 
Variabein Unterbrechungen der Stetigkeit erleiden.

3. Nimmt man x  als Abscisse und y  als Ordinate eines Punktes P  in Bezug 
auf ein ebenes rechtwinkeliges Coordinatensystem, und durchläuft x  die realen 
Werthe von — 00 bis -t- 00, so beschreibt P  eine bestimmte Curve, welche die 
Gleichung hat

y =  /(•* )•

Y

Wenn f[x)  eine 
stetige Function ist, 
so ist die zugehörige 
Curve durchaus zu­
sammenhängend; so 
gehört z. B. die Glei­
chung y  =  x 2 einer 
Parabel an, deren 
Symmetrieachse die 
F-Achse, deren Schei­
tel der Nullpunkt ist. 
Die Sinuscurve, d. i. 
die zu der Function 

y =  sinx
gehörige Curve ist in 
Fig. 470 dargestellt 
(zwischen den Abscis-

3tc 3 TT 
sen — y  und y )  •

DieCurve(Fig.471) 
1

^ x  — 2

(M. 470.)

r
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ist bekanntlich eine gleichseitige Hyperbel, welche eine Asymptote parallel zur 
F-Achse im Abstande 2 von derselben hat; an dieser Stelle x — 2 ist der Lauf 
der Curve unterbrochen.

Die Curve (Fig. 472)
y  — tangx

besteht aus unendlich vielen congruenten von einander getrennten Tlieilen, welche 
Parallelen zu der F-Achse zu Asymptoten haben, von denen die Abscissenachse 
in den Punkten

3tc tc it k
' ' ' ~  T ’ ~  2 ’ +  2 ’ T  - * '

getroffen wird.

4. Die Abhängigkeit einer Function y  von der unabhängigen Veränderlichen 
x  kann auch durch eine Gleichung allgemeiner Art zwischen x  und y  ausgedrückt 
werden. Wenn man diese Gleichung auf Null reducirt, so steht auf der linken 
Seite eine Grösse, welche x  und y  (neben gegebenen Zahlen) enthält, und die 
daher als eine Function dieser beiden Veränderlichen zu bezeichnen ist; man 
schreibt eine solche Gleichung symbolisch
1. F(x, y) — 0.

Gelingt es, diese Gleichung nach y  aufzulösen, also aus ihr abzuleiten
2. y  =  f{x),
so ist man damit zu dem bisher betrachteten Falle zurtickgekehrt. Gelingt dies 
aber nicht (oder wenigstens nicht durch eine endliche Anzahl von Operationen), 
so muss es bei dem Ausdrucke 1. bewenden. Im Falle 2. bezeichnet man y  als 
explic ite  oder en tw icke lte  Function, im Falle 1. als im p lic ite  oder 
unen tw ickelte  Function der unabhängigen Variabein x.

5. Ist P  der Punkt, dessen Coordinaten x  und y — f ix )  sind, und gehört 
P x zu den Coordinaten x  -4- Ax und y  -+- Ay, so ist
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f i x - \ r h x )  —f i x )
A* =  — -  Aar =  tangQPP,

Nimmt Ax  zur Grenze Null ab und ist die 
Function f i x )  in der Nachbarschaft des Punktes 
P  stetig, so nähert sich auch Ay  der Grenze 
Null, und die Gerade P M  dreht sich um den 
Punkt P ; der Quotient Ay  : k x  nähert sich im 
Allgemeinen dabei einem bestimmten Grenz- 
werthe, und dieser Grenzwerth ist die trigono­
metrische Tangente des Winkels, den die Ab­
scissenachse mit derjenigen durch P  gezogenen 
Geraden einschliesst, welche A’-mit einem un­
endlich nahe benachbarten Punkte der zur 
Function y  — f i x )  gehörigen Curve verbindet 
Diese Gerade wird, wie aus der analytischen (M.473.)
Geometrie bekannt ist, als die T angen te  der Curve PPX im Punkte P  be­
zeichnet; der Winkel der Abscissenachse mit der Tangente P T  sei x.

Der Grenzwerth des Quotienten
* / ( *  + AV) —/(* )

A*---------  =  tan^
für ein verschwindendes Ax wird durch f i x )  bezeichnet. Deutet man den Grenz­
werth einer veränderlichen Grösse durch Vorsetzung der Buchstaben lim*) an, 
und bezeichnet man einen verschwindend kleinen Zuwachs von x  mit dx, den 
zugehörigen Zuwachs von y  mit dy, so ist

ä- l  =  lip y  =  a , / ( * + * « ) - / ( , )
=  / '(* )•

der Coordinaten der
dx Ax ....  Ax

Während Ax und Ay die endlichen D ifferenzen 
Punkte Px und P  sind, haben wir in dx  und dy die verschwindend kleinen 
Differenzen der Coordinaten des dem Punkte P  unendlich nahen Curvenpunktes 
und des Punktes P  vor uns; im Zusammenhänge damit bezeichnet man dx  und 
dy als das D ifferen tia l von x, bez. vony, und demgemäss d y \d x  als den 
D ifferen tia lquotien ten  von y. Aus der Gleichung

S  “  f  M
leitet man die Gleichung ab

dy =  f  ix) dx.
Nachdem man den Grenzwerth

/• f i x  -P Ax) — f i x )
hm Ä* =  f  (*)

bestimmt hat, liefert diese Gleichung das Differential von y  als ein Vielfaches 
des Differentials der unabhängigen Variabein x.

Die D ifferen tia lrechnung  hat zunächst die Aufgabe, die Differential­
quotienten der Functionen zu ermitteln; hieran reihen sich dann weitere Unter­
suchungen, sowie analytische und geometrische Anwendungen.

6. Ehe wir dazu übergehen können, die Differentialquotienten der Functionen 
aufzusuchen, haben wir einige Grenzwerthe zu bestimmen, um dadurch eine 
Grundlage für die folgenden Untersuchungen zu gewinnen.

*) Ihnes, die Grenze.

Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 25



386 Differentialrechnung.

A Bestimmung des Grenzwerthes von

0  +
für ein ins Unendliche wachsendes w.

Wir lassen zunächst tu die Reihe der positiven ganzen Zahlen duichlaufen. 
Ist m eine solche, so haben wir

'• (' +  (' +  ,7«)”'= (' +  » )”( ' +  k 0  =  0  +  * ) •
Nach der bekannten Regel

am+1 — lfm-vl — (a — b) (am -+- am~1 b +  . . . -f- ab”1—1 H- bm) 
hat man ferner die Gleichungo - i h r -  o - ;r-(.-h - a io -
2 + ( l + ;zvöX 7 i  -  7  1 ( '  + ; „ 7 7  ' ( l +  ™) + -

Ersetzt man in dem Polynom die Brüche 1 : (tti +  1) überall duich 1 . m, so 
wird der Klammerinhalt vergrössert; jedes Glied des Polynoms wird durch diese

Substitution zu ( ,  +  • ) ' :  man hat daher, wenn man den Kiammerinha.t vor-

übergehend mit A bezeichnet
A <  (m +  1) +  - J  ,

oder, wenn p eine positive Grösse bezeichnet
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25

G l. 1 . \  W ;  I 1 Ö O .

Wenn also <0 die Reihe der ganzen Zahlen durchlaufend unendlich wächst,

so nähert sich^l H- einem Grenzwerthe, der zwischen 2,7171 und 2,7183

liegt. Dieser Grenzwerth wird mit e bezeichnet. Durch spätere Untersuchungen 
werden wir Mittel gewinnen, e bis zu jedem verlangten Genauigkeitsgrade mit 
leichter Mühe zu berechnen; wir werden dann finden, dass e bis auf 13 Ziffer­
stellen genau den Werth hat

e =  2,718281828459 .
Ist m keine ganze Zahl, sondern zwischen den ganzen Zahlen p und p -t- 1 

gelegen, so dass
m  =  p  h- r ,

wo r einen echten Bruch bezeichnet, so ist offenbar

\  m /  \  n /  \n  —  1 /  \  n —  1 /  \  n —  1 /  \  ?i —  1 /
Geht nun m zur Grenze — 00, so wird n =  4- 00; da nun dabei 1 \(n — 1) 

zur Grenze Null übergeht, so sieht man, dass auch für einen negativ unendlichen 
Werth von cu,— d. i. für jeden unendlichen Werth von w die Gleichung gilt
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Are sin x  ist also eine unendlich vieldeutige Function. Einer der Bogen, deren 
Sinus gleich x  ist, liegt zwischen — und -4- diesen besonderen Bogen 
wollen wir mit a rcs in x  bezeichnen, so dass also

— \ n  <  arc sin x  <  -4- -̂it.
Die Function a rc s in x  ist eine eindeutige Function von x ; aus ihr erhält 

man den innerhalb des zweiten oder dritten Quadranten enthaltenen Werth von 
Arc sin x

Arc sin x

tt — arc sin x ,
und aus arc sin x  und n — arc sin x  alle möglichen realen Werthe von Arc sin x  
durch Addition und Subtraction einer ganzen Anzahl von Peripherien, so dass

a rcs in x  -f- 2 k n , 
a rcs in x  -f- 2 k n , 

wobei k eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet.
Aus der Formel (No. 7)

d sin 9 =  cos 9 d(p
folgt

d sin 9d  cp = cos Cp
Setzt man hier sin cp =  x , so ist cp — Are sin x  und cos 9 =  "j/l

— Y 1 — x2 • Daher hat man 

dArc sin x  —

sm2 9

d x
Y l  —  X 2 ’

d Arc sin x  
dx

1
V T -

14. D iffe r e n tia tio n  von Arc cos x .  Unter Arccosx versteht man den Bogen, 
dessen Cosinus gleich x  ist. Es giebt unendlich viele Bogen, die denselben 
Cosinus haben, daher ist A rc cosx  eine unendlich vieldeutige Function. Für 
jeden Werth von x , der zwischen den Grenzen liegt

-4- 1 <  x  <  — 1
giebt es einen Bogen innerhalb der ersten Halbperipherie, dessen Cosinus gleich 
x  ist; diesen eindeutig bestimmten Bogen wollen wir mit arc cos x  bezeichnen, 
so dass also

0 <  arc cos x  <  n .
Der innerhalb 0 und — ti gelegene Werth von Arc cos x  folgt hieraus zu

— arc cos x ,
denn entgegengesetzt gleiche Bogen haben denselben Cosinus. Aus diesen 
beiden, innerhalb einer Peripherie liegenden Werthen erhält man alle die unend­
lich vielen Werthe von Arc cos x

, \ — arc cosx -4- 2 k n ,Arc cosx =  < ’
( arc cosx -4- 2 k n .

Von der Formel (No. 8) ausgehend
dcosy  =  — siny d y ,

erhält man
J ___
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Die Grösse Y 1 — x 2 stellt in A rc s in x  und Arc cosx den Cosinus, bez. den
Sinus des differentiirten Bogens dar; hiernach ist das Vorzeichen der Wurzel in
jedem Falle eindeutig bestimmt.

Hieraus folgt z. B., dass in den Fällen
doc d x

d arc sinx  =  —= = = =  , d arc cosx — ....... _Y1 —  * 2 Y1 — x 2
der positive Werth der Wurzel zu nehmen ist.

15. D ifferen tia tio n  von Arc tangx. Unter A rctangx  versteht man den 
Bogen, dessen Tangente gleich x  ist. Für jeden realen Werth von x  giebt es 
reale Werthe der Function A rc tangx, und zwar unendlich viele. Bezeichnet man 
mit Arctangx  den zwischen — und -t- gelegenen Bogen, dessen Tangente 
gleich x  ist, so dass also

— =  arc tongx  £  -+-
so findet man alle möglichen Werthe von arctangx  aus 

Arc tangx =  arc tangx  -4- kn  . 
d(D

Aus dtang  9 =  — r— findet man T cos2 9

a 9 =  cos* 9 • a cangy .
Setzt man nun tangy  =  x , so ist x  — Arc tangzp und cos2 9 =  1 : (1 4 - tang29)

=  1 : (1 T- x 2) . Daher hat man
, . d x  dArc tang x  1d Arc tang x  =

1 -t-  x ‘ d x 1 H- x ‘

§ 3. Differentiation zusammengesetzter und unentwickelter Functionen.
1 . D iffe r e n tia tio n  e in er  Sum m e und e in er  D ifferen z . Sind u und v 

zwei Functionen von x, so ist
Au =b (v -+- Av) — (u ±lv )

A x
d(u  ±  v) u

=  lim —d x
Daher ist

y d . *  A x J

d(u  d= v) du dv
d i-  oder =  ±

2. D ifferen tia tio n  e in e s  P o lyn om s. Ist
y  === a \ ■+■ a^ u^ a% /Zg an un ,

und bedeuten alf a2 . . an constante Coefficienten, hingegen u lt u 2 . . 
Functionen von x, so ist

dy_ _  a x {ux -4- A ux) 4 - . . H- an{un +  Aun) — (axu x anun)

d(fl 1 ux a2 « 2 -+- a 3 u , . .  - f -  atlun ) —  axdu x H~ a^du^ -4- a^du^ H - . . . -4- andun .
Hiernach ist z. B. (vergl. § 2, No. 4)

d{\ -4- x  -4- x 2 -4- x A -4-  x* -4- . .  -4- x n) =  (1 4 -  2 x  +  3 x 2 -4- 4 x 3 -4- . . .  +  n x n~ i)d x , 
denn d( 1) =  0 , d x  — d x  , d x 2 =  2 x d x , d x 3 =  3x 2 d x  u. s. w.

3. D iffe r e n tia tio n  e in es  P roduktes.
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Nun ist bekanntlich
d arc tang u 1

du  “  l +  »2 

daher hat man schliesslich 
darc cotx

1 4- x

1

2 > £ -  : /«  -dx  x ’

darc cotx —
d x

d x  1 +  ^ ’ " w ------ 1 -4- x*
Sowie Cotangente und Tangente, so sind auch Secante und Cosinus, Cose- 

cante und Sinus desselben Bogens reciprok; daher hat man

x y i — x* x y  i — x “
8. Das bisher Mitgetheilte wollen wir an einigen Beispielen einüben.
A. Um die Function y  — x x zu differentiiren, nehmen wir die Logarithmen 

und erhalten
ly — x l x .

Die rechte Seite ist ein Produkt, und daher
dly — x  d l x  4 - I x d x ,  folglich 

d y  d x
—  — x  - —  4 - I x  • d x  =  (1 -t- Ix) d x . y  x  ' '

Hieraus ergiebt sich schliesslich
d(xx) =  x x (1 h-  lx )d x .

B. Sind u und v  Functionen von x, so bilde man, um uv zu differentiiren
l(uv) =  v lu \

Daher hat man
dud (uv) — uv ( v  • —  H- lu  • d v  \  . 

\  u )
C. Differential von (a -+- bxn)P .
Setzt man a -y- bxn =  u, so hat man zunächst

duP =  puP—i du .
Da nun du =  d(a  4- bxH) — n b x n~i d x , so folgt schliesslich 

d(a 4- bxn)P — p n b {a  4- bxn)P~l x H~ l d x .
D. Differential von l(a  4 - bx).
Setzt man a 4 - b x  — u, so hat man

du
d l (a 4 - bx) =  diu  =  — . ‘

Da nun du — d (a - \ -b x )  =  bdx, so folgt
b dx

§ 3- Differentiation zusammengesetzter und unentwickelter Functionen. 397

V« -+- bx*1 • dx — xd^a-y- bx* =  ( | / a  +  bx2 — bX*~-----^ dx — .... adx___.
V  Ya 4 -  bx*) Ya-hbx*Also folgt

j ____x  _ a dx
l/ä~+  bx2 _  }/(a 4- bx2)3

H. Differential von x lx  — x.
d (x lx  — x) — x d Ix  4- lx -dx  — dx  

dx
— X  • —— (- Ix d x  — d x \  folglich ist

d (xlx  — x) =  Ix • d x .
I. Differential von Isinx  und Icosx.

. . .  dsinx cos x  ,dl sin x — ----  =  —— dx ,  d. l.sm x  sm x
dl sin x  =  cot x  • dx.

dl cos x — -  C0S X =  — tangxdx.  cos x  *
K. Differential von I ta n g x .

d l tang x  =
dx d x

tang x  cos2 x  tang x  s inx  cosx
2 d x  

sm 2 x
Setzt man 2x  =  u, so ist 2 d x  =  du,  und man erhält

d l  tang ^  f U .2 sin u
L. Differential von Ico tx .
Da Icotx  — /(I  i tangx)  =  — I tangx,  so ist auch

also
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dl cot x  = 2 dx  
sin 2 x '

Setzt man — 2x  — u, so ist du =  

daher erhält man

2 ff.*, sin2x — cosu, und x  =  -j----

9. D ifferen tia lquo tien t unentw ickelter Functionen.
Wird die Abhängigkeit der Grösse y  von der unabhängigen Veränderlichen 

x  durch eine Gleichung hergestellt
F(x, y) =  0,

und ist wieder y  4- Ay der Werth der abhängigen Veränderlichen, welcher dem 
Werthe x  -+- A.* der unabhängigen entspricht, so ist auch

F(x  -f- A.*, y  4- Ay) =  0.
Daher ist

F(x  4- Ax, y  4 - Ay) — F(x, y)  =  0.
Diese Gleichung kann man durch folgende ersetzen

F(pc 4- Ax, y  4- Ay) — F ix  4- A.*, y) Ay F(x  4- hx, y) — F(x, y)
Äy “ hx  +  h x  =  ° ’

in welche der Quotient Ay : A x  passend eingeführt ist. Geht man zur Grenze
für verschwindende Werthe von Ax und Ay  über, so erhält man zunächst

d y  F i x h x ,  y-y-Ay) — F(x-hAx, y) F(x-\-Ax,y)  — F(x, y)
1 .  —  • hm  ----------------------------------------------t-------------------------------------------------------1- l im ------------------------------t -----------------------------------=  ( )  .dx Ay Ax

Nach der ursprünglichen Definition des Differentialquotienten ist der erste 
Grenzwerth, wenn man zunächst nur Ay  verschwinden lässt, der Differential­
quotient der Function F(x  4- hx, y), wenn man in dieser Function bei dieser 
Differentiation nur y  als Variable, x  dagegen als Constante betrachtet. Um an 
diese Voraussetzung zu erinnern, wollen wir diesen Differentialquotienten durch 
den Buchstaben d (statt d) auszeichnen, und haben daher

F(x  4- Ax, y  4- Ay) — F(x  4-  hx, y) d F (x  4- hx, y)
l i m -------------------------------------:-------------- *----------------------- ------------------------------ =  l i m ------------------- ä ................—  •hy cy

Lässt man nun auch Ax verschwinden, so erhält man
. F ix  4- hx, y  4- hy) — F(x  4- Ax, y) cF(x, y)

l im ------------------------------------------------------------------------7--------------------------------------------------------------------------  =  ------------- z - --------------- •Ay dy
Der zweite Grenzwerth in 1. ist der Differentialquotient von F(x, y), wenn 

man nur x  als variabel betrachtet. Wir bezeichnen denselben mit
cFjx, y) 

cy ’
und erhalten daher schliesslich aus 1. die Gleichung

cFix, y) ' dy dFjx, y) Q
cy dx dx

Diese Gleichung liefert den verlangten Differentialquotienten
d y _ cF{x, y) _ cFjx, y)
dx . dx ' cy
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Die Grössen

cFix,  y) und dF(x, y)
cx  ” dy

nennt man die p a rtia len  D iffe ren tia lquo tien ten  der Function  F(x, y) 
nach x  bez. nach y.

A. Ist z. B. F(x, y) =  d2x 2 dt a2y 2 — a2 b2 =  0, so ist
cFix, y)

=  2 b2x, d F  d v b2 x
—  =  ±  2 a 2y ,  und daher ~  =  zp -5—" 1 a * ydx cy dx

B. Ist Fix, y) =  A x 2 4- 2B x y  4- Cy2 4- 2D x  4- 2E y  F  =  0, so ist 
cF(x, y)

dx

folglich dy
dx

2 A x  4- 2B y  - 

A x  4- By

^ dF(x, y)2 D,  — j F F l  =  2 B x  4- 2 Cy +  2 E,

D

folglich

B x  4- Cy 4- F
C. Für F(x, y) = y  — x sin y  =  0 ist

c F  . d F
n  =  - s m y ’ d y

dy siny
dx 1 — x  cosy ’

D. Aus Fix,y) =  xy —y x folgt
dF d F

y Xy~1 —y x ly,  — =  xy Ix — xy-1dx dy
>-r—1

x  cos y,

dy
dx

yx l y  — y xy—1 
>x 1 ■xylx xy-

§ 4. Differential einer Function mehrerer Variabein.
1. Unter den Functionen mehrerer unabhängigen Variabein sind die Func­

tionen zweier Variabein am leichtesten zugänglich, weil sie am leichtesten an­
schaulich gemacht werden können. Sind x, y  zwei unabhängige Variable, und 
ist z die abhängige, so dass z =  f ( x , y ), so lehrt die analytische Geometrie des 
Raumes die Variabein x  und y  als Coordinaten eines Punktes P' der horizontalen 
Ebene eines rechtwinkeligen Coordinatensystems zu betrachten, und z als die 
parallel der Z- Achse gemessene 
Ordinate eines zum Grundriss P' ge­
hörenden Raumpunktes P. Durch­
laufen nun x  und y  alle möglichen 
realen Werthe, so beschreibt P'  die
ganze Horizontalebene, und P  be­
schreibt eine durch die Gleichung 
z — f  ix, y) charakterisirte Fläche, 
durch welche die Function f i x ,  y) 
geometrisch dargestellt wird.

Es sei P  ein Punkt der Fläche 
z =  f{x,y), und OA — x, A P  =  y ,P  
P 'P  =  z. Wächst x  um Ax —  AB,  (M. 474.)

während y  unverändert bleibt, so bewegt sich P' parallel der W-Achse bis zu 
P f  und man hat

Az_ FP\  f i x  4- hx, y) —f i x ,  y)
h x  P E  Ax

Der Grenzwerth dieses Differenzquotienten Az : Ax, der unter der Voraus­
setzung gebildet wird, dass y  dabei als constant gilt, ist der par t iale  Di f f e r en ­
tialquotient  von z in Bezug auf  x  (oder kürzer »von z nach x<i)\ er ist die
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trigonometrische Tangente des Winkels, den die Tangente der Curve PP X im 
Punkte P  mit der X-Achse bildet.

Aendert sich y  um Ay =  CD, während x  constant bleibt, so beschreibt P  
eine Bahn auf der Fläche, die mit der FZ-Ebene parallel ist, und man hat, 
wenn man die jetzt eintretende Aenderung von z mit Axz bezeichnet.

PP'i f i x ,  y  H- Ay) —f ( x , y )
Ay P F  ~~ Ay

Der Grenzwerth ist der p a rtia le  D ifferen tia lquo tien t von z in Bezug 
aufjy; er ist die trigonometrische Tangente des Winkels, den die Tangente der 
Curve PP% in P  mit der F-Achse einschliesst.

Aendern sich beide Coordinaten x  und y  um Ax bez. Ay, so kommen P' 
und P  nach P f  und P3. Nehmen nun Ax und Ay bis zur Grenze Null ab, so 
bewegt sich der zu x  -f- Ax und y -h Ay gehörige Punkt von P 3 nach P; der 
Weg, den er dabei auf der Fläche beschreibt, hängt davon ab, in welcher Weise 
Ax und Ay abnehmen, und ist unbestimmt, so lange über die Art der Abnahme 
von Ax und Ay nichts Näheres bekannt ist. Wenn z. B. zuerst Ay verschwindet, 
und dann Ax, so geht der Punkt von P H parallel zur FZ-Ebene nach P1 und 
dann parallel der XZ-Ebene nach P, verschwindet zuerst Ax und dann Ay, so 
geht der Punkt von P 3 zunächst nach P 2 und dann nach P; nehmen Ax und Ay 
zugleich ab, so liegt der Weg des Punktes im Innern des Curvenvierecks PPXP2P 3.

Um einen Weg festzusetzen, auf welchem P 3 nach P  gelangen soll, können 
wir den Weg vorschreiben, den die Horizontalprojection durchlaufen soll; dies 
geschieht, indem wir y  als eine gegebene Function von x  betrachten. Setzen wir 

y  =  cp (x), so erscheint z =  f ( x ,  y) als eine Function von x  allein und es ist 
dz f ( x - \ - A x , y - \ - A y ) — f(x , y )

7 x  =  l,m------------ T x ------------------------'

Hierfür kann man wie in § 4, No. 9 setzen
fix -h Ax, y-h Ay) —  fjx, y  - + -  Ay) f(x,y +  Ay) —  f(x,y) Ay  # 

mi Ax  “ *■ Ay  '  Ax*
dies ergiebt

v y

als die partia len  D ifferen tia le  von z ; es sind dies die unendlich kleinen 
Aenderungen, welche 2 erfährt, wenn nur x  oder nur y  sich um unendlich 
wenig ändern. Der Ausdruck dz, der die verschwindend kleine Aenderung von 2 
angiebt, welche durch verschwindend kleine Aenderungen beider Variabein 
erzeugt wird, heisst das to ta le  D ifferen tia l von z. Man erhält somit den 
Satz: Das to ta le  D ifferen tia l e iner Function zweier V ariabein  ist die 
Summe ih rer p a rtia le n  D ifferentiale.

Der Sinn der Gleichung

dz =  • dx  -(- -Tr- ’ dy

ist folgender:
c x dy

Je näher die Veränderungen Ax und Ay der Grenze Null kommen,
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um so genauer stimmt die zugehörige Veränderung von z mit dem Ausdrucke 
überein

Z f Ax

Die Grenzwerthe der Verhältnisse 
x, y, z ergiebt die Proportion

(Z f

u .dy Ay.

dz : dx  : dy dx

zusammengehöriger Veränderungen von 

dyj : dx  : dy.Z f
q a x  -t- -z—{dx cy.

2. Ist y  eine Function dreier unabhängigen Variabein x x, x 2, x 3, so kann 
man zunächst x 3 als Function von x 2 betrachten und nun nach dem Vorher­
gehenden das totale Differential von y  finden. Richtet man dann die Formeln 
so ein, dass die Art des Zusammenhanges von x 2 und x 3 in denselben keinen 
Ausdruck findet, so gelten sie unabhängig von jeder Art dieses Zusammenhanges, 
gelten also ohne Rücksicht auf jede Abhängigkeit von x  ̂ , x 2 und x 3 (was 
nichts anderes sagen will, als dass sie für jede mögliche Abhängigkeit Geltung 
haben).

Denken wir uns x 3 als Function von x 2, und demgemäss durch cp (x2) in /  
ersetzt, und bezeichnen das Resultat dieser Substitution mit (/), so ist

dy d 01q “’~ 1 ' d x 2
Auf den partialen Differentialquotienten von y  nach x 1 hat es keinen Ein 

fluss, ob man sich x 3 mit x 2 verbunden denkt oder nicht, da bei dieser 
Differentiation beide Grössen als Constante betrachtet werden; daher ist

Zjf) =  df_
d x , dx,

Für die partialen Differentiationen nach x lt x 2, x 3 . . . xn- \  ist es gleich­
gültig, ob xn und xn-f-i abhängig von einander sind oder nicht; also kann man 
hier überall ( f )  durch f  ersetzen. Für den letzten Differentialquotienten von ( /)  
erhält man nach No. 1, 1

d( f )  _  d f  , d f  ' dxn+1 
dxn+1 dxnd x,i d x,i +

Schi-okmilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 26
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Setzt man dies in 3. ein, so erhält man
g f

df =~ihr1 dXi +
d f dx<■ -b

d f dx n^-\.2 d X n-\-1

Gilt also die Formel für das totale Differential bei einer Function von n 
Variabein, so gilt sie auch bei n H- 1 Variabein. Da sie nun bei drei Variabein 
gilt, so gilt sie allgemein.

3. Ist y  eine Function mehrerer Variabein x v x 2, x 3, . . x„ , 
y  =  f ( x x, x 2, . . . x»),

und sind diese wieder Functionen einer unabhängigen Variabein t,
=  9 i  ( f ) i  =  92  ( / )  > ■ • •

so hat man zunächst

Nun ist weiter

dxx — <~ j j  dt,

1L i x
O iA- c)

d cp

df_
3 X  fi

dxn

d ( ? ‘cdx2 — dt, dx3 — ^  d t , . . .  .dt
Daher ist

d f  d ® .

*y =  • — dt dt
d f  d y  „

CXn dt dt.

so erhält

d f  dfpg 
dt 1 d x 2 dt

Dividirt man durch dt und ersetzt <p1, . . .  cp« durch x x, . . .  x, 
man den gesuchten Differentialquotienten

dy d f  dxx d f  dx2 d f  dx3 d f   ̂ d xn
dt d x x dt d x 2 dt d x 3 dt d x M dt

4. Wenn n Variable x x , x 2, . . . . x n so von einander abhängig sind, dass 
eine gegebene Function derselben verschwindet

f  ( x x , X 2, X 3 , . . . Xn)  == 0)
so müssen auch die endlichen oder verschwindend kleinen Veränderungen der 
Variabein so beschaffen sein, dass die durch dieselben erzeugte Veränderung der 
Function f  verschwindet. Für verschwindend kleine Aenderungen der Variabein 
ergiebt sich hieraus die Gleichung

dx, H- dx2 dxx 1 ex2
d f
dXn dxn =  0.

Wenn von n Variabein (n — 1) von einander unabhängige Bedingungs­
gleichungen zu erfüllen sind

f l  — 0, / 2 =  0, . . . fn—1 =  0;
so kann man (n — 1) dieser Variabein als Functionen der ?zten, oder alle n 
Variable als Functionen einer neu eingeführten Variabein betrachten.

Die verschwindend kleinen Aenderungen der Variabein, die mit den 
Gleichungen f x =  0, / 2 == 0 . . . sich vertragen, erfüllen die in—1) Gleichungen

O X  ̂ d ’%2

Wir setzen zur Abkürzung
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d x k —  J i k  ’
ergänzen das System von Elementen

durch Hinzufügung einer Zeile ganz willkürlicher Elemente wx, w 2, w 3, . . .  wn zu 
einem Systeme von n1 Elementen, und bilden die Determinante S  dieser Ele­
mente, sowie die Coefficienten R x, R.2, R 3, . . . R n, welche die Elemente 
7VX, w g, w 3, . . wn in dieser Determinante haben; R k ist die Determinante, 
deren Elemente aus 2. hervorgehen, wenn man die ^te Colonne weglässt und 
die bleibenden geeignet ordnet. Unter diesen V oraussetzungen erg ieb t 
sich für die D iffe ren tia lverhä ltn isse  die P roportion  
3. dxx : dx2 : dx3 : . . . . :  dxn =  R x : R 2 : R z : . . . : R n .

Setzt man für dxx , dx2 , dx3 . . . dxn die proportionalen Werthe R t , 
R 2 . . .  Rn in die ite Gleichung des Systems 1. ein, so erhält man

f i \ R  1 “b f i  2-̂ 2 “b f i  3^3 + • • • ■ + ■  fin Rn •
Dieser Ausdruck geht aus der Determinante • A hervor, wenn man darin die 

Elemente w x, w 2, . . .  wn der Reihe nach durch f x, f 2, . . . f in ersetzt, ist 
also eine Determinante, deren letzte Zeile mit der z'ten identisch ist, und es ist 
daher

f i l R l  +  f i  2 ^ 2  ~b f i z R z -b • . • -b f i n  R n  —  0.
Die der Proportion 3. genügenden dxx, dx2, . . dxn erfüllen also in der 

That die Gleichungen 1.
5. Wenn die »Grössen x x, x 2, . . x„ den n unabhängigen Bedingungs­

gleichungen genügen
f l  ~ 1̂ > A  == *̂2 > f s  == ̂ 3 > • • • fn  === Cn >

wobei die d  gegebene Constante sind, so sind die x, nicht mehr variabel, son­
dern diese n Gleichungen werden nur durch eine beschränkte Anzahl bestimmter 
Werthsysteme von x x, . . . xn, den Wurzeln des Systems 1., erfüllt. Da mit 
den Gleichungen 1. eine Variabilität der Grössen x x, x 2, . . x„ nicht mehr ver­
träglich ist, so sind die Gleichungen

f  1 1 d x x -|- f  x 2 d x 2 -+- . . . -f- f  Xn d x n =  0 ,
^ 2i dxx +  f 2 2 dx2 ~b • . • ■+• f  2n dxn =  0 ,

f  n i d x  x f f  n 2 d x  2 -p . . ■ “p f  nn d x « — 0
nur durch die Werthe dxx =  d x 2 =  dx3 — . . . dxn =  0 zu befriedigen. 
Hieraus folgt, dass die Determinante

von Null verschieden ist. Diese Determinante, deren Zeilen von den partialen 
Differentialquotienten der Functionen f x , f 2 , . . f n gebildet werden, heisst die 
F u n c tiona lde te rm inan te  der Functionen f x . . .  f n. Wir haben daher den 
Satz: Wenn durch die G leichungen f x —  cx, f 2 — c2, . . f n — cn die
Grössen x x, x 2, x 3, . . . xn bestim m t sind, so ist die Functional-

26*
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determ inan te  der Functionen  f x, f 2, fz> • • • n i°h t iden tisch  gleich 
Null.

Wenn die Functionaldeterminante J  identisch (d. h. unabhängig von den 
Werthen der x x, x 2, . . xn) verschwindet, so sind die in Bezug auf die Un­
bestimmten dxx, dx2 , . . dx1t linearen Gleichungen 1. nicht unabhängig von 
einander; es ist entweder eine Gleichung eine Folge der übrigen, und dann kann 
man in—1) der Grössen dxx, dx2, . . . durch die ?zte ausdrücken, so dass alle 
n unbestimmt bleiben, aber ihre Verhältnisse bestimmt sind; oder zwei der 
Gleichungen 1. folgen aus den übrigen, und dann kann man (n—2) der Grössen 
dxx . . durch die übrigen beiden ausdrücken, u. s. w. In diesem Falle haben 
die Verhältnisse der die Gleichungen 1. befriedigenden Grössen bestimmte oder 
nicht völlig bestimmte Werthe; die Grössen x x, x 2, x a, . . .  x„ sind alsdann 
trotz der n Gleichungen f x — f 2 =  . . =  f n  =  0 noch variabel. Hieraus 
folgt weiter, dass in diesem Falle diese Gleichungen 1. die Grössen x x, . . .  x„ nicht 
völlig bestimmen, dass also zwischen den Functionen f x, f 2, . . . f n eine oder 
mehr als eine Gleichungen bestehen, welche die Grössen x x, . . xn nicht expli- 
cite enthalten, die also von der Form sind

/ 2> / 3> • • • / « )  =  °>
so dass in Folge dieser Gleichungen eine oder mehr als eine der Functionen 
f x, / ‘2> • • • fn einen constanten Werth für alle diejenigen Werthsysteme der 
x x, x 2, . . x n erhält, welche den übrigen Functionen /*• constante Werthe ertheilen.

Wir erhalten somit: Die ausre ichende und nothw endige Bedingung

6. Aus dem bisher Mitgetheilten ergiebt sich leicht, wie man das to ta le  
D ifferen tia l e iner unentw ickelten  Function m ehrerer V ariabein  zu 
bilden hat. Ist nämlich die Abhängigkeit der Grösse y  von den unabhängigen 
Variabein x x, . . .  x„ durch eine Gleichung gegeben

-F(y> Xx, x 2, x a • X n )  —  0  )

so folgt, wenn man der Reihe nach nur eine der Unabhängigen verändert, die 
andern aber unverändert lässt
c F  cy cF  dF  dy dF dF
c y  dxx dxx. ’ cy c x 2 dx2 ’ ' cy

dy
d  X n

dF
dx„ =  0

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit d x x, dx2, d x a, . . d x n 
und addirt, so erhält man

cy
d x c

dy
dx, dF  , dF J ' r\ dX i y~ r\ dx e\dxx 1 cx2 2

dF dx,, 0.
d F (dy j
d y  \ d x x 1^ d x 2 u'A' * ^ - - ^ d x n ^ ’f ^ d x  1 ^ ^ d x ^ ^ - ' . ^ d x

Der Klammerinhalt ist das to tale  D ifferential der Function y,  daher ist 
dasselbe aus der Gleichung bestimmt

FF
dy dy dF

dxx dxx —  dx dx2 aXci-
dF dxn — 0 .

•) Vergl. u. A. Ba l t z e r , Theorie und Anwendung der Determinanten. 4. Auflage. 

Leipzig 1875, § I2-
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7. Wir erläutern den Inhalt dieses Abschnitts an einigen Beispielen.
A. Ist z =  <xx2 -ff ß_y2, so die zu dieser Gleichung gehörige Fläche ein 

elliptisches oder ein hyperbolisches Paraboloid, je nachdem a und ß gleiche 
Zeichen haben oder nicht. Die partialen Differentialquotienten von 2 ergeben 
sich zu

dz dz
^  =  2a*> =  2 fO<

also folgt das totale Differential
dz — 2ax  dx  +  2§y dy .

B. Ist z — f{x, y), und kommen x  und y  in /  nur in der linearen Ver­
bindung olx -h ß_y +  7 vor, so kann man, wenn man cux 4- ß_y +  7 =  u setzt, 
/  zunächst als Function von u betrachten, und hat demnach

d f  d f  du d f  d f  du
dx du dx ’ dy du d y '

Hieraus folgt weiter
d f  du d fdz — j  • 0 dx ~f- o ' n du dx du dy

d f  (dudz =  dx  +du \dx

d y ,

du 
dy

und mithin

<ty) ■
Der Klammerinhalt ist das totale Differential von u\ daher folgt schliesslich

dz — if- du . du
In der That ist jede Veränderung von x  und y  nur eine Veränderung von 

u, und man hätte daher vorhersehen können, dass die dadurch bedingte Ver­
änderung von z nach den Regeln für das Differential einer Function einer ein­
zigen Variabein (u) zu bilden ist. Ganz dasselbe gilt, wenn x  und y  in irgend 
einer andern, aber nur in einer  Verbindung 9(x,y) in der Function f  auftreten.

C. Ist 2 als Function von und y  durch die Gleichung definirt 
(x 2 -h y 2 -h z2)2 — (a2 x 2 -+- b2y 2 -+- c2 z2) — 0 

so hat man, wenn man die linke Seite mit f  abkürzend bezeichnet
£ /
dx

d[(x2 +  y 2 -ff z2)2] c(x2 -ff y 2 -ff z2) d[a2x 2 -ff b2y 2 - f f  c2z 2)
d{xCi r z 2) dx dx

=  2 (̂ c2 -ff y 2 -ff z2) • 2# — 2a2x  =  2x[<2(x2 -ff y 2 -+- z2) — a2] . 
In gleicher Weise ergeben sich

Cf  «  r o / . o  . .0 . _9x l o ! dfY-y  =  2y[2(x2 -ff y 2 -ff z2) — b2} , dz
Daher hat man schliesslich zwischen den Differentialen dx, dy, d z die 

Gleichung
x(2r2 — a2) dx  - f f  y (2r2 — b2) dy -ff z (2r2 — c2) dz =  0 , 

wobei zur Abkürzung x 2 -\- y 2 ■+ z 2 — r 2 gesetzt worden ist.
8. Ist /  eine Funktion von x, y,  z, und ersetzt man diese Variabein durch 

u =  a x - \ - b y - \ - c z ,
1. v — a! x  +  b' y  -ff- c' z ,

w =  a"x - f f  b"y -ff c"z,
so kann man das totale Differential von f  durch u, v, zu und du, dv, dw aus­
drücken. Aus 1. folgt

du = ? a d x  -ff b dy -ff c d z ,
2. dv — a' d x  -ff b1 d y  ff- c’ dz , 

dw  — a"dx  - f f  b"dy  ff- c"dz ;
hieraus ergeben sich Auflösungen von der Form

== 2z[2(x2 -ff y 2 ff- z2) —
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Die partialen Differentialquotienten werden auch ohne das totale Differential 
erhalten. Man hat z. B.
4 d f  dx  d f  dy  c f  dz

Cu dx  du dy du dz d u '
wobei d x  : dy  : dz  : du  durch Differentiation von 1. unter der Voraussetzung 
hervorgehen, dass dabei v und w unverändert bleiben; also hat man für 
d x  : dy  : dz  : du  die Gleichungen

du — a d x  b dy  c d z ,
0 =  a' d x  -+- b' dy  +  c' dz  ,
0 =  a"dx  -+- b"dy -y c"dz,

aus denen man die Grössen d x : d u ,  d y ’. d u ,  dz: du  berechnen und in 4. ein- 
setzen kann.

9. Die halben partialen Differentialquotienten einer homogenen quadratischen 
Function dreier Variabein

f  —  a v l x ^  -+- 2a 12x 1x 2 -h  2 a 1 3x xx 3 -+- a 22x 22 H - 2 a 23x 2x 3 -y a 3 3x 32 
sind die homogenen linearen Functionen

Die Ausdrücke haben wir in der analytischen Geometrie der Ebene (§ 13, 
No. 1) die abge le ite ten  Functionen der Function /g en an n t und mit f-l, f 2, 
f 3 bezeichnet. Die Gleichung

d f  d f  d f

m welcher £j, ;2, £3 laufende Coordinaten sind, lernten wir als die Gleichung 
der Polaren des Punktes {xl} x 2, x 3) in Bezug auf den Kegelschnitt/  — 0 kennen. 

Die Functionaldeterminante der drei homogenen quadratischen Functionen 
/ = « ! ,  x ,2 +  2a12x 1x 2 -h . . +  ci33x 32 ,

■ + b33x 32 ,— b j j x x H- 2 b j 2 x  x x  2 —f—
*p ” c | \ x  —p 2 c 1 2 x  x x  2 —P . . . —p c 3 'Y  2

i **3ist

8 4. Differential einer Function mehrerer Variabein. 407

Wenn die drei Functionen /  9, cp nicht von einander abhängen, so ver­
schwindet f  nicht identisch, sondern nur für bestimmte Werthe von x v x 2, x 3, 
also für bestimmte Punkte der Ebene; der Ort dieser Punkte ist die durch die 
Gleichung f — 0 definirte Curve d ritte r  Ordnung. Für jeden Punkt dieser 
Curve gehen die drei Polaren in Bezug auf die Kegelschnitte /  =  0, cp =  0, cp =  0 
durch einen Punkt, denn die Gleichungen dieser Polaren für den Punkt x x, x 2, x 3
sind
/1 £1 + / a  £2 -1-/3 3̂ =  0, 9^  -P 92 £2 +  ?3 S3 =  0, <Pi 1̂ +  <p2 2̂ +  +3 3̂ =  0  '> 

das Verschwinden von f  ist die Bedingung dafür, dass diese Geraden ein Büschel 
bilden; und umgekehrt, wenn die Polaren eines Punktes der Ebene in Bezug auf 
/  =  0, <p =  0, cp =  0 ein Büschel bilden, so verschwindet f  für die Coordinaten 
dieses Punktes.

Wenn die Functionaldeterminante /  identisch verschwindet, und nicht zwei 
von den drei Kegelschnitten identisch sind, so bilden die Polaren der drei Kegel­
schnitte für jeden Punkt der Ebene ein Büschel. Sind nun G> y.2, jc3 reale oder 
complexe Werthe, welche den beiden Gleichungen / =  0, cp =  0 genügen, 
(die Coordinaten eines realen oder imaginären Schnittpunkts dieser beiden 
Kegelschnitte), und setzt man diese Werthe in /* , f 2, f 3, cp1; cp2, cp3, c|q, cp2, cp3 
ein, so ist (Anal. Geom. d. Eb. § 13, No. 2, 5)

/1G  d- f i  G ~F /3G 553 h f(?i> G» G) =
9 i G  ~F 92 G  ~F 93^3 =  i  ?(G> G> G)  =  ® •

Folglich geht auch die Polare von ?2, ?c3 in Bezug auf cp =  0 durch
jq, G> G> s0 ŝt a ŝo auch

4hG ~F 'PsG “F <p3jc3 =  0 .
Da nun

<pl G -F 4*2 G "F Cpo £0 =  i  (̂G» G> G) > 
so folgt, dass G» G der Gleichung cp == 0 genügen. Der Kegelschnitt 
<p — 0 geht daher durch die vier realen oder imaginären Schnittpunkte der
Kegelschnitte / =  0 und 9 =  0; folglich (Anal. Geomet. d. Eb. § 14) bilden
die drei Kegelschnitte ein Büschel, d. h. es giebt zwei von den Coordinaten 
unabhängige Zahlen X und ja, durch welche die Identität hergestellt wird

cp =  \ f  ~F p-9 ,
in Uebereinstimmung mit dem allgemeinen Satze in No. 5.

10. Wie bei homogenen quadratischen Functionen dreier Variabein, so sind 
auch bei vier Variabein die in der analytischen Geometrie des Raumes mehrfach 
verwendeten abge le ite ten  Functionen die halben partialen Differentialquotienten 
der Function nach den Coordinaten. Ist
/  == a 11x 12 -I- 2 a l 2 x 1 x 2 -p  2 a 13x xx 3 -P  2 a 14x xx 4 -p  a 22x 22 -+- 2 a 23x 2 x 3 

-P  2<%2  ̂x 2 x x ff- ^ 33^ 3̂ ff-  2 d 3xx 3x x -P  d ± ± x 2 , 

so sind die abgeleiteten Functionen
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Multiplicirt man dieselben der Reihe nach mit x x> x 9, x 3, x4 und addirt, 
so erhält man die Identität

0/ udx~ x 2 +  foTs X* +  == 2/ .

S  2/ .
■̂*3 3

Ebenso gilt für drei Variable
« /  0/

O *^1 H“  o

Diese beiden Formeln, von denen in der analytischen Geometrie mehrfach 
Gebrauch gemacht worden ist, können als besondere Fälle eines allgemeinen 
Satzes über homogene Functionen betrachtet werden.

Eine ganze algebraische Function n-ten Grades von p Variabein ist eine 
Summe von Gliedern, deren jedes die Form hat

A x xax a$x3r . . x p ,
worin A ein constanter Faktor ist, und die Exponenten Zahlen aus der Reihe 
0, 1, 2, 3, . . . n bedeuten, doch so, dass die Summe derselben den Grad n der 
Function nicht übersteigt. Die Function ist homogen,  wenn die Summe der  
Exponenten in jedem Gliede dem Grade n der  Funct ion gleich ist, 
wenn also

<ü +  ß H- y +  8 H~ . . -f- X =  n .
Setzt man zur Abkürzung

v =  A x 1ax a& x . . . x p ,
so erhält man

dv dv-  =  a • A x x*~ 1x 2̂ xa'i . . . xp' , und daher - ^ - x x =  uv.

Hieraus folgt E u l e r ’s Fundamenta l sa tz  ü b e r  homogene Funct ionen:

§ 5. Tangente, Normale und Tangentialpunkt ebener Curven. 409

Die partialen Differentialquotienten von v sind vom Grade n — 1, folglich 
sind für eine homogene Funct ion «ten Grades die partialen Differentialquotienten 
homogene Functionen vom (n— l)ten Grade.

§ 5. Tangente, Normale und Tangentialpunkt ebener Curven.
1. Ist jP  ein Punkt einer Curve, welche die Gleichung hat

y  =  A x ) Y
und T  die Tangente der Curve im Punkte 
P, so ergiebt sich der Winkel, den die 
Tangente und die V-Achse einschliessen, 
aus der in § 1, No. 5 gefundenen Gleichung 
1. tangx =
wenn wir y' abkürzungsweise für den Diffe­
rentialquotienten dy : dx setzen. Aus 1. folgt 
weiter

1 . ycosi = sini =
y i  + y 2 ’ 1/1 h-t'2

Unter der Länge des Curvenbogens b, 
der sich von einem gegebenen Anfangspunkte (M- 475.)

A bis zu dem veränderlichen Punkte P  erstreckt, versteht man den Grenzwerth, 
gegen welchen der Perimeter eines dem Curvenbogen A P  eingeschriebenen 
Polygons convergirt, wenn die Seiten des Polygons verschwindend klein werden 
und ihre Anzahl daher ins Unendliche wächst. Bezeichnet man die Bogenlänge 
durch s, so ist, wenn Px die Coordinaten x  y- &x, y  -h hy hat

l/A^c2 H- Ay ‘*ds 
dx

Hieraus folgt

=  lim P~ x Hx =  lim — lim ] > Ax/

- V ' - m ' - r T ■y

4 .

5.

Statt dieser Formel schreibt man auch
ds — -y/dx2 +  dyp .

Aus 2. und 3. gewinnt man die einfacheren Formeln
dx  . dy dx dycos-z — —  t Slnz =  .äs dx ds ds

So lange dy : dx positiv ist, wächst y  mit x  zugleich; so lange d y : dx 
negativ ist, nimmt y  ab, wenn x  wächst. In denjenigen Punkten, für welche 
dy : dx den Werth Null hat (in denen also die Tangente parallel der Abscissen- 
achse ist) und dabei vom Positiven ins Negative übergeht, geht daher y  vom 
Wachsthum zur Abnahme über und erreicht somit ein Maximum, d. i. einen 
Werth, der grösser als die Nachbarwerthe ist; in den Punkten, für welche dy : dx 
verschwindet, und dabei vom Negativen zum Positiven übergeht, hat y  ein Mini ­
mum, d. i. einen Werth, der kleiner ist, als die Nachbarwerthe. Die Maxima 
und Minima einer Function einer Variabein gehören also zu den Werthen der 
Variabein, für welche y 1 verschwindet**).

*) Vergl. Baltzer , Determinanten, §  13. 
**) Weiteres hierüber folgt in § 13.
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£ =  x  +  p cos x =  x -+- p

2. Die Coordinaten £, rj des Punktes II der Tangente PT,  der von P  um p 
absteht, sind

dx 
T s '  
dy

=  y  p  p«»* =  y  +  p ' 57-
Eliminirt man aus beiden Gleichungen p, so erhält man die G leichung 

der T angen te
£ — x dx 1
*1 y dy y  ’

oder, anders geordnet
1. /(5  — x) — (vj — y) =  0 .

Hierin sind yj die laufenden Coordinaten der Tangente, während x, y  die 
gegebenen Coordinaten des Berührungspunktes sind.

Liegt die Curvengleichung in der Gestalt vor
f {x ,  y) =  0 ,

so ist (§ 3, No. 9)
- =  _  i t  . d_l-

y  d x  ’ d y  '
daher wird die Tangentengleichung2. T  »  ÖJ -  (S — x) +  (Y)cx  v ' cy v1 y) =  o.

Unter der Norm alen der Curve im Punkte P  versteht man die durch P  
gehende Normale zur Tangente im Punkte P. Da die Normale durch P  geht, 
so ist ihre (Gleichung von der Form

A ( l  — x) +  B(y] ~ y )  — 0 ; 
und da sie mit T  rechte Winkel bildet, so ist

A = d f
d y  ’

B  =  - df .

daher ist die G leichung der Norm alen

3. < « -* )
d f
T ~ y )  =  o-

Ist die Curvengleichung y =  f(x), so hat man einfacher nach Division durch 
d f : c y
4. iU== 5 — * +  y(Yj — y) =  0 .

3. Die Strecken T x P  und P N X, die zwischen den Spuren der Tangente 
und Normale auf der Abscissenachse und dem Punkte P  enthalten sind, be­
zeichnet man insbesondere als Länge der Tangente und Normale, oder kurz als 
T angente und N orm ale; die Projectionen dieser Strecken TXP' und P' N x 
heissen Sub tangen te  und Subnorm ale. Aus den Gleichungen 1. und 4. 
folgen die Strecken OTx und O N x als die Abscissen für die Ordinate y) =  0 zu

O T l =  Xy' ~ y
y

O N x =  x -¥ y'y .

Hieraus ergeben sich

Subtangente =  OP'  — 0 T X —
y

2. Subnormale =  ON x — OP' — yy '.
Ferner ergeben sich aus den rechtwinkeligen Dreiecken T t P'P  und PP'JVX 

die Formeln

§ 5. Tangente, Normale und Tangentialpunkt ebener Curven. 411

3. Tangente — y  ] /l -h y '2 ,

4. Normale — y  j / l  -hy '2 .
4. Wenn die Curve sich ins Unendliche erstreckt, so kann man nach den 

Tangenten fragen, welche die Curve in einem unendlich fernen Punkte berühren. 
Eine solche Tangente nennt man Asym ptote der Curve. Lässt man in der 
Tangentengleichung 1.

r\ =  y  • S O  — y'x)
die Abscisse x  des Berührungspunkts ins Unendliche wachsen, so nähert sich 
y  einem im Allgemeinen (eindeutig oder mehrdeutig) bestimmten endlichen oder 
unendlich grossen Werthe; durch denselben ist der Winkel x und mithin die 
Richtung der Asymptote (bez. der Asymptoten) gegeben. Der Ausdruck y —y 'x  
ist die Strecke, welche die Tangente von der Ordinatenachse abschneidet. 
Nähert sich diese Grösse bei unendlich wachsendem x  einem endlichen realen 
Grenzwerthe, so ist hierdurch eine im Endlichen liegende Asymptote bestimmt; 
wird aber y —y 'x  bei unendlich wachsendem x  auch unendlich gross, so hat 
man eine unendlich ferne Asymptote, doch von bestimmter Richtung.

Nähert sich für ein unendlich wachsendes x  die Ordinate y  einem endlichen 
Grenzwerthe b, so ist die Gerade y  — b eine Asymptote der Curve; nähert sich 
für ein unendlich wachsendes y  die Abscisse x  einem endlichen Grenzwerthe a, 
so ist die Gerade x — a eine Asymptote.

5. Wir wenden diese Entwicklungen zunächst auf die K egelschnitte  an. 
Nimmt man die Hauptachse zur Abscissenachse und einen Scheitel zum Null­
punkte, so ist, wie man sich leicht überzeugt, die Gleichung des Kegelschnitts
1. y 2 =  '2px qx2 .

Hierin ist p die Ordinate im Brennpunkte, und q ist s2 — 1 , wenn e die 
numerische Excentricität bezeichnet; für die Parabel ist q — 0. Durch Differen­
tiation der Gleichung 1. erhält man sogleich die Subnormale

yy'  =  p  +  qx,
und hieraus weiter

y  =
Die Gleichungen der Tangente und Normale sind daher

T — (P +  <ix ) (2 — x ) — y  — y) =  0 ,
P f  =  y  (S — x) h- ( p  

Die Tangentengleichung vereinfacht 
zufolge der Gleichung des Kegelschnitts 

— { p p  qx )x  -j- y 2 — px \  
man erhält damit
T  —  ( p  P  q x )  $ — jTYj + p x  =  0 .

Ist jT2 die Verticalspur der 
Tangente, so ist O T 2 =  p x  :y.
Macht man OC =  p , so ist daher 
0T<i : OC =  OP'  : P 'P ,  mithin 
sind die Dreiecke T 2OC und O P'P  
ähnlich, und folglich CT2 normal 
zu OP Hieraus ergiebt sich eine 
sehr einfache Tangentenconstruc- 
tion. Man mache OC — p  und ziehe CT2 
Tangente in P.

ff qx)b\ — y) =  o.
sich, wrenn man berücksichtigt, dass

(M. 47C.)

normal zu OP, dann ist T2P  die
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Der oben gefundene Werth der Subnormale lässt sich auch schreiben
y 2

=  x  ~ p -
Macht man nun N x D  — p, so ist

y 2
P 'D  =  P 'N X -f  N XD =  — ,

OP' • P 'D  =  * •— =  P 'P 2 .x
Daher ist PD  normal zu OP. Macht man also PD  normal zu OP  und 

N XD  — p, so ist P N X die Normale im Punkte P.
Für die Parabel ist q =  0 und daher einfacher P' N x =  p. Die Subnorm ale  

der P arabe l ist constant.
Um über die Asymptoten des Kegelschnitts Aufschluss zu erhalten, drücken 

wir y' und OT2 durch x  aus; wir erhalten:

y  =  (J> -h qx) : y  2px  -4-  q x 2 =  ^  : \  +  9 *

OT2 =  px  : y  2p x  h- q x2 =  p : ■+■ Q-
Geht man zur Grenze für ein unendlich wachsendes x  über, so erhält man

lim y  =  q : y'q =  y q , lim OT2 =  p  : y q  •
In beiden Formeln hat y q  dasselbe Vorzeichen, da die Wurzeln in y' und 

O 7 \  die Ordinate desselben Curvenpunktes sind; daher folgen zwei Asymptoten, 
deren Gleichungen sind

i - W - 5  +  ^=.  ^
Bei der Ellipse ist q negativ, und die Asymptoten sind conjugirt complex; 

bei der Hyperbel sind sie real; in beiden Fällen ist ihr Schnittpunkt das Cen­
trum der Curve. Bei der Parabel sind sie unendlich fern und parallel der 
Symmetrieachse.

6. Die gem eine Cycloide. Als gemeine Cycloide bezeichnet man die 
Curve, welche von einem Punkte der Peripherie eines Kreises beschrieben wird, 
der auf einer Geraden rollt, ohne zu gleiten. Wir nehmen diese Gerade zur 
X-Achse. Rollt ein Kreis mit dem Radius a entlang derselben, so wird ein 
Punkt P  dieses Kreises der Reihe nach mit unzählig vielen Punkten O, Ot , 0 2 . . . 
der Abscissenachse zusammenfallen, und es ist

0 0 1 =  OxO, —  ^ 2  ^ 3  —

Ferner sehen wir sofort, dass, wenn der Kreis auf der positiven Seite der
V-Achse rollt,

Y ^  auch die Cy­
cloide ganz 
auf der posi­
tiven Seite der 
X- Achse ge­
legen ist. Die 
grössten Ordi- 
naten habenY
die Länge 2 a 
und gehören

(M 477) zu den Punkten
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der X -Achse, welche die Strecken OOx, 0 X0 2, 0 20 3 . . .  halbiren; nehmen 
wir O zum Nullpunkte, so gehören sie zu den Abscissen . . .  — 3an, — an, 
+  an, 4- 3tf7T . . . oder allgemein zu (2£-+- \)an , während für die Abscissen 
Vkan die Ordinate verschwindet (wobei k eine positive oder negative ganze Zahl 
bezeichnet).

Ist B  die Lage des Centrums des rollenden Kreises in dem Augenblicke, 
in welchem der die Cycloide beschreibende Punkt P  die in der Figur bezeichnete 
Stelle erreicht hat, so folgt aus der Definition, dass der Kreisbogen P B ' gleich 
der Strecke O B ' ist. Bezeichnet man mit t den Arcus des Winkels P B B ' (des 
Wälzungswinkels), so ist P B '  =  OB' =  at Ferner ist x  =  OP' =  OB' 

PB sin t, y  =  P' P  — B ' B  — BPcost, und daher 
x  =  at — a sin t — a (t — sin t), 
y  — a — acos t — a( 1 — cos t).

Hieraus ergeben sich die Differentiale
dx  =  a (1 — cos t ) dt =  ydt, 
dy =  asin td t =  {at— x) d t .

Aus 2. folgt der Differentialquotient
, sin t a t — x

1.

2.

y  =
Subnormale =

1 — cost y
Dies ergiebt Subnormale =  yy' — asint =  a t — x  =  P' B '.
Folglich ist PB ' die Normale, und daher PD  die Tangente der Cycloide 

im Punkte P.
7. Die Epicy cl oide. Die Epicycloide wird von einem Punkte deines Kreises 

beschrieben, der auf der Peripherie eines festen Kreises rollt, ohne zu gleiten. 
Der Punkt P  kommt dabei unzählige Male auf Punkte A, A x, A 2, A z . . . des 
festen Kreises; die zwischen zwei auf 
einander folgenden dieser Punkte 
liegenden Bogen des festen Kreises 
sind dem Umfange des rollenden 
Kreises gleich. Wir nehmen das 
Centrum des festen Kreises zum 
Nullpunkte, und legen die Abscissen­
achse durch A. Ist B  die Lage des 
Centrums des rollenden Kreises, 
wenn P  die in der Figur bezeichnete 
Lage erreicht hat, sind b und a die 
Radien des festen und des rollenden 
Kreises, und ist arcCOA  =  <p, so 
ist der Kreisbogen CA gleich by, 
und ebenso gross ist nach der 
Definition der Kreisbogen CP\ daher 
ist arcPBC  =  by:a.  Die Abscisse und Ordinate von P  ergeben sich durch 
Projection von O B P  auf OX,  bez. O Y  Da nun B P  mit der Abscissenachse 
den Winkel {PB, x) — P B C  -+- COA — 180° bildet, so ist

arc (PB, x') =  — ^ -f- cp — tt =  ——  ̂ . <p — ^ #

(M. 478.)

Daher findet man

x — OB cosy
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Ist D  der Gegenpunkt von C, so ist arc PDB  =  \a rc  PBC  =  by : 2 a und 
da (PB, x) =  P D B  H- COA, so folgt

b
arc P D , x — cp +  ^  ? •

Vergleicht man dies mit 4., so ergiebt sich, dass PD  die Tangente der 
Epicycloide in P  und mithin PC die Normale ist.

8. Ist die Gleichung F(x,y) =  0 algebraisch vom «ten Grade, so sind die 
partialen Differentialquotienten c P : bx und cF'.cy beide vom (« — l)ten Grade, 
oder einer von ihnen ist von einem noch niedrigeren Grade, fragt man nach 
den Tangenten der Curve, die durch einen gegebenen Punkt II der Ebene gehen, 
so hat man die Punkte der Curve aufzusuchen, welche der Gleichung genügen 

cF  . c F
i. +  =  °.
worin $ und rj die gegebenen Coordinaten des Punktes II sind. Diese Gleichung 
ist in Bezug auf x, y  vom « ten Grade.

Die Glieder der Function F(x, y) wollen wir so gruppiren, dass zuerst alle 
Glieder «ten Grades, dann alle Glieder (« — l)ten Grades, dann alle (« — 2)ten 
Grades u. s. w. kommen. Bezeichnet man die einzelnen Gruppen mit un, un—\, 
Un_ 2, . . . . , wobei der Index mit der Gradzahl überein stimmt, so hat man 

F(x, y) =  un -+- un~\ -P un—2 +  . . .
Die Grössen u„, un- 1, un- 2 sind nach der Voraussetzung homogene Func­

tionen der Coordinaten; daher ist (§ 4, No. 10)
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Hieraus erhält man in Rücksicht auf 2.

n u n +  (« —  1) Un- i +  (« —  2) Un - 2  +  . . .  —  £ —  — -q =  0,
ox oy  '

und nach Division mit n
0 =  un 4- cp =  0, 

worin cp die Function (n — l)ten Grades bezeichnet
J  ^  jr»  ^  ■ j-j v

? s  « v *  ~  ^  U n ~ x  +  (Ä — 2) +  ~  ä j  V  •
Wir wollen nun zeigen, welche geometrische Bedeutung es hat, wenn die 

Gleichungen zweier algebraischen Curven in Bezug auf die Glieder höchsten 
Grades übereinstimmen.

Ziehen wir durch den Nullpunkt Parallelen y =  tx  zu den Asymptoten der 
Curve F(x,y) =  0, so treffen dieselben die Curve in einem unendlich fernen 
Punkte. Wir erhalten daher die zugehörigen Werthe des Richtungscoefficienten t, 
wenn wir y  in der Gleichung der Curve durch tx  ersetzen, dann diese Gleichung 
durch xn dividiren und nachher zur Grenze für ein unendliches x  übergehen. 
Durch die Substitution y  =  tx  erhält un in allen Gliedern den Faktor x 11, un—1 
den Faktor xn~1, . . . ; es ergiebt sich somit

F(x, tx) == x* (u„) +  **-1  (Un-t) +  **-2 (un- 2) 
worin (u„), (u„-{), (un—2) . . Functionen von t sind vom Grade n, (n — 1), 
(n 2) , welche aus un, un—\ . . . hervorgehen, wenn man x  durch 1 und y
durch t ersetzt. Entfernt man x n durch Division, so entsteht

(u*) T- ~  (un -1) H- — (u„-2) =  0 .
Wird x  unendlich gross, so bleibt nur übrig

(u n) 0,
Diese Gleichung liefert n Werthe für t. Wir erhalten hieraus den Satz: 

Fine a lgebraische  Curve «ten G rades hat « (reale oder complexe) Asym p­
toten; die I angenten der W inkel, welche sie mit d e rA b sc issen ach se  
einschliessen, sind die W urzeln der G leichung (u„) =  0.

Ferner folgt: Wenn die G leichungen zweier a lgeb raischen  Curven 
in Bezug auf die G lieder höchsten  G rades übereinstim m en, so haben 
sie parallele Asym ptoten. Oder: Zwei Curven «ten G rades, deren  
Gleichungen in Bezug auf die G lieder höchsten  G rades iiberein- 
stimmen, haben « unendlich  ferne Schnittpunkte.

Die « unendlich fernen Schnittpunkte der Curven F  und <J) sind nun im 
Allgemeinen nicht Punkte, deren Tangenten durch 11 gehen; es bleiben daher 
als solche Punkte auf F, deren Tangenten durch 11 gehen, nur die im Endlichen 
liegenden Schnittpunkte von F  und 4> übrig. Da nun zwei Curven «ten Grades 
ril Schnittpunkte haben, so erhalten wir den Satz: D urch einen Punkt der 
Ebene gehen im A llgem einen «2 — « == n («— 1) T angen ten  einer 
Curve «ter Ordnung. Diese Zahl kann sich, wie wir weiter sehen werden, 
bei besonderen Lagen des Punktes II, sowie bei besonderer Beschaffenheit der 
Curve vermindern.

Bildet man die Differenz F  — 0>, so erhält man

F ~ (I) s  « i11’1- 1 + 2u,t~2 + + + f y  7i) ■
Die rechte Seite dieser Identität ist eine Function 41 vom (« — l)ten Grade. 

Alle (endlich fernen) Schnittpunkte von F  und 4) annulliren auch 4. Wir haben
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daher den Satz: Die Punkte einer Curve «ter Ordnung, deren Tangen ten  
durch einen gegebenen Punkt gehen, liegen auf einer Curve (n l)tei 
O r d n u n g .

Um die Normalen der Curve F{pc,y) =  0 zu erhalten, die durch II gehen, 
haben wir die Curvenpunkte aufzusuchen, die der Gleichung genügen

?jF  i F
iyff— i - i i f c - » - 0"

Diese Gleichung ist vom «ten Grade; sie lehrt: Es giebt «2 Norm alen 
einer Curve «ter Ordnung, die durch einen gegebenen Punkt H gehen; 
ihre Fusspunkte  auf der Curve liegen auf einer vom Punkte 11 a b ­
hängigen Curve «ter Ordnung.

9. Die Coordinaten u, v der Curventangente im Punkte P  folgen aus dei 
Gleichung

oF . c F .

Die Gleichung der Curve in Liniencoordinaten, d. i. die Bedingungs­
gleichung dafür, dass u und v Coordinaten einer Tangente der Curve F  =  0 
sind, ist das R esulta t der Elimination von x  und y  aus den drei 
Gleichungen

=  v , F(x, y) =  0 .

Ist cp(u, v) =  0 die Gleichung einer Curve «Her Klasse, also cp eine Function 
wten Grades, so erhält man die Coordinaten der Tangenten von 9 =  0, die 
durch den Punkt £, rj gehen, als die Lösungen der beiden Gleichungen 

9 {u, v) =  0, \u -+- t\v — 1 = 0 ,
deren zweite die Gleichung des Punktes II ist. Die eine dieser Gleichungen ist 
vom m ten Grade, die andere ist linear; daher folgt: Durch jeden  Punkt der 
Ebene gehen m Tangenten  einer Curve «Her Klasse. Da nun durch jeden 
Punkt der Ebene im Allgemeinen « (« — 1) Tangenten einer Curve «ter Ordnung 
gehen, so folgt: Eine Curve « ter Ordnung ist im Allgemeinen von der 
«(»—1) Klasse. Nur für « =  2 ist «(«—1) =  «J die Curven 3ter, 4 ter, 5ter 
Ordnung sind im Allgemeinen 6 ter, 12 ter, 20ter Klasse u. w. s.

10. Die Curve, welche von den Normalen einer gegebenen Curve umhüllt 
wird, heisst die Evolute dieser Curve. Die Coordinaten der Normalen im Curven-

Die Gleichung der Evolute in Liniencoordinaten ergiebt sich 
also, wenn man aus der Curvengleichung F(pc, y) =  0 und aus den 
Gleichungen 1. die Coordinaten x, y eliminirt. Da durch jeden Punkt 
der Ebene n2 Normalen einer algebraischen Curve « ter Ordnung gehen, so folgt: 
Die Evolute einer Curve «ter Ordnung ist im Allgemeinen von der 
Klasse «2.

11. Als Beispiele wählen wir die Evolute der Ellipse und der gem einen 
Cycloide.

Verlag von Eduard Trewendt in Breslau.

Perspective
des rechten Winkels in schräger Ansicht.

N e u e  C o n s t r u c t i o n e n
. von

Wilhelm Streckfuss.
(rr. 8. i j  Bog. Text und 4 lithogr. Tafeln. Eleg. broschirt. Preis: Mk. 1,50.

Durch alle Buchhandlungen zu beziehen.

Soeben erschien im V erläge von Eduard Heinrich Mayer m Köln.

Die

Erziehung zur Production;
die Aufgabe der realistischen Pädagogik

von

Hugo HofTmann,
Realschullehrer in Mülheim am Rhein.

15 Bogen gr. 8. Eleg. broschirt. Preis: 4 Mark.

Die heutigen Aufgaben des naturwissenschaftlichen Unterrichts werden dargelegt an der Hand 
wirklicher Lehrererfahrung, nicht wie es meistens geschieht, als von oben construirte Forderungen, 
wobei häufig mehr das Interesse der Wissenschaft, als das Bedürfniss der Schüler im Auge be­
halten wird. Die Erfahrungen werden dargelegt an Extemporalien, die in der Art von den 
Schülern gemacht sind, dass jeder eine ihm vorgelegte unbekannte Pflanze beschrieb. Eine Ver­
bleichung der naturwissenschaftlichen Methode mit der H e in r ic h  H ie c k e  s ergiebt: die Ueber- 
einstimmung und gegenseitige Bedingung in den Lebens-Interessen des deutschen und naturwissen­
schaftlichen Unterrichts. Die Zurückweisung der Unklarheiten H ie c k e ’s in seiner Pionier-Arbeit 
ergibt die Nothwendigkeit der wesentlichsten Forderung Ph. W a c k e r n a g e ls . —  Die Unter­
suchung geschieht nicht in theoretischer Construction, sondern prüft diese heutigen Lebensfragen 
an der Hand der geschichtlichen Erfahrung in historischem genetischem Denken. Die Untersuchung 
strebt das Ideal des heutigen Lebens klar zu legen und dann darnach die Aufgabe der Schule 
zu zeichnen als Dienerin aber auch Beherrscherin des Lebens. Bildet jener oben angedeutete 
Gang gewissermassen das Skelett des Buches, so kann es nicht fehlen, da es sich um Aufklärung 
eines wesentlichen Theiles des Lebens handelt, dass neben jenen Ergebnissen noch Fäden von 
ihr ausgehen zur Orientirung in mannigfachen anderen Fragen. So wird das Verhältnis,s des 
idealistischen und realistischen Unterrichts genau begrenzt; keine Anhäufung mit Wissen, sondern 
Selbstsuchen des Schülers! Die Nothwendigkeit der Einheitsschule ergibt sich; mit ihr die Pflege 
des nationalen Bewusstseins. Alle Untersuchungen werden geleitet durch den Faden des biogene­
tischen Grundgesetzes, dessen fundamentale Bedeutung mit Bewusstsein gehandhabt wird. Die 
ganze Arbeit ist begleitet von Aussprüchen G o e th e ’s und es zeigt sich, dass dessen »hartnäckigei 
Realismus« uns vorleuchtet in dem Streben die Schule unmittelbar mitwirken zu lassen an dem 
heutigen frohen, gesunden Pulsschlage des Lebens, in Erziehung des Menschen, des Schülers zu 
Wahrheit und Pflicht, als Leitsterne in seinem inductiven, productiven Selbstsuchen und rinden.

Geschmackvolle Einbanddecken
zur

Encyklopaedie der Naturwissenschaften
liefert zum Preise von 2 Mark jede Buchhandlung.

Verlagsbuchhandlung Eduard Trewendt.



:v  •
5 ' -

Verlag der Weidmannschen Buchhandlu

L e h r b u
der

Differential- u. Integ. _
Von

Di*. J. Worpitzky,
Professor an der Königl. Kriegs-Akademie und am Friedrichs-Werderschen Gymnasium zu Berlin.

Mit 81 in den Text eingedruckten Holzschnitten.

(XX und 784 Seiten.) Gross 8., geh. 24 Mark.

Im Verlage von Eduard Trew endt in B reslau erschien und ist durch alle Buchhandlungen 
zu beziehen:

Die Theorie
vom

Massendruck aus der Ferne
in ihren Umrissen dargestellt

von

Aurel Anderssohn,
Vorsitzender des Physikalischen Vereins in Breslau.

L ex . 3 M it 8 lith o g ra p h isch en  Tafeln. P reis: G eh. 3  M ark .

Soeben erschien im Verlage von Eduard Trewendt in Breslau und ist 
durch alle Buchhandlungen zu beziehen:

Das Erkenntnissproblem.
Mit Rücksicht auf die gegenwärtig 

herrschenden Schulen
von

Dr. 0. Caspari,
Professor der Philosophie an der Universität zu Heidelberg.

Gr. 8. 4 Bogen. Preis geh. X Mk. 60 Pf.

Zu vorstehender Schrift gab das hundertjährige Bestehen der Kantschen »Kritik der reinen 
Vernunft« Veranlassung. Der berühmte Verfasser erörtert in seiner Abhandlung die Frage, 
welche Fortschritte die philosophische Wissenschaft auf der Grundlage der Kantschen Lehre 
während dieses Säculums gemacht hat.

Breslau. Eduard Trewendt’s Buchdruckerei (Setzerinnenschule).


