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§ ! 3 * Tangente, Tangentialpunkt, Polare und Pol an Curven zweiten Grades. 129  

Entwickelt man die Determinante A =  0, so erhält man

^ =  ^11^2 2 3̂ 3 a l l a 2 3 a 2 2 a \3 a 3 3 a \2 ^ a l  2 a 2 3 a 3 1 =  0.
Multiplicirt man A mit a 1x und zieht das Produkt von 10. ab, so erhält man

y ^ l 2 ~ ~ ~ ^ l 7 ^ 2 2 T ( ^ I 7 ~ ^ l l a 3 3)  =  a l 2 a l 3  +  a \\a 2 3  —  %a l 2 a 2 3 a 3 l a l 1>

— (a12a l3 1^2 3)^'
Also wird der Coefficient von x 2x s :

a  [2^1 2a \ 3 -F 2 (#x 2 a l  3 ^11^2  3)] 1
Damit nun dieser Coefficient mit 2 a 23 übereinstimmt, muss das obere Zeichen 

der Klammer gewählt werden, d. i. man muss setzen
V a l  2 a n a 2 2 ' ~Za i 3  a \ \ a_3_ 3  ~  2 ^ 1 3  a i \ a 2 3  (und nicht—a l 2a 13H - d q  x<z2 3).

D as V o rz e ich e n  von 'j/ö123 — a \\a 3% m uss a lso  m it dem V o rz e ic h e n  
von d x 2 a \3  — a \ \ a 23  ü b ere in stim m en .

5. Wir führen nun die entsprechenden Untersuchungen für Liniencoordinaten 
durch.

Eine beliebige Gerade £  der Ebene durchschneiden wir mit einer andern 
Geraden I und bestimmen die Tangenten der Curve zweiter Klasse

9 == a lx u l  H- 2 a 12« 1« 2 -f- 2 a 13^1^3 -+- a22z*f -f- 2 a 23u 2n 3 -f- a 33&f =  0, 
die durch den Schnittpunkt von % und T  gehen.

Die Coordinaten von ü£ seien ux, u2, it3 ; die von T seien v x, v 2, v 3, die 
Coordinaten von T  ergeben sich dann durch die Formeln (§ 12, No. 1 1 )

Xi Ux +  \f \V y i

»* =  - > . * =  1, 2, 3.A1 “I" A2
Setzt man dies in 9 ein und ordnet, so erhält man zur Bestimmung des 

Verhältnisses Xx : X2 die Gleichung
2 (9 lU î +  ? 2Û 2 +  9  311̂ 3) 1̂ -̂2 ~P cpv X| =  0 .1. ?Û 1

Hierbei ist 
?u  =  « n U x2 

cpv B  axxz/2
2.
3.
4.
5.
6.
man die Identität

2 ai 2^i^2 ~P 2 a x3UXU3 +  a 22u 2 +  2 a 23u2u3 a33U2,
2 ai 2 ^iz/2 “P 2 a 13z'1̂ 3 -T a22z>| -f- 2 a 23z/2z/3 +  a 33z>|,
?1U —  a l l ul +  a i2U2 “P a13U3>
?2U =  a l 2 ui ~P a22u2 “P a23U3>
?3U =  a l 3 U1 “P a23U2 +  a33U3 .

., 5., 6. der Reihe nach mit v lt v 2> v 3 und addirt, so erhält

7.
8.
9.

10.

Tiu^i -P ?2U^2 +  ? 3 « ^ 3  =  9 i ^ u i  -P ?2^U2 +  ?3»U3 > wobei
=  a, 1V1 4- a x2z>2 -+- a, „z**■13^3 >

? 2 ®  =  a  1 2 ^ 1  +  a 2 2 V2 +  < *23^ 3;

9 3v —  a 13^1  +  a 2 3 Z/2 +  ci3 3 V3 •
6. Berührt die Gerade & die Curve 9 , so ist <pu =  0; die Gleichung No. 5, 1 

geht daher über in

P 2 +  9211^2 ~P L L  “P ?W 2̂ ~  0 .
Diese Gleichung hat die Lösung X2 =  0 ; die dazu gehörige Gerade T  fällt 

mit £  zusammen. Die zweite Lösung der quadratischen Gleichung 1 . ergiebt 
sich aus der linearen Gleichung

^  2 («PiuZq 4 - 92U^2 "P ?3U^3) 1̂ +  9v ^2 =  0 .
Soll auch diese Lösung mit £  zusammenfallen, so muss die Gerade T so 

gewählt werden, dass der Coefficient von Xx verschwindet, also so, dass
3. +  ? 2«z;2 +  ? 3Û 3 =  0 .
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Dies ist die Gleichung eines Punktes P\ derselbe liegt aut 2 , denn es ist 
<plUUx -t- 9 2Uu2 +  ? 3«u3 — ?«» und dies verschwindet, da % die Curve 9 =  0 
berührt. M ith in  is t 9 lUzq H- <p2u272 +  ? 3Û 3 =  0 d ê G le ic h u n g  des au f d er 
C u rv e n ta n g en te  ux, it2, it3 g e le g e n en  T a n g e n tia lp u n k te s .

7. Der Punkt 9^  -+- 9 ^ 2  +  ? 3«^3 =  0 ist im Allgemeinen eindeutig 
bestimmt; im Allgemeinen giebt es also auf jeder Curventangente A nur einen 
Punkt, der so gelegen ist, dass ausser % sich keine Curventangente durch 
ihn legen lässt. Der Tangentialpunkt wird nur für eine Curventangente unbe­
stimmt, für deren Coordinaten die Coefficienten 9 lU, 92u> ? 3it der Gleichung 
des Tangentialpunktes verschwinden; giebt es eine Gerade, für welche 91 u,92u> 
93U verschwinden, so ist dieselbe auch Curventangente, da dann auch
9u 3=  9 iuux +  92Uu2 ri- 93Uu3 verschwindet.

Soll es ein Werthsystem ux, u2, U3 geben, für welches
9 l U  =  a l l u l  +  a i 2 U 2 “ h  a 1 3 U 3 =

9 2 U  =  a 1 2 U l +  a 2 2 U 2 +  a 2 3 U 3 =

9 3U = =  c t jjU i  -+- a 2 3 it2 +  « 3 3 ü 3 =  0,

so muss die Determinante D  dieser Gleichungen verschwinden, es ist

1.
ai 1 ai 2 ai 3

D sh a12 a22 a23 =  0,
a 1 3  a 2 3  a 3 3  I

oder ausgerechnet
2. D  a11a22a33 — a?aa S9 — ot123a22 — T- 2 ax 2a2 3ax 3 =  0.

Eine Gerade, die so gelegen ist, dass durch jeden ihrer Punkte zwei mit ihr 
zusammenfallende Tangenten einer Curve 9 gehen, heisst D o p p e lta n g e n te  der 
Curve. D ie  B ed in g u n g  dafü r, dass eine Curve z w eiter O rd nung ein e 
D o p p e lta n g e n te  h a t, is t also  D  — 0. Die C o o rd in a ten  d er D o p p e l­
ta n g e n te  bestimmen sich aus zweien der Gleichungen 9 lU =  9 2it =  9 3u =  0

und aus h h
K

P2U2
h 0

+ M b
ho

=  1

Die C o o rd in a te n  der D o p p e lta n g e n te  w erden u n b e stim m t, w enn 
sämmtliche Subdeterminanten von D  verschwinden, d. i. wenn 
1 .  : a 1 2  a 1 3  =  a 1 2  • a 22  : a 23  =  a 1 3  . a 23  . a 33  .

Wie in No. 3 wird bewiesen, dass 9 alsdann das Quadrat einer linearen 
Function ist. Die Curve besteht daher aus zwei zu sam m en fa llen d en  P u n k ten .

Verschwindet D, ohne dass sämmtliche Subdeterminanten gleich Null werden, 
so ist die Doppeltangente % eindeutig bestimmt. Legt man durch den Schnitt­
punkt der Doppeltangente £  und einer andern Curventangente T eine Gerade T  
mit den Coordinaten

XxUx H- x — 1, 2, 3,
A1 "V a2

so ist auch 7' eine Tangente der Curve, denn in der Gleichung
9u^i +  2 (9 illz,l H- cp2U?;2 ^311^3) b^2 ~b 9» 2̂ ~  d

verschwinden 9 ,̂ 9*, und der Coefficient von XxX2, weil X und 1 die Curve 9 be­
rühren und % Doppeltangente ist; also ist die Gleichung identisch.

Der Schnittpunkt $  von % und T bildet daher einen Theil der Curve 9. 
Durch irgend einen Punkt der Geraden T geht ausser T noch eine Curven­
tangente T ';  es lässt sich nun für den Schnittpunkt 5P' von T ' und % ebenso, 
wie für den von T und % beweisen, dass jede durch ihn gehende Gerade der 
Gleichung 9 =  0 genügt, dass er also ebenfalls einen Theil der Curve 9 =  0 bildet.
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Andere Gerade, als die durch einen dieser beiden Punkte gehenden, können 
der Gleichung 9 =  0 nicht genügen. Denn wäre dies mit der Geraden S  der 
Fall, so würden durch jeden Punkt Q auf S  drei Gerade gehen, die 9 =  0 ge­
nügen, nämlich S  und die beiden Geraden (95p und (95p , im Widerspruche 
damit, dass durch jeden Punkt der Ebene nur zwei Gerade gehen, für welche 
9 verschwindet. H a t d ah er e in e  Curve zw eite r O rdnung e in e  D o p p e l­
g e ra d e , so z e r fä l lt  sie in zwei P u n k te ; fa lle n  d ie se  b e id e n  P u n k te  
in ein en  P u n k t ü zusam m en, so is t  je d e  d u rch  0  g e h e n d e  G era d e  als 
D o p p e lg e ra d e  zu b e tra c h te n ; sind  sie g e tre n n t, so is t d ie  D o p p e l­
g erad e  d ie G era d e , au f der sie  lieg en .

8. Es erübrigt nun noch, im Falle D  =  0 die beiden linearen Faktoren 
herzustellen, in welche die Function 9 zerfällt.

Die beiden Faktoren seien 9 =  (ßi^i H~ ß2w2 +  ß3^3) T2^2 +  73^3)*
Multiplicirt man die beiden Trinome aus und vergleicht die einzelnen Gliedei 

mit den Gliedern der Function 9, so erhält man durch ganz dieselben Schlüsse, 
wie in No. 4: V e rsc h w in d e t d ie D e te rm in a n te  D ,  so z e r fä llt  d ie 
q u a d ra tisc h e  F u n c t io n  9 in  zwei l in e a r e  F a k to re n :

9= []/ a u  •u1-h—ß =  (a1 2 a11a22) - ^ 2 +  —F = ( a 13+ y ,a 123 —a11a33)-?̂ 3]
y  alx V an

X  [|/a 11 ’ U1 -i— 7 = (  a 1 2 — l/ « i22— a i i a 2 2) +  ,—= ( a i 3 a i i a 3 3) ’ a 3]-
y a , !  y a n

H ie rb e i h a t } / a f 3 — a lx a37  das V o rz e ic h e n  d er D iffe re n z  a12a 13 
— a n a23> d ê a n d ern  W u rzeln  sin d  p ositiv .

9. A. Die Gleichung der Tangente im Punkte 5p der Curve /  =  0 ist
1 . f i p " x i 2 == d -

Sind u lt u 2, u3 die Coordinaten der Tangente, so sind die Grössen u%\ h%, 
x =  1, 2, 3, proportional den Grössen f 11C) f^> f 3x- Es giebt also einen 
Faktor m, der den Gleichungen genügt:

3.

4.

a \\?l +  #i2?2 +
U g

a l ^ l  +  « 2 2 ^2 +  ^2 3^3 T ~'*2
u3

a \%T\ +  ^23^2 +

m =  0, 

m =  0, 

m =  0 .

Da der Punkt 5p auf der Tangente liegt, so ist noch ausserdem
- 9 w Q r.

=  0 .

Die Gleichungen 2. . . 5. sind homogen und linear für %t , jc2, j:3 und m] ihr 
Verein wird bedingt durch das Verschwinden ihrer Determinante

6. 9 == C 2 
h  3

vi 2 
f22

n  3 ux : h x
«2 : }H 
u3 : h 3 =  0

ux : h x : 7ü2 u3 : h 3 0 
Wenn also die Coordinaten einer Geraden dieser Bedingungsgleichung 

genügen, so tangirt die Gerade die Curve /  =  0. F o lg l ic h  i s t 9 =  0 d ie  
G le ich u n g  d er C urve /  =  0 in  L in ie n c o o rd in a te n .

9
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B. Die Gleichung des Tangentialpunktes einer Tangente $£ der Curve 
zweiter Ordnung =  0 ist (No. 6)
7. ?iu “P 9 2U * ^2 +  Cp3u ' — 0.

Sind x x, x 2, x 3 die Coordinaten des Tangentialpunktes, so sind die Quotienten 
xx \hx , x =  1, 2, 3 den 'Grössen <plU, cp21l, ip3U proportional; für einen 
gewissen Faktor m bestehen also die drei Gleichungen

Xi8 .

9.

a l l U l  +  a i 2 U 2 +  3 ^ 3

ai 2ui ~P +  a ,,U a —

hl

l 2 2 u 2 2 3 u 3

m =  0 , 

0 ,m =

10.

11.

a 1 3 U l  +  a  2 3 U 2 +  a 3 3 U 3 7—• VI — 0 .
ho

Da der Punkt xx auf der Tangente ux liegt, so ist noch ausserdem

""  T,"2 +  = '° -
Die Gleichungen 9. . . 10. sind homogen und linear für ux, U2, it3 und m ; 

ihr Verein wird durch das Verschwinden ihrer Determinante bedingt:

12. / -

a l l  a 1 2  a 1 3  X 1 " ^ 1

a l  2 a 2 2 a 2 3 ■ 2'2 • ^ 2

a l  3 a 2 3 a 3 3 X 3 • ^3
. //^  ^g  • h 2 . / / 3 0

=  0

Wenn also die Coordinaten eines Punktes P  diese Gleichung erfüllen, so ist 
P  der Tangentialpunkt einer Tangente der Curve 9 =  0. D a h er is t  f  — 0 
d ie  G le ic h u n g  der C urve cp =  0 in P u n k tco o rd in a ten .

10. A. Wir nehmen jetzt einen Punkt iß ausserhalb einer Curve f  =  0 
an und fragen nach den durch iß an die Curve gehenden Tangenten.

Liegt der Punkt II auf einer der Tangenten, so fallen die Schnittpunkte der 
Geraden iß II und der Curve in einen Punkt zusammen, die Gleichung No. 1 , 4 
hat also zwei gleiche Wurzeln für Xx : X2 . Die Bedingung hierfür ist

f l  ‘A  —  ( / i ? £ i  + / 2a?£2 + / 3 t ^ ) 2 =  °-
Ersetzen wir hier die Coordinaten %x durch so folgt: Die Gleichung

1 . f l  ‘f — ( f l !  * x i +  /<2! +  f 3! • * 3)2 =  0
is t  d ie G le ic h u n g  der b e id en  durch den P unkt iß g eh en d e n  T a n g e n te n  
d er C urve zw eiter O rdnung f  =  0.

Die linke Seite der Gleichung 1 . zerfällt daher in zwei lineare Faktoren T  
und T x ; und T  =  0, T x =  0 sind die Gleichungen der beiden Tangenten.

Ordnet man die Gleichung 1 . und bezeichnet die Coefficienten der geordneten 
Gleichung mit b lx, so hat man

h i
1̂2

2.

=  a n  f l  
”  ü12 f l

' f l i ; 
f l l  f 21 5

Z»2 2 — ^2 2 f l ■ fh \ 3 3 "3 3 f l
—  a l 3  f l  ~  f l l  ‘ f 3 1 ’ ^2 3 —  a 2 3  f l

f h  \
f 2 l  * f 31

Also ist die Determinante A' der Gleichung 1.:

A' =
a l l  f l  f l !  > a l2 f l  f ü f 2 ! >  a l%fl f l l f z !
a l 2 f l  f l l f 2 l  >
a l 3 f l  f l l f s !  > ^2 3

i f l
f l

f l l >  
f 21f 31 >

f23f l  
i f l

f 21 f 31
f h

Dieselbe zerfällt in acht Determinanten; nach Absonderung gemeinsamer 
Faktoren aus Zeilen oder Colonnen erhält man zunächst

a l l  a 1 2 a l3 j f l l  f 21 f 3 l  a l l  a l 2 a l 3
^ ’ — / t3 a 12 a 2 2 a 23 I f l 2 ‘f l l  a l2 a 22 a 23 f l “ ‘f 21 f l l  f 21 f 31 

a 1 3 a 2 3 a 33\ a l 3 a 2 3 ^3 3 1^13^2 3^8 3

133§ 13 . Tangente, Tangentialpunkt, Polare und Pol an Curven zweiten Grades.

f l  ‘ f :31
a l l  a 1 2 a l3 f l l  f 21 f 3 l
a l2 a 22 a 2 3 "h/f ' f l l f 2 l  f l l  f 2 l  f 31 “P f l  ’ f l l  f  31
f l l  f i l  f 3 l  a 13 a 2 3 ^3 3

f l l  f 2 l  f z l
a 1 2  ^ 2 2 ^ 2 3

I f l l  f 2 l  f 3 l^ 1 1  ^1  2 ^1 3 1 1 1
~P f l  ' f  21 f 31 f l l  f 21 f 31 f l l f h f h  1 1 1

f l l  f 2 l  f 3 l  1 1 1
Die letzten vier Determinanten verschwinden, da jede identische Zeilen 

enthält. Setzt man in der zweiten Determinante die Werthe für f u f 2i f 3i ein, 
so zerlegt sie sich in die Summe von drei Determinanten. Man erhält:
f l l  f  21 f s l  a l 1 a l 2 a l 3  j ^ 1 2  ^ 2  2 a 23  a 1 3  Ä 2  3 ^ 3  3

a l 2 ^ 2 2  ^ 2 3  £  1 ^ 1 2  ^ 2 2 ^ 2 3  I “ P  l 2  ^ 1 2  ^ 2 2 ^ 2 3  " ~P ^ 3  a l2 a 2 2 a 23
hi  3  ^ 2 3  ^ 3 3  a l3  ^ 2 3  ^ 3  3 I a l 3 a 23 ^ 3 3  al3 a 23 a 33

Die letzten beiden Determinanten haben jede zwei identische Zeilen, ver­
schwinden also, und es bleibt jc1 • A als Werth der links stehenden Determinante. 
Auf gleiche Weise findet man für die dritte und vierte Determinante in der Ent­
wicklung von A' die Werthe jc2 • A, y3 • A. Das zweite, dritte und vierte Glied 
von A' vereinen sich daher zu

— A •/** ( f u l l  -P f 2 l l 2  “P f 3l?3)  == — A -/?3- ^
Mithin ist A' =  0, in Uebereinstimmung damit, dass die Gleichung 1. zwei

Gerade repräsentirt.
B. Die Gleichung der Tangentialpunkte einer Curve zweiter Klasse 9 =  0, 

welche guf einer beliebigen Geraden 2  liegen, erhält man durch die Bemerkung, 
dass eine Gerade T durch einen der Tangentialpunkte geht, wenn die durch den 
Schnittpunkt von £  und T gehenden Tangenten der Curve zusammenfallen. 
Dann muss die Gleichung No. 5, 1:

?Û 12 +  2(<plUZ'1 -+- 9211^2 "P T3W 3) ^1^2 “P ^2^2 =  ® 
zwei gleiche Wurzeln für Xx : X2 ergeben. Die Bedingung hierfür ist

<pu • <J>w -- (9lU^l +  921W2 +  93Û 3)2 — 0"
Ersetzt man die Coordinaten vx durch ux, so erhält man: D ie  G le ic h u n g

1. ?U ■ fu — (<PiU ' «1 +  ?2U ‘ ^2 ~P ?3U ‘ u3)2 — 0
is t  die G le ich u n g  der b e id e n  T a n g e n tia lp u n k te  der Curve 9 =  0, die
au f e in e r  g e g e b e n e n  G e ra d e n  X lieg en .

Entwickelt und ordnet man die Gleichung 1. und bezeichnet die Coefficienten 
mit ßzx, so dass die Gleichung ist

$ l l u l ~P ^?12U1U2 ~P 2 ß1 3^!^3 -+- ß22^2 “P 2ß23^2^3 +  $33U3 ~  
so beweist man wie im ähnlichen Falle 10 A, dass die Determinante verschwindet

jy =
’i 1
1̂2

T  2 

*22
J 1  3

* 23 =  0 .13 P23 P33
1 1 . A. Wir verbinden einen Punkt iß der Ebene mit einem andern Punkte II 

und fragen nach der Bedingungsgleichung, die zwischen den Coordinaten von iß 

und II besteht, wenn die Gerade iß II die Curve zweiter Ordnung f  =  0 in zwei 
Punkten schneidet, die zu dem Punktpaar iß II harmonisch liegen.

Zwei Punkte P' und P"  auf der Geraden iß II, deren Coordinaten aus den 
Coordinaten von iß und II nach den Formeln folgen:

•̂1 ' i x  ~ h  ^ 2 ^ * xx — H- ^2M£*
h "  +  V '

1, 2, 3.

sind bekanntlich harmonisch zu i ß II, wenn die Verhältnisse : X2' und Q ' : X2 
entgegengesetzt gleich sind. Die Verhältnisse : X2 für die Schnittpunkte der
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Geraden iß II und der Curve /  =  0 folgen aus der Gleichung
A A  +  2 ( A jA  +  A jA  +  A  A A i A  +  /$^22 =  0.

Soll diese Gleichung entgegengesetzt gleiche Wurzeln haben, so muss sie 
rein quadratisch sein, es muss also der Coefficient von XxX2 verschwinden.

Die Bedingung dafür, dass die Schnittpunkte von fJ3II und der 
Curve zw eiter Ordnung /  =  0 harm onisch zu iß und n sind, ist daher

f 3?^1 +  A A  +  A  A  =  A$£i 4 ~ A $£2 “P A A  =  0.
Zwei so gelegene Punkte heissen co n ju g irt in Bezug auf die Curve zweiter 

Ordnung.
B. Unter con ju girten  G eraden einer Curve zweiten Grades versteht man 

zwei Gerade, die zu den durch ihren Schnittpunkt gehenden beiden Tangenten 
harmonisch sind.

Sind £  und T  zwei Gerade, so sind die Coordinaten der durch ihren Schnitt­
punkt gehenden Tangenten einer Curve zweiter Klasse

uy = Xjttx 4-  X2 h*
x =  1, 2, 3,

wenn sich Xx und X2 aus der Gleichung bestimmen
2- ¥uA 4 2(<jplUzq H- 92û 2 "+* 9311^3) XjX2 4- <pwX| =  0.

Sind £  und T  conjugirt, so liefern die beiden Wurzeln der Gleichung 2. 
harmonisch zu J  und 7 ’conjugirte Gerade, sind also entgegengesetzt gleich, also 
ist die Gleichung 2. rein quadratisch; mithin verschwindet der Coefficient von XxX2. 
Wir erhalten daher den Satz: Die Bedingung dafür, dass zwei G erade £  
und T'in Bezug auf eine Curve zweiten G rades =  0 con ju g irt sind, ist 
3. ¥iu • zq 4- <p2u * v 2 ¥311 • zq ^  cplz, • it1 4- <p2W • u2 4-  <p3W • u3 = 0 .

12. A. Die Punkte El, die einem  gegebenen Punkte iß in Bezug au f 
eine Curve zw eiten G rades con jugirt sind, genügen der Gleichung

_ A A  +  A  A  ~k f 3r 3̂ =  0,
wobei nun Ay> Ay gegebene Werthe haben. Diese Gleichung ist linear, also 
liegen  diese Punkte auf einer G eraden. Diese Gerade heisst die P o lare  
des Punktes iß in Bezug auf die Curve f  =  0.

Die Polare eines Punktes wird nur dann unbestimmt, wenn für die Coordi­
naten dieses Punktes die drei Grössen Ay> f 2¥, Ay zugleich verschwinden. Wir 
sehen daher: B ei jed er e ig en tlich en  Curve zweiten G rades (Ellipse, Hy­
perbel, Parabel) ist die P o lare je d e s  Punktes eindeutig bestim m t.

Besteht eine Curve zweiter Ordnung aus zwei getrennten Geraden, so ist die 
Polare des Schnittpunkts dieser Geraden unbestimmt; besteht die Curve aus zwei 
zusammenfallenden Geraden, so ist die Polare jedes Punktes der Geraden unbe­
stimmt. In diesen beiden Fällen folgt aus der Identität

f  ljA  f 2?A A A  =  A $£l 4~ -+" A A »
dass der Gleichung der Polaren jedes Punktes iß durch die Coordinaten des 
Doppelpunktes genügt wird, da für diesen Punkt die Functionen / x-, / 2 ,̂ / 3  ̂
verschwinden. Wir sehen also: B e ste h t eine Curve zw eiter Ordnung aus 
zwei sich  sch n eid en d en  G eraden, so geht die P olare jed es  Punktes 
durch den Sch n ittp u n k t der zwei G eraden; besteht die Curve aus 
zwei zusam m enlallenden G eraden, so fä llt die Polare je d e s  n ich t auf 
der G eraden gelegenen Punktes mit den beiden G eraden zusammen.

Ferner ist aus der Gleichung der Polaren sofort ersichtlich: L ieg t ein 
Punkt auf der Curve f  — 0, so ist seine P o lare  die durch ihn gehende 
Curventangente.
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Die Gleichung der durch iß gehenden (realen oder conjugirt complexen) 
Tangenten der Curve f  =  0 ist bekanntlich

/y  • / — ( A jA  "+■  A jA  +  A r  x zY ~  0- 
Die Punkte, in welchen diese Tangenten die Curve berühren, befriedigen 

die Gleichung /  =  0; also ist für die Coordinaten dieser Punkte auch
A r  ‘ x i “k  A r  ‘ x 2 ~k  A r  • # 3  =  0*

Wir haben daher: Die P o lare eines Punktes iß in Bezug auf eine 
Curve zw eiten G rades geht durch die Berührungspunkte der von iß 
aus an die Curve g eleg ten  Tangenten .

Aus dem Begriff der Polaren sowie aus der Identität:
A r  * £1  ~ k  A r  * ^2 +  A r  * £3 —  A $  * £1 ~k  A ?  * £2  ~k  A s  ' £3

folgt noch der Satz: G eht die P o lare  des Punktes iß durch den Punkt II, 
so geht auch die P olare von II durch iß.

B. D ie G eraden T, die einer g egeben en  G erad en  £  in Bezug auf 
e ine Curve zw eiter K la sse  co n ju g irt sind, genügen der Gleichung2. ¥lU • u \ 4" 92« ' u 2 ~k T3« '  u % ==
gehen also durch einen Punkt. Dieser Punkt heisst der Pol der G eraden 
in Bezug auf die Curve 9 =  0.

Der Pol einer Geraden ist eindeutig bestimmt, ausser wenn die Gerade 
D o p p elgerad e ist; der Pol einer Doppelgeraden ist unbestimmt, jeder Punkt 
der Ebene kann dafür gelten. Besteht die Curve nur aus einem Punkte, so ist 
für jede durch den Punkt gehende Gerade der Pol unbestimmt.

Die Gleichung des Poles kann auch geschrieben werden
3. ¥ i«  • it 1 4 - ¥ 2« ‘ ll2 ~b ¥ 37* • u 3 =  0.

Besteht nun die Curve <p =  0 aus zwei getrennten oder vereinten Punkten, 
so wird der Gleichung des Poles durch die Coordinaten einer Doppelgeraden 
genügt, denn für dieselben ist cplw =  <p2„ =  ¥37* =  0. Wir sehen daher: 
B esteh t eine Curve zw eiter K lasse  aus zwei getren n ten  Punkten, so 
lie g t der Pol je d e r  G eraden, die n ich t durch einen der beiden Punkte 
geht, auf der G eraden der beid en  Punkte; besteh t die Curve aus zwei 
in P  vereinten  Punkten, so fä llt der Pol je d e r  G eraden, die n icht 
durch den Punkt T’geht, mit dem Punkte P  zusammen.

Aus der Gleichung des Poles folgt: D er Pol einer T an g en te  einer 
Curve zw eiter K lasse ist ihr T an gen tialp un kt. Aus der Identität

¥m * »1 +  ¥211 ‘ v 2 +  ¥311 * 3̂ =  *1® • ui -k ¥2» * u2 "k ¥3* • u3
folgt: L ieg t der P o l der G eraden £  auf T} so lieg t auch der Pol von T  
auf £. Die Gleichung der auf £  liegenden Tangentialpunkte ist

¥u ’ ¥ — (¥1« • u \ +  ¥2« * u 2 ~k ¥3« * u zY  == 0'
Die Geraden 7) welche durch diese beiden Punkte gehen und die Curve 

cp =  0 berühren, genügen daher der Gleichung
¥i« • u \ 4~ ¥211 * ^2 ~k ¥3« * « 3 = 0 ,

gehen also durch den Pol der Geraden. D er Pol einer G eraden 2  für eine 
Curve zw eiten G rades ist daher der Schnittpunkt der G eraden, w elche 
die Curve in den Sch n ittp u n kten  mit £  berühren.

Der Vergleich dieses Satzes mit dem analogen Satze in A. zeigt: Die Be­
griffe Pol und Polare in Bezug auf einen Kegelschnitt gehören zusammen; oder: 
is t  eine G erade A die P o lare  eines Punktes B, so ist auch der Punkt 
B  der P o l der G eraden A.
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Dies kann auch algebraisch wie folgt bewiesen werden: Die Gleichung der 
Polaren eines Punktes ÜJ3 ist

/ l?  • XX +  / 2f • X2 4 - / 3f * * 3  =  0.
Sind ux, u2, u3 die Coordinaten der Polaren, so sind die Grössen / lf, / 2f, 

/ 3f proportional zu u1 : h lf tt2 : h 2, u3 : h.ä, also hat man

4.

« 1 1  H  d -  « 1 2 ? - 2  d ~  « 1 3 ? " 3  — m h ’

« 1  2 H  ~ P  « 2 2 ^ 2  d ~  « 2 3 ^ 3  —  m  fo  >

« 1  3 H  ~h  « 2 3 ^ 2  d “  « 3 3 ^ 3  —  m  '

Aus diesem linearen Systeme folgten das Verhältniss der Coordinaten des 
Punktes $ß, ausgedrückt durch die Coefficienten an  und die Coordinaten der 
Polaren zu:

«1 Ui ux
« 1 2  « 1 3  « 1 3  « 1 1  ^  « 1 1  « 1 2  fo

«2 U2 U2
« 2  2 «2 3 ^  : «2 3 « 1 2  ’’ « 1 2  a 22

u3 u3 u3
a 2 3  a 33  ~JT a 33  «13 ~lT a X3 a 2 3  T~

n 3 n 3 n 3

5. n  : y-2 : *3 =

Die Gleichung des Kegelschnitts in Liniencoordinaten ist
«1 1  «12 «13 ® i  : h
«12 «22 «23 «2 •
« 1 3  « 2 3 « 33  « 3  : h.

«1 • Ji 1 «2 . h 2 «3 : 7î  0

=  0.

Entwickelt man dies nach den Elementen der letzten Zeile, so entsteht:

6. <p =  —

«1 u1 * u<
a 12 8”  \  a H 8 1> X  a "  ^

«2 «1 «2  U2 U2
^ 22 0 2 3  h 2 ‘ T x ~ ~  * * * *  « 1 2  ' T 2 ~  * 1 2  ^ 2 2  ^

« 3 «o Uo
^ 2 3  « 3 3  h  « 3 3  « 1 3  I T  « 1 3  « 2 3  y

3 " 3  « 3

Hieraus erhält man leicht

^3

? i*  =  — *1

^1 2 « 1 3

?2 2  « 2 3

*2 3 « 3  3

*1

h._

« 1 3  « 1 1  ^

J 23  « 1 2

« 3 3  « 1 3 /L

, Cp3?<: ' h .

7.

Vergleicht man dies mit 5., so erhält man die Proportion: 
I 1 . l 2 . i i _
h ' h ‘ h.t ~  * 1U • • ? 3U-

« 1 : K

l \2 « 2 2  ^

U3 «23

4  «2
Die Gleichung des Punktes iß ist

l i
K

«1 + i l
/Z0

l i
Ao « q - 0,

also in Rücksicht auf 7.:
<PlU ‘ «1 ■+• ? 2« ' U2 d- ? 3U ■ ^3 = 0 .  

Mithin ist in der That der Punkt iß der Pol seiner Polaren. 
Wir schliessen hieran zunächst einige Constructionen.

i37§ 13 . Tangente, Tangentialpunkt, Polare und Pol an Curven zweiten Grades.

M. 418.)

13. A. D ie P o lare  eines Punktes iß und die durch iß gehenden 
T an gen ten  eines K eg elsch n itts  zu con stru iren , wenn fünf Punkte 
d esselben  gegeben sind.

Sind A B C D E  die gegebenen fünf Punkte, 
so ziehe man ?ßA und ißi? und bestimme nach 
dem PASCAL’schen Satze die Punkte F  und G, 
in welchen diese Gerade den Kegelschnitt zum 
zweiten Male treffen. Hierauf bestimme man 
den Schnitt H  der Geraden A B  und F G , sowie 
den Schnitt J  der Geraden A G und B  F. Zieht 
man nun F [J , so sind nach dem Satze über das 
vollständige Viereck die Punkte L  und K  die 
vierten harmonischen Punkte zu A F  iß und %
BGty, also ist L K  die gesuchte Polare.

Construirt man nun die Punkte M  und N, 
welche die Polare von iß mit dem Kegelschnitte
gemein hat, so sind ißAT und ißiV die durch iß gehenden Tangenten des 
Kegelschnitts und M  und N  sind ihre Tangentialpunkte.

B. Den Pol einer G e ra d e n il und die auf 2  lieg en d en  T a n g e n tia l­
punkte eines K eg e lsch n itts  zu co n stru iren , wenn fü n fT  an genten  d e ss e l­

ben gegeben  sind.
Sind A B C D E  

die gegebenen fünf 
Tangenten, so con- 
struire man zunächst 
nach dem B r ia n ch o n - 
schen Satze die Tan­
genten F  und G des 
Kegelschnitts, welche 
durch die Schnitt­
punkte der Geraden 
£  mit zweien der 
gegebenen Geraden, 
z. B. mit A und B, 
gehen. Zieht man nun

(M. 419.)

die Gerade H, welche den Schnitt von A und B  mit 
dem von F  und G verbindet, sowie die Gerade J ,  die durch die Schnittpunkte 
AG  und B F  geht, so sind nach dem Satze über das vollständige Vierseit die
Geraden K  und L  harmonisch zugeordnet 
also ist ihr Schnittpunkt ß̂ der gesuchte Pol.

Construirt man die durch $ß gehenden 
Tangenten des Kegelschnitts M  und N, so 
treffen diese £  in den auf 5  liegenden 
Punkten des Kegelschnitts.

14. A. E in en  K e g e lsc h n itt  zu co n ­
stru iren , von dem drei P u n kte, sowie 
ein Paar P ol und P o la re  g egeben  sind.

Sind A, B, C die gegebenen Punkte 
und ist T  die Polare von F , so verbinde 
man P  mit zweien der gegebenen drei

zu denStrahlen AF%  und BG% }

A °C
(M. 420.)
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Punkte, z. B. mit A und B, durchschneide damit T  in D  und E  und construire 
die vierten harmonischen Punkte F  und G zu den Punkten P D A  und P £B \  
dann sind F  und G Punkte des gesuchten Kegelschnitts und derselbe nun durch 
die fünf Punkte A B  C F G  bestimmt.

B. E inen  K eg e lsch n itt zu constru iren , von dem drei T an g en ten  
und ein Paar Pol und P o lare  gegeben sind.

Sind A, B , C die gegebenen 
Tangenten und ist P  der Pol der 
Geraden T , so verbinde man den 
Schnittpunkt von A und T  mit dem 
Punkte P  durch eine Gerade D  und 
construire den vierten harmonischen 
Strahl F  zu D, T  und A\ man ver­
binde ferner den Schnitt von B  und T  
mit dem Punkte P  durch eine Ge­
rade E  und construire den vierten 
harmonischen Strahl G zu E, T  und 
B. Dann sind F  und G Tangenten 
des Kegelschnitts und derselbe ist 
somit durch fünf Tangenten A B  C F G  
bestimmt.

15. A. E in en  K e g e lsch n itt  
zu co n stru iren , von dem ein Punkt und zwei P aare Pol und P olare 

p  gegeben sind.
Ist A der gegebene Punkt, ferner T x 

die Polare von P x und T a die Polare von 
P 2, so ziehe man A P X und bestimme 
den vierten harmonischen Punkt C zu 
P XBA\ ferner verbinde man A mit P 2 

und bestimme den vierten harmonischen 
’j> Punkt E  zu Pt D A ; dann sind C und F

(M. 422.) Curvenpunkte. Man kennt nun drei Punkte
C, E  der Curve und kann dieselbe nach No. 14A construiren.
B. E inen  K e g e lsch n itt  zu constru iren , von dem eine T an g en te  

und zwei P aare Pol und P olare gegeben sind.
Ist A die gegebene Tangente und ist P x der Pol von T x und P 2 der Pol

von T 2, so verbinde man 
den Schnittpunkt von T x und 
A mit P x durch eine Gerade 
B  und suche den vierten 
harmonischen Strahl C zu 
B T XA\ ferner verbinde man 
den Schnittpunkt von T 2 und 
A mit P 2 durch eine Gerade 
D  und construire den vierten 
harmonischen Strahl E  zu 
D T 2 A. Dann sind C und E  
Tangenten der Curve. Man 

(M. 423.) kennt somit drei Curven-
tangenten A, C, E  und kann dieselbe nach No. 14 B construiren. —

A,

1.
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16. A. Ein Punkt P  der Geraden iß II hat die Coordinaten
H- X2x = x =  1, 2, 3.

Die zu der quadratischen Function 
2. /  eee a xxx f  4- 2a x2x xx 2 4- 2 a xix xx a 4- a a2x$
gehörenden linearen Functionen

2 ^ 2 3 * 8 * 3  "P" ^ 3 3 * 3

3. /i- a l 1* 1  +  a l 2*2 +  a \ 3*3 > f i x  =  a \ 2 * 1  a 2 2 * 2  ■+■  a 2 3*3 »
oOC*rj —\~m C I q q ÖC3 3^3f*x  =  ^13*1 “h 2̂ 31"

werden daher für den Punkt P :
1 n 1

f i x  = x'j V  x7 + f ^ x  —  Xj + )
/ 3x =  ^ +  ^2/ 3$).

■ (^1/ 2? +  2̂/ 2$)

Die Gleichung der Polaren des Punktes P  ist demnach
T — W x i

Setzt man
^ / D )  * 1  +  ( f i f t t  +  >^2/2$) *2 +  O u /s *  +  X2/3$) *3 — ° -  

£  =  f i t  * 1  + / 2 ? * 2  + / . 3 y * 3 ’

T  =  f n x x A- f ^ x 2 +  f 3'i *3 *
so sind £  =  0 und T =  0 die Gleichungen der Polaren der Punkte $  und II, 
und man erhält T  =  \x% 4- \ T  =  0 für die Polare des Punktes von P. Hieraus 
folgt in Uebereinstimmung mit No. 12 A, dass die Polare von P  durch den 
Schnittpunkt der Polaren % und T  geht, und dass das von den Polaren P  ge­
bildete Strahlbüschel mit der Reihe der Punkte P  projectiv ist. Wir haben 
daher den Satz: B e sc h re ib t ein Punkt eine g erad lin ig e  P u n ktreihe , 
so b esch re ib t seine P o la re  ein S tra h lb ü sch e l, das mit der P unktreihe 
p ro jectiv  is t; der T räg er d ieses S trah lb ü sch els ist der P o l der 
P unktreihe.

Die Polare T  eines Punktes P  der Geraden iß II ist der Ort der zu P  conjugir- 
ten Punkte; also wird iß II von T  in dem zu P  conjugirten Punkte Q der Geraden 
iß II geschnitten. Da nun die Reihe der P  zu dem Büschel der T  projectiv ist, 
so ist sie auch zur Reihe der conjugirten Punkte Q projectiv. Nun ist aber der 
Begriff der Conjugation zweier Punkte reciprok: Ist Q conjugirt zu P, so ist 
auch P  conjugirt zu Q\ hieraus folgt (§ 6, No. 21), dass die auf einander 
liegenden projectiven Punktreihen der P  und der Q involutorisch liegen. Wir 
haben daher den Satz: Die P aare con ju girter Punkte, die auf einer 
G eraden lieg en , b ilden  eine qnadratische Involution. Die D o p p el­
punkte d ieser Involu tion  sind die Schnittp unkte der G eraden und 
der Curve.

B. Eine Gerade T, die durch den Schnitt zweier Geraden % und T  geht, 
^ t t *  4 -

hat die Coordinaten u% = x =  1, 2, 3.
1 2Also ist die Gleichung des Poles der Geraden T  in Bezug auf den Kegelschnitt

cp == ax x u ?  4- 2 ol1 2 u xu 2 4 -  2 a l s u xu 3 4 -  a 2 2 « 22 4 -  2 a 2 3 « 2 2/3 +  ®

P  e= Xjiß 4-  X2II =  0, wenn 
iß == ? 1« U1 A” ? 2« • Ucl +  93U • ^3 un(I 
n == 9l» U x 4- 92» ■ U 2 d“ 93» ' U ‘i  ’

wenn also iß =  0 und II =  0 die Gleichungen der Pole der Geraden % und 7 
sind. Hieraus folgt: D reht sich eine G erade T  um einen Punkt, so 
beschreibt' ihr Pol P  eine G erad e, die Polare des Punktes; das S tra h l­
büschel der G eraden T  ist mit der Punktreihe der P ole P  p ro jectiv .
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Durch den Pol P  einer Geraden T, die den Punkt %T enthält, gehen be­
kanntlich alle zu T  conjugirten Geraden. Die zu T  conjugirte Gerade S, die 
durch den Schnittpunkt %T  geht, verbindet daher den Punkt mit P. Da 
nun die P  und die T  projectiv sind, so sind auch die S  und die T  projectiv. 
Der Begriff der Conjugation zweier Geraden ist aber wie der Begriff der Con- 
jugation zweier Punkte reciprok; im Büschel der T  ist N der conjugirte Strahl 
zu ^  un<̂  T  der conjugirte zu S\ folglich sind die beiden auf einander 
liegenden Strahlbüschel der T  und S  involutorisch. Wir schliessen daher: Die 
P aare co n ju g irter G eraden einer Curve zweiter Ordnung, die durch 
einen Punkt gehen, bilden  eine quadratische Involution. D ie D o p p el­
strah len  d ieser Involu tion  sind T an gen ten  der Curve.

Zwei conjugirte Durchmesser a und ß eines Kegelschnitts sind conjugirte Ge- 
iade, denn die Curvensehnen, die durch den unendlich fernen Punkt von ß gehen, 
haben ihre Mitten auf a, werden also von a in dem Punkte getroffen, der 
harmonisch zu den auf jeder Sehne liegenden beiden Curvenpunkten und dem 
auf ihr liegenden unendlich fernen Punkte von ß ist; also geht ß durch den Pol 
von a, also sind a und ß conjugirt. Hieraus folgt: Die P aare co n ju g irter  
D u rchm esser einer Curve zw eiter Ordnung bilden eine quadratische 
Involution. Die D o p p elstrah len  dieser Involution sind die A sym ptoten 
der Curve.

17. D ie P o lare eines Punktes 5)3 ist unendlich fern, wenn die Coeffi- 
cienten der Gleichung der Polaren / l f , / 2l-, / 3f proportional den Coefficienten 
l . h 1 , 1 : //2 , 1 : ^ 3  der Gleichung der unendlich fernen Geraden sind (§ 1 2  
No. 10), also wenn für einen gewissen Werth m

a ü h  +  a12?2 +  a l3?3 =  m •

^ a \ 2 ^ 1  +  a 2 2 ? 2  +  a 2 3? 3  ~  m  ' > 

a l 3 ^ 1  +  2̂ 3̂ 2 +  a 3 3? 3  =  m  ' J "  •
Für die Coordinaten des Punktes, dessen Polare unendlich fern ist, ergiebt 

sich hiernach die Prooortion:

2. n : h • n =

Ist cp — 0 die Gleichung derselben Curve zweiten Grades in Linien
coordinaten, so ist die Gleichung des Punktes 5)3, d. i. die Gleichung des Poles 
der Geraden £, deren Coordinaten ttx == u2 =  u3 =  1 sind

_ ¥ 1 *  f f~  2 *  " F  ? 3 »  —  ! •
Zu zwei Punkten einer Geraden und dem unendlich fernen Punkte derselben 

Geraden ist die Mitte der beiden Punkte der vierte harmonische Punkt; und zu 
zwei 1 angenten einer Curve zweiter Klasse, die sich auf der unendlich fernen 
Geraden schneiden, d. i. parallel sind, und der unendlich fernen Geraden ist die 
Mittellinie des von den beiden Tangenten begrenzten Streifens der vierte har­
monische Strahl.

Die durch den Pol der unendlich fernen Geraden gehenden Curvensehnen
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haben also denselben zur gemeinschaftlichen Mitte; und durch ihn gehen die 
Mittellinien der Streifen, die von je zwei parallelen Curvensehnen begrenzt werden.

Hierdurch ist der P ol der u n en d lich  fernen G erad en  als das Centrum 
der Curve charakterisirt. D ie G leichu ng des Centrum s einer Curve 
zweiten G rades cp =  0 ist daher

¥ 1 «  " F  ¥ 2 «  f f "  ¥ 3 «  =  ( a n  f f "  a i 2 " F  3 )  u i  f f "  ( a i  2 
ff“ (a13 ff" a2 3 "+" “33)^3 — 0

l 2 2 l 2 3 )» i

und die C oord inaten  des Centrums bestim m en sich durch die C o effi­
cien ten  der C urvengleichung in P un ktcoord inaten  /  =  0 aus

18. Das Centrum  einer Curve zw eiter Ordnung cp =  0 ist unend lich  
fern , wenn die Summe der Coefficienten in der Gleichung des Centrums ver­
schwindet (§ 12 No. 10), also wenn

Diese Summe ist zugleich die Summe der Coefficienten der Curvengleichung 
cp =  0; ihr Verschwinden zeigt an, dass die Curvengleichung durch die Coor­
dinaten der unendlich fernen Geraden, deren Coordinaten ux — u2 =  u3 — 1 
sind, erfüllt wird. Hierdurch wird diese Curve als P arab e l charakterisirt.

19. A. Die Gleichung der Polaren eines Punktes 5)3 kann bekanntlich ge­
schrieben werden No. 11, 1
1 - f i x  • H ff- f 2X ' $2 ff" f 3 X ' £3 =  0.

Die Coordinaten einer Ecke Ay des Achsendreiecks sind je* =  /?*, die andern 
beiden je, =  =  0. Daher sind die Gleichungen der

Polaren von A x : f xx =  a xxx x -h a i2x 2 +  a X3x 3 =  0 ,
>> ) t  - A 2 ■ f 2 X  ^ 1 2 ^ 1  ~ F  ^ 2 2 ^ 2  “f "  ^ 2 3 ^ 3  == 0 ,

,, ,, A 3 . f  3X =  3^1 ff- ^2 3^2 "F 3̂ 3^3 == ® •
B. Die Gleichung des Poles einer Geraden % kann man schreiben

2 .  c p j»  * 111 H -  y>2u  ’  ^ 2  ~ F  ¥ 3 «  * ^ 3  = =  0 .
Die Coordinaten einer Seite gx des Achsendreiecks sind uy =  hx : px, die andern 

beiden Ui — ui =  0. Setzt man diese Werthe in 2. ein, so erhält man für

2X >Hieraus ist die geometrische Bedeutung der linearen Functionen f xx, / ,  
f  3x und c p - ^ w  ,  c p 2 ,  c p 3 u ersichtlich.

20. Ist eine Seite des Achsendreiecks, z. B. A 2A 3, die Polare der gegen­
überliegenden Ecke (Ax), so reducirt sich die Gleichung der Polaren von A x auf 
die Gleichung x x =  0, also ist a l2 =  a X3 =  0, und die Gleichung der Curve 
in Punktcoordinaten ist
1. axlx x2 +  a22x g  -+- 2 a 23x 2x 3 -+- <z33,*:32 =  0.

Die Gleichung des Poles von A 2A 3 reducirt sich zugleich auf die Gleichung 
ux =  0, also ist a x2 =  a13 =  0 und die Gleichung der Curve in Linien- 
coordinaten ist von der Form
2. a l l u l  ff" a 2 2 U 2 ff" 2a23^2^3 ff“ a 3 3 u 3 =  d.
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21. Ist die Polare eines Punktes A t , und S 2 die Polare eines auf 
gelegenen Punktes A 2, so geht $ 2 durch A l ; die Polare des Punktes A 3, in 
welchem und £ 2 sich schneiden, geht durch die Punkte A 1 und A 2. Wir 
erhalten somit ein Dreieck, dessen Seiten die Polaren der gegenüberliegenden 
Ecken sind. Ein solches Dreieck heisst ein P olarend reieck .

Eine Ecke eines Polarendreiecks (A 1) kann ganz beliebig gewählt werden; 
die zweite Ecke (A2) kann auf der Polaren von A 1 beliebig gewählt werden; 
die dritte ist durch die beiden andern bestimmt.

Wählt man ein Polarendreieck zum Achsendreieck, so gewinnt die Gleichung 
des Kegelschnitts eine sehr einfache Gestalt. Die drei Functionen f l x > f%x, / 3 * 
(No. 19 A) reduciren sich jetzt der Reihe nach auf a 11x 1, a 22x 2, a 33x 3, es ist 
also a 12 =  a x3 =  a 23 =  0. Die G leichung eines K e g e lsch n itts  in 
P un ktcoord inaten  in Bezug auf ein P o lare n d reieck  ist daher
1. /  == a t l x *  +  a 22x 22 •+• a 33x 32 =  0.

Die G leichung der P o laren  eines nicht auf /gelegenen Punktes iß und 
die G leichung der T an gen te in einem auf f  gelegenen Punkte iß ist
2. % =  a 11j 1 • x x +  a 22jc2 • * 2 +  a i3y.3 ■ x 3 = 0 .

Die C oordinaten der T an g en te  bestimmen sich daher aus der Proportion
ui U2 u3
J T  ' ' I T  ' ' J l  —  * a 2 2 ? 2  1 a 33?3 •

Hieraus folgt weiter
„  U 1 U2 Uo
3. Xi : t2 : =  — h r  : ~—h r  : —  u ■a 22 h 2 ^33^3

Da iß auf $£ liegt, so besteht die Gleichung
nui , y2«a , w  _  n

* 1  h ,  h 3 - U -

Setzt man hier die Werthe aus der Proportion 3. ein, so erhält man die 
Gleichung der Curve in Liniencoordinaten, indem man nun die Veränderlichen 
ui> u2> 113 mit ult u2, u3 bezeichnet

Die Gleichung der Curve in Liniencoordinaten 5. findet man auch leicht 
ohne Benutzung der Gleichung /  =  0 aus dem Umstande, dass die Ecken 
A v A 2, A 3 die Pole der gegenüberliegenden Seiten sind.

Die Gleichung des Poles einer die Curve <p nicht tangirenden Geraden und 
die Gleichung des Tangentialpunkts einer Tangente & ergiebt sich aus 5. zu:7. &  a l l / l  ’ ^ 1  a 2 2 ^ 2  ' ^ 2  a  3 3 3 ' ^ 3  = :  0 .

22. Die G leichung des Centrum s in Bezug auf ein Polarendreieck folgt 
hieraus für =  u2 =  U3 =  1 zu
1. « 1 1 ^ 1  +  a 2 2 W2 « 9 9 ^ 9  =  0 .l 3 3 ^ 3
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denn dann könnte die Summe a l l u12 -t- ol22u22 +  a33&32 nicht für reale Werthe 
von ulf u2, u3 verschwinden; es haben folglich zwei dieser Coefficienten dasselbe 
Zeichen, der dritte das entgegengesetzte.

Ist « n  +  a22 +  a33 =  0, so ist die Curve, wie schon früher bewiesen 
(No. 18), eine P arabel. Die Richtung der Achse bestimmt sich aus dem Ver- 
hältniss der Coordinaten des unendlich fernen Centrums der Parabel:

?1 • ?2 • £3 =  a ll^l * *22^2 • a 33^3 •
Wir wollen nun voraussetzen, dass die Summe axl +  a22 +  a33 =  +  I ist; 

dieser Voraussetzung kann immer genügt werden, denn liegt eine Gleichung vor, 
in welcher a x, +  a22 +  a33 ^  1 , so braucht man dieselbe nur mit der reciproken 
Coefficientensumme zu multipliciren.

Wir haben nun zwei Fälle zu unterscheiden: a) zwei Coefficienten sind 
positiv,, der dritte negativ; b) zwei Coefficienten sind negativ, der dritte positiv.

a) Durch Wahl der Bezeichnung kann a33 der negative Coefficient sein. 
Setzt man, um dies deutlicher zu machen an  =  a/, a22 =  a22, a3 3 =  — a32, 
so ist die Gleichung der Curve in Liniencoordinaten <p =  a +  <x22z/22 — a32« 32 = 0  
und in Punktcoordinaten:

f  ==== O T Q X 12 | O 7 X 2 O 7. 9 X O2  0 •a <x2 h2 * <x3 h 3 6
Die Coordinaten des Centrums sind jtj =  a^ hx, y.2 =  a22/*2, ;t3 =  — «32h 3 .
Da zwei Coordinaten positiv sind, so lieg t das Centrum  in dem an 

A^A2 aussen an liegen d en  zw eieckigen Felde.
Die Function f  hat für jeden Punkt der Ebene einen bestimmten Werth; 

ändert sich die Lage eines Punktes P  stetig, so bleibt entweder die für die 
Coordinaten von P  berechnete Function /  unverändert, oder sie ändert ihren 
Werth stetig; bewegt sich ein Punkt von einer Lage A in eine andere B  entlang 
der Strecke A B , und ändert dabei die Function f  ihr Vorzeichen, so muss sie 
daher für einen Punkt der Strecke A B  (und nicht für mehr als einen) den Werth 
Null erreicht haben, d. i. ein und nur ein Punkt der Strecke A B  liegt auf der 
Curve /  =  0.

Setzt man nun die Coordinaten der Ecken des Achsendreiecks in die 
Function f  ein, so erhält f  folgende Werthe:

Für den Punkt A l : /  =  * 2 • h ?  — , also positiv:
GC \ \ GC ̂

» ” ” ^ 2 • f  .. 2 /, 2 * l̂ 2 ==: „ 2 > >> positiv,
a 2 n 2 a 2

» „ „ A 3 : /  =  2V 2 ’ ^32 =  T T > » negativ.

Da beim Uebergange von A 3 zu A 1 oder A2 die Function /  ihr Zeichen 
wechselt, so folgt, dass die Strecken A 3A t und A 3A 2 die Curve je einmal schneiden. 

Für jeden Punkt von A^A2 ist x 3 =  0, die Function f  wird

a 2 h 2 • * 12 +  a 2 h 2 ■ X 2 *
also positiv für jeden Punkt auf A 1A2 ; die Seite A XA 2 schneidet daher die 
Curve nicht.

Durch jede Curve /  =  0 wird die Ebene in getrennte (endliche oder unendlich 
grosse) Gebiete zerschnitten, z. B. in zwei Theile durchedie Ellipse, in drei Theile 
durch die Hyperbel. Da man von jedem Punkte eines Gebietes zu jedem andern 
Punkte desselben Gebietes auf einer stetigen Linie gelangen kann, ohne die Curve
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zu überschreiten, so folgt, dass für alle Punkte eines Gebietes die Function f  
dasselbe Zeichen hat. Man kann also je nach dem Vorzeichen der Function f  
jedes Gebiet als ein positives oder als ein negatives bezeichnen. Von zwei 
Punkten in Gebieten gleichen Vorzeichens können wir nun sagen, dass sie auf 
d erselb en  Se ite  der Curve liegen.

Zwei Ecken des Polarendreiecks AXA 2 liegen also auf der einen, die dritte 
Ecke A 3 auf der andern Seite der Curve. Für das Centrum erhält f  den Werth

. a et,* =  +  1,

folglich liegt das Centrum auf derselben Seite mit Ax und A 2] also in dem 
Gebiet der Ebene, durch welches unbegrenzte Gerade (z. B. A XA 2) gezogen 
werden können, die die Curve nicht schneiden.

Hierdurch ist die Curve als H yp erbel charakterisirt. Wir sehen daher: 
Jed es P o la re n d re ie ck  einer H yperbel hat zwei E ck en  auf d erselben  
Se ite , wie das Centrum , die dritte  auf der andern; das Centrum  lieg t 
in dem durch die Se iten  des P o laren d reieck s begrenzten zw eieckigen 
F e ld e , w elches der m it dem Centrum nicht auf d erse lb en  Se ite  
liegen d en  E ck e  gegenüberliegt.

Rückt das Centrum in eine der Ecken eines Polarendreiecks, in die es 
überhaupt nur gelangen kann, d. i. in A x oder A2, z. B. in A x, so wird die 
Seite A 2A 3 unendlich fern und für das endliche Gebiet wird x x zu einer unend­
lich grossen Constanten; soll die Gleichung der Hyperbel durch endliche Werthe 
der Coordinaten x 2, x 3 erfüllbar sein, so muss a.x ebenfalls unendlich gross 
werden, so dass (1 : a^) x^  eine endliche Constante -y2 wird; die beiden andern 
Seiten des Polarendreiecks AXA 2 und A XA 3 sind dann conjugirte Diameter. Sind 
die Höhenverhältnisse hx : h2 : h 3 =  1 : m : n, so ist die Gleichung der Hyperbel

"l2 ~ 2 m 2 x $  o -o X ‘?  0.2^2
Führt man statt x 3 und x 2 schiefwinkelige Parallelcoordinaten x  und y  ein 

und setzt A2A XA 3 — io, so ist x 3 — xsinio, x2 = y s in io ,  also wird die 
Gleichung der Hyperbel, nach Division durch j 2 und passende Umstellung: 

sin2 w sin2 tu
„ 2 „ 2  ' X v2 „ 2 • y 2 — 1 =  072 a 22 m2a * n

in Uebereinstimmung mit § 9, No. 13.
b) Sind zwei Coefficienten negativ, der dritte positiv, so kann die Curven- 

gleichung in Liniencoordinaten geschrieben werden
cp =  a — a22^22 — a32^32 —

woraus die Gleichung in Punktcoordinaten folgt:
•f — -----------'Y  ̂ --------------------v> 2 ____ ______  y   ̂ ■■ -- f)

7  — a 2h 2 1 a.2h 2 X2 a.2h 2 3 ~  U‘
Die Coordinaten des Centrums' ergeben sich jetzt zu:

H  =  * \ h \> h  =  —  a 22 / l 2> T 3 =  —  a 32 /?3- 
Die Function f  erhält für die Ecken des Coordinatendreiecks, für das Cen- 

itrum und für irgend einen Punkt von A 2A 3 die Werthe:
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für das Centrum:

,, einen Punkt von A0A..

f  =  a \ ~  a :
1

/  =

— H- 1 1

x./

also positiv, 

„ negativ.
I2~ 3' J  ~~ o i2h 2 2 a32/̂ .2

Die Eckpunkte A 2A3 liegen jetzt auf derselben Seite der Curve und die 
Gerade A 2A 3 schneidet die Curve nicht; die Ecke A x und das Centrum liegen 
auf der andern Seite der Curve. Jede durch das Centrum nach einem Punkte 
von A 2A 3 gezogene, d. i. jede durch das Centrum gehende Gerade, schneidet 
die Curve, denn auf der von dem Centrum und der Geraden A 2A 3 begrenzten 
Strecke findet ein Vorzeichenwechsel der Function /  statt.

Hierdurch wird die Curve als E llip se  charakterisirt.
In  jedem  P o la re n d re ieck  e in er E llip se  lieg en  eine E ck e  und das 

Centrum der Curve auf der Seite  d erse lb en  Curve, näm lich auf dem 
ringsum begren zten , end lichen  G eb iete ; die andern b eid en  E cken  
und die sie verbindende G erade liegen  auf dem andern, unendlich  
grossen  G e b ie te ; da zwei C oordinaten des Centrum s negativ  sind, 
so lieg t das Centrum im S ch eite lw in k e l d esjen igen  D reiecksw inkels, 
dessen Sch eite l mit dem Centrum auf d erselb en  Se ite  der Curve liegt.

Rückt das Centrum in den Punkt A x, so wird A 2A 3 unendlich fern; 
wenn der Gleichung durch endliche Werthe von x 2 und x 3 genügt werden soll, 
so muss (1 :<x?)x? eine endliche Constante j 2 werden, und die Verhältnisse der 
Höhen h x \h2 : h 2 müssen endliche Werthe 1 : n : m  annehmen; die Geraden 
A xA 2 und A xA 3 werden conjugirte Durchmesser. Führt man dieselben Coor­
dinaten ein, wie unter a), so erhält man die Gleichung der Ellipse

Durch die Schlussbetrachtungen von a) und b) ist angedeutet, wie man ein 
zweiachsiges Coordinatensystem (wobei es unwesentlich ist, ob die Coordinaten 
parallel oder normal zu den Achsen gemessen werden) als eine Ausartung eines 
dreiachsigen Systems betrachten kann, nämlich als ein dreiachsiges System, von 
welchem eine Achse die unendlich ferne Gerade ist.

24. A. W enn von einer Curve zw eiter Ordnung ein P o laren d reieck  
AxA 2A3 und ein Punkt B  gegeben  sind, so sind noch w eitere drei 
Punkte der Curve bek an n t; dieselben liegen auf den Geraden, welche B  mit 
A x, A 2 und A 3 verbinden und sind die vierten harmonischen Punkte zu den 
beiden Schnitten einer solchen Geraden und des Perimeter des Polarendreiecks 
und zu B ; sie bilden mit B  die Ecken eines vollständigen Vierecks, für welches 
A x A2 A 3 die Diagonalpunkte sind, und können durch Ziehen einiger Geraden 
in bekannter Weise leicht gefunden werden.

Durch ein Polarendreieck und durch zwei Punkte, die aber nicht mit einer 
Ecke des Polarendreiecks auf einer Geraden liegen dürfen, ist die Curve be­
stimmt; denn es sind dann im ganzen acht Punkte der Curve bekannt, also mehr 
als nöthig zur Construction mit Hülfe des PASCAL’schen Satzes.

B. W enn von einer Curve zw eiter Ordnung ein P o la re n d re ie ck  
A xA 2A3 und eine T an g en te  B  gegeben ist, so kennt man noch w eitere 
drei T an g en ten ; diese sind die vierten harmonischen Strahlen zu je einer 
Seite des Achsendreiecks, dem Strahl, welcher die Spur von B  auf dieser Seite 
mit dem Pole dieser Seite verbindet, und von B,  und können daher leicht con- 
struirt werden. Sie bilden die Seiten eines vollständigen Vierseits, dessen Dia­
gonalen die Seiten des Achsendreiecks sind.

Schlokmilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. IO
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Kennt man von einer Curve zweiter Ordnung ein Polarendreieck und zwei 
Tangenten, deren Schnittpunkt aber nicht auf einer Seite des Achsendreiecks 
liegen darf, so ist die Curve bestimmt; denn man kennt dann im Ganzen acht 
Tangenten und kann die Curve daher nach dem BRiANCHON’schen Satze con- 
struiren.

2 5 . Wir untersuchen nun, ob zwei K e g e ls c h n it te  ein  g em ein sa m es 
P a a r  P o l und P o la r e  haben .

Die Gleichungen der beiden Kegelschnitte seien in Punktcoordinaten:
/ ' == a xxx £  h- 2 a xi 
/"=== b xxx £  -+- 2 b x2 
in Liniencoordinaten: 
9' =  *iiu i +  2 a n

9" s  ß n « i2 +  2ß12

ersten Kegelschnitt gilt die Proportion
u u.
hx ' h2 ' h\ ~ / l x  ' f * * ' f * * '

und für die Coordinaten der Polaren desselben Punktes in Bezug auf / "
U1 . u 2 . u 3 __ x  n . x  ff . /■ n
hx ' h2 ' hz -  / l x  ' f *x ' J%x •

Sollen beide Polaren zusammenfallen, so muss die Proportion erfüllt werden:
f \  X '‘ f%X • f % X =  f l  x ' ' f i x "  - f i x  >

also giebt es dann eine Zahl X, für welche
f i x ’ — hfix"> f i x  — ^fix"> f %f  — \ fx x \

Reducirt man diese drei Gleichungen auf Null, so erhält man
1 .
2.
3 .

Der Verein dieser drei Gleichungen wird durch das Verschwinden der 
Determinante bedingt

Dies ist eine cubische Gleichung für X.
Ist X0 eine reale Wurzel der Gleichung L  — 0, so setze man dieselbe in zwei 

der drei Gleichungen 1., 2., 3., z. B. in die ersten beiden ein; aus
( # 1 1 —  ^0 ^ 1 1 ) X1 (^ 1 2  ^ 0^ 1 2) X2 ~b (^ 13  ^0 ^1 3)  X3 ~

und ( # 12  ^0 ^ 2 1 ) x i ~b ( # 2 2  ^Q^ii)x i  ~b (#23 ^0 ^ 2 3 ) x 3 ==
erhält man dann die Verhältnisse der Coordinaten des zu X0 gehörigen Punktes, 
dessen Polaren für beide Kegelschnitte zusammenfallen.

Man kann bei dieser Untersuchung auch von den Gleichungen in Linien­
coordinaten ausgehen. Ist T  eine Gerade, deren Pole für beide Kegelschnitte 
zusammenfallen, und sind uxu2uz die Coordinaten von T, so gilt die Proportion

u i . U 2 . 3̂. _ 1 . 1 . i _ n . n . n
h x ' ' h z —  9 i *  ’ ^ 2 « • ? 3 «  —  9 i «  • ? 2 «  • ? 3 «  1

also giebt es eine Zahl p, für welche die Gleichungen bestehen
9 i u * F-9i “ === 92" Ia92» == 93" ^93" == oder

5. («11— M 'ßll)^l-b(at 2 — ^^12)^2 +  (a 13 — H-ßls)^ =  0 »
6. (a12 — P-ßi 2) u\ "b (a22 — P-ß22) u2 "b («23 H'?23) ^3 == 0 ,
7. (a1 3 — P-ßi3) #1 “b (a23 P-?23) u2 ~b («33 ^33)^3 =
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Der Verein dieser Gleichungen wird durch das Verschwinden der Deter­
minante bedingt

«11  H-ßll* «12 P- ß 12 > « 1 3 — P-ßi 3
a, o u 3io . a 22 pß22 1 « 23 — P- ß2 3

a<
8. M = =  0 .12 P-ß 12 >

a13 P* ßl 3 » a23 P* ß2 3 » «3 3 — P- ß 3 3
Jeder realen Wurzel dieser cubischen Gleichung für p entspringt ein reales 

gemeinsames Paar Pol und Polare der beiden Kegelschnitte. Die Verhältnisse 
der Coordinaten der Polaren bestimmen sich, wenn p0 eine reale Wurzel von 
M  =  0  ist, aus zweien der Gleichungen 5 . 6. 7 . z. B. aus

(al l  — K-oßll) U\ -b («12 — P-oßia) u2 +  («13 — P-oßu) u3 =  0, 
und («12 ” I ôßl 2) ^1 ~b («2 2 Poß2 2)^2 ~b («2 3 P”3 ß 2 3) #3 == ® •

D ie  G le ic h u n g e n  L  =  0  und M =  0  h a b e n  a lso  im m er d ie g le ic h e  
A nzahl r e a le r  W urzeln .

Haben die Gleichungen L  == 0  und M  =  0  drei reale Wurzeln, so giebt 
es drei Punkte P XP 2 P Z> die für beide Kegelschnitte dieselben Polaren T XT 2 T 3 

haben. Hieraus folgt dann weiter, dass die Ecken des Dreiecks T XT 2 T Z die 
Seiten des Dreiecks P XP 2 P 3 für beide Kegelschnitte zu Polaren haben. Da 
aber nicht mehr als die drei Punkte P XP 2 P Z existiren, deren Polaren für beide 
Kegelschnitte zusammenfallen, so folgt, dass die Dreiecke P XP 2 P 3 und T XT 2 T Z 
zusammenfallen. H a b e n  a ls o  d ie G le ic h u n g e n  L  — 0  und M =  0  d re i re a le  
W u rzeln , so b e s itz e n  die b e id e n  K e g e ls c h n it te  ein  r e a le s  g em ein sa m es 
P o la re n d re ie c k .

D u rch  T ra n s fo rm a tio n  zu d iesem  g em ein sam en  P o la re n d re ie c k  
a ls  A c h s e n d re ie c k  w ird je d e  d er q u a d ra tisc h e n  F o rm e n  / ', / " , cp' und 
<p" in  e in e  Sum m e von d re i Q u a d ra ten  tra n sfo rm irt.

Haben die Gleichungen L  =  0  und M  =  0  zwei conjugirt complexe 
Wurzeln, so kann man immer noch von einem gemeinsamen Polarendreiecke 
der beiden Kegelschnitte sprechen; nur sind jetzt zwei Ecken und die ihnen 
gegenüberliegenden Seiten imaginär, während die dritte Ecke und Seite real sind.

2 6 . A. Sind P x> P 2, . . P 6 Punkte eines Kegelschnitts und x x%) x 2x, x  
Coordinaten von P %, so verschwindet die Determinante (§ 11, No. 2 )

3* die

2 .

ci i  Pi x 3 2 P-2
Es seien u x, u2, u 3 die Coordinaten einer willkürlichen Geraden. Multiplicirt 

man 2 . der Reihe nach mit

3 . 1*1^ +  H- (HA2 +  V-I +  +  -  0,
IO'
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wobei P % 53  +  -jj^x2%u2 -P ~h%x ^ U* ~  0

die Gleichung des Punktes Px ist. W enn also sechs Punkte auf einem  
K eg e lsch n itte  lieg en , so erfü llen  sie die Id entität 2., w obei die V e r­
hältn isse der Zahlen |xx eindeutig bestim m t sind.

B.*) Wenn sechs G erade T x . . . T 6 einen  K eg elsch n itt berühren, 
so erfüllen ihre G leichu ngen  eine Id en titä t von der Form
4. \ixT£ -+- \l2 T$ -P . . ■ -P (J-6̂ 62 =
wobei die V erhältn isse der |ax eindeutig  bestim m t sind.

27. A. Sind T x, T 2, . . . Tn willkürliche Gerade, so ist
1 . IciikTiTk — 0,
wobei für ik  jede Variation /weiter Klasse der Zahlen \ . . .  n und dik =  &ki 
vorausgesetzt werde, die Gleichung eines Kegelschnitts. Die Bedingungsgleichung 
dafür, dass die Punkte P  und 11 in Bezug auf 1. conjugirt sind, ergiebt sich aus 
No. 11, 1A ohne Schwierigkeit zu
2. 2 {aXiT xx -P d 2{T 2x -+- d^{T^x -P • • -P &niTnx) Ti5 =  0, i — \ . . . n.

B. Sind P x, P 2, . . . P tl willkürliche Punkte, so ist
3. Id ikP iP k  =  0
die Gleichung eines Kegelschnitts in Liniencoordinaten. Die Bedingung dafür, 
dass T  und £  in Bezug auf denselben conjugirt sind, ist (No. 11, 1 B)
4. 2 (d xiP Xu “P d 2iP 2u "P • • “P dniPftu) PiVL == 6, i  \ . . fl.

28. A. Für den Kegelschnitt
1. K  =  a \\T\ -p d 22 T$ -P ^33^ 1  =  0 
wird die Gleichung No. 27, 2
2. dxxT xxT x£ -p d 22 T 2 x T 2  ̂ -p  ^33 T %xT2  ̂ =  0.

Dem Punkte T xx =  T 2X =  0 ist daher jeder Punkt von =  0 con­
jugirt u. s. w.; fo lg lich  ist T xT 2 T 2 ein P olarend reieck  von K.

Für den Kegelschnitt
3. K  =  dxxT l  +  d22T I  +  d , ,T $  -p au T f  =  0 
geht No. 27, 2 über in
4. dx x T x XT X̂ -P a 22 T 2 XT 2̂  Hh #3 3 V3 Z’gg; -p a^4 Tx x T \̂  0.

Ist i, ky l, m eine Permutation von 1 2 3 4, so lehrt diese Gleichung, dass 
dem Punkte Tix =  Tkx =  0 der Punkt =  T„,̂  =  0 conjugirt ist; das V ier- 
se it T xT 2 T 2 T± ist daher dem K eg elsch n itte  K  conjugirt, d. h. je  zwei 
G egenecken  sind conjugirt.

Umgekehrt: Wenn für einen K eg elsch n itt Wzwei Paare G egen ecken  
eines vollständigen  V ierse its  con ju girt sind, so ist es auch das d ritte  
Paar. Denn sind A, B  und C, D  Punktpaare zweier Diagonalen des Vierseits, 
die den Gegenecken, die mit ihnen auf derselben Diagonale liegen, harmonisch 
zugeordnet sind, und beschränkt man die Coefficienten an in K  — 0 so, dass der 
Gleichung durch A und C genügt wird, so sind nach dem soeben bewiesenen 
Satze auch B  und D  auf K  enthalten. Man kann nun die Verhältnisse 
dlx : d22 : a33 : a44 immer so wählen, dass K  noch einen beliebigen fünften 
Punkt enthält, es lässt sich also die Gleichung jedes durch A, B, C und D  
gehenden Kegelschnitts in der Form 4. darstellen, w. z. b. w.

B. D er K e g e lsch n itt  K 2aixx/ ’x2 =  0 hat, wennx =  3, das P o la re n ­
d reieck  P XP 2P 2\ ist x =  4, so ist er dem V ierecke P XP 2P 2P X co n ju g irt,

') Die Beweise der unter B mitgetheilten Sätze sind denen unter A  leicht nachzubilden.
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d. h. je d e s  P aar G egen seiten  d ieses V ie reck s  ist con ju girt. Umgekehrt: 
W enn zwei P aare G egen seiten  eines vollständigen  V ie re ck s  einem  
K eg elsch n itte  con ju g irt sind, so ist es auch das d ritte  Paar.

29. Die Identität No. 26, 3 kann geschrieben werden
1 . \fxP l  +  V2 p l  +  -  P5p l  -  ^ P i -

Alle Geraden, für welche |xx P\ \i2 P$ A- \f3 P$  =  0» berühren einen 
Kegelschnitt, für welchen P xP 9 P a ein Polarendreieck ist; nach 1. ist für diesen 
Kegelschnitt auch \f±P% +  jx5 P\ A- V-^Pl — 0, es ist also auch P i P bP G ein 
Polarendreieck desselben. Wir erkennen daher: Wenn zwei D re ieck e einem 
K e g e lsch n itte  e in g esch rieb en  sind, so g ieb t es einen bestim m ten  
K eg elsch n itt, für den sie P o la re n d re ieck e  sind.

Umgekehrt: Zwei P o laren d reieck e  d esselben  K eg elsch n itts  sind 
einem  andern K eg e lsch n itte  eingeschrieben . Denn sind P XP 2 P$ imd 
P x P : P & Polarendreiecke eines Kegelschnitts, so kann die Gleichung desselben 
in den beiden Formen geschrieben werden

dxP\ -p d 2P l  -p d 3 P$ =  0, dxP l  -P a hP l  -P a e P$ =  0.
Daher giebt es eine Zahl n, durch welche die Identität hergestellt wird 

dxP\ -P d 2P l  +  d3 P$ — ndxP l  — n a hP I  — nd6 P$  =  0, 
folglich liegen die Punkte P x . . .  P G auf einem Kegelschnitte.

B. W enn zwei D re ieck e  d em selben  K e g e lsch n itte  u m schrieben  
sind, so sind sie P o la re n d re ie ck e  für einen bestim m ten  anderen 
K e g e lsch n itt ; und umgekehrt: Zwei P o laren d reieck e  d esselb en  K e g e l­
schnitts sind einem andern K eg e lsch n itte  um schrieben.

§ 14. Kegelschnittbüschel und Kegelschnittschaar.
1. A. D ie G esam m theit a ller K e g e lsch n itte , deren  G leichungen  

in P u n k tco o rd in aten  aus den G leich u ngen  zweier gegebener K e g e l­
sch n itte  / ' =  0 und / "  =  0 in der Weise abgeleitet werden

/  =  K f  ■+* h f "  == °» . . 1
heisst ein K e g e lsch n ittb ü sch e l. Man erhält alle Kegelschnitte des Büschels, 
indem man dem Verhältnisse Xj : X2 der Reihe nach alle möglichen Werthe giebt.

Die Kegelschnitte / ' =  0 und / " =  0 gehören zum Büschel; sie gehen 
aus /  hervor, wenn man Xx =  1, X2 =  0, bez. Xt =  0, X2 =  1 setzt.

Durch jed en  Punkt der E bene geht ein K eg elsch n itt des Büschels. 
Sind nämlich // und //  die Werthe, welche die Functionen /' und/" für einen 
gegebenen Punkt 5p der Ebene erhalten, so nehme man Xj = / j: > 2̂ f t *
bilde also den Kegelschnitt /  =  //  •/' — // •/” =  0.

Setzt man in / ' und / " statt der laufenden Coordinaten die Coordinaten
des Punktes 5p, so verschwindet /  identisch, also liegt 5p auf f  =  0.

Hiervon machen nur solche Punkte eine Ausnahme, für welche zugleich 
/y» =  0 und //  =  0, die also den Kegelschnitten / ' und / " gemein sind. Für 
dieselben verschwindet auch die Function /s== \xf '  -P X2/ ", sie geh ören  also 
a llen  K eg elsch n itten  d esB ü sch els an; sie heissen die T räg er d esB ü sch els.

B. D ie G esam m theit a lle r  K eg e lsch n itte , deren G leichung in 
L in ien co ord in aten  aus den G leichungen  zweier gegebenen K e g e l­
sch n itte  cp1 =  0 und cp" =  0 in der W eise ab g e le ite t werden

cp X1 +  X2cp" =« 0,
heisst eine K eg e lsch n ittsch a a r. Man erhält alle Kegelschnitte der Schaar, 
wenn man dem Verhältnisse Xx : X2 der Reihe nach alle möglichen Werthe beilegt.
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Die gegebenen Kegelschnitte gehören zur Schaar, denn ihre Gleichungen 
gehen aus 9 hervor, wenn man X4 =  1 , X2 =  0, bez. X4 =  0, X2 =  1 setzt.

Je d e  G erade der Ebene wird von einem  K eg elsch n itte  der Sch aar 
berührt. Denn sind 9/ und 9/ ' die Werthe, welche die Functionen 9' und 9" 
für die Coordinaten einer gegebenen Geraden Z annehmen, so wähle man

Xj == 9U , X2 =  9u',
bilde also den Kegelschnitt der Schaar

9 === 9U" . 9' _  9U' . 9" == 0 .
Ersetzt man die laufenden Coordinaten u% in 9' und 9" durch die Coordi­

naten ux der gegebenen Geraden $, so verschwindet 9 identisch, also berührt £  
den Kegelschnittt 9 =  0.

Eine Ausnahme tritt nur dann ein, wenn die gegebene Gerade die beiden 
gegebenen Kegelschnitte berührt; denn dann ist 9„' =  9U" =  0. Für die Coor­
dinaten jeder solchen Geraden verschwindet auch die Function 9 == X^' -f- X29", 
also wird diese G erade von a llen  K e g e lsch n itte n  der S ch a a r berührt. 
Eine solche Gerade heisst T räg er der Schaar.

2. A. Ist ein  Punkt zwei K e g e lsch n itten  des B üschels gem ein, so 
is t  er a llen  K e g e lsch n itten  des B ü sch e ls  gemein.

Beweis. Sind/"' X13/ ' +  X23/ " =  0 und/"" «  X14/ ' +  X24/ "  =  0 
zwei verschiedene Kegelschnitte, so sind die Verhältnisse X13 : X23 und X14 : X 
ungleich, folglich ist die Differenz X13X24 — X23X14 von Null verschieden.

•̂13/ +  2̂3 f  = f" ' t  +  2̂4 f "  ~

Diese Formeln zeigen, dass jeder Punkt, dessen Coordinaten den Gleichungen 
f "  =  /" "  =  0 genügt, auch auf / ' =  0 und / " =  0 liegt; sowie, dass
man die Functionen / ' und / " und damit auch alle linear aus / ' und / "  
zusammengesetzten quadratischen Functionen /, die gleich Null gesetzt die 
Gleichungen der Büschelkegelschnitte ergeben, linear durch / '"  und / '" ',  d. i. 
durch die linken Seiten der Gleichungen von irgend zwei Büschelkegelschnitten 
ausdrücken kann.

B. Ebenso ergiebt sich: Is t  e ine T an g en te  zwei K eg elsch n itten  e in er 
Sch aar gem ein, so ist sie a llen  K eg elsch n itten  der Sch aar gemein.

3. A. Die linearen Functionen f u> /2JC, / 3? (§ 13, No. 1 ) für die qua­
dratische Form /  s s  Xx/' +  X2/ " sind

24
Aus

/ ir — ^ifiY  H- 2̂ / 1Y’ fzv  — * 1 / 2?' ■+■ * 2/ 2?" f n  — K f w  +  * 2/ 3?"
Die Gleichung der Polaren eines Punktes in Bezug auf den Büschel- 

kegelschnitt /  =  0 ist also
® =  Ou/i?' +  ^2/ir") x \ +  ( 1̂ /2/ +  *2/ 2*”) *2 -+■ (h A r  +  * 2/ 3/') *3 =  0. 

Setzt man
^ — f\ T X\ ~^~f2VX 2 ~F f  ^' 3? X3> S "  =  /ix"x 1 + / :2? +  /:3? x 3>

so sind Z' — 0 und SL" =  0 die Gleichungen der Polaren des Punktes in
Bezug auf die Kegelschnitte/' und / " und man hat Z 35 X4 Z' +  X2S".

Hieraus folgt, dass die Polare des Punktes $)} in Bezug auf den Kegelschnitt /  
durch den Schnittpunkt der Polaren von fß in Bezug auf die Kegelschnitte / ' 
und / " geht; dies ergiebt den Satz: Die Polaren  eines P un ktes A  in 
Bezug auf die K e g e lsch n itte  eines B ü sch els gehen durch einen
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Punkt a ; die Punkte A und a sind co n ju g irt in Bezug auf alle K e g e l­
sch n itte  des B ü sch e ls; es gehen daher auch die P o laren  des Punktes 
a in Bezug auf a lle  K e g e lsch n itte  des B ü sch e ls  durch A.

Fallen die Polaren von in Bezug auf / ' und / " in eine Gerade Z zusammen, 
so geht die Polare von $}} in Bezug auf irgend einen Kegelschnitt /  des Büschels 
durch jeden Punkt von Z, fällt also mit Z zusammen. Es g ieb t daher ein 
P o la re n d re ie ck , das a llen  K e g e lsch n itte n  eines B ü sch e ls  gem einsam  
ist; von diesem Dreieck ist entweder eine Ecke und die gegenüberliegende Seite 
real oder das ganze Dreieck ist real.

Ferner folgt aus der Gleichung der Polaren des Punktes in Bezug auf 
einen Büschelkegelschnitt: D ie S tra h le n b ü sch e l Sa, S{, Sc, . . • w elche 
von den P o laren  der Punkte A, B , C . . . der E b e n e  in Bezug auf 
die K eg e lsch n itte  eines B ü sch els g eb ild et werden, sind p ro jectiv ; es 
en tsp rechen  sich die P o laren  der Punkte A, B , C . . in Bezug auf 
d enselben  K eg elsch n itt.

Der Pol einer Geraden A B  in Bezug auf einen Kegelschnitt des Büschels 
ist der Schnittpunkt der Polaren von A und B ,  also der Schnitt zweier ent­
sprechenden Strahlen der collinearen Polarenbüschel Sa und S3 . Hieraus folgt 
der Satz: D ie P o le  einer G eraden in Bezug auf die K eg elsch n itte  
eines B ü sch els lieg en  auf einem  K eg elsch n itte . Dieser Kegelschnitt geht 
durch die Träger der Strahlenbüschel Sa und Ss, d. i. durch die Punkte a  und b, 
welche den Punkten A und B  in Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels 
conjugirt sind. D er K e g e lsch n itt , w elcher die P o le  e in er G erad en  T  
in Bezug auf die K e g e lsch n itte  eines B ü sch els en th ält, ist also  auch 
der Ort der Punkte, die den Punkten der G eraden in Bezug auf a lle  
K e g e lsch n itte  des B ü sch els co n ju g irt sind.

Dem Schnittpunkt der Geraden T  mit einer Seite a des Polarendreiecks ist 
wie allen Punkten von a die gegenüberliegende Ecke A conjugirt, also folgt: 
Je d e r  K e g e lsch n itt , w elcher die P o le  einer G eraden in Bezug auf 
die K e g e lsch n itte  eines B ü sch els, sowie die C on ju girten  der Punkte 
einer G erad en  in Bezug auf das B ü schel en thält, is t dem gem einsam en 
P o la re n d re ie ck e  des B ü schels um schrieben.

Ist der Punkt A der Geraden A B  eine Ecke des Polarendreiecks des 
Büschels, so fallen die Strahlen des Polarenbtischels von A in eine Gerade 
zusammen, nämlich in die dem Punkte A gegenüberliegende Seite a des Polaren­
dreiecks. Hieraus folgt: D ie P o le  jed er durch einen Eckpunkt A des 
P o larend reiecks gehenden G eraden fa llen  in die A gegenü berliegend e 
S e ite  des P o laren d reieck s. Um zu erfahren, wo die Punkte liegen, die den 
Punkten der Geraden A B  in Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels conjugirt 
sind, bemerken wir, dass die Polaren der Punktreihe A B  in Bezug auf die Kegel­
schnitte / ' und / " zwei projective Strahlbüschel bilden, deren Träger auf der 
dem Punkte A  gegenüberliegenden Seite a des Polarendreiecks liegen. Da nun a 
die Polare von A in Bezug auf / ' und / " ist, so fallen in a zwei entsprechende 
Strahlen dieser beiden Polarenbüschel zusammen; die beiden Büschel sind daher 
perspectiv; die Schnittpunkte entsprechender Strahlen, d. i. die den Punkten von 
A B  in Bezug auf / ' und / "  und daher in Bezug auf alle Kegelschnitte des 
Büschels conjugirten Punkte liegen folglich auf einer Geraden T. Dem auf a ge­
legenen Punkte der Geraden A B  ist A conjugirt, folglich geht T  durch A. Wir 
haben daher den Satz: Den Punkten einer G erad en , die durch eine
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Ecke des gemeinsamen P olarendreiecks geht, sind in Bezug auf alle 
K eg elsch nitte  des Büschels die Punkte einer andern durch d iese lbe  
E c k e  des P o lare n d re ieck s  gehenden Geraden conjugirt.

Der Kegelschnitt, auf dem im Allgemeinen die Conjugirten der Punkte einer 
Geraden liegen, zerfällt in diesem Falle in die Geraden T  und a; die Conjugirten 
für alle Punkte von A B  liegen auf T, ausgenommen für den Punkt A, denn 
diesem sind alle Punkte der Geraden « conjugirt.

B. Die linearen Functionen 9 lU, cp2U, <p3U für die quadratische Form 
9 es  Xx<p' +  X2cp." sind
? 1 U  =  ^ 1 ? 1 U  +  I ? 2 u  =  ? 2  lt* *+■ > ? 3 U  = =  ^ l ? 3 n f +  •

Die Gleichung des Poles einer Geraden $  in Bezug auf den Kegelschnitt 
9 == 0 ist daher

=  ( ^ l ? i u f +  ^2? lU M) u x +  ( ^ l ? 2Uf +  ^2?2U M) U2 ^ l? 3 « f +  ^ 2 9 3 « ")  U3 =
Setzt man
ß̂* =  ¥ l  « ’ u \ •+■ 9  2 VL u 2 +  9  3 U* > ß̂" =  9 l  \\ ' u \ +  ? 2  tt” u 2 +  9  3 u" U 3 >

so sind $ß' =  0 und iß" =  0 die Gleichungen der Pole der Geraden X in Bezug 
auf die Kegelschnitte 9' =  0 und 9" =  0 und man hat

$  .  X1ißr 4- X2iß".
Also liegt der Pol von iß auf der Geraden Sß'jß". Wir schliessen daher: 

Die P ole  einer Geraden A in Bezug auf die K egelsch nitte  e iner Schaar 
liegen auf einer Geraden a; die G eraden A und « sind daher in Bezug 
auf alle K eg e lsch n itte  der Schaar conjugirt; es liegen  daher auch 
umgekehrt die Pole  der Geraden a in Bezug auf alle K e g e lsch n itte  
der Schaar auf der Geraden A.

Eine Ausnahme hiervon tritt nur dann ein, wenn die Pole für die Kegel­
schnitte 9' und 9" zusammenfallen; dann fallen die Pole von A in Bezug auf 
alle Kegelschnitte der Schaar zusammen. Hieraus ergiebt sich: Die K e g e l ­
schnitte einer Schaar haben ein gemeinsames P o la re n d re ieck ;  von 
dem selben  ist entweder eine Seite und die gegenüberliegende Ecke 
real, oder das ganze D re ieck  ist real.

Aus der Gleichung des Poles einer Geraden $£ für einen Kegelschnitt der 
Schaar 9 =  0 ergiebt sich ferner: Die P o le  der Geraden A, B, T, A . . . . 
für die K eg e lsch n itte  einer Schaar bilden projective Punktreihen 
2«, 2ß, 2t , 2g, . . . .  und zwar entsprechen sich die Pole  d erse lben  
Geraden in Bezug auf die einzelnen K egelschnitte  der Schaar.

Die Polaren des Schnittpunktes zweier Geraden AB in Bezug auf die Kegel­
schnitte der Schaar sind die Geraden, welche die Pole der Geraden A und B 
verbinden, sind also die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte der den 
Geraden A und B zugehörenden projectiven Polreihen 2, und 2p; dies ergiebt: 
Die Polaren  eines Punktes P  in Bezug auf die K eg elsch n itte  einer 
Sch aar umhüllen einen K egelschnitt .  Derselbe wird auch von den 
Geraden berührt, die den durch P  gehenden Geraden in Bezug auf 
alle K eg e lsch n itte  der Schaar conjugirt sind.

Eine Ausnahme von diesen beiden Sätzen tritt nur ein, wenn der Punkt auf 
einer Seite A des gemeinsamen Polarendreiecks der Schaar liegt. Denn die zu A 
gehörige Polreihe schrumpft in einen Punkt zusammen, nämlich in den A gegen­
überliegenden Eckpunkt a  des Polarendreiecks. Hieraus folgt: Die Polaren  eines 
Punktes, der auf einer Seite A des Polarendreiecks der Sch a a r  l ieg t,  
umhüllen den A gegen über liegenden Eckpunkt «des Polarendreiecks .
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Der Geraden, die P  mit einer Ecke a des der Schaar gemeinsamen Polaren­
dreiecks verbindet, ist, wie allen durch a gehenden Geraden, die gegenüber 
liegende Seite A für alle Kegelschnitte der Schaar conjugirt. _

3 Jed er  K eg e lsch n itt ,  den die P o lare n  eines Punktes, sowie ie 
Conjugirten der durch diesen Punkt gehenden Strahlen, m Bezug 
auf die K egelsch nitte  e iner Schaar umhüllen, ist dem gem einsam en 
P olarend re ieck  der Schaar eingeschrieben.

Ebenso wie der entsprechende Satz für Kegelschnittbüschel ergiebt sich ferner: 
Den Strahlen eines Büschels ,  dessen T räg er  auf e iner  Seite A des 
gem einsam en P olarend re ieck s  liegt, sind in Bezug auf a lle  K ege 
schnitte der Schaar die Strahlen eines andern B üschels  con ju girt ,  
dessen T räg er  P  auf d erselben  Seite des P o la re n d re ie ck s  liegt. Dei 
Kegelschnitt, den im Allgemeinen die Conjugirten der Strahlen eines Büschels 
umhüllen, zerfällt in diesem Falle in zwei Strahlbüschel (zwei Punkte); den 
Strahlen des Büschels, die nicht mit der Geraden A zusammenfallen, sind die 
Strahlen conjugirt, die durch P  gehen; dem Strahl A ist das ganze Strahlbusc e 
conjugirt, dessen Träger der A gegenüberliegende Eckpunkt des Polarendreiecks ist

4. Die Mittelpunkte der Kegelschnitte eines Büschels oder einer Schaar sind 
die Pole der unendlich fernen Geraden. Daher folgt (No. 3): Die M itte lpunkte  
der K e g e lsch n itte  eines Büschels liegen auf einem K eg elsch n itte ,  
der dem P o lare n d re ieck e  des Büschels um geschrieben ist. Die M itte l­
punkte der K eg elsch n itte  einer Sch aar liegen  auf einer Geraden.

Ferner folgt: Die D iam eter der K eg e lsch n itte  eines Büschels,^ die 
einer festen D iam eterrich tung  conjugirt sind, gehen durch einen 
Punkt. Die D iam eter der K eg e lsch n itte  e iner Schaar, d ie einer 
festen D iam eterrich tung con jugirt  sind, umhüllen einen K e g e lsch n itt .

5. A. Wir fragen nun nach den Doppelpunkten der K e g e lsch n itte  
eines Büschels, oder nach solchen K eg elsch n itten  eines B ü sche ls ,  die 
in zwei Gerade zerfallen.

Hat der Kegelschnitt /  ee \ J '  4- X2/" =  0 einen Doppelpunkt, und̂  JSt 
/ ' == a xxx x2 4- 2 a x2x vx 2 4- 2 a x3x xx 3 4- a 22x 22 4- 2 a 23x 2x 3 4-
f "  == b xxx ?  4 - 2 b x2x xx x 4- 2 b x3x xx 3 4- b 22x $  4- 2 b23x 2x 3 

so verschwindet die Determinante (§ 13, No. 3)

l 3 3X 3 >

'33^3 >

2  b \ 2  >X,
l l b

Xx« x 2̂
k, a1 “ 2  3 2̂ 2̂3 =  0.

1 +  X2 ^ n ,  Xx « 12 4 -
1. Xx « 12 4 -  X2 $ 1 2 , \xa 22 4 -  * 2 t/22»

Xi #1 3 4 - X2 bx 3 , Xi «23 4- X a 023, X , « 33 4- X2^:!3
Die Verhältnisse der Coordinaten des Doppelpunkts bestimmen sich aus

zweien der Gleichungen
2. \ J xx'-hl2f xx" ^ xaxx^ l 2b lx)xxA-(\aX2A-l2b12)x2-h(lxaX3+ l 2bx3)x3 ==

3- X1/ 2x,4-X2/ 2Jr ' ' ^ i « i 24-X2^12) * 14-(X1«224-X2^22)Ä24-(X1fl!23+ X ^ 23) * 3 — 0,
4. X1/ 3^4-X.2/ 3^' =  (X1« 13+ X 2̂ 13)x 14-(X1«234-X2̂ 23)^24-(X1«334-X2̂ 33)^3 -0.

Ersetzt man hier das Verhältniss — X2 : Xx durch X, so werden die Deter­
minante und die Gleichungen 2., 3., 4. mit der Determinante L  und den 
Gleichungen 1., 2., 3. in § 13, No. 25 identisch. Wir haben daher den Satz: 
Es giebt in jedem  K eg elsch n ittb ü sch el drei (reale oder imaginäre) K e g e l ­
schnitte, die in G eradenpaare zerfallen; die D oppelpunkte  diesei 
Geradenpaare sind die E ck en  des gem einsam en Polarendreiecks.

Es mag ausdrücklich hervorgehoben werden, dass aus der Realität eines 
Doppelpunktes nicht geschlossen werden kann, dass auch das zugehörige Geraden-
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paar real ist. Wählt man einen realen Eckpunkt des gemeinsamen Polaren- 
dreiecks zur Ecke A x und die gegenüberliegende Seite zur Seite A<i A z des 
Coordinatendreiecks, so wird (§ 13, No. 20)

/ '  =  a11X12 -+- a 2 2x 2 +  ^ a 2 3x 2x 3 +  a 3 3x S ~  0 , 
f  === ^ l l x l  " b  &2 2 X 2 d“  ^ ^ 2 3 X 2X 3 “h  ^ 33 x z === 0 .

Die Gleichung 1. wird jetzt

Eine Wurzel dieser Gleichung, die dem Doppelpunkte A x entspricht, ist 
Xj : X2 =  : — a x l ; das zugehörige Geradenpaar hat die Gleichung:
5 - f  =  b\\f a \\f  S E S  ( ^ 1 1 ^ 2 2  ^ 1 1 ^ 2 2 )  x  2 d ” <̂^P\\a 23 a \ 1^ 2  3) X2X3

d -  ( ^ 1 1 ^ 3 3  a ll^3z) x 3 —  0 .

Ist das ganze Polarendreieck real, so wird in Bezug auf dasselbe 
f  = =  ^ 1 1  x \ d ~  tl%2X2 d "  ^Z3X3 1 
f  = =  ^ l l x i d ~  b%2x 2 d ~

Die Determinante 1 . reducirt sich jetzt auf das Produkt der Diagonalglieder
6- (^1^11  d~ ^ 2 ^ 1 l )  (^1Ä22 d“ X2 # 2 2 )  (^1^33  d“ ^2 ^ 3 3 )  =  ^
und liefert für das Verhältniss X! : X2 die drei realen Wurzeln bxx : (— tfn ), 
b22 : (— a 2 2 )> ^33 •(— #33); diesen entsprechen die drei Geradenpaare

(^2 2^11  ^11  ^2 2 ) X2 (^11^3 3 a 3 3 ^1 1 ) X3 ~
( ^ 2  2 ^ 1 1  a \\^22)X\ d ~  ( ^ 3 3 ^ 2 2  ^2 2 ^ 3  3 )  X3 ~9 - ( ^ 1 1 ^ 3  3 a 3Z^l\)X \ (^3 3 ^ 2  2 a 22^3z)X 3 ~  0 -

Sind die Grössen (#22^11 ^1 1 ^22)» (^1 1 ^3 3 — ^33 1̂ 1 )» (^33^22 ^22^33)
alle drei positiv, oder alle drei negativ, so sind die drei Geradenpaare 7., 8., 9. 
real; sind zwei der Grössen positiv (z. B. die erste und zweite) und die dritte 
negativ, oder sind zwei negativ (die erste und die zweite) und die dritte positiv, 
so ist ein Geradenpaar real (in beiden Fällen das Geradenpaar 7.), die andern 
beiden sind conjugirt complex. Wenn ein K eg elsch n ittb ü n d el ein rea les 
P o la re n d re ieck  hat, so ist entw eder ein, oder es sind drei rea le  
G erad enp aare im Büschel en thalten .

B. Der Kegelschnitt <p X^' 4-  X2<p" =  0 hat eine Doppeltangente, zer­
fällt also in zwei Punkte, wenn die Determinante verschwindet

Die Verhältnisse der Coordinaten der Doppeltangente bestimmen sich aus 
zweien der drei Gleichungen:
11. (^i«u H- X2ßlx) ux 4- H-X1 ß12) « 2 +  (XjCtjj 4- X2ß13) uz =  0,
12. (XiOCj 2 -+- X2ßx 2 )  u x H - (XjĈ g 4 - X2ß22) Ẑ 2 ~k (^1 a 2 3 ~k ^ 2 ? 2  3 ) u 3 =
13. (^i“i 3 4- X2ß13) nx 4- (X1a23 4- X2ß23) #2 4- (X1a33 4- X2ß33) uz — 0.

Ersetzt man X2 : Xx durch — ja, so werden die Determinante 10. und die
Gleichungen 11., 12., 13. mit der Determinante M  und mit den Gleichungen 5., 
6., 7. in § 13, No. 25 identisch. Hieraus folgt: Unter den K e g e lsc h n itte n  
einer Sch aar g iebt es drei P unktp aare; die D oppeltangenten d er­
selben  sind die Se iten  des den K eg elsch n itten  der Sch aar gem ein­
samen P olaren d reieck s.
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Ferner folgt ähnlich wie in A: Is t das ganze P o lare n d reieck  rea l, so 
sind entw eder a lle  drei Punktpaare rea l, oder es ist e ines rea l und 
die andern b eid en  sind con ju girt com plex.

6. A. Mögen nun die drei Geradenpaare, welche einem Kegelschnittbüschel 
angehören, aus realen Geraden bestehen, oder mögen imaginäre unter ihnen 
sein, in jedem Falle schneiden sich zwei dieser drei Paare in vier realen oder 
imaginären Punkten; folglich gehen die Geraden des andern Paares und alle 
Kegelschnitte des Büschels durch dieselben vier Punkte. Heben wir insbesondere 
irgend zwei Kegelschnitte des Büschels hervor, so haben wir den Satz: Zwei 
K e g e lsch n itte  haben vier rea le  oder com plexe Schnittpunkte.

Sind vier reale Schnittpunkte vorhanden, so hat das zu diesen beiden Kegel­
schnitten gehörige Büschel drei reale Geradenpaare, nämlich die drei Paare 
Gegenseiten des durch die vier Schnittpunkte bestimmten vollständigen Vierecks, 
— und ein reales Polarendreieck, dessen Ecken die Diagonalpunkte dieses Vier­
ecks sind.

Um über die Realität der zum Büschel der beiden Kegelschnitte gehörenden 
Geradenpaare und über die complexen Schnittpunkte weiter zu entscheiden, 
wollen wir uns die Gleichungen der Kegelschnitte f  und f "  auf ein recht­
winkeliges System bezogen denken. Die Gleichung von f '  sei

/ ' == a x 2 -+■ 2b xy  4- cy2 4- 2 d x  4- 2ey  4- k  =  0.
Wird dieser Gleichung durch den imaginären Punkt genügt, der die Coor­

dinaten hat x  =  ij 4- i f ,  y  — r) 4- i t), so ist
x 2 =  £2 2 xy — £■/] — 4- i(yr\ 4- Sty), =  t]2 — ty2 4- 2n]\).

Setzt man diese Werthe in / ' =  0 ein, so erhält man:
a ( i2 — j2) 4- 23(£?) — w )  4- c(y\2 — X)2) 4- 2 d\ 4-  2 et\ 4- k  

4- 2 i{a\y. 4- br\X 4- bty  4 - cr̂ X) 4 - ^ 4 -  exj) =  0.
Also sind die beiden Gleichungen einzeln erfüllt

1. a(£2 — X2) =  2 b(£y] — rty) 4- c(r\2 — ^2) 4- 2 d\ 4 - 2 er\ 4 - ^  =  0,
2. «Sy 4- ^(yjJC 4- £9) 4- 4-  dy. 4- eXj — 0.

Ersetzt man hierin j: und 9 durch — je und — t), so bleibt die Gleichung 1. 
ungeändert, und in 2. wechseln alle Glieder die Vorzeichen. Wir schliessen daher. 
Wenn ein com p lexer Punkt auf einem K e g e lsch n itte  lie g t, so lieg t 
auch der co n ju g irt co m p lexe auf dem K eg e lsch n itte . Hieraus folgt 
weiter: D ie com plexen  Sch n ittp u n kte zw eier K eg e lsch n itte  sind p a a r­
weise con ju girt.

Da nun zwei conjugirt complexe Punkte immer auf einer realen Geraden 
enthalten sind, so folgt: Sind die vier Schnittpunkte zw eier K e g e l­
schnitte com plex, so zerfa llen  sie in 'zw ei P aar co n ju g irte  und das 
B üschel der b eid en  K eg e lsch n itte  en th ä lt ein rea les  G eradenpaar.

Bestehen die vier Schnittpunkte aus den beiden Paaren conjugirt complexer 
Punkte P XJPX und P 2P 2 , welche die Coordinaten haben ^  +  ^ 1 , *)i +  *9i> 
U — V v  *9i5 $2+2JC2> *)2 +  *9a; ?2 — **2> 1)2— *92» so sind die Geraden
P XP X und P^P2 real; die Gleichungen der Geraden P XP 2 und P ^ P ^  siud:

Diese Geraden sind, wie man sieht, conjugirt complex, haben also einen 
realen Schnittpunkt. Ebenso sind die Geraden P^P2 und P 2P\ conjugirt 
complex, denn sie haben die Gleichungen
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Wir schliessen hieraus: Wenn zwei K eg e lsch n itte  keinen  rea len  
Schnittpunkt haben, so sind alle drei Ecken des gem einsam en 
P o la re n d re ieck s  real. Hieraus und aus § 13, 24 A folgt weiter: H aben 
zwei K e g e lsch n itte  ein rea les  P olarend reieck , so haben sie entw eder 
v ier rea le  Schnittpunkte oder zwei P ?are  conjugirt com plexe.

Ist nur eine Ecke des Polarendreiecks real und haben die Kegelschnitte 
einen realen Schnittpunkt, so haben sie (§ 13, No. 14 A) noch einen realen 
Schnittpunkt; beide Schnittpunkte liegen auf einer durch die reale Ecke des 
Polarendreiecks gehenden Geraden, und diese Gerade ist ein Theil eines in zwei 
Gerade zerfallenden Kegelschnitts. Ein dritter realer Schnittpunkt kann nicht 
existiren, da sonst noch ein zu diesen gehöriger vierter, also ein reales Polaren­
dreieck vorhanden wäre, im Widerspruche mit der Voraussetzung.

Da die Gleichung des Geradenpaares, das zu dem Büschel der beiden 
Kegelschnitte gehört, und den realen Eckpunkt des Polarendreiecks zum Doppel­
punkte hat, reale Coefficienten hat und im Falle zweier realen Schnittpunkte 
eine Gerade des Paares real ist, so folgt, dass auch die andere Gerade real ist. 
Die andern beiden Geradenpaare können reale Gerade nicht enthalten, da die­
selben weitere reale Schnittpunkte mit dem realen Geradenpaare erzeugen würden.

Wenn also nur eine E ck e des zwei K eg elsch n itten  gem einsam en 
P o la re n d re ieck s  real ist, so haben die beiden K e g e lsch n itte  zwei 
re a le  Schnittpunkte. In jedem  F a lle  ist in einem K e g e lsch n ittb ü sch e l 
w en ig sten s ein reales G eradenpaar enthalten.

B. Ebenso ergeben sich die dual entsprechenden Sätze: Zwei K e g e l­
sch n itte  haben vier rea le  oder paarw eis conjugirt com plexe gem ein ­
sam e Tangenten. — Wenn die vier gem einsam en T an g en ten  real sind, 
so en thält die zu den beiden  K eg elsch n itten  gehörige Sch aar drei 
P aare rea ler Punkte, die G egen ecken  des von den vier G eraden g e ­
b ild e ten  vollständ igen  V ierse its , und ein reales P o la re n d re ieck , 
dessen Se iten  die D iagon alen  d ieses V ierseits sind. — H aben die 
beiden  K eg e lsch n itte  ein reales P o laren d reieck , so haben sie e n t­
weder vier reale gem einsam e T an gen ten , oder keine rea le  g em ein ­
sam e T angente. Is t  nur eine Se ite  des P olarend reiecks rea l, so haben 
die K eg e lsch n itte  zwei reale gem einsam e Tangenten, die sich  auf der 
realen  Se ite  des P o laren d reieck s schneiden. In jedem  F a lle  gehört zu 
der von zwei K eg elsch n itten  bestim m ten  Schaar ein rea les  Punktpaar.

7. A. D ie K eg elsch n itte  eines Büschels schneiden je d e  G erad e 
in Punktpaaren einer quad ratischen  Involution.

Beweis. Nimmt man die Gerade zur Seite A 2A3 eines Coordinatendreiecks, 
so bestimmen sich die Coordinaten der Schnittpunkte des Kegelschnitts 
f  =  4- X2/ "  — 0 und der Achse A 2A 3 aus den Gleichungen

*1 =  0, /  =  0, £  +  ?  +
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Setzt man aus der zweiten in die erste
x z _ , _fj»
h z ~  h 2

so geben die trinomischen Faktoren von Xt und X2 quadratische Functionen von 
x 2 allein; bezeichnet man den Abstand eines Punktes P  der Geraden A2A 3 
von A 2 mit z, und den Winkel A 2A 3A X mit a, so kann man durch die Sub­
stitution x 2 =  z sin a die Faktoren von Xx und X2 in quadratische Functionen 
von z überführen. Ersetzt man nun in § 7, No. 1 und 2 die Grössen X, r x, r 2 

durch z} Xx, X2, so folgt die Richtigkeit des behaupteten Satzes.
B. Die T an g en ten p aare , die von einem  Punkte aus an die K e g e l­

sch n itte  einer Sch aar geleg t werden, b ilden  eine q u ad ratisch e  In v o ­
lution.

Wählt man den Punkt als die Ecke A l eines Coordinatendreiecks, so erhält- 
man die Coordinaten der von A x an den Kegelschnitt 9 =  X1 cp' +  X2cp" =  0 
gelegten Tangenten aus den Gleichungen
3- (Xi «22 ~F 2̂?22 ) ui ^(X1 a23 -4- X2 ß2 3) u3u3 4- (X1 a33 -+- X2ß33)&32 =  0,
. P2^2 , P3^3 ___ 1

h2 +  h 3
Ersetzt man in 3. u2 und u3 durch r 2 : r  und r 3 : r  (§ 12, No. 10, 1 ), so 

erhält man die Gleichung
5. Xt (a22^| 4- 2a23 r  2r  3 4- a33r 2) 4- X2 (ß22r f  4- 2 ß23r 2r 3 4- ß33r|) =  0. 

Bezeichnet man die Strecken AXA 2 und AXA3 mit g 3 und g 2, und die
Winkel g 3T  und g zg 2 mit und a, so hat man
6. r 2 =  g 3 sinty, r 3 =  g 2 s i n — a) =  g 2 cosa. • sin<\> — g 2 sina. • cos<\i. 

Durch diese Substitution geht eine homogene quadratische Function von r 2

und r 3 in eine homogene quadratische Function von smty und costy über. 
Dividirt man die durch die Formeln 6. transformirte Gleichung 5. durch cos2 

so werden die mit Xx und X2 multiplicirten Trinome quadratische Functionen 
von tangy. Aus § 7, No. 2 ergiebt sich nun die Richtigkeit des Lehrsatzes.

8. A. Von zwei K e g e lsch n itten  / ' und / " sind zwei Sch n ittp un kte 
und ausserdem  noch von jed em  drei Punkte gegeben ; man soll die 
andern beiden  Sch n ittp u n k te constru iren .

Sind Ay B  die beiden gegebenen Schnittpunkte und C, D, E  die drei andern 
gegebenen Punkte von /', Cx, D x, E x die des andern Kegelschnitts /", so ziehe 
man die Gerade CCX und bestimme (nach P a s c a l )  die beiden andern Schnitt­
punkte C' und Cx dieser Geraden und der Kegelschnitte /' und / ”. Durch die 
beiden Paare CC' und CXCX ist nun die quadratische Involution J  bestimmt, 
welche die Schnittpunkte der Geraden CCX und des Curvenbüschels f f '  bilden. 
Zu diesem Curvenbtischel gehört auch das Geradenpaar, welches aus der Geraden 
A B  und der Verbindungslinie T  der unbekannten beiden andern Schnittpunkte 
besteht; dieses Geradenpaar schneidet die Transversale CCX in einem Punktpaare 
der Involution J\ da nun von diesem Punktpaare ein Punkt — der Schnittpunkt 
von CCX und A B  — bekannt ist, so kann man nach § 7, No. 5 den andern 
Punkt dieses Paares, d. i. den Schnitt von CCX und T, construiren. Nach­
dem man so einen Punkt von T  gefunden hat, zieht man eine andere Trans­
versale, z. B. D D Xy und bestimmt in gleicher Weise ihren Schnittpunkt mit T. 
Nun hat man T, und es erübrigt nur noch, nach §11,  No. 13 die Schnittpunkte 
der Geraden T  mit /' oder / " zu construiren; diese sind die gesuchten Punkte. 

Die Auflösung bleibt dieselbe, wenn A und B  nicht real, sondern conjugirt
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complex (etwa die complexen Doppelpunkte einer auf einer gegebenen Geraden 
liegenden quadratischen Involution) sind.

B. Die Auflösung der dual entsprechenden Aufgabe: Von zwei K e g e l­
sch n itten  sind zwei gem einsam e T an gen ten  und ausserdem  von jedem  
drei T an g en ten  gegeben , man so ll die beiden andern gem einsam en 
T an g en ten  con stru iren , ist an der Hand der soeben mitgetheilten Con- 
struction leicht aufzufinden.

9. A. D en K eg e lsch n itt eines Büschels zu constru iren , der durch 
einen gegebenen  Punkt P  geht.

a) Hat das Büschel vier reale Träger A, B, C, D } so sind von dem gesuchten 
Kegelschnitte fünf reale Punkte bekannt, also kann derselbe (nach P a s c a l )  con- 
struirt werden.

ß) Hat das Büschel nur zwei reale Träger A, B , so bestimme man zu­
nächst nach No. 8 A die Gerade T} auf welcher die beiden conjugirt complexen 
Träger liegen. Projicirt man drei weitere Punkte C, D , E  eines Büschel­
kegelschnitts / ' von A  und von B  aus auf T, so sind die beiden imaginären 
Träger die Doppelpunkte der durch die Projectionen C 'D 'E ' und C "Z>"E" 
bestimmten projectiven Reihen. Der gesuchte Kegelschnitt kann nun aus den 
drei realen Punkten P, A, B  und den beiden conjugirt complexen nach § 1 1 , No. 14 
construirt werden.

7) Ist keiner der Träger gegeben, so verbinde man den gegebenen Punkt 
P  mit einem gegebenen Punkte A  des einen Büschelkegelschnitts f '  und bestimme 
den zweiten Schnittpunkt A x der Geraden P A  und der Curve /', sowie die 
beiden Schnittpunkte B  und B x von P A  und einer zweiten Büschelcurve / ". 
Hierauf construirt man den Punkt Q so, dass das Paar PQ  zu der durch 
die Paare AAX und B B X bestimmten Involution gehört. Alsdann ist Q ein 
Punkt des gesuchten Kegelschnitts. Wenn man nun P  mit drei weiteren Punkten 
C, D , E  von f  verbindet, und dieselbe Construction wiederholt ausführt, so 
bekommt man weitere drei Punkte R , S, T  des gesuchten Kegelschnitts und kann 
denselben nun aus den fünf realen Punkten P, Q, R, S, T  construiren.

Wenn eine der Geraden, z. B. P A  den Kegelschnitt f "  nicht in realen 
Punkten schneidet, sondern die Schnittpunkte als die conjugirt complexen 
Doppelpunkte zweier auf einander liegenden projectiven Punktreihen auftreten, 
so hat man von der Involution, in welcher P A  das Kegelschnittbüschel 
schneidet, ein reales Punktpaar A A X und ein conjugirt complexes, und es 
kommt nun zur Ergänzung dieser Involution darauf an, durch dieses complexe 
Punktpaar und einen ausserhalb PA  liegenden beliebig angenommenen realen 
Punkt E  einen Kreis zu legen.

Sind G H Jy ^ G 'H ' J '  drei Paare entsprechender Punkte der projectiven Punkt­
reihen, durch deren Doppelpunkte der gesuchte Kreis gehen soll, so verbinde 
man E  mit G, H  und J \  construire den Kreis, in welchem der auf der Sehne 
G 'H ' stehende Peripheriewinkel dem Winkel G E H  gleich ist, sowie den Kreis, 
der H J  zur Sehne und auf derselben einen Peripheriewinkel gleich H F J  hat. 
Diese beiden Kreise haben ausser H ' noch einen realen Punkt K  gemein. Da 
nun in den beiden Büscheln F  und K  die entsprechenden Winkel gleich sind, 
so liegen die Punkte F  und K  und die Schnittpunkte der drei Paar entsprechenden 
Strahlen auf einem Kreise, und die Strahlen, welche von F  und von K  aus die 
Punkte dieses Kreises projiciren, treffen die Gerade GG' in entsprechenden 
Punkten der beiden projectiven Punktreihen. Also ist dieser Kreis der gesuchte.
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B. Die C onstruction  des K eg e lsch n itts  e in er Sch aar, der eine 
gegeben e G erad e berü h rt, lässt sich der soeben mitgetheilten leicht nachbilden.

10. A. Wenn eine Gerade T  ein Büschelkegelschnitt f  berührt, so fallen 
in den Berührungspunkt die beiden Schnittpunkte von f  und T , also zwei 
Punkte eines Paares der Involution zusammen, welche auf T  von den Kegel­
schnitten des Büschels ausgeschnitten wird, folglich ist der Berührungspunkt ein 
Doppelpunkt dieser Involution. Umgekehrt: Bestimmt man auf einer Ge­
raden T  die Involution, in welcher sie die Kegelschnitte eines Büschels durch­
setzt, und legt einen Kegelschnitt f  des Büschels durch einen Doppelpunkt A 
dieser Involution, so fallt auch der andere Schnittpunkt von /  und T  in den 
Punkt A, der Kegelschnitt f  berührt also die Gerade T.

Hieraus sieht man, dass es zwei K e g e lsch n itte  (die beide real oder 
beide imaginär sind) eines B ü sch els g ieb t, die eine gegebene [Gerade 
berühren; und zugleich, wie man diese K eg e lsch n itte  constru irt.

B. Construirt man in der Strahleninvolution der Tangentenpaare, welche von 
einem Punkte P  an die Kegelschnitte einer Schaar gelegt werden, die Doppel­
strahlen, und construirt den Kegelschnitt 9 der Schaar, welcher einen dieser 
Doppelstrahlen A berührt, so kann durch P  ausser A keine weitere Tangente 
an 9 gezogen werden, also ist P  der Berührungspunkt, also geht 9 durch P. 
Hieraus folgt: Es g ieb t zwei K e g e lsch n itte  einer Sch aar, die durch 
einen  gegebenen  Punkt gehen , sie berühren  die D o p p elstrah len  der 
S trah len in v o lu tio n , w elche die von dem Punkte an die K e g e lsch n itte  
der Sch aar g e leg ten  T an g en ten p aare  b ilden.

11. Wenn ein Kegelschnittbüschel die Ecken D } F, E , G eines Vierecks zu 
Trägern hat, so sind die drei Paare Gegenseiten D E  und EG, D F  und E G , D G  
und E F  besondere Kegelschnitte des Büschels. Hieraus folgt: D ie drei P aare 
G eg en seiten  eines v o llstän d ig en  V ie reck s  werden von je d e r  G eraden 
in drei Punktp aaren  einer Involu tion  geschnitten .

Dies ergiebt eine M ethode, eine quadratische Inv olu tio n  lin ear zu 
ergänzen: Sind A und A',
B  und B' zwei Paare und soll 
man den zu C gehörigen Punkt 
construiren, so verbinde man 
A, B  und C mit einem Punkte 
D  ausserhalb A B ', projicire 
einen Punkt E  der Geraden 
CD  von A’ und B  aus auf D B' 
und DA, und durchschneide AB' 
mit der Geraden FG\ dann ist
CC1 ein Paar der Involution. ......y

12. Wir knüpfen hieran die Frage nach den Parabeln, die in einem Kegel­
schnittbüschel enthalten sind und beschränken uns auf den Fall, dass die Kegel­
schnitte des Büschels vier reale Schnittpunkte B XB 2B % B± haben. (V ergl. §11, No. 6).

Wählt man das gemeinsame Polarendreieck zum Achsendreieck, so enthält 
jeder Kegelschnitt K  =  axx\ 4- a 2x$  +  a zx\ =  0 , der durch einen der vier 
Punkte B  geht, auch die drei andern; werden die Coordinaten von B, mit 
x xi x 2i x zi bezeichnet, so folgt daher für diese Coordinaten die Proportion: 

x h  : x h  =  x ?2 : x h  : x h  =  x h  : x h  : x h  — x h  : x [.2
11
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Bezeichnet marl die positiven Wurzeln aus x$x, x$x, x $ x der Reihe nach 
mit bx, b2, b3, so haben daher die Coordinaten der Punkte Bi  die Werthe

Die erste Coordinatengruppe enthält lauter positive Werthe; von jedem  
V iereck  liegt also ein Eckpunkt im Innern  des D re iecks der D iag o n al­
punkte. Dieser Punkt werde mit B x bezeichnet.

Die Gleichungen der drei Paare Gegenseiten des Vierecks B XB 2B 3B A sind

Als • Gebilde zweiter Ordnung haben das erste und das zweite Paar die 
Gleichungen: (b3x 2 — b2x 3) {b3x 2 +  b2x 3) s= b\x\ — b\ x l =  0 ,

\bxx 3 — b3x x)\bxx 3 +  b3x x) =  b\xf -  b\x\ =  0.
Die Gleichung jedes durch die Punkte B  gehenden Kegelschnitts wird daher 

in der Form erhalten: (b*x$  — b$xg) +  X (b*xg — b$x?) =  0, oder geordnet 
— X b%x\ +  b\x\ 4- (\b* _  b\)x ,2 =  0.

Ist diese Curve eine Parabel, so ist (§ 13, No. 18 und 23):
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Man überzeugt sich leicht, dass in diesem Falle die drei andern Punkte 
B  2, B 3, B 4 in den an den Seiten des Achsendreiecks anliegenden zweieckigen 
Feldern sich befinden, und dass B x im Innern des Dreiecks B 2 B 3 B x liegt. 
Auch sieht man leicht, dass, wenn ein Eckpunkt B x eines Vierecks im Innern 
des Dreiecks der drei andern liegt, dieser Punkt positive Coordinaten in Bezug 
auf das Dreieck der Diagonalpunkte hat, und daher die Gleichung 2. erfüllt 
ist. Wir schliessen daher: Durch vier im E n d lich en  liegen d e Punkte 
lassen  sich nur dann zwei P arabe ln  legen, wenn keiner  sich im D re i­
ecke  der drei andern befindet.

Der Fall, dass durch die vier Punkte nur eine Parabel möglich ist, tritt ein,

wenn eine von den drei Gleichungen gilt:
bx =  \hx , b2 — \h2, b3 — \ h 3.

Wie man leicht sieht, ist dann einer der Punkte B 2 B 3 B x unendlich fern.
Durch drei im E n d lich en  und einen (in bestimmter Richtung) unend­

lich  fern liegenden Punkt ist eine P a ra b e l  eindeutig bestimmt.
13. Sind K x =  0, K 2 =  0, K 3 — K x +  y2 K 2 — 0 die Gleichungen 

dreier Kegelschnitte eines Büschels oder einer Schaar, so kann man bei geeigneter 
Wahl des Verhältnisses r x : r 2 die Gleichung jedes vierten Kegelschnitts des 
Büschels oder der Schaar in der Form schreiben K  =  +  r 2\2K 2 — 0.

Der Quotient r x : r 2 heisst das D oppelverhältn iss  der vier K e g e l­
schnitte K xK 2K 3K x und wird durch (KXK 2K 3K )  bezeichnet.

Auf Grund dieser Definition können Kegelschnittbüschel und Kegelschnitt- 
schaaren in den Kreis projectiver Gebilde gezogen werden: Sind R XR 2R 3 und 
R x R 2 B 3' die G leichu ngen  für je  drei Punkte e in e r  Geraden, oder 
S tra h le n  eines B üsche ls ,  oder Punktepaare einer Punktinvolution, 
oder S trah lenp aare  einer Strahleninvolution, oder K e g e lsch n itte  
eines B üschels oder e iner  Schaar, und werden je  zwei E le m e n te  
(Punkte, Strahlen, Punktpaare, Strahlenpaare, Kegelschnitte) der beid en  G e ­
bilde auf einand er bezogen, für w elche (R XR 2R 3 R) =  { Rx R 2 R 3 R')t 
so he issen  die b e id en  G ebild e projectiv.

Beachtet man die Gleichungen der Polaren eines Punktes für die K e g e l ­
schnitte eines Büschels K x = 0 ,  K 2 =  0, K 3 =  0, K  =  0, so findet 
man sofort: Das P o larenb iisch el,  welches die Polaren  eines Punktes 
in Bezug auf die K e g e lsch n itte  eines B üsche ls  b ild en , ist mit dem 
K e g e lsch n ittb ü sch e l  pro jectiv . Insbesondere: Das B üsche l der T a n ­
genten, w elche die K e g e lsch n itte  eines B üschels  in einem T räg er 
des Büsche ls  berühren, ist mit dem K e g elsch n ittb ü sch e l  p ro jectiv . 
Ferner folgt aus No. 7: Ein K e g e lsch n ittb ü sch e l  und a lle  die P u n k t ­
involutionen, in denen das Büschel von den Geraden einer E b en e  
geschnitten  wird, sind p ro jectiv , und zwar entsp richt einem K e g e l ­
schnitt des B ü sche ls  das Punktepaar je d e r  Involution, das auf dem 
K e g e lsc h n it te  liegt.

Die P u n k tre ihe , in w elcher eine durch einen T rä g e r  gehende 
Gerade die K e g e lsc h n it te  eines B üschels  sch n eid et ,  ist mit dem 
B üschel p ro jectiv .

Ebenso findet man: Die geradlin ige Punktreihe , welche die Pole 
einer G erad en  in Bezug auf die K eg e lsch n itte  e iner  Sch a a r  b ilden,

S chloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II, I I
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ist m it der Sch aar p ro jectiv . — D ie Reihe der Punkte, in w elchen 
die K e g e lsch n itte  einer Schaar einen T räg er der Sch aar b erü h ren , 
ist mit der Sch aar pro jectiv . — D ie Strah len in volution en , w elche von 
den T an g en ten p aaren  g eb ild et w erden, die man von den Punkten 
der E b en e an die K e g e lsch n itte  einer Schaar legt, sind mit der 
Sch aar p ro jectiv . — Das T an g en ten bü sch el, w elches von einem 
Punkte eines T räg ers an die K e g e lsch n itte  einer Sch aar gelegt 
w erden kann, ist mit der Sch aar p ro jectiv .

14. Die Aufgabe: D rei P aare en tsp rechend e Elem ente einer Punkt­
reihe und eines p ro jectiv en  K eg e lsch n ittb ü sch e ls  sind gegeben; man 
so ll zu einem Punkte der R eih e  den entsprechenden K e g e lsc h n itt  
des B ü sch e ls  con stru iren  — wird auf folgendem Wege gelöst.

Es seien P x P 2 Z*3 die gegebenen Punkte, und K x K 2 K 3 die gegebenen ent­
sprechenden Kegelschnitte.

a) Ist ein realer Träger des Büschels bekannt, so ziehe man durch den­
selben eine Gerade und bestimme die Punkte QxQ^Qz’ in welchen diese 
Gerade die Kegelschnitte K xK 2 K 3 schneidet. Hierauf construire man den 
Punkt <2 der Punktreihe QXQ^Q3 so, dass (<2i (?2 Qs Q) =  (^ i A ^ 3-^)' Dann 
ist Q ein Punkt des gesuchten Kegelschnitts. Führt man diese Construction 
an vier durch den Träger gezogenen Geraden aus, so hat man mit dem 
Träger fünf reale Punkte und kann dann nach P a s c a l  weiter construiren.

ß) Ist kein realer Träger bekannt, so construire man die Polaren T XT 2 T 3 

eines beliebigen Punktes A in Bezug auf die Kegelschnitte K x K 2 K 3 und con­
struire den Strahl T  so, dass (T XT 27  3 T) =  (PXP 2P 3P). Ferner construire man 
die Schnittpunktpaare B XCX und B 2C2 einer durch A gehenden Geraden a und 
der Kegelschnitte K x und Ä"2. Man hat nun das Punktepaar X Y  der durch 
B XCX und B 2 C2 bestimmten Involution aufzusuchen, das zu dem Punkte A und 
zu dem Schnittpunkte A' der Geraden a und T  harmonisch liegt; dieses Paar 
ist der Durchschnitt der Geraden a  und des gesuchten Kegelschnitts.

Alle Paare, welche zu AA' harmonisch sind, bilden eine Involution, welche 
A und A} zu Asymptotenpunkten hat. Construirt man zwei in realen Punkten D  
und E  sich schneidende Kreise, welche a in A und A' berühren, so bestimmen 
dieselben das Kreisbüschel, welches die Gerade a in den Punktepaaren der zu 
A und Ä  gehörenden Involution schneidet. Construirt man ferner zwei Kreise, 
von denen einer durch B XCX, der andere durch B 2 C2 geht, und die beide 
den Punkt D  enthalten, so haben diese Kreise noch einen realen Punkt F  ge­
mein. Der durch die drei Punkte Z>, E, F  bestimmte Kreis trifft alsdann a in 
dem gesuchten Punktepaare X  V. Wiederholt man diese Construction an noch 
zwei durch A gehenden Geraden, so hat man dann sechs reale Punkte des ge­
suchten Kegelschnitts.

Die Auflösung der dual entsprechenden Aufgabe: Von einem  S tra h le n ­
bü sch el und einer p ro jectiv en  K e g e lsch n ittsch a a r  sind drei S trah len  
und die en tsp rech en d en  K e g e lsch n itte  gegeben; man so ll den K e g e l­
sch n itt co n stru iren , der einem  S tra h le  des Büschels en tsp rich t — 
lässt sich der soeben mitgetheilten Construction leicht nachbilden.

15. Wir schliessen noch einige Betrachtungen über das System von Kegel­
schnitten einer Ebene an, die zwei Punkte gemein haben, sowie über das dual 
entsprechende System von Kegelschnitten, die zwei Tangenten gemein haben. 
Die Gesammtheit der Kegelschnitte einer Ebene, die zwei Punkte gemein haben,
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wollen wir als ein System  mit zwei T räg ern , oder kürzer als ein zwei- 
punktiges System  (von Kegelschnitten) bezeichnen.

Die Kreise einer Ebene haben die beiden imaginären Kreispunkte gemein, 
bilden also einen besonderen Fall eines zweipunktigen Systems.

Die Gerade, welche die realen oder conjugirt complexen Grundpunkte ent­
hält, heisse die A chse des Systems. Je zwei Kegelschnitte des Systems haben 
ausser der Achse noch eine gemeinsame Secante; sie mag die zw eite Secan te  
der beiden Kegelschnitte heissen.

Wählt man die Träger zu Ecken A 2 und A 3 des Coordinatendreiecks, so 
genügen die Coordinaten x x =  x 2 =  0, und x x =  x 3 =  0 der Gleichung 
jedes Systemkegelschnitts; also ist die allgemeine Form der Gleichung 
1 - a \\x \ h- 2 a x2x xx 2 +  2 a x3x xx 3 -+- 2 a 2 3 x 2x 3 =  0 . '

Soll der Kegelschnitt nicht in die Achse und eine weitere Gerade degeneriren, 
so muss a 23 von Null verschieden sein, und man kann der Gleichung die 
Form geben
2. K  es a xx^  +  a 2x xx 2 a 3x xx 3 -t- x 2x 3 =  0.

Ein zweiter Kegelschnitt des Systems habe die Gleichung
3. K' =  bxx x2 -+- b2x xx 2 -t- b3x xx 3 +  x 2x 3 — 0.

Hieraus folgt
4 . K  K x =  x x \{(ix ^ 1 )  x \ -+- (o-2 $ 2 )  x % ~F (& 3 ^ 3 )  =  0 .

Hieraus schliessen wir, dass
5. L  =  (ax — bx) x x +  (a2 — b2) x 2 H- (a3 — b3) x 3 =  0 
die G leich u ng  der zw eiten Secan te  von K  und K x ist.

Die zweiten gemeinsamen Secanten der drei Paare Kegelschnitte des Systems 
K xK 2, K 2K 3, K 3K  ̂ seien 83, %x, 82; dann ist

x x2x =  K 2 — K 3, x x$ 2 =  K 3 — K x, x x %3 =  K x — K 2.
Hieraus folgt die Identität S i + S 2 +  Ö3 =  0. Dies ergiebt den Satz: D ie 

drei zweiten Secan ten  d reier K eg e lsch n itte  eines zw eipunktigen 
System s sch n eid en  sich in einem  Punkte.

16. Ein Kegelschnitt K  des durch zwei Kegelschnitte K XK 2 des Systems 
bestimmten Büschels hat die Gleichung K  =  -+- k2Af2 =  0 , wobei wir
ohne Beschränkung A1 —|— X2 =  1 voraussetzen können.

Die Gleichung irgend eines andern Systemkegelschnitts sei K' — 0; für die 
Gleichung der zweiten Secante L' von K  und K' ist alsdann

L' =  K — K' =  0.
Nun ist K  =  \XK X -+- \2 K 2] da Xx H- X2 =  1 , so kann man für K 1 

schreiben (Xx -t- X2)ATr; hierdurch erhält man
x xV  =  \X{K X — K') +  X2 {K 2 — K').

Sind L x — 0 und L 2 =  0 die zweiten Secanten von K XK ' und K 2K', 
so ist daher

L  =  X1 L x -+- X2Z 2.
Hieraus folgt, dass der Schnittpunkt der Geraden L x und L 2 auch auf Z ' 

liegt. Da nun der Schnittpunkt von L x und Z 2 nach No. 14 auf der zweiten 
Secante des durch die Kegelschnitte K x und K 2 bestimmten Büschels (d. i. auf 
der zweiten Secante von K x und K 2) liegt, so haben wir den Satz: E in  
Büschel in einem zw eipunktigen  K eg elsch n ittsy stem e wird von einem  
andern S y stem k eg elsch n itte  K' so g esch n itten , dass die zw eiten 
Secanten  von K' und den K e g e lsch n itte n  des B ü sch e ls sich  in einem  
Punkte der zw eiten S e ca n te  des B ü sch e ls treffen .

11
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17. Der soeben entwickelte Satz lehrt die C on struction  der K e g e l­
sch n itte  eines B ü sch e ls, die einen K eg elsch n itt K' berü h ren , der 
durch zwei T rä g er des B ü sch els geht. Es seien A B C D  die Träger des 
Büschels, und K' gehe durch A und B. Man construire die zweite Secante L  
eines Büschelkegelschnitts und des Kegelschnitts K'\ vom Schnittpunkte der Ge­
raden L  und CD  aus lege man Tangenten an K ' ; und construire die Büschel- 
kegelschnitte, welche durch die Berührungspunkte dieser Tangenten gehen.

18. Die Gesammtheit der Kegelschnitte einer Ebene, die zwei gemeinsame 
Tangenten haben, heisse ein System  mit zwei G rundlinien, oder kürzer ein 
zw eilin iges System . In ähnlicher Weise, wie die analogen Sätze für das 
zweipunktige System, findet man für das zweilinige System:

Legt man ein Coordinatendreieck zu Grunde, in welchem die gemeinsamen 
Tangenten die durch A x gehenden Seiten sind, so ist die Gleichung eines 
Systemkegelschnitts Ä as a1« 12 -+■ a 2uxu2 -+- a 3uxu3 +  u2u3 =  0.

Die Gleichung des Schnittpunktes des zweiten gemeinsamen Tangentenpaares 
M  der Systemcurven R x und ist

M -  L ( Ä ,  — * , )  =  0.

In einem  zw eilin igen  System  liegen  die drei Sch n ittp u n kte der 
drei zw eiten gem einsam en T an g en ten p aare  dreier K e g e lsch n itte  auf 
e in e r G eraden; die Sch n ittp u n k te  der zweiten gem einsam en T a n g e n ­
ten p aare  eines K e g e lsch n itts  m it den K eg elsch nitten  einer Sch aar 
lieg en  auf einer G erad en , die durch den Schnittpunkt des zw eiten 
gem einsam en T an g en ten p aares der Sch aar geht.

Mit Hülfe dieser Sätze kann man die beiden Kegelschnitte einer Schaar 
finden, die einen Kegelschnitt tangiren, der von zwei Grundlinien der Schaar 
berührt wird.

§ 15. Curven dritter Ordnung. Construction derselben aus neun 
gegebenen Punkten.

1. Wir geben in den folgenden Abschnitten eine Reihe von Entwicklungen 
aus der Geometrie der Curven dritter Ordnung, die sich an das bisher Mit- 
getheilte zunächst anschliessen.

Unter einer Curve «ter Ordnung versteht man eine Curve, deren Gleichung 
in P unktcoord inaten  vom Grade n ist.

Die allgemeine Form der Gleichung einer Curve dritter Ordnung in Bezug 
auf ein homogenes Coordinatensystem ist 

f  =3 ■+" 3 a xx2x x2x 2 -b 3 a xx3x ^ x 3 ~b 3 a x22xxx 22 "b 6 a 123x xx 2x 3
~b 3 a 133x xx 32 ~b a 222x g  -+- 3 a 223x 22x 3 H- 3 a233x2x 32 4- a 33 3x 33 =  0.
Bildet man die Summe ILciikiXiXkXi, indem man für jeden der Indices i, k, l  

der Reihe nach die Nummern 1, 2, 3 nimmt, und setzt dann die Coefficienten aiki 
einander gleich, die sich nur durch die Anordnung der Indices unterscheiden, 
so erhält man die Function /; es mag daher unter dieser Voraussetzung die 
Function f  durch die Summe 'laikiXiXkXi bezeichnet werden.

Soll eine Curve dritter Ordnung durch einen gegebenen Punkt P' gehen, so 
sind die Coefficienten aiki so zu wählen, dass der Gleichung 1 a ikiXi X kx} =  0 
genügt wird; dies ist eine homogene lineare Gleichung für die zehn Grössen Uiki. 
Durch neun solcher Gleichungen sind die Verhältnisse
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bestimmt. .Hieraus ioigt: n,me cu rv e  u rm er wrunuug ist u u n u  ucuu 
Punkte bestim m t.

Die Gleichung einer durch neun Punkte P x, P 2, P 3 . . .  P 2 gehenden Curve 
dritter Ordnung ist die Bedingung dafür, dass der veränderliche Punkt derselben 
cubischen Gleichung genügt, wie die gegebenen, dass also die zehn Gleichungen 
vereint sind

2  Cli k l Xi X  fc X 1  —  0 ,

2 G-ikl x X k  1 Xl j =  0,
2 d ik  l 2  Xk  2  X l 2 == 0,

2 &iklXi 2Xk 3 X1 ̂  — —  0 .

Die Bedingung für den Verein dieser zehn Gleichungen ist

a lso  i s t /== 0 die g esu ch te C urvengleichung.
2. D ie C oordinaten  der Punkte, in denen sich  zwei Curven d r itte r  

Ordnung schneid en , werden auf folgendem Wege ermittelt:
Die Gleichungen der beiden Curven seien 

1. / ' =3 IdikiXiXkXi =  0, 2. f "  =  IbikiXiXkXi =  0.
Die Coordinaten der Schnittpunkte von f '  und f "  sind die Werthe von x x, 

x 2, x 3, die den Gleichungen 1. und 2. und der Gleichung

3.

genügen. Aus 3. zieht man

4. 3

und setzt dies in 1. und 2. ein; dann erhält man zwei nicht homogene cubische 
Gleichungen zwischen x x und x 2, die nach Potenzen von x 2 geordnet in der 
Form erscheinen

Hierin sind A v B x, A 2, B 2, A 3, B 3 Ausdrücke von demselben Grade in x v  
den der Index angiebt; A0 und B 0 sind von den Coordinaten unabhängige Zahlen.

Um aus diesen beiden Gleichungen x 2 zu eliminiren, multipliciren wir die 
Gleichungen 5. und 6. der Reihe nach mit x 2 und x 22 und erhalten so im Ganzen 
die sechs Gleichungen:

Betrachtet man diese sechs Gleichungen als homogene lineare Gleichungen 
der sechs Grössen x 2°, x £ , x 22, . . . x 25, so folgt
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Denkt man sich statt R  zunächst eine andere Determinante R', welche a 
R  hervorgeht, indem man die Nullen jeder Zeile durch Symbole A und B  erset; 
die man derart mit Indices versieht, dass die absteigende Folge der Indices 
jeder Zeile nicht gestört wird (so dass man also die Nullen der ersten Zeile d 
Reihe nach durch A— x und A—2, die der letzten durch B-g und B 4 ersetzt), ut 
bezeichnet dann das Element, weiches der z’ten Zeile und der >£ten Colom 
angehört, mit Cik, so überzeugt man sich leicht, dass in den Elementenpaari 
CikCrs und CisCrk, wenn man die c wieder durch die Elemente von R' erset; 
die Summe der unteren Indices dieselbe ist; z. B. ist c2 3 c46  =  A 2 B - 2, ui 
2̂ 6^4 3 =  die Summe der Indices also in beiden Paaren gleich Nu

Hieraus folgt sofort, dass in der Determinante R ’ die Summe der Indio 
aller Glieder gleich der Indexsumme des Diagonalgliedes, also =  9 ist. Die 
Thatsache wird nicht geändert, wenn man A 5 =  A4 =  A -x =  A - 2 =  B 3 =  1 
— i =  B — 2 =  0 setzt, und dadurch zur Determinante R  zurückkehrt. E
nun der Index an A oder B  den Grad dieser Funtion in Bezug auf die Coc
dinate x x angiebt, so folgt: Die D eterm in ante R  ist vom neunten  G rac 
bezüglich  der U nbekannten  x t .

Wählt man nun für x l eine der neun Wurzeln der Gleichung R  =  0, ur 
setzt diese in die beiden Gleichungen F' =  0 und F" — 0 ein, so lässt sic
zeigen, dass diese beiden Gleichungen wenigstens eine gemeinsame Wurzel j
haben. Denn multiplicirt man die Colonnen in R  der Reihe nach mit xg, x,

2 ä ~  4 r 5  n n r l  a r lr l iv f  rK o  o f o  1 ^ ^  ^ ^~  ^ x *  1 4 .  ^

— -----------

für x 1 eine der neun Wurzeln von R  — 0, sowie für x2 der Reihe nach die 
zugehörigen Wurzeln von F "  =  0, so wird R  =  F F '  +  QF" =  0, und F "  =  0, 
also auch F F '  =  0. Da nun P  vom zweiten Grade ist, so muss für wenigstens 
eine der drei Wurzeln x 2 die Function F' verschwinden.

Um diese Wurzel zu bestimmen geht man auf die Gleichungen zurück
F '  == / l  —i— A . 'V  i  ^  'v* 2 i x / ^ .3  ___ n
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Haben die Gleichungen F '  und F "  zu der Wurzel x x zwei gemeinsame 
Wurzeln für x 2, so verschwindet S  identisch, und zur Berechnung der beiden 
Wurzeln genügen die beiden Gleichungen

F '  s= A 3 A 2x 2 -+ -  A x x 2 -+ -  A 0x 23 =  0,
F "  s  5 3 +  B 2x 2 —(— B xx 22 H- B 0x 23 =  0, 

aus denen man durch Elimination von x £  die quadratische Gleichung erhält
^ 0 (^ 3  "Er ^ 2X 2 “F ^ \ x 2 ) -^0(^3 “F ^ 2X 2̂ ) ==

welche die beiden gemeinsamen Wurzeln x 2 ergiebt.
Im Allgemeinen gehört zu jeder Wurzel x x der Gleichung R  =  0 eine ge­

meinsame Wurzel x 2 — — S 0 :  S x der Gleichungen F '  =  0 und F '1 = 0 .  Wir 
schliessen hieraus: Zwei Curven d ritter Ordnung haben  neun S c h n itt­
punkte; davon ist w enigstens einer real.

3. Soll eine Curve III. O. durch acht Punkte P x, P 2 . . .  P 8 gelegt werden, 
so stelle man die neun Gleichungen auf

Diese Determinante zerfällt in die Summe zweier Determinanten 
11. /  — a \\\f -F 3cz112/",
wobei / '  und f "  die Functionen dritten Grades sind

Die Gesammtheit der durch die gegebenen acht Punkte gehenden Curven 
dritter Ordnung ergiebt sich, wenn man in 11. dem Verhältniss der beiden unbe­
stimmt gebliebenen Coefficienten a lxl  : 3#112  alle möglichen Werthe giebt.

Aus 11. folgt, dass alle Punkte, für welche f  =  0 und f "  =  0 ist, auch 
auf der Curve f =  0 liegen. Nun sind f  =  0 und f "  =  0 zwei völlig bestimmte 
Curven dritter Ordnung, haben also neun bestimmte Schnittpunkte. Unter diesen 
sind die acht gegebenen Punkte, da für jeden derselben die erste Zeile i n /  
und f "  mit einer der übrigen identisch wird, und daher / '  und / " verschwinden. 
Wir schliessen daher: A lle Curven d ritter O rdnung, die durch acht 
gegebene Punkte gehen, haben noch einen durch die gegebenen 
Punkte bestim m ten  neunten rea len  Punkt gemein.
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Oder: Wenn zwei Curven III. 0 . A und B  durch acht Punkte einer 
Curve III. O. C gehen, so lieg t auch ihr neunter Schnittp unkt auf C.

4. Die Coordinaten der Schnittpunkte der Curve Id ik i x2x^x/ =  0 und der 
Geraden dxx x -

1  ■ *— d ik  l X jXfcXl

Ct f) oc2 ^ 2 3x 3 =  0 sind die Lösungen des Systems

0, 2. d x X x —(— d 2X 2 —f— d 3X 3 =  0, 3. T -(— ----- (-h x hct h. =  1

Aus den Gleichungen 2. und 3. kann man x 2 und x 3 linear durch x x aus- 
drücken. Setzt man diese Werthe in 1., so erhält man eine cubische Gleichung 
für x x; zu jeder der drei Wurzeln folgen dann aus 2. und 3. die zugehörigen 
Werthe von x 2 und x 3. Wir sehen daher: E ine Curve d ritte r  Ordnung 
hat mit e iner G eraden drei Sch n ittp u n kte, von denen w enigstens 
ein er real ist.

Legt man eine Gerade durch zwei Punkte P P X einer Curve III. O. C ' " , 
so hat dieselbe mit C"' noch einen Punkt Q gemein. Rückt man P x an P t 
bis der Abstand P P X verschwindet, so bleibt Q im Allgemeinen in endlicher 
Entfernung von P x und die Gerade P P X wird zur Tangente der Curve. Wir 
finden daher: E ine G erade, die eine Curve dritter Ordnung in einem  
Punkte P  berührt, sch n eid et die Curve noch in einem rea len  Punkte Q.

Dieser Punkt Q wird der B e g le ite r  des Punktes P  genannt.
Um die C oordinaten  der Schnittpunkte einer Curve d ritter O rd­

nung und eines K eg elsch n ittes  zu finden, setze man
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wobei P  eine lineare Function von x 2 ist. Setzt man nun in P  F  QG  für x x
eine Wurzel der Gleichung 7. und alsdann für x 2 der Reihe nach die beiden 
zugehörigen Wurzeln der Gleichung G =  0 ein, so folgt, dass auch P F  — 0 
ist; da nun P  linear in ,x2 ist, so muss wenigstens für einen der beiden Werthe 
von x 2 die Function F  verschwinden. Diese gemeinsame Wurzel der Gleichungen 
F  =  0 und G =  0 findet man durch Zusammenstellung der drei Gleichungen

R  =  0 zwei zugehörige gemeinsame Wurzeln x 2, nämlich die Wurzeln der 
Gleichung G =  0. Im Allgemeinen gehört zu jeder der sechs Wurzeln x x (der 
Gleichung 7) eine gemeinsame Wurzel x 2 =  — S 0 : S x der Gleichungen F  =  0 
und G  =  0; berechnet man zu jedem dieser Werthe von x x und x 2 noch die 
Coordinate x 3 nach der Gleichung 4., so hat man die Coordinaten eines Schnitt­
punktes. Wir haben also gefunden: E in e Curve d ritte r  Ordnung und ein 
K eg e lsch n itt h aben  sech s Schnittpunkte.

5. Schneidet man eine C"' durch eine Gerade T x in den Punkten 1, 2, 3 
und durch eine andere Gerade T 2 in 4, 5, 6, verbindet diese Punkte paarweis 
durch die drei Geraden S XS 2S 3, und verbindet die dritten Schnittpunkte 7 und 8 
der Geraden S x und S 2 mit C"' durch eine Gerade T 3, so hat man zwei 
Curven III. O., nämlich die Geradentripel T XT 2 T 3 und S XS 2S 3, die acht 
Schnittpunkte, nämlich die Punkte 1 . . .  8, auf C'" haben; also liegt auch ihr 
neunter Schnittpunkt auf C'", d. i. T 3 geht durch den Punkt 9, in welchem C'" 
von S 3 geschnitten wird. W erden also  die Sch n ittp u n k te  e in er Curve 
dritter Ordnung und zw eier G erad en  paarw eis durch drei G erade v er­
bunden, so sch n eid en  diese die Curve in drei Punkten einer G erad en .

Rückt T 2 unendlich nahe an T x, so werden S XS 2S 3 zu Tangenten der 
Curve, und 7, 8, 9 werden die Begleiter von 1, 2, 3. L ieg en  drei Punkte 
einer Curve d ritter Ordnung auf einer G erad en , so liegen  auch ihre 
B e g le ite r  auf einer Geraden.

Es kann sich ereignen, dass eine G erade mit e in er Curve d ritter 
Ordnung drei zusamm en fallen d e Punkte gem ein hat. Eine solche Gerade 
heisst W en d etan gen te der Curve, der Punkt heisst W endepunkt. Denkt man 
sich jeden von zwei Wendepunkten in drei unendlich nahe Punkte aufgelöst, 
so schneiden die drei Geraden, welche diese Punkte paarweis verbinden, die 
Curve wieder in drei unendlich nahen Punkten; da nun diese auf einer Geraden 
liegen, so folgt: E in e G erade, die zwei W endepunkte einer Curve d ritter 
Ordnung verb in d et, tr ifft  die Curve noch in einem d ritten  W endep unkte.

6. Verbindet man die sechs Schnittpunkte 1, 2, 3, 4, 5, 6 einer Curve dritter 
Ordnung C1" und eines Kegelschnitts K  paarweis durch drei Gerade T XT 2T 3, 
durchschneidet mit diesen C 1" in den Punkten 7 8 9 und verbindet 7 und 8 
durch eine Gerade S , so hat man zwei Curven dritter Ordnung, nämlich das 
Geradentripel T XT 2 T 3 und denVerein des Kegelschnitts K  und der Geraden S,



X7o Analytische Geometrie.

welche acht Schnittpunkte 1 . . .  8 auf C'n haben; also liegt auch der neunte 
Schnittpunkt auf C'", d. i. S  geht durch 9. Wir schliessen daher: D ie drei 
G eraden, w elche die sechs Schnittpunkte eines K eg e lsch n itts  und 
einer Curve III. O. paarw eis verbinden, schneiden die Curve in drei 
Punkten einer G eraden. Wenn ein K eg elsch n itt eine Curve III. O. in 
drei Punkten berührt, so liegen die B e g le ite r  der B erü hrungsp unkte 
in einer Geraden.

Legt man durch die Schnittpunkte 1, 2, 3 einer Curve III. O. und einer Ge­
raden £  drei Gerade T XT 2 T Z, welche die C " 1 in den sechs weiteren Punkten 
4, 5, 6, 7, 8, 9 treffen, und legt durch die fünf Punkte 4, 5, 6, 7, 8 einen Kegelschnitt 
K , so haben das Geradentripel T x T 2 T 3 und der Verein von £  und K  acht 
Schnittpunkte 1 . . .  8 auf C"'\ also liegt auch der neunte auf C " 1, d. i. K  geht 
durch 9. Hieraus folgen die Sätze: L iegen  von den neun Punkten , in 
w elchen eine Curve III. O. von drei G eraden geschn itten  wird, drei 
auf einer G eraden, so liegen die andern sechs auf einem  K e g e l­
sch n itte . Z ieht man durch jed en  d reier auf einer G eraden liegend en  
Punkte einer C'" eine T an g en te  an d ieselbe, so wird sie in diesen 
drei Punkten von einem  K eg elsch n itte  berührt. — Zwei durch einen 
Punkt einer C1" gezogene G erade und eine durch den B e g le ite r  
gehende treffen  die C1" in sechs Punkten eines K eg elsch n itts . — 
D rei durch einen  W endepunkt einer C1" gehende G erade treffen  die 
C in sechs Punkten eines K eg elsch n itts.

7. Legt man durch vier Punkte A B  CD  einer C" 1 einen Kegelschnitt K x, 
und verbindet die beiden fernen Schnittpunkte 5, 6 von K x und C1" durch eine 
Gerade T x; legt man ferner durch A B  CD  einen andern Kegelschnitt K 2, und 
zieht die Gerade T 2 durch die ferneren beiden Schnittpunkte 7, 8 der Curven 
C und K 2\ so hat man zwei Curven III. O. nämlich den Verein von K x und 
T 2 und den von K 2 und T x, welche die acht Schnittpunkte A B  CD  5 6 7 8 auf 
der Cuive C" 1 haben; mithin liegt auch ihr neunter Schnittpunkt auf C" ' , also 
schneiden sich T x und T 2 in einem Punkte E  der Curve C " .

Dieser Punkt E  ist nur von K x abhängig; denn durch K x sind die Punkte 
5 und 6, also die Gerade T x, also ihr weiterer Schnittpunkt E  mit C'" bestimmt. 
Setzt man nun für K 2 nach einander alle Kegelschnitte des Büschels mit den 
Trägern A B  CD, so ändert T 2 seine Lage, geht aber immer durch E, beschreibt 
also ein Strahlbüschel, dessen Träger E  auf Cm liegt. Wir haben daher: 
L iegen  die T räg er eines K eg elsch n ittb ü sch els  auf e in er Curve III. O. 
so b ild en  die G eraden, w elche die weiteren zwei Sch n ittp u n k te  
jed es  B ü sch e lk eg e lsch n itts  und der Curve verbinden, ein S tra h l­
büschel, dessen T räg er auf der Curve liegt.

8. Die Gleichung jeder Curve III. O. C"', die durch die neun Punkte 
A B  CD  5 6 7 8 E  geht, ist unter der Form enthalten

f  =  a xK xT 2 +  a 2K 2 T x — 0;
denn man kann das Verhältniss a x : a 2 immer so bestimmen, dass der Gleichung 
f  ~  0 durch einen beliebigen Punkt P 0 der Curve C" 1 genügt wird, der mit 
keinem der Punkte A . . .  E  zusammenfällt. Bezeichnet man nämlich die 
Werthe, welche die Functionen K 2K XT 27\ für die Coordinaten von B 0 annehmen, 
mit K 20E 10T 20T 10> so nehme man a x : a 2 =  E 20T X0 : — K 10T 20, also 

. /  =  ^ 20^10 • k xt 2 -  e 10t 20 • K 2TX =  0;
diese wird durch die Coordinaten von P^ identisch, Da nun die Curve f  mit
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C'" zehn Punkte gemein hat, nämlich A B C D 5  6 7 8 E P 0 , so ist f  mit C' 
identisch.

Irgend ein Kegelschnitt des Büschels A B  CD  hat die Gleichung 
3. K  es \XK X +  \2K 2 =  0.

Um die Schnittpunkte dieses Kegelschnitts mit f  zu erhalten, ersetzen wir 
gemäss der Gleichung 3. in der Gleichung 1. die Grösse K 2 durch — : 2̂
und erhalten
5. (\2a xT 2 — \xa 2 T x) K x =  0.

Die Schnittpunkte von K  und f  befriedigen also theils K x =  0, theils die 
lineare Gleichung
6. T  =  \2a xT 2 — \xa 2 T x =  0;
die ersteren sind die vier Träger des Kegelschnittbüschels; die letztere Gleichung, 
welche von den beiden übrigen Schnittpunkten der Curven K  und f  erfüllt wird, 
ist die Gleichung eines Strahles des Strahlbüschels T 2 T X, dessen Träger E  ist. 
Aus den Gleichungen 3. und 6. ergiebt sich sofort:

E in  K eg elsch n ittb ü sch el, dessen T räg er auf einer Curve III. O. 
liegen , und das B üschel der S trah le n , w elche die beid en  übrigen 
Sch n ittp u n k te je d e s  B ü sch e lk eg e lsch n itts  und der Curve III. O. e n t­
h alten , sind pro jectiv .

Jed e Curve III. O. kann also auf u nend lich  v ie lfa ch e  W eise als 
Ort der Sch n ittp u n k te  eines K e g e lsch n ittb ü sch e ls  und eines p r o je c ­
tiven S trah lb ü sch els  angesehen werden. Man kann dabei die T räg er 
des K e g e lsch n ittb ü sch e ls  A B C D  b e lieb ig  auf der Curve ausw ählen, 
der T räg er E  des S trah lb ü sch els  ist durch A B C D  eindeutig bestim m t. 

Der Punkt E  heisst der den vier Punkten A B C D  gegenü berliegen d e Punkt.
9. Im vorigen Abschnitte ist gezeigt worden, wie man bei einem Strahl­

büschel und dazu projectiven Kegelschnittbüschel zu jedem Strahle T  den zuge­
hörigen Kegelschnitt K construirt; und früher wurde gezeigt, wie man die Schnitt­
punkte eines Strahles mit einem Kegelschnitte findet.

Die Aufgabe, eine Curve d ritter Ordnung aus neun gegebenen 
Punkten zu con stru iren , ist daher gelöst, sobald man im Stande ist, aus 
neun gegebenen  Punkten einer Curve d ritte r  Ordnung zu vieren d er­
selben  den g egenü berliegen d en  Punkt zu constru iren .

Sind A B C D  5 6 7 8 9 die gegebenen Punkte, und nimmt man wieder A B C D  
zu Trägern des Kegelschnittbüschels, so kommt es darauf an, zu den fünf Kegel­
schnitten K h K e K 7 Af8 K 2 des Büschels, die der Reihe nach durch die Punkte 5, 6,
7. 8, 9 gehen, einen Punkt E  zu construiren, so dass die Strahlen T^T^T7Z’8Z'9, 
die durch E  und der Reihe nach durch 5, 6, 7, 8, 9 gehen, mit den Kegelschnitten 
K 5K 6K 7K sK 2 projectiv sind. Dies ist erreicht, wenn die beiden Doppelverhältniss- 
gleichheiten bestehen.
1 . ( r 5 T 6 T 7 T 8) =  { K ,K ,K 7K ,)  und
2. (T .T 6 T 7 T 2) =  {K hK ,K 7K 2);

Das Doppelverhältniss von vier Kegelschnitten eines Büschels ist dem Doppel- 
verhältniss der Tangenten gleich, welche die Kegelschnitte in einem Träger 
des Büschels berühren. Wir sehen uns daher durch die Forderungen 1. und 2. 
zunächst vor die Aufgabe gestellt: D en Ort der Punkte zu con stru iren , 
von denen aus vier g eg eben e Punkte a, ß, 7, 8 durch S trah len  pro- 
jic ir t  w erden, die das D o p p elverhältn iss von vier gegeben en  Strah len  
haben.



17 2 Analytische Geometrie.

Diese Aufgabe haben wir bereits gelöst; wir haben in § 1 1 , No. 15 A ge­
funden, dass dieser Ort ein Kegelschnitt ist, der durch die vier Punkte a, ß, 7, 8 
geht. Construirt man nun die Tangenten S 5S &S 7S sS 9 , welche die Kegelschnitte 

z- B. in A berühren, und hierauf den Kegelschnitt H x, auf dem 
die Punkte liegen, von denen aus die Punkte 5, 6, 7, 8 unter dem Doppel­
verhältniss ( S 5S GS 7S 8) projicirt werden; sowie den Kegelschnitt H 2, auf dem die 
Punkte liegen, von denen aus die Punkte 5, 6, 7, 9 unter dem Doppelverhältniss 
( S 5S 6S 7S 9) projicirt werden, so geht H x durch 5, 6, 7, 8 und H 9 durch 5, 6, 7, 9; 
H x und H 9 haben die drei gegebenen Punkte 5, 6, 7 gemein, und schneiden sich 
daher in einem vierten realen Punkte; die Strahlen, welche denselben mit 
5, 6, 7, 8, 9 verbinden, genügen den beiden Gleichungen

( r 5r 6r , r 8) =  ( s äs e5 , 5 8) ,  (t st , t 7 t ,)  =  (
also auch den Gleichungen 1 . und 2. D er vierte Sch n ittp u n kt, den die 
K eg e lsch n itte  H x und H 9 ausser den Punkten 5, 6, 7 gem ein haben, 
ist daher der gesuchte Punkt E , der den Punkten A, B , C, D  g eg en ­
ü b erlieg t.

Hiermit ist die Aufgabe, eine Curve dritter Ordnung aus neun gegebenen 
Punkten zu construiren, erledigt.

10. Diese Entwicklungen lassen noch einige brauchbare Folgerungen zu:
D er Ort der Punkte, w elche vier Punkten A B C D  von acht g eg e­

benen Punkten A B C D  5 6 7 8 in a llen  durch diese acht Punkte gehenden 
Curven dritter Ordnung gegen ü b erlieg en , ist der K e g e lsch n itt  H x, 
von dem aus die Punkte 5, 6, 7, 8 durch Strahlen p ro jic ir t  w erden, 
die d asselbe D o p p elverhältn iss haben, wie die durch diese Punkte 
gehenden K e g e lsch n itte  des B ü sch e ls A B C D .

Ist 9 der neunte Schnittpunkt aller durch A B C D  5 6 7 8 gehenden Curven 
dritter Ordnung, sind E  und E x Punkte des Kegelschnitts H x, und bezeichnet 
man die von E  aus durch 5, 6 . . . gehenden Strahlen durch E  (5, 6 . . .), sowie 
die durch A B C D  nach 5, 6 . . . gehenden Kegelschnitte durch A B C D  (5, 6 . . .), 
so ist A B C D (b, 6, 7, 8, 9) ^  E (b, 6, 7, 8, 9), A B  CD  (5, 6, 7, 8, 9) ^  E \ b, 6, 7, 8, 9), 
mithin hat man die projective Beziehung .£(5, 6, 7, 8, d)yKE'(5, 6, 7, 8, 9), also 
liegen die Punkte 5 6 7 8 E E '  und 9 auf demselben Kegelschnitte. D er neunte 
Sch n ittp u n k t a ller  durch ach t gegebene Punkte gehend en  Curven 
d ritter Ordnung lie g t also a u f dem K eg elsch n itte  der Punkte, die 
v ieren  von den ach t Punkten in a llen  diesen Curven g egenü berliegen .

Construirt man den Kegelschnitt J  der Punkte, die den Punkten A, B ,  C> 5 
in den durch A, B , C, D, 5, 6, 7, 8 gehenden Curven III. O. gegenüberliegen, so 
liegt der neunte Schnittpunkt 9 dieser Curven auch auf J .  Die Kegelschnitte H x 
und J  haben die gegebenen Punkte 6, 7, 8 gemein, mithin ist 9 der vierte Schnitt­
punkt von H x und J .  Hierdurch ist die Aufgabe gelöst: Den neunten 
Punkt zu co n stru iren , in dem sich a lle  durch acht gegeben e Punkte 
gehenden Curven d ritte r  Ordnung schneiden.

11. Die Aufgabe: Von den sechs Schnittpunkten eines K e g e l­
sch n itts K  und einer Curve d ritte r  Ordnung sind vier gegeben , man 
so ll die b eid en  andern constru iren , ist nun leicht zu lösen. Man sucht 
den Punkt E ,  der den vier gegebenen Punkten A B C D  in C'" gegenüberliegt, 
und construirt den Strahl T  des Büschels E ,  der dem Kegelschnitt K  des 
Büschels A B C D  entspricht; die Schnittpunkte von T  und K  sind die gesuchten 
Punkte,
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12. Sind vier Sch n ittp u n kte A B C D  zweier Curven d ritter Ordnung 
C"' und D " gegeben , und von je d e r  noch  fünf Punkte, so kann man 
den K e g e lsch n itt  con stru iren , auf dem die übrigen  fünf Sch n ittp u n kte 
5, 6, 7, 8, 9 liegen .

Man construire die Punkte E  und E x , die den Punkten A B C D  in C'" und 
P "  gegenüberliegen. Die Strahlbüschel E  und E ' , die mit dem Kegelschnitt­
büschel die Curven C'" und erzeugen, sind projectiv mit dem Kegelschnitt­
büschel, also auch unter einander projectiv; die Schnittpunkte entsprechender 
Strahlen bilden also einen Kegelschnitt K.  Die Strahlen beider Büschel, die 
durch 5, 6, 7, 8, 9 gehen, entsprechen den durch diese Punkte gehenden Kegel­
schnitten, sind also entsprechende Strahlen; also liegen diese fünf Punkte auf 
dem Kegelschnitte K.

D ie C onstruction  der feh lend en  vier Sch n ittp u n kte 6, 7, 8, 9 zw eier 
Curven d ritte r  Ordnung C 1" und P " ,  von denen fü n f Sch n ittp un kte 
A, B , C, D,  5 gegeben  sind, kann auf die Construction der Schnittpunkte 
zweier Kegelschnitte zurückgeführt werden; denn construirt man zu den gegebenen 
Schnittpunkten A B C D  den Kegelschnitt K ,  auf dem die Punkte 5, 6, 7, 8, 9 
liegen, sowie zu den gegebenen Punkten A B  C b  den Kegelschnitt K ' , der die 
Punkte D,  6, 7, 8, 9 enthält, so sind die unbekannten vier Punkte die gemeinsamen 
Punkte von K  und K\

Sind sechs von den neun S ch n ittp u n k ten  zw eier Curven d ritter 
Ordnung g eg eben , so construire man zu fünf von ihnen die Kegelschnitte K  
und K'\ diese haben dann den sechsten bekannten Punkt gemein und unsere 
Aufgabe ist daher darauf reducirt, die drei unbekannten  Sch n ittp u n k te 
zweier K e g e lsch n itte  zu co n stru iren , die einen  gegebenen  Punkt 
gem ein haben.

Sind sieben  von den neun Sch n ittp u n k ten  g eg eben , so ken n t man 
von den K e g e lsch n itten  K  und K '  b ere its  zwei Sch n ittp u n k te , und 
kann daher die beid en  andern Sch n ittp u n k te  der Curven III. O. m it 
L in eal und Z irk el constru iren .

13. Die Aufgabe: Zu drei g egeben en  Sch n ittp u n k ten  eines K e g e l­
schnitts und einer Curve d ritte r  Ordnung die feh lend en  drei zu co n ­
stru iren, kann zugleich mit der Aufgabe gelöst werden: D ie beid en  fehlenden 
Schnittpunkte e in e r G eraden mit e in er C'" zu finden, wenn der dritte  
Schnittpunkt gegeben isjt.

Besteht eine Curve III. O. C'" aus 
einem Kegelschnitte K  und einer Geraden 
T, so kann der Punkt, der drei Punkten 
A B C  des Kegelschnitts und einem Punkte 
D  der Geraden gegenüberliegt, in einfachster 
Weise dadurch gefunden werden, dass man 
aus dem Kegelschnittbüschel A B C D  einen 
möglichst einfachen Kegelschnitt, ein Ge­
radenpaar, herausgreift. Wählt man z. B. 
das Geradenpaar A D ,  B C ,  und durch­
schneidet K  mit A D  in E,  und T  mit B C  
in F,  so ist der Schnittpunkt G  von K  und
E F  der gesuchte Punkt. Führt man die gleiche Construction mit den Geraden -

(M. 425.)
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paaren D B , AC  und DC, A B  aus, so bestimmt man dadurch zugleich die pro- 
jective Beziehung des Strahlbüschels G und des Kegelschnittbüschels A B C D .

Ist nun eine Curve dritter Ordnung P "  durch die Punkte A, B , C, D  und 
fünf weitere Punkte bestimmt, und soll man den Kegelschnitt construiren, der 
die fünf übrigen Schnittpunkte von C'" und P "  enthält, so bestimme man den 
Punkt H , der A B C D  in P "  gegenüberliegt, sowie die Strahlen des Büschels H, 
die den drei Geradenpaaren des Büschels A B C D  entsprechen; dadurch ist die 
projective Beziehung der Strahlbüschel G und H  bestimmt, und mithin der von 
ihnen erzeugte, gesuchte Kegelschnitt gefunden.

Dieser Kegelschnitt enthält die drei fehlenden Schnittpunkte von P "  und K, 
sowie die beiden fehlenden von P "  und T.

Hierdurch ist die zweite der gestellten beiden Aufgaben gelöst, und die 
erste ist auf das Fundamentalproblem cubischer Aufgaben zurückgeführt: Ein 
Schnittpunkt zweier K e g e lsch n itte  (G) ist gegeben, man soll die drei 
andern finden.

14. Zwei Strahlenpaare, welche einen gemeinsamen Träger haben, sind 
Ausartungen von Curven zweiter Ordnung, und können ebenso, wie zwei eigent­
liche Kegelschnitte, zur Erzeugung eines Kegelschnittbüschels dienen.

Sind T  und T' die Strahlen des einen Paares, so sind die Gleichungen der 
Strahlen des andern Paares von der Form a T  -+- a! T' =  0, b T  -+- b' T' =  0, 
mithin sind die Gleichungen der beiden Paare
1 . TT' =  0 und (a T  +  a'T') (bT  +  b V )  =  0.

Die Gleichung irgend eines Kegelschnitts des von den beiden Paaren be­
stimmten Kegelschnittbüschels ist
2 . K  s s  \ T T  h-  X2 ( a T  +  a'T') (b T  +  b' T )  =  0.

Löst man die Klammern auf und ordnet, so erhält man
K  =  \2ab  • T 2 +  (Xx +  \2 a'b +  \2 ab') TT' +  \2 a'b' • T ' 2 =  0.

Die Function K  ist eine homogene quadratische Function der Grössen T  
und T', und kann daher in zwei in Bezug auf T, T' homogene lineare Faktoren 
zerlegt werden, die sich durch Auflösung der quadratischen Gleichung

/ t \ 2 T
3. \2ab  I -^71 -P (Xj -P \2 <x'b -P \2 ab') -P X2# b =  0

in Bezug auf die Unbekannte T : T  ergeben; findet man aus 3. die Wurzeln a 
und ß, so zerfallt K, abgesehen von einem constanten Faktor, in das Produkt 
der linearen Functionen T — o.T' und T — ß7", also zerfällt der Kegelschnitt
K  — 0 in die beiden Geraden T  — a T' =  0 und T  — ß T' =  0.

Das Kegelschnittbüschel besteht daher aus lauter Geradenpaaren. Da nun 
diese Geradenpaare eine Transversale in einer quadratischen Punktinvolution 
schneiden, so folgt, dass dieselben die Strahlenpaare einer quadratischen Strahlen­
involution bilden. Wir finden daher: Die Strahlenp aare e in er q u ad ratisch en  
Involution  sind als die K e g e lsch n itte  eines ausgearteten K e g e ls c h n itt­
büschels zu betrachten .

Eine Strahleninvolution und ein projectives Strahlenbüschel erzeugen eine 
Curve III. O. C1" von besonderer Art; jede durch den Träger D  der Involution
gehende Gerade T  hat nämlich mit C "  ausser D nur noch einen Punkt
gemein, nämlich den Schnitt von T  mit dem Strahl des projectiven Büschels, 
welches dem Strahlenpaare der Involution entspricht, zu welchem T  gehört. 
Bei allen durch D  gehenden Geraden fallen daher zwei Schnittpunkte derselben 
mit der Curve C" 1 in D  zusammen; folglich hat Cw in D  einen Doppelpunkt.
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Eine qu ad ratische Strah len in v o lu tio n  und ein p ro jectiv es S tra h l­
büschel erzeugen also  eine Curve d ritter O rdnung, w elche den T rä g e r  
der Inv olu tio n  zum D oppelpunkte hat.

15. Sind die Involution und das Strahlbüschel derart auf einander bezogen, 
dass dem Strahle T, der durch den Träger der Strahleninvolution geht, das Strahlen­
paar entspricht, zu welchem dieser Strahl gehört, so sagt man, das B ü sch el 
und die Inv olu tio n  sind in red u cirter  Lage. Ist T 1 die Gerade, die 
mit T  ein Strahlenpaar der Involution bildet, so entspricht bei reducirter Lage 
der Strahl T  dem Paare T T X. Ist ferner (a T  4- a xT x) (bT  +  bxT x) =  0 ein 
anderes Paar der Involution und entspricht ihm der Strahl $, entspricht ferner 
dem Strahle a 7 ’ +  04 2  =  0 das Paar

$TT\ -h ßj (a T  +  a xT x) (b T  -p bxT x) =  0, 
so entsprechen sich allgemein

+  X ^ S  =  0 und \ ^ T T t +  X2ßt ( a T  +  a xT x) (b T  +  b xT x) =  0.
Eliminirt man aus beiden Gleichungen X1 und X2, so erhält man die 

Gleichung der Curve, welche durch das Strahlbüschel und die Involution erzeugt 
wird, nämlich

«iß • % TT% — a?xT ( a T - h  a xT x) (b T  +  bxT x) =  0.
Diese Gleichung zerfällt in ein Produkt:

T[o.x$Z T x -  aß, ( « 7 +  a xT x) (bT  +  bxT x)\ =  0.
D ie Curve III. O., w elche eine q u ad ratisch e S trah len in v o lu tio n  

und ein dazu p ro jectiv es S tra h lb ü sch e l in red u cirter Lage erzeugen, 
zerfä llt also in eine G erade und einen K eg elsch n itt.

Umgekehrt schliesst man: L ieg t der T räg er einer quad ratischen  
Strah leninvolution  auf einem K eg el sch n itte  K, so gehen die G erad en , 
w elche die Sch n ittp un kte je d e s  P aares der Involu tio n  verbinden, 
durch einen Punkt und bilden  ein mit der In v olu tio n  p ro jec tiv es  
Strahlbüschel. Sind nämlich Mx und M 2 zwei Paare der Involution und 
S x und S 2 die Geraden, welche die Schnittpunkte der Paare M x und M 2 und 
des Kegelschnitts K  verbinden, ist ferner A der Träger der Involution, B  der 
Schnitt von S x und S 2 und T  der Strahl A B , und bezieht man das Büschel B  
projectiv auf die Involution, so dass S x, S 2 ^  Mx, M 2 und T  dem Paare 
entspricht, zu welchem T  gehört, so befinden sich die Involution und das pro­
jective Büschel in reducirter Lage; sie erzeugen also einen Kegelschnitt K ', der 
durch A und durch die vier Punkte geht, in denen K  von Aj und S 2 geschnitten 
wird. Da nun K ' diese fünf Punkte mit K  gemein hat, so ist K' mit K  identisch.

Hieraus folgt eine einfache Construction der Aufgabe, eine quad ratische 
Strah leninvolution  zu ergänzen. Man construire einen Kreis K, der den 
Träger A der Involution enthält, und zwei Sehnen, deren jede die Schnittpunkte 
eines Strahlenpaares der Involution mit K  enthält. Legt man durch den Schnitt­
punkt dieser Sehnen eine Gerade, die K  in B  und B x schneidet, so ist A B, 
A B X ein Strahlenpaar der Involution.

16. Mit Hülfe dieser Sätze kanu die Aufgabe: D ie drei Sch n ittp un kte 
einer Curve d ritte r  Ordnung C " 1 und einer geraden L in ie  T  zu co n ­
struiren, auf das cubische Fundamentalproblem zurückgeführt werden.

Wir construiren ein Kegelschnittbüschel und ein projectives Strahlenbüschel, 
welche die Curve C'" erzeugen. Dieselben schneiden T  in einer quadratischen 
Punktinvolution und einer dazu projectiven Punktreihe. Die Schnittpunkte von 
T  und C'" sind nun die Punkte der Reihe, welche mit einem Punkte des ent-
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sprechenden Punktpaares zusammenfallen. Unsere Aufgabe ist daher auf die 
folgende reducirt: Auf einer G eraden T  lieg en  eine q u ad ratisch e 
P unktinvolu tion  und eine dazu p ro jectiv e P un ktreihe ; man so ll die 
Punkte X  der R eihe finden, die mit einem  Punkte des en tsp rechend en  
Paares zusam m enfallen.

Wir projiciren von einem willkürlich gewählten Punkte A aus die Punkt­
involution und die Punktreihe und erhalten so in A eine Strahleninvolution J  
und ein dazu projectives Strahlbüschel S\ die Strahlen des Büschels, welche 
nach einem der gesuchten Punkte X  gehen, fallen mit einem Strahle des ent­
sprechenden Paares der Strahleninvolution zusammen. Legen wir einen Kreis K  
durch A, und verbinden die Punkte, in welchem der Kreis von jedem Strahlen­
paare der Involution getroffen wird, so bilden diese Verbindungsgeraden ein 
Strahlbüschel 2 , welches mit der Involution J  projectiv ist. Die projectiven 
Büschel S  und 2 erzeugen einen Kegelschnitt C, der durch den Träger A des 
Büschels geht, und daher den Kreis K  in drei weiteren Punkten Y1, Y2, Y3 

schneidet. Der Strahl des Büschels S  und das Paar der Involution J  auf denen 
einer dieser Punkte Y  liegt, entsprechen dem durch Y  gehenden Strahle des 
projectiven Büschels 2, sind also einander entsprechend. Die gesuchten Punkte 
der Geraden T  sind daher die Punkte, in denen T  von den Strahlen A Y X, A Y 2, 
A Y3 geschnitten wird.

17. Hat man ein Kegelschnittbüschel und das dazu projective Strahlbüschel 
bestimmt, durch welches eine Curve III. O. erzeugt wird, und rückt ein Strahl T  
des Strahlbüschels unendlich nahe an einen Träger A des Kegelschnittbüschels 
heran, so hat der entsprechende Kegelschnitt K  des Büschels mit C'" in A 
zwei unendlich nahe benachbarte Punkte gemein; mithin haben C"' und K  in A 
eine gemeinsame Tangente. D ie T an g en te , die eine Curve d ritter Ordnung 
in einem  geg eben en  Punkte A d erselben  berührt, wird daher in folgender 
Weise gefunden. Man construire den Punkt E  der C'", der dem Punkte A und 
drei weiteren Punkten der C "  gegenüberliegt, ziehe EA  und construire in A die 
Tangente des Kegelschnitts, der diesem Strahle entspricht.

§ 16. Tangente und Polaren eines Punktes in Bezug auf eine Curve
dritter Ordnung.

1. Wir verbinden zwei Punkte 3̂ und II und bestimmen die Verhältnisse, in 
welchen die Strecke 5)3 II von den Schnittpunkten der Geraden 5ßII und der Curve 
dritter Ordnung geschnitten wird:
1. f  1 r CtiklOCiOCfcCCl — 0, Zy k f  l  - 1, 2, 3.

Zu diesem Zwecke setzen wir in 1.
Xx -+- X2 x =  1, 2, 3

~P 2̂
und erhalten für das gesuchte Theilverhältniss jx =  X2 : die Gleichung:

Ar) +  HA(r) • Si +/*(*) • £2 -p /3M • U  • v-
2. d -3 [/ 11(f)-$12 +  2/11(?:)-$1^ + 2 / l3 W ^ ^ 3 + / 2 2W^22+ 2/2 3W^2^3-b/33W^32] T i

+  /(£) • P3 =  0-
Hierin bedeuten F(f) und E(£) die Werthe, welche eine Function F  erhält, 

wenn man die durch die je* bez. ?x ersetzt; ferner bedeuten
f x==axxxx%-l-2axx2x xx 2~+-'2a113XiX3+ a l2 2 x $ - h 2 a x23x 2x 3-\-ax33x $ ^ ? Z a11kX;x/!, 

3 . f2= sa xx2x?-+-<2ax22x xx 2-{-2a l2 3 x xx 3-\-a 222x $ + <2a22 3x 2x 3- j-a 23 3x$= Y 2a f2/cx 2Xk,
f 3==axx 3x f  -+-2ax 2 3x xx 2 + 2 ax 3 3x xx 3-\-a2 23̂ |-t-2a233x 2x 3-+-a3 33#f ==2ciik$XiXk,

—  /  U ~ 1  ^  ^ I 2 ^ 1 - t 2 " T  ^ 1  3 ^ 1 ^ 3  - f  J  2 2*^2 - f  4 / 2  3 ^ 2 ^ 3  J  3 3 x 3 •
2. Wir nehmen zunächst an, 5)3 sei auf f  gelegen; alsdann ist f ( j )  =  0 und 

die Gleichung 2. hat die selbstverständliche Wurzel fx =  0, welcher der Punkt 5)3 
entspricht. Die beiden andern Wurzeln der Gleichung 2. erhält man aus der 
quadratischen Gleichung:
1 3[/i (*)•&! + / 2W ^ 2  + / 3(rt*53] +  3[ f xx(r)-tx* +  2 f 12(r)-lxt2 +  2/l s (tf.&15, 

■P / 22(r) ’ ' 22 +  2/23(?) • $2’ 3 + / 33W ' 3̂2] ’ V- "P /($) ' p2 = 0.
Liegt II auf der Geraden T  =  f x(%) • $x + / 8(jc) • £2 +  /„(je) • = 0 ,  so hat

die Gleichung 1 . eine Wurzel (x =  0; die Gerade II hat dann in 5)3 zwei 
zusammenfallende Punkte mit der Curve /  gemein, berührt also /  im Punkte 5)3. 
Die Gerade T  geht durch 5)3, denn setzt man in T  für die Veränderlichen $x die 
Coordinaten ;rx des Punktes 5)3, so erhält man
2 - _ _ / i M  • h  +  fair)  * ra +  fair)  • r3 ,
und dies ist nach 6. identisch mit f[y), also gleich Null, da 5)3 auf /  liegt. Es 
giebt daher nur eine Gerade, welche eine Curve III. O. in einem gegebenen 
Punkte derselben berührt, und die G leich u ng  der T a n g en te  der Curve 
/  =  0 im Punkte 5)3 ist
3. T  =  f x(r) ■ x x + / 2(jr) • *2 +  / 3(jc) • x 3 =  0.

3. Die Gleichung der Tangente in einem Curvenpunkte wird nur dann 
unbestimmt, wenn für die Coordinaten dieses Punktes die drei Functionen 
f i>  f 3 zugleich verschwinden. Aus der Identität No. 1 , 6 folgt, dass unter 
dieser Bedingung 5)3 auf der Curve f  liegt.

Ist für die Coordinaten von 5)3 / j =  / 2 =  / 3 =  0, so wird die Gleichung 3. 
identisch und jede durch 5)3 gehende Gerade schneidet die Curve f  im Punkte üß 
in zwei zusammenfallenden Punkten; hierdurch ist der Punkt 5)3 als D o p p el­
punkt charakterisirt.

Die drei Gleichungen f x =  f  2 ~  f  3 =  0 sind homogen quadratisch für die 
unbekannten Coordinaten xx des Doppelpunktes, haben daher im Allgemeinen 
kein gemeinsames System von Wurzeln; eine Curve III. O. hat also im A ll­
gem einen keinen  D oppelpunkt. Mehr als einen Doppelpunkt kann eine 
eigentliche Curve dritter Ordnung nicht haben; denn eine zwei Doppelpunkte 
verbindende Gerade würde mit der Curve vier Schnittpunkte haben.

4. Zwischen f ,  f x, f 2, f 3, f xx> f x 2, f x%} f^ 3  bestehen die Identi­
täten No. 1, 5; dieselben lehren sofort: Wenn es einen Punkt 5)3 giebt, für 
welchen f x =  f 2 =  f 3 =  0, so verschwindet für diesen Punkt auch die Determinante :

f x  1  f x  2 f x  3 

H  =  f i  2 f 2 2 f 2 3 

f x  3 f 2 3 f 3 3
Diese Determinante heisst die HESSE’sche Determinante der cubischen 

Function /. Sie ist homogen dritten Grades in den Coefficienten von f  sowie 
in den Coordinaten x%. Die Gleichung H  — 0 ist daher die Gleichung einer zur

Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II . j  2
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Curve f  in einer bestimmten Beziehung stehenden Curve dritten Grades; man 
nennt dieselbe die H e s s e ’sehe Curve der Curve f  — 0. Wir haben daher: H at 
eine Curve d ritter Ordnung einen D oppelpunkt, so lieg t d erselb e  auf 
der zugehörigen HESSE’sch en  Curve.

5. Ist Sß der Doppelpunkt einer mit Doppelpunkt versehenen Curve dritter 
Ordnung, so wird der dritte Schnittpunkt einer durch ß  gehenden Geraden und 
der C'" aus der Gleichung bestimmt, die aus No. 2, 1 nach der Substitution 
fx  — — f z  =  0 und nach Absonderung der Wurzel \x — 0 übrig bleibt:
. 3[/iiW -£i2+ 2 / I äW-Ei52+ 2 / l 3(r)-S1E3+/a2W-E22+ 2/ 23(f).£2£3+ / 3S(,:)-Esä] 

+  /(S) • i» =  0.
Wird nun der Punkt ü so gewählt, dass 

2- /iiW - Siä+ 2 / 12(j)-E1E2+ 2 / ls(f)-E1E3+ / 22(f)-E22+ 2 / 23(r)-E2E3-|-/3S(r)-Es2 =  0> 
so hat die Gleichung 1. die Wurzel jx — 0, alle drei Schnittpunkte der Geraden 
ß ll  fallen also in den Doppelpunkt ß.

Da die HESSE’sche Determinante für die Coordinaten des Doppelpunktes 
verschwindet, so folgt (§ 13, No. 3), dass der Kegelschnitt 2. in zwei Gerade 
zerfällt. Die Coordinaten des Schnittpunkts dieser beiden Geraden genügen den 
Gleichungen

fu (? ) • +  /isfr) • 2̂ +  /isW * =  0,
/ 12W • Zi +  / 22W ‘ %2 +  / 23W ’ £3 =
/l3W • Sl -+- /23W • £2 +  / 33W • 3̂ =  0.

Ersetzt man hierin durch £*, so gehen die linken Seiten in /j(y), f 2 f) , /%(?)
über, verschwinden also; der Doppelpunkt ß  ist also zugleich der Doppelpunkt 
der Curve 2. Hieraus folgt, dass die beiden durch 2. repräsentirten Geraden 
diejenigen Geraden sind, die durch !p gehen und in ß  drei zusammenfallende 
Schnittpunkte mit der Curve / =  0 haben. Diese beiden Geraden heissen die 
D oppelpunktstangenten .

Verlegt man den Eckpunkt A x des Coordinatendreiecks in den Doppelpunkt, 
so ist jcx — h v  y2 =  ;c3 =  0, mithin

/ 1 1 W  —  a \ 1 1  > / 1  .fr) —  1 2 ^ 1  1 f i  a(?0 —  a i 1 3  ^ 1  >

sin d  a ie se io en  rea l, una nimmt man jl2 una s i3 aut innen an, so 
muss sich die linke Seite auf ein Vielfaches von x 2x 3 beschränken, daher ist

a \ 11 ”  a 1 1 2  ~  a l l 3 ~  a l 22  =  ß 133  = =  0 -
B ezieh t man also  die G leichung einer mit D oppelpunkt versehenen  

Curve III. O. au f ein C o o rd in aten d reieck , das die E ck e  A x im D o p p el­
punkt und die E cken A 2, A 3 auf den D oppelpunktstangenten hat, so 
ist die G leichu ng von der Form :
o. f  23x xx 2x 3 -+- d222x 2 -+- 3d223x 22x 3 T- 3d233x 2x 2 -t- #333^3® =  0.
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Entwickelt man nach den Gliedern der ersten Zeile, so erhält man.

4. - j — • H  =  2 d t 2 3 x xx 2x 3 — a 2 2 2 x 23 4- a 2 2 3 x g x 3 H- a 2 3 3 x 2x g  <*33 3x 3 •

Die Gleichung ZZ =  0 hat dieselbe Gestalt, wie 3. Wir schliessen hieraus: 
H at eine Curve d ritter  Ordnung /  einen D op p elp unkt, so hat ihre 
HESSE’sche Curve H  in d em selben  Punkte einen  D oppelpunkt, und 
beid e Curven haben die D o p p elp u n ktstan gen ten  gem ein.

Haben zwei Curven einen gemeinsamen Doppelpunkt, so gilt derselbe für 
vier Schnittpunkte; haben sie ausserdem noch gemeinsame Doppelpunktstangenten, 
so haben sie noch zwei auf den Doppelpunktstangenten gelegene, dem Doppel­
punkte unendlich nahe gemeinsame Punkte, also zählen der gemeinsame Doppel­
punkt und die gemeinsamen Doppelpunktstangenten für zusammen sechs Schnitt­
punkte. Die drei Schnittpunkte, welche die Curven /  und H  noch ausserdem 
gemein haben, befriedigen die Gleichung

f — - 2 — * H  SS 4 #2 2 2^23 +  ^a3 33x3 =  0.& 1 2 3
Diese Gleichung liefert die Verhältnisse x 2 : *3 der drei andern Schnitt­

punkte; sind a' und a" die beiden conjugirt complexen Wurzeln der Einheit, 
und ist p, die reale Cubikwurzel aus (— a 3 3 3) \ a 222> so hat man

ß 2 2 2 * 2 3 +  <*3 3 3 * 3 3 =  a 2 2 2  ( x  2 —  )XX 3)  ( x 2 —  f  \IX 3)  ( x  2 —  \LX3 ) .

Es sind daher * 2 — ^*3  =  °> x 2 — a!\xx3 = 0 ,  * 2 — a \ix3 — 0 die
Gleichungen der Strahlen, welche von A x aus nach den andern Schnittpunkten 
gehen. E in e Curve III. O. mit D oppelpunkt und rea len  D o p p elp u n k ts­
tangenten  und ihre HESSE’sche Curve haben ausser dem D oppelpunkte 
noch einen rea len  und zwei co n ju g irt com p lexe Schnittpunkte.

6. Es kann sich ereignen, dass die beiden Tangenten eines Doppelpunkts 
einer Curve ^ten Grades zusammenfallen. Man bezeichnet dann den Doppel­
punkt als einen R ü ckkehrp u nkt und die Tangente in diesem Punkte als 
R ü ck k eh rtan g en te . Legen wir, um diesen Fall bei cubischen Curven aufzu­
suchen, die Ecke A x des Coordinatendreiecks in den Rückkehrpunkt, die Ecke 
A 3 auf die Rückkehrtangente; dann muss sich die Gleichung der Doppelpunkts­
tangenten auf die Gleichung der doppelt zu zählenden Achse A XA 3, also aufx £  =  0 
reduciren.

Hieraus folgt a l t l  =  a i l t  =  « 113  =  =  ‘ u .  =  0; mithin ist die
Gleichung der Curve
1. / = =  3a122xxx$ +  a222xl +  3a223x$x3 H- 3a233x2x2 +  tf3 3 3 *33 =  ° -

Umgekehrt überzeugt man sich leicht, dass eine Curve III. O., deren 
Gleichung unter der allgemeinen Form 1. enthalten ist, den Punkt A x zum 
Rückkehrpunkt und die Achse A XA 3 zur Rückkehrtangente hat.

Die HESSE’sche Curve hat dann die Gleichung

diese Gleichung giebt entwickelt
H  = =  —  a \ 2 2 X 2 (a 2 3 3 X 2 a 33  3 X 3)

D ie  HESSE’s c h e  Curve e in er  mit R ü c k k e h r p u n k t  v e r s e h e n e n  Curve
12
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HI- O- zerfä llt also in die dopp elt zu zählende R ü ck k eh rtan g en te  
und in die durch den R iickkehrp u nkt gehende G erade

T =  a 2 3 3 x 2 T- a 3 3 3 x 3 =  0 -
Legt man den Eckpunkt A 2 des Coordinatendreiecks auf die Gerade T, so 

muss a 23 3 = 0  sein; in Bezug auf dieses Coordinatensystem lautet also die 
Gleichung der Curve III. O. mit Rückkehrpunkt:

f  ^  ^a i 2 2 X1X 2 +  a 2 2 2 X 2 +  ^a 223X2X3 +  ^3 3 3 -̂ 3 =  0 .
Wir bemerken, dass die Curve mit ihrer ÜESSE’schen Curve ausser den 

Rückkehrpunkt noch einen immer realen Punkt gemein hat, nämlich den Punkt, 
der sich aus x 3 =  0 und/=> 0, also aus x 3 =  0 und 3 a 1 2 2 x x -h a 2 2 2 x 2 =  0 
bestimmt.

Ist iß ein W endepunkt (Inflexionspunkt) einer Curve III. O. und II auf der 
W endetangente (d. i. auf der Tangente im Wendepunkt) gelegen, so muss die 
Gleichung 3 [/ ,,« •  E? +  2/ls (f). E,£a +  2 / , ,© - 5, Es + / ä2(f)-E| +  2/„(?)■ 6,5 , 
+  /s s W  * S32] +  f(£ )  • P =  0 , durch welche der Begleiter der Tangente in iß 
bestimmt wird, die Wurzel fx =  0 ergeben. Die Bedingung hierfür ist, dass
■??= / l l ( r ) - « ? - t - 2/ ! 2( f ) - « 1E2+ 2/ 11( f ) . £ 1E3+ / 22(r ) . e | + 2/ 2!i( f ) - E 2Es + / s 3( f) - E s* = 0.

Ausserdem erfüllt II noch die Gleichung der Wendetangente
T  —  f x 00 1̂ +  f f f )  %2 +  /3ÖO ?3 =  0.

Beide Gleichungen können nur dann für unzählige Punkte II zusammen­
bestehen, wenn F  zwei Gerade darstellt, deren eine T  ist. Zerfällt F  in zwei 
Gerade, so verschwindet für die Coordinaten des Punktes iß die Determinante

fx  1 f\  2 f i  3
^  — f  12 f  2 2 f 23 — 0  J

f  13 f 23 f 33
die W endepunkte einer Curve III. O. liegen  also auf der HESSE’schen  
Curve.

Umgekehrt: Je d e r  Sch n ittp u n k t einer Curve III. O. mit ih re r  Hesse- 
sch en  Curve, der n ich t D oppelpunkt ist, ist ein W endepunkt. Denn 
ist iß ein solcher Punkt, so ist nach der Voraussetzung/(je) =  0 und H (f) =  0. 
Aus der letzteren Gleichung folgt, dass der Kegelschnitt F  in zwei Gerade zer­
fällt; aus No. 1 , 6 erkennt man, dass F  den Punkt iß enthält. Die Gerade T  
berührt F  in iß. Der Doppelpunkt D  der Curve F  genügt den Gleichungen 

-̂ 1 =  f l  1 fr) * x l “1“ f l 2 f ) ' X2 f l  3  0 0  ‘ X 3 — 0,
^2 —  f 1 2 0 0  ’  X1 +  / 2 2 (?) ' x 2 +  . A s O O  " * 3  ~  0 ;

■̂ 3 — fl$ ( f )  ' x l +  f2  3 ( f) 'X2 f 3 3 (?) ' x 3 =  0.
Nach No. 1 , 5 ist 7' == ?XF X 4 - ]t2 F 2 -+- ?3F 3 . Hieraus folgt, dass D  auf

T  enthalten ist. Wenn nun iß nicht Doppelpunkt von C'" ist, so werden von iß 
die Gleichungen F 1 =  F 2 =  F 3 =  0 nicht erfüllt, also sind iß und D  verschieden; 
folglich ist T  ein Theil von F f d. i. jeder Punkt, der ^ = 0  erfüllt, genügt auch 
F  =■ 0; folglich hat die Gleichung No. 1 , 2 für jeden Punkt II der Geraden T  
drei Wurzeln jx =  0, w. z. b. w.

E in e Curve III. O. ohne D oppel- oder Rückkehrpunkt hat daher 
neun W endepunkte; eine Curve III. O. mit Doppelpunkt hat drei 
W endepunkte; eine Curve III. O. mit Rückkehrpunkt hat einen realen  
W endepunkt.

8. Sind auf einer Geraden zwei Punkte A XA 2 gegeben, so haben wir einem 
Punkte iß der Geraden einen andern Punkt II in Bezug auf A XA 2 harmonisch 
zugeordnet, indem wir für die Verhältnisse ^  und fx2, in welchem die Strecke
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iß II von den Punkten A x und A 2 getheilt wird, die Gleichung festsetzten
Pl +  P2 =  0 .

Hiervon ausgehend, ordnet man einem Punkte iß in Bezug auf «Punkte 
A XA 2 . . An, die mit ihm auf einer Geraden liegen, die Punkte zu, für welche 
die Verhältnisse jx1, fx2, . . jx„, in denen die .Strecke ißII von AXA 2 . . A„ getheilt 
wird, den Bedingungen genügen

Pi +  P2 P3 "+■ • • • -+- fX„ = 0 ,
P1P2 ~P P1P3 +  • • • +  p«-ip« =  0,

2  [X<J fXc —  0  , ’Tt |Xa |X<$ |XC fl-d —  0  , . . . . ~  [Xfl fX,5 —  0 ,

wobei für abc , ab  cd, . . . . , abc  . . r  alle Combinationen dritter, vierter, . . . 
(« — l)ter Klasse aus den Zahlen 1 , 2, 3 . . .  zu nehmen sind. Setzt man PAi =  di, 
PU — x, so ist

PA i PA i di
^  =  ÄfU =  PU — PAi =  f^ P d i  •

Wird dies in 2 jxä|x<5 . . pk =  0 eingesetzt, so entsteht
2 5̂ de dk q

x  dd x  d̂  x  de x  dk
Multiplicirt man diese Gleichung mit (x — dx) (x — d2) (x — d3) . . . (x — dn), 

so verschwindet in jedem Gliede der linken Seite der Nenner, und das Produkt 
dad6 . .  .d k  wird mit dem Produkte von « — k Differenzen x  — df multiplicirt. 
Die Gleichung 1 . wird daher vom Grade ( « — k) in Bezug auf x, und wird 
folglich von n — k Punkten II erfüllt.

D ie Gruppe der (n — k) P u n k te  II, w elche der G leich u ng  genügen
2 (Xrt |X£ \lc . . . JX£ =  0,

nennt man die h arm o n isch en  P ole  (n — /£)ten G rad es der Punkte 
A xA 2 . . An in Bezug auf den Punkt iß.

9. Besteht die Gruppe der Punkte A aus drei Punkten A lt A 2, A 3, so 
giebt es zu jedem Punkte iß zwei harmonische Pole zweiten Grades und einen 
harmonischen Pol ersten Grades, die sich der Reihe nach aus den Gleichungen 
ergeben
1. Pi +  P2 +  P3 =  0; P 1 P2 +  P2P3 +  P3P1 =  0.

Dividirt man dieselben durch fx^ jxg , so entsteht
o 1 1 1 1 1 12. -+- -+■  — 0, —  H------+  — =  0.

P2P3 P 1P3 P2P1 P3 Pi Pi
Nun sind 1 : [xt , 1 : (x2, 1 : [x3 die Theilverhältnisse UAX : A xiß  . . . . , also

werden durch die Gleichungen 2. die harmonischen Pole ersten und zweiten 
Grades für den Punkt II in Bezug auf die Punkte A x, A 2, A 3 definirt. Hieraus 
folgt: Ist II ein h arm on isch er Pol zw eiten G rades von iß, so ist iß der 
harm onische P ol ersten  G rades von II; und umgekehrt: ist II der h a r­
m onische P ol ersten  G rades von iß, so ist iß ein harm onischer Pol 
zweiten G rades von II.

Drückt man die Bedingungen 1. durch die Grössen x  und d  aus, so erhält man
dx (x — d2) (x — d3) +  d 2 (x — d3) (x — d x) -h d3 (x d\) i.x  ^2) —

4. d xd 2 (x — d3) 4- d 2d 3 (x  — dx) +  d3dx — d2) =  0.
Fällt iß mit einem der drei Punkte A, z. B. mit A 3 zusammen, so ist d3 — 0, 

und die Gleichung 3. vereinfacht sich zu dx (x — d2) x  -h d2 - x  (x — dx) — 0. 
Eine Wurzel dieser Gleichung ist x  =  0, die andere folgt aus 

dx (x  — d2) -+- d 2 (x — dx) — 0 ;
durch diese Gleichung wird der harmonische Pol von iß in Bezug auf das Punkt-
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paar A XA 2, d. i. der vierte harmonische Punkt zu AxA29ß definirt. Die Gleichung
4. giebt für d3 =  0 über in x — 0. Wir schliessen daher: F ä ll t  der Punkt 
iß mit einem Punkte A 3 der Gruppe A XA 2 A 3 zusam m en, so fä llt von 
den harm onischen P olen  zw eiten G rades des Punktes iß in Bezug auf 
A XA 2A 3 einer auf iß, der andere is t der harm onische P ol von iß in 
Bezug auf A XA 2] der harm onische Pol ersten G rades von iß in Bezug 
auf A XA 2A 3 fä llt mit iß zusammen.

Wenn zwei von den Punkten AXA 2A 3 zusammenfallen, z. B. A 2 =b=A 3, so 
ist d3 — d2 und diese Gleichung 3. erhält den Faktor x  — d2. Daher: F a lle n  
zwei von den Punkten A XA 2A 3 zusam m en, so fällt für jed en  Punkt iß 
einer der beiden  harm onischen  P ole zw eiten G rades mit den beid en  
Punkten zusammen. Ebenso folgt: W enn die drei Punkte A XA 2A 3 in 
einen Punkt A zusam m enfallen, so fallen  für jed en  Punkt iß der 
E b en e  die beiden harm onischen P ole zweiten und der h arm onische 
Pol ersten  G rades auf A.

Ordnet man die Gleichungen 3. und 4. nach x, so erhält man
5. (dx 4- d 2 -\- d3) x 2 — 2 (d2d3 4-  d 3dx 4- d xd2)x  4- 3 dxd2d3 — 0,
6. (d2d3 +  d 3dx 4- dxd2) x — 3 dxd2d3 =  0.

Bezeichnet man die Wurzeln der Gleichung 5. mit x x und x 2, so genügen 
daher die harmonischen Pole zweiten Grades den Gleichungen 

1 1 2

Dies ergiebt: D er harm onische Pol ersten  Grades eines Punktes iß 
in Bezug auf drei Punkte A XA 2A 3 ist zugleich der h arm onische P ol 
von iß in Bezug auf die beiden harm onischen P ole  zweiten G rades 
von iß in Bezug auf A XA 2 A3.

9. Die Verhältnisse, in denen eine Strecke iß FI von den drei Schnittpunkten 
der Geraden iß 0 und der Curve dritter Ordnung f  — 0 getheilt wird, ergeben 
sich aus der Gleichung (No. 2)

/(*) +  3[/iM • 5i +  / 2(*) * ^  +  / 3(*) * £3] • P +  3 [/„(je) • 4- 2/18(3t) • M 23
2/ i 3( * H i *3 +  / m I * ) * V  +  2/23W - ^ 3  + / 33W ] • P2 M =  0,

Ist II ein harmonischer Pol zweiten Grades, so verschwindet die Summe 
der Wurzeln dieser Gleichung, so ist also

9' = / l l W  • £l2 +  2/ 1 2 W  • +  S / j . W  • 8̂ 3 + / 22W ^ 22 +  2 / 23(jC)*52 63

+  / 33W • 3̂2 =  0.
D er Ort der h arm on isch en  P o le  zw eiten Grades, die zu einem 

Punkte iß in Bezug auf die Schnittp unkte der durch iß gehenden 
S trah len  m it der cu b isch en  Curve /  =  0 gehören, is t also der K e g e l­
sch n itt 9' =  0.

Dieser Kegelschnitt heisst die erste oder die conische P o lare  des Punktes 
iß in Bezug auf die Curve /  =  0.

Ist II der harmonische Pol ersten Grades, so verschwindet die Summe der 
Produkte je zweier der drei Wurzeln g. der obigen cubischen Gleichung, es ist 
daher 9" =  (je) • +  /*(*) • ?2 + / 3 W  ’ h  =  °-
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D er Ort der harm onischen  P ole  ersten  G rad es, die zu einem  
Punkte iß in Bezug auf die Sch n ittp u n kte der durch iß g eh en d en  
S trah le n  mit der cu b isch en  Curve /  =  0 geh ören , ist som it die G e ­

rade 9" == 0. 1 cn
Diese Gerade heisst die zw eite oder die gerade P o la re  des Punktes 4*

in Bezug auf die Curve /  =  0. _
Nach dem letzten Satze der vorigen Nummer ist die gerade P o la re  

eines Punktes in Bezug auf eine Curve d ritte r  Ordnung zugleich  
die P o lare  dieses Punktes in Bezug au f die erste  P o lare  d esselb en  
Punktes.

10. Legt man von iß eine Tangente an/, und ist A der Berührungspunkt 
und A x sein Begleiter, so fällt einer der harmonischen Pole zweiten Grades 
von iß in Bezug auf den doppelt zu zählenden Punkt A und den Punkt A x mit 
A zusammen; die erste Polare von iß geht also durch Ah Und umgekehrt: Ver­
bindet man einen nicht auf /  gelegenen Punkt iß mit einem Schnittpunkte A 3 

der Curve /  und der ersten Polaren 9' des Punktes iß, so fällt in A 3 einei dei 
Schnittpunkte von ?ßA3 und /  mit einem harmonischen Pole zweiten Grades 
von iß in Bezug auf diese drei Schnittpunkte zusammen; wenn nun die Gleichung

dx (x — d2) (x — d3) +  d2 (x — d 3) (x — dx) 4- d 3 (x — d x) (x — d2) =  0, 
welche die harmonischen Pole zweiten Grades liefert, eine Wurzel x  3 ent 
hält, so folgt d 3 (d3 -  dx) (d3 -  d2) =  0. Da nun nach der Voraussetzung iß 
nicht auf /  liegt, so ist d 3 ^ 0, folglich ist entweder d 3 =  dx, oder d 3 — d2, 
es fallen also zwei Schnittpunkte der Geraden iß^43 und der Curve /  in A 3 

zusammen, die Curve /  wird von iß^ 3 in A 3 berührt.
Wir haben daher den Satz: D ie T an g en ten , die von einem  Punkte 

au sserh alb  einer Curve III. O. an die Curve g eleg t w erden, berühren  
d ie se lb e  in den Sch n ittp u n k ten  mit den ersten  P olaren  des Punktes. 
Von jedem  Punkte der E ben e aus, der n ich t auf der Curve liegt, lassen  
sich daher im A llgem einen sech s T an g en ten  an eine Curve III. O. legen.

Eine Ausnahme hiervon tritt ein, wenn die Curve /  einen Doppelpunkt oder 
Rückkehrpunkt hat. Für jeden Punkt iß der Ebene geht die erste Polare durch 
den Doppelpunkt; da nun in dem Doppelpunkte zwei Schnittpunkte von /  und 
9' zusammenfallen, so bleiben vier weitere Schnittpunkte von /  und 9' übrig. 
H at also eine Curve III. O. einen D oppelpunkt, so lassen  sich von 
jed em  Punkte, der n ich t auf der Curve lieg t, nur vier T an g en ten  an 
die Curve legen.

Hat die Curve III. O. einen Rückkehrpunkt, und wählt man dasselbe 
Coordinatensystem wie in No. 6, 2, so ergiebt sich für die erste Polare eines 
Punktes iß die Gleichung

9' == 2 tf12 2?2 • * 1*2 +  (<*12 2*1 +  <*222 *2 +  <*22 3*3) ' X$ +  2ö2 2 3 * 2 V s

Setzt' man hierin * 2 =  0, so folgt * 32 =  0; hieraus ersieht man, dass 9' 
die Rückkehrtangente A XA 3 im Rückkehrpunkte A x berührt.

H at also eine Curve III. O. einen R ückkehrp u nkt, so geht die 
erste P o lare  je d e s  Punktes der E b en e  durch d en selben  und berührt 
die R ü ckkeh rtang en te.

Ferner ergiebt sich die Identität 3̂ c2 9' — 2y2/
^ ( ? , a x22r x 4- «2 22*2 H-3«223 * 3 ) 4 2 +  3 <*3 3 3 *3 *2*3* ~  2 <*3 33 *2 ̂ 3 =  °-

Für die Punkte, für welche die rechte Seite und /  verschwindet, ist auch
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?' =  0. Wir schliessen hieraus: E in e  C urve d r itte r  O rd nu ng m it R ü c k k e h r ­
p u n kt h at m it d er e rs te n  P o la re n  je d e s  P u n k tes a u sse r  dem  R ü c k k e h r ­
p u nkte d re i P u n k te  gem ein . H at e in e  Curve III. O. e in en  R ü c k k e h r ­
pu nkt, so la s se n  sich  von je d e m  P u n k te  der E b en e aus d re i T a n g e n te n  
an d ie  C urve legen .

Liegt g> auf der Curve /  so wird die Gleichung der g e ra d e n  P o la re n  
mit der Gleichung der C u rv e n ta n g e n te  in gl identisch; die Gleichung 9' wird 
alsdann von gl erfüllt, und da 9" die Polaren von gl in Bezug auf 9' ist, so 
ergiebt sich: D ie e rs te  P o la re  e in e s  P u n k te s  der Curve /  =  0 b erü h rt 
d ie C urve in d ie sem  Punkte. Zugleich folgt: An e in e  C urve III. O. ohne 
D o p p e l-  und R ü c k k e h rp u n k t la s se n  s ich  von einem  P u n k te  d er C urve 
aus v ier T a n g e n te n  le g e n ; an e in e  C urve III. O. m it D o p p e lp u n k t 
la s se n  s ich  von ein em  P u n k te d er C urve aus zwei T a n g e n te n  le g e n ; 
an e in e C urve III. O. m it R ü c k k e h rp u n k t lä ss t sich  von ein em  P u n k te  
d er Curve aus e in e  T a n g e n te  leg en .

Ist gl ein Wendepunkt der Curve /  so zerfällt (No. 6) die erste Polare von 
gl in zwei Gerade, deren eine die Wendetangente ist; daher folgt: V on  ein em  
W en d e p u n k te  e in e r  C urve III. O. aus lassen  sich  (ausser der Wende­
tangente) n o ch  d re i od er e in e  T a n g e n te  an die Curve le g e n , je  n ach d em  
die C urve ohne D o p p e lp u n k t is t  o d er n ich t.

11. Die erste Polare 9' eines Punktes gl zerfällt in zwei Gerade, wenn die 
H e s s e  sehe Determinante H  für die Coordinaten von gl verschwindet, also wenn 
gl auf der H e s s e  sehen Curve H  — 0  liegt. Die Coordinaten des Doppelpunkts 
von 9' erfüllen die Gleichungen

f \ l ( f )  ‘ ^1 ' ^2 +  / l  3 fr) • £3 =  0 ,

f  \ 2 CO ' 1̂ +  f 2 2 fr) - 2̂ T- / 2 3 fr) * £3 =  0 ,
/ ls Ö M i +/23Ö0 • &2 + / 33ÖO • £3 =  0 .

Ordnet man diese Gleichungen nach f x , jr2, y3 , so erhält man (vergl. No. 1 , 4)
f  1 1 f r )  • H  “E ./12 O O  ‘ £2 +  / 1 3 O D  * ? 3 =  0 ,

/ l 2^) • h  -b / 22®  ' h  + / 2 3 ^ ) • *3 =  0 ,
/ l s C Q ’ Jfl + / 2 3 ^ ) -? :2 T -/ 33(S )- j:3 =  0 .

Hieraus folgt, dass für die Coordinaten des Doppelpunkts von 9' ebenfalls 
die Determinante H  verschwindet. Wir schliessen daher: D er O rt d er P u n k te , 
d ere n  e r s te  P o la r e n  in B ezu g  au f e in e  Curve d ritte r  O rdnung /  in 
zwei G era d e  z e r fa lle n , sow ie d er O rt der D op p elp u n k te  d er z e r ­
fa lle n d e n  P o la re n  is t  d ie  HESSE’sche C urve d er C urve/.

12. Aus dem ersten Satze in No. 9 folgt: I s t  9' die e r s te  P o la re  von 
gl, so g eh en  d ie  g era d en  P o la re n  a lle r  a u f 9' lieg en d en  P u n k te  durch 
g , und d ie  P o le  d er d u rch  gl g eh en d e n  G e ra d e n  (d. i. die Punkte, welche 
diese Linien zu geraden Polaren haben) lie g e n  au f 9'.

Ist 9j die erste Polare von A x> cp2' die erste Polare von A 2 , und B  ein 
Schnittpunkt von 9/ und 9/, so geht die gerade Polare von B  durch A x und 
durch A 2, ist also die Gerade A XA 2. Sind x%x und *x2 die Coordinaten von 
A x und A 2, so hat irgend ein Punkt P  auf AXA 2 die Coordinaten

X  —  ^ l ^ l  ^ 2 X *2
1̂ ~h X2 ’

daher ist die Gleichung der ersten Polaren von P :  9' =  +  A292' =  0.
Wir schliessen: E s g ie b t  v ier P u n k te , w e lch e  eine g e g e b e n e  G e ra d e  

zur P o la re n  h aben . D ie e rs te n  P o la re n  der Punkte eine*- G e ra d e n
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bilden  ein m it d ieser Punktreihe p ro jectiv es K eg e lsch n ittb ü sch e l, 
dessen T räg er die P o le  der G eraden sind.

13. B e ste h t eine Curve III. O. aus drei G eraden, die n ich t durch 
d en selben  Punkt gehen, und nimmt man die Geraden zu Coordinatenachsen, 
so ist die Gleichung des Vereins dieser drei Geradenf  6  x xx 2x 3 =  0, wobei 
der Faktor 6 hinzugefügt worden ist, um Uebereinstimmung mit der allgemeinen 
Form der cubischen Gleichung zu haben. Für diese Function /  ist 

/  =  2 * 2*3 , /  =  2 * ! * 3 , / 3 =  2 x xx 2 ,
f i  1 =  0 , f  x 2 — *3 > f  \ 3 =  # 2 • f  2 2 =  0 > f  2 3 — * 1  > f  3 3 =  0 •

Die G leichu ngen  der ersten  P olaren  und der geraden P olaren  
eines Punktes gl in Bezug auf die aus den Se iten  des A ch sen d reieck s 
bestehende cu b isch e Curve sind daher

?' =  h  • * 2*3 -+- h  ' * 3*1 +  *3 ‘ *1 *2  =
1 * ,  x 0 * ,

ö---------9 =  —  H---- — H- —  =  0 .
2jCi?8Jt3 ?2 *3

Beide Polaren lassen sich leicht construiren. Setzt man in 9" die Coor- 
dinate x x =  0 , so erhält man

T i =  0 .x 2 , x_$ 
h  ?3

Dies ist die Gleichung einer durch A x gehenden Geraden; mithin die 
Gleichung der Geraden, die A x mit dem Punkte verbindet, in welchem 9" die 
Dreieckseite A 2A 3 schneidet.

Ebenso erhält man, dass die Strahlen, die A 2 und A 3 mit den Schnitt­
punkten der Polaren 9" und der gegenüberliegenden Seite des Coordinaten­
dreiecks verbinden, die Gleichungen haben

OC ■* 0C t)
To =  —  +  —  =  0.

H r2
t 2 =  —  +  —  =  0 ,

2 h  h
Den Achsen * 2 =  0, * 3 =  0 und der Geraden T x ist die Gerade A x gl

harmonisch zugeordnet; denn die Gleichung von A xgl ist
^2
*2

Xn
=  0; 

h
ebenso ist A 2gl der vierte harmonische Strahl zu x x =  0 , * 3 =  0 und T 2 ,
sowie A 3gl harmonisch zu x x =  0, * 2 =  0 und T z .

Um daher die gerade Polare eines Punktes gl in Bezug auf ein Dreieck 
A XA 2A 3 zu construiren, verbindet man gl mit A x und A 2, construirt zu A XA 2, 
AXA3, A x g} den vierten harmonischen Strahl T x, sowie zu A 2A X, A 2A 3, A 2?ß 
den vierten harmonischen P 2 und verbindet die Punkte, in denen A 2A 3 und 
AXA 3 von T x und T 2 geschnitten werden; diese Gerade ist die gesuchte Polare.

Die erste Polare 9' geht durch die Ecken des Coordinatendreiecks. Die 
Gleichung der Tangente an 9' im Punkte II ist

(?2 • £3 ■+* £3 ‘ 2̂) x i +  fr3 * Si -P • £3) *2 +  fri * £2 £2 • *3 =  0 .
Die Gleichungen der Tangenten, welche in A x, A 2, A 3 berühren, sind daher

y3* 2 -+- 2 3̂ ?1*3 ~P £3*1 == $2X1 ~P U*2 ===
dies sind aber der Reihe nach die Geraden T x , T 2 , T 3. Die erste Polare 
eines Punktes gl in Bezug auf das Dreieck A XA 2A 3 wird also erhalten, indem 
man T x und T 2 construirt, und den Kegelschnitt zeichnet, der durch A XA 2A 3 

geht und T x und T 2 berührt.
1 4 . Diese Constructionen lehren zugleich, wie man für einen Punkt gl 

in Bezug auf drei mit gl au f einer G eraden T  g eleg en e Punkt A B C  die
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beiden harm onischen  P ole  zw eiten Grades und den h arm onischen  
P ol ersten  G rades findet. Man ziehe durch A B C  drei Gerade S x, S 2, S 3, 
die nicht durch einen Punkt gehen, und construire die Schnittpunkte der Geraden 
T  mit der ersten Polaren des Punktes $ß in Bezug auf die Geraden S x, S 2, S 3] 
diese Schnittpunkte sind die gesuchten harmonischen Pole zweiten Grades; 
ferner construire man die gerade Polare von iß in Bezug auf S x, S 2, S 3; diese 
schneidet T  in dem gesuchten harmonischen Pole ersten Grades.

15. Zieht man durch einen Punkt iß zwei Gerade und nimmt auf jeder 
derselben drei Punkte an A, B , C und A', B', C', so hat iß für alle cubischen 
Curven, die durch diese sechs Punkte gehen, dieselbe gerade Polare, denn diese 
ist die Verbindungslinie der harmonischen Pole ersten Grades für den Punkt iß 
in Bezug auf A B C  und A'B’C . Die einfachsten Curven III. O., die sich 
durch die sechs Punkte legen lassen, sind die sechs Vereine von drei Geraden, 
welche die Punkte paarweis verbinden, z. B. der Verein der Geraden AA', B B ', 
CC'. Um daher die gerade P o lare  von iß in Bezug auf die Curve III. O. 
/  =  0 zu co n stru iren , verbinden wir iß mit zwei bekannten Punkten A und 
A' der Curve f  und construiren die beiden übrigen Schnittpunkte von f  mit der 
Geraden ?ßA und iß^4'; diese Punkte B  C und B'C' werden durch gerade Linien 
und Kreise nach § 15, No. 13 gefunden. Unter Anwendung des Lineals allein 
bestimmt man nun die gerade Polare von iß in Bezug auf die drei Geraden 
AA', BB', CC' (oder A B , B A ’, CC' u. s. w.); diese ist die gesuchte Linie.

16. D ie erste P o lare  eines Punktes iß für eine Curve III. O. f  =  0 
wird in folgender W eise gefunden:

Man verbinde iß mit drei bekannten Punkten A, A], A" der Curve f  und 
bestimme die Punktpaare BC, B'C', B"C"  in welchen /  von den Strahlen iß A, 
?ßA', ißA" noch geschnitten wird. Hierauf ziehe man AA', B B ', CC' (oder AB', 
BA', CC' u. s. w.) und construire die zwei Paar Schnittpunkte der Geraden iß A 
und tyA' mit der ersten Polaren des Punktes iß in Bezug auf den Verein von 
Geraden AA', B B ' , CC'] durch diese vier Punkte geht die gesuchte erste Polare. 
Zieht man nun A'A", B'B", C'C", so geht die erste Polare von iß in Bezug auf 
diese drei Geraden durch die schon bekannten beiden harmonischen Pole zweiten 
Grades von iß in Bezug auf die Punkte Ä  B'C' und durch die Schnittpunkte der 
Geraden A'A", B'B", C'C", ist also durch diese fünf Punkte bestimmt; construirt 
man hiernach die Schnittpunkte dieser Polaren mit iß A", so hat man nun auch 
die beiden harmonischen Pole zweiten Grades von iß in Bezug auf A "B"C", 
also noch zwei Punkte der gesuchten ersten Polaren von iß für f ,  die nun durch 
im Ganzen sechs Punkte mehr als ausreichend bestimmt ist.

§ 17. Construction von Curven dritter Ordnung mit Doppel- und
Rückkehrpunkt.

1. Eine Curve III. O. mit Doppelpunkt wollen wir durch Cg, eine Curve
III. O. mit Rückkehrpunkt durch Cp bezeichnen.

Is t/  s== iLciikiXiXkXi — 0 die Gleichung einer Cg, und sind die Coordinaten 
des Doppelpunktes II gegeben, so bestehen die Gleichungen

L  ^ l i i / i 2 +  +  2 ö 1 1 3 ^ 3  +  a \22^2  +  ^ a 123^2^3 a l 3 3 ^3 ~  0»

2 - a \\2^\ ■+" ^ a l2 2 ^ 1 ^ 2  +  2<21 2 3 £1£3 <*222 ^2 ^ a 223 ^2%3 +  a 2 3 3  ^3 ~  0»

3.  +  2 ^ 2 3 8 1 6 2  2 a 1 3 3  £ ^ 3  +  # 2 2 3  ^22 2 #2 33^2^3 "4" a 3 3 3 ^ 3  ~
Durch jeden weiteren Punkt der Curve ist noch eine homogene lineare
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Gleichung der Coefficienten gegeben, wir brauchen daher ausser dem Doppel­
punkte noch sechs weitere Punkte, um die Coefficientenverhältnisse 

# 1 1 1  : a \ l2 • • • • • • ^233 : ^333
eindeutig zu bestimmen. E in e Cg ist daher durch den D oppelpunkt un 
sechs w eitere Punkte bestim m t.

2. Zieht man durch einen beliebigen Punkt A einer Cg zwei Strahlen T x, 
T v  welche die Curve ausserdem in B XCX und B 2C2 schneiden, so wie einen 
dritten Strahl T z, und hebt einen weiteren Schnittpunkt B 3 desselben mit der 
Curve hervor; zieht die Strahlenpaare S XS X, S 2 S 2', durch welche B XCX und 
B 2 C2 mit dem Doppelpunkte II verbunden werden, sowie den Strahl S 3, der 
von II nach B z geht; so ist durch die Strahlenpaare S XS X', S 2 S 2' eine quadra­
tische Strahleninvolution bestimmt. Setzt man nun das Strahlbüschel des Punktes 
A mit dieser Involution derart in projective Beziehung, dass T x dem Strahlen­
paare S 1S 1', T 2 dem Paare S 2S 2’ und T 3 dem Paare entspricht, zu welchem 
N3 gehört, so ist dadurch die Projectivität des Strahlbüschels und der Involution 
vollständig bestimmt.

Der Ort der Schnittpunkte der Strahlen des Büschels mit den entsprechen­
den Strahlenpaaren der Involution ist (§ 15, No. 14) eine Curve III. O., die den 
Träger der Involution zum Doppelpunkte hat, und durch den Träger des Strahl­
büschels geht; diese Ortscurve hat daher ausser dem Doppelpunkte noch die 
sechs Punkte A, B x, Cx, B 2, C2, B z mit der gegebenen Curve Cg gemein, folg­
lich ist sie (No. 1) mit Cg identisch. Wir schliessen hieraus: E in e  Cg kann in 
unendlich  v ie lfa ch e r  W eise durch eine S trah len in vo lu tio n , deren  
T räg er der D oppelpunkt ist, und ein p ro jec tiv es  S tra h lb ü sch e l 
erzeugt w erden; je d e r  ein fach e Punkt der Curve kann zum T räg er 
des S tra h lb ü sch e ls  genom m en werden. Ferner: D ie P u n ktp aare, 
in w elchen  eine Cg durch die S tra h le n  eines B ü sch els g esch n itten  
wird, dessen T räg er auf der Curve lie g t, werden vom D oppelpunkte 
aus durch die S trah len p aare  einer Involu tio n  p ro jic ir t , die mit dem 
Strah le n b ü sch el p ro jectiv  ist.

3. Um eine Cg aus dem D o p p elp unkte II und sechs w eiteren  
Punkten 1, 2, 3, 4, 5, A zu co n stru iren , stellt man die Involution her, die 
mit dem projectiven Strahlbüschel, dessen 1 räger A ist, die Curve erzeugt.

Schneidet man das Strahl­
büschel durch eine Gerade a, die 
durch 5 geht und die nach 1 , 2 ,
3, 4 gehenden Strahlen in 1', 2',
3', 4' trifft, und projicirt man diese 
Punkte von einem auf der Gera­
den II5 gelegenen Punkte B  aus, 
so ist das Büschel B  projectiv 
mit dem Büschel A, also auch 
mit der gesuchten Involution. Der 
Strahl B  5 entspricht dem Paare 
der Involution, zu welchem II5 
gehört; da nun B  auf II5 liegt, so befinden sich die Involution II und das 
Büschel B  in reducirter Lage (§15, No. 15), erzeugen also keine eigentliche 
Curve III. O., sondern eine, die in die Gerade IIZ? und einen durch II gehenden 
Kegelschnitt K  zerfällt. Von diesem Kegelschnitte sind nun fünf Punkte bekannt,
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n, und die Punkte D, E, F, G, in denen die Strahlen I I1, II2, II3, 114 von 
E l ,  B 2 , B 3', B 4' geschnitten werden. Hierdurch ist derselbe bestimmt.

Um nun die gesuchte Cg zu vervollständigen, d. i. um den Punkt zu erhalten, 
der auf einem beliebigen durch II gezogenen Strahle S  liegt, bestimme man nach 
dem PASCAL’schen Satze den Punkt H, in welchem K  von S  zum zweiten Male 
getroffen wird, verbinde H  mit B, und zeichne den Strahl des Büschels A, der 
B H  entspricht, dieser trifft S  in dem gesuchten Curvenpunkte.

4. Einem Strahle des Büschels A, der an dem Doppelpunkte II unendlich 
nahe vorbei geht, entspricht ein Paar der Involution, dessen Strahlen die Cg in 
Punkten treffen, die dem Doppelpunkte nächst benachbart sind. D ie D o p p el­
p u nktstangenten  sind d ah er das Strah lenp aar der Inv olu tio n , das dem 
nach dem D oppelpunkte gehenden S trah le  des B ü schels A en tsp rich t.

Nähert sich ein Strahl eines Strahlenpaares der Involution dem Punkte A, 
so nähert sich einer von den Schnittpunkten des dem Paare entsprechenden 
Strahles und der Curve dem Punktet. Die T angente an die Cg im Punkte 
A e n tsp rich t daher dem S trah len p aare  der Involution, auf w elchem  
A liegt.

Diese Bemerkungen geben die Auflösung der beiden Aufgaben: E in e  Curve
ist durch den D oppelpunkt und sechs w eitere Punkte g eg eben ; 

man so ll die D op p elp u n ktstan gen ten  und die T an g en ten  der Curve 
in einem  gegebenen Punkte d erse lb en  construiren.

5. Sind S 1S 1 =  0, S 2 S 2' =  0 , S 3 S 3' — 0 drei Strahlenpaare einer In­
volution, so hat man S 3 S 3' =  a l S l S 1' -f- a 2S 2 S2 . Die Gleichung jedes 
andern Paares kann dann geschrieben werden

S S  =  X1ö1 N16’1' -+■ X2 a 2 S 2 S 2' =  0.
Es kann sich ereignen, dass für gewisse Werthe des Verhältnisses Xt : X2 das 

Paar S S  aus conjugirt complexen Geraden besteht, von denen nur der Träger 
II der Involution real ist. Legt man durch II einen Kreis K, und verbindet die 
Punkte, in welchen der Kreis von S XS X , S 2 S 2\ S 3S 3\ S S 1 geschnitten wird, 
durch die Strahlen E x, R 2, A?3, R f So schneiden diese sich in einem Punkte C 
und bilden ein der Involution projectives Büschel; hat man also R 3 =  bxR x -+- b 2R 2, 
so ist die Gleichung des Strahles R

E  =  \xbxR x -f- \2b2R 2 =  0.
Durchläuft das Verhältniss Xj : X2 die reale Zahlenreihe, so beschreibt 

der Strahl R  das ganze Strahlbüschel C. Liegt nun C im Innern des Kreises 
K, so schneidet jeder Strahl des Büschels den Kreis, jedem Werthe von Xx : X2 
gehört also ein reales Strahlenpaar der Involution zu; liegt hingegen C ausser­
halb des Kreises, so wird der Kreis nur von dem kleineren Theile der durch C 
gehenden Strahlen geschnitten, es gehören also nur zu einem bestimmten Werth­
gebiete des Verhältnisses \x : X2 reale Strahlenpaare. Die Werthe von Xt : X2, 
welchen die Strahlen zugehören, die den Kreis K  berühren, grenzen das Gebiet 
der Zahlen Xj : X2, zu welchem reale Strahlenpaare der Involution gehören, von 
dem Gebiete ab, welchem complexe Strahlenpaare zugehören; diesen beiden 
Grenzwerthen entsprechen die Asymptoten der Involution. Wir schliessen daher: 
Ist ein Strah lb ü sch el mit e iner q u ad ratischen  S trah len in v o lu tio n  
p ro jectiv , und hat die Involu tion  keine rea len  Asym ptoten, so e n t- 
sp rich t jedem  S tra h le  des B üschels ein rea les Strahlenp aar der In v o ­
lution. H at die Involution  rea le  A sym ptoten <3 und 3 1; so con stru ire  
man die ihnen entsp rech en d en  Strah len  £  und des p ro jectiv en
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B ü sch els, diese Strah len  th e ile n  die E ben e in zwei Paar S c h e ite l­
w inkel; den S trah len , w elche durch das eine d ieser beid en  Paare 
gehen, en tsp rech en  rea le  P aare, denen, die durch das andere Paar 
Sch eite lw in k e l gehen, en tsp rech en  con ju girt com p lexe S trah len p aare  
der Involution.

Die Strahlen £, l x werden die V erzw eigungsstrah len  des Strahlbüschels 
C in Bezug auf die projective Involution II genannt.

6. Hat man (nach No. 3) ein Strahlbüschel und die dazu projective Invo­
lution, durch welche eine Cg erzeugt wird, so kann es sich ereignen, dass die 
Involution reale Asymptoten hat, und dass der Doppelpunkt II zwischen den 
Verzweigungsstrahlen £  und £ x des Strahlbüschels in einem der beiden Scheitel­
winkel liegt, durch welche die Strahlen gehen, denen complexe Strahlenpaare 
entsprechen. In diesem Falle hat die Cg keine realen Doppelpunktstangenten; 
und da keiner der Strahlen des Büschels, welche durch das Winkelfeld gehen, 
in welchem II liegt, die Cg schneidet — denn keinem entspricht ein reales Strahlen­
paar der Involution — so hat die Curve in der Umgebung des Doppelpunktes 
keine realen Punkte. In diesem Falle bezeichnet man den Doppelpunkt als 
iso lirten  Punkt.

Die Verzweigungsstrahlen £  und £ x berühren die Cg in den Schnittpunkten 
mit den ihnen entsprechenden Asymptoten 3  und 3 j  der Involution.

Hat eine Cg einen isolirten Punkt, und wählt man der Reihe nach alle 
Punkte der Curve zu Trägern eines Strahlbüschels und bestimmt die zugehörige 
Involution, welche mit dem Büschel die Cg erzeugt, so muss jede solche Invo­
lution reale Asymptoten haben und II immer in dem Gebiete zwischen den 
Verzweigungsstrahlen liegen, dessen Strahlen keine realen Strahlenpaare der In­
volution entsprechen. Wir schliessen daher: H at eine Curve III. O. einen 
iso lir te n  Punkt, so gehen von jedem  Punkte der Curve aus zwei 
reale T an g en ten  an die Curve (ausser der Geraden, welche die Cg in dem 
Punkte selbst berührt).

7. Liegt der Träger II einer quadratischen Strahleninvolution auf einem der 
beiden Verzweigungsstrahlen £  eines projectiven Strahlbüschels, so fallen die 
Doppelpunktstangenten der duich das Büschel und die Involution erzeugten Cg, 
die dem nach II gehenden Strahle £  entsprechen, in eine Asymptote 3  der 
Involution zusammen. D ie Curve III. O. 
hat also in diesem  F a lle  II zum 
R ückkehrpunkte und 3  zur R ü c k ­
kehrtangente.

8. Sind von e in er Curve Cg der 
Rückkehrpunkt 11, die R ü c k k e h r­
tangente T  und vier w eitere Punkte 
3, 4, 5, A g eg eben , so kann die Curve 
in wesentlich derselben Weise construirt 
werden, wie eine durch den Doppelpunkt 
und sechs Punkte bestimmte Cg.

Dem Strahle AU entspricht die Rück­
kehrtangente T, mithin entspricht dieser 
im Büschel B  der nach dem Schnitte 
von 11̂ 4 und a gehende Strahl B l' .  Da 
diesem Strahle die Asymptote T  der

(M. 427.)
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Involution II entspricht, so wird der von der Involution und dem Büschel B  
erzeugte Kegelschnitt K  von dem Strahle B\' in D  berührt. Der Kegelschnitt K  
ist daher durch die vier Punkte II, D, F, G und durch die Tangente D B  im

Punkte D  bestimmt.
9. Um eine C5 aus dem Doppel­

punkte II, den Doppelpunktstan­
genten T t , T 2 und vier weiteren 
Punkten 3, 4, 5, A zu construiren, 
verfährt man ebenfalls nach No. 8 ; 
nur treten jetzt der Strahl AU an 
die Stelle der beiden Strahlen A l, 
A2, und die Geraden T x, T 2 für 
die Geraden II 1 , II2 ein.

10. E in e  Ci kann aus dem 
D oppelpunkten, einem  Punkte 
und der T an g en te  in dem ­
selben  und aus v ier w eiteren  
Punkten nach folgendem Ver­
fahren construirt werden, welches 
auch noch anwendbar bleibt, wenn

von der Ci ausser n vier Punkte und die Tangenten  in zweien d e r­
selben , oder drei Punkte und die T an gen ten  in d en selben  gegeben sind.

Stellt man dieselbe Figur her, wie 
in No. 3, so fallen diesmal zwei ge­
gebene Punkte auf 1 und den nächst 
benachbarten Punkt der gegebenen 
Tangente T\ diesen gehören zwei 
unendlich nahe an B 1 ' benachbarte 
Strahlen des Büschels B  und zwei 
unendlich nahe an I I 1 gelegene Ge­
rade durch II zu. Diese beiden Paare 
zugehöriger Geraden des Büschels B  
und der Involution II schneiden sich 
in zwei unendlich nahen bei D  
liegenden Punkten; es kommt nur 
darauf an, die Gerade N zu finden, 
auf der sie liegen, diese wird dann 
die Tangente des Kegelschnitts K  
im Punkte D  sein.

Projicirt man die Punkte der Geraden T  von A aus, und construiit mit Hülfe 
der Geraden a die entsprechenden Strahlen von B, und projicirt sodann auch die 
Punktreihe T  von II aus, so erhält man zwei projective Strahlbüschel II und B, in 
denen II1 und B l', sowie die genannten diesen beiden unendlich nahen Strahlen 
einander entsprechen. Diese Büschel erzeugen einen Kegelschnitt T, der durch 
B, II und D  geht, und mithin durch zwei weitere Punkte bestimmt ist, die man 
durch Projection zweier beliebigen Punkte der Geraden T  gewinnt. Die Tangente 
dieses Kegelschnitts im Punkte D  ist die gesuchte Gerade S.

Der Kegelschnitt K  (No. 3) ist nun durch die Punkte II, D, F, G und die 
Tangente in D  bestimmt.

§ 1 8 .  Correspondirende Punkte einer Curve dritter Ordnung. 1 9 1

11. Um eine Cg aus dem D oppelpunkte II, einem  W endepunkte 1 , 
der zugehörigen  W en d etan gen te T  und zwei w eiteren  Punkten 4 und 5 
zu con stru iren , hat man die Construction No. 3 dem Umstande entsprechend 
zu verändern, dass diesmal drei 
Punkte 1, 2, 3 in 1 zusammen­
fallen. Construirt man, wie in 
No. 10, den Kegelschnitt T, so 
hat dieser mit K  im Punkte D  
drei unendlich nahe Punkte ge­
mein, T und K  berühren sich 
also in D  dreipunktig. Die Kegel­
schnitte T und K  haben vier 
Punkte gemein, nämlich II und 
die drei in D  zusammenfallenden 
Punkte. Durch diese vier Punkte 
geht auch das Geradenpaar M, 
das aus der von II nach einem 
der drei Punkte bei D  gehenden 
Geraden IID  und aus der Ver­
bindungslinie der beiden andern 
Punkte, d. i. aus der Geraden S  
besteht, die T in D  berührt.

Der Kegelschnitt K  kann nun als der durch G gehende Kegelschnitt des 
von T und M  bestimmten Kegelschnittbüschels construirt werden.*)

§ 1 3 .  Correspondirende Punkte einer Curve dritter Ordnung.

1 . Sind T XT X, T 2 7\', T 3 T 3 drei Strahlenpaare einer quadratischen Involu­
tion, und S XS X, S 2 S 2 , S 3 S 3' die entsprechenden Paare einer projectiven Involu­
tion, und ist

T  T  'J  3 J  3 ■ W  «  d1S l S 1' -+- b2 S 2 S 2 ,— a \TxT x -|- a 2 T 2 T 2 ,
so entsprechen sich die Paare
TT' Xjö j 'T XT X H- \2a 2 • T 2 T 2' =  0 und SS' =  \xbx ■ S XS X’+  l 2b2 ■ S 2 S 2' =  0.

Die Punkte, in denen sich entsprechende Paare schneiden, genügen der 
Gleichung, die aus T T ' — 0 und SS' =  0 durch Elimination von Xx und X2 
hervorgeht f =  a xb2 • T XT X • S 2S 2 — a 2bx • T 2 T 2 • S XS± =  0.

Diese Gleichung ist vom vierten Grade. Wenn T x — 0 und T 2 — 0, oder 
wenn S 2 =  0 und S x =  0, so ist auch /  — 0, also geht die Curve /  durch die 
Träger der beiden Involutionen. D er O rt der Sch n ittp u n kte en tsp re ch en ­
der Strah len p aare  zw eier p ro jectiv en  Involu tionen  is t also  eine Curve 
vierter Ordnung, die durch die T rä g er der beid en  Involutionen  geht.

2. Die Coordinaten der Schnittpunkte einer Curve n ter Ordnung mit einer 
Geraden T ^ a xx x +  a 2x 2 +  a 3x 3 =  0 sind die Wurzeln der Gleichungen

h x h 2 h 3
/  =  0, T =  0,

Aus den letzten beiden linearen Gleichungen ergeben sich x 2 und x 3 als 
lineare Functionen von x x; setzt man diese Werthe in f  ein, so erhält man eine

*) Ueber Curven III. O. mit Doppelpunkt vergl. Weyr , Theorie der mehrdeutigen geo­

metrischen Elementargebilde. Leipzig 1869.



192 Analytische Geometrie.

Gleichung «ten Grades, die nur die Unbekannte x , enthält. Zu jeder der 
«Wurzeln dieser Gleichung erhält man aus der zweiten und dritten Gleichung 
die zugehörigen Werthe von x 2 und x... Dies ergiebt: E in e  Curve «ter 
Ordnung wird von einer G erad en  in «Punkten geschn itten .

3. Jede durch den Träger A der ersten Involution (No. 1) gehende Gerade 
T  gehört zu einem bestimmten Strahlenpaare TT' dieser Involution; die Punkte, 
in welchen dieses Paar die Curve /  =  0 schneidet, liegen auf dem entsprechenden 
Strahlenpaare SS'. Also hat die Gerade T  ausser dem Punkte A noch zwei 
Punkte mit der Curve gemein. Wir schliessen hieraus, dass jede durch A gehende 
Gerade im Punkte A zwei zusammenfallende Schnittpunkte mit der Curve /  =  0 
hat, dass also A ein Doppelpunkt der Curve ist. Durch zwei p ro jectiv e  
S trah len in vo lu tion en  wird eine Curve v ierter Ordnung erzeugt, w elche 
die T räg er der beiden  Involutionen  zu D oppelpunkten hat.

4. Wenn die Strahlenpaare zweier Involutionen sich entsprechen, zu welchen 
der die Träger verbindende Strahl gehört, so sagt man, die Involu tio nen  
befinden sich in red u cirter Lage. Ist R  der durch die Träger gehende 
Strahl, und entsprechen sich die Paare R T X und R S X, so kann man in No. 1 
die Paare R T X und R S X statt der Paare T XT X' und S XS X nehmen. In der 
Gleichung /  =  0 tritt dann der Faktor R  auf, indem man hat

f  R (#i^2^V * ^2 ^ 2  a2^1  ̂ 2 ^ 2  " *̂ 1 )•
Die Curve vierter Ordnung /  zerfällt also in die Gerade R  =  0 und in die 

Curve III. O.
cp a  a xb2 T x'S2 S 2' -  a 2bxT 2 T 2 S x =  0.

Der Gleichung 9 =  0 wird genügt, wenn T x =  0 und T 2 =  0, sowie wenn 
N2 =  0 und S x' =  0, also geht die Curve 9 durch die Träger der beiden 
Involutionen. Jede durch einen der beiden Träger gehende Gerade hat ausser 
dem Träger noch zwei, im Ganzen also drei im Allgemeinen von einander ge­
trennte Punkte mit der Curve 9 gemein. Wir schliessen daher: Zwei p ro ­
je c tiv e  Strah len in vo lu tion en  in red u cirter Lage erzeugen eine Curve
III. O., w elche die T rä g er der Involutionen zu einfachen Punkten hat.

5 . Die Gerade R  kann als die durch A gehende Gerade aufgefasst werden, 
die unendlich nahe am Träger B  der andern Involution vorbeigeht. Sie schneidet 
daher den Strahl S x', der zu dem R T X' entsprechenden Paare gehört, in einem 
unendlich nahe bei B  liegenden Punkte. Da dieser Punkt, als ein Durchschnitts­
punkt der Paare R T X und R S X, auf 9 liegt, so folgt, dass die Gerade S x' die 
Curve 9 im Punkte B  berührt. Ebenso folgt, dass 9 von T x in A berührt wird. 
Die beiden Strahlen T x und S x schneiden sich auf der Curve 9 ; dies ergiebt: 
D ie T räg er zweier p ro jectiv en  Involu tionen  in red ucirter L age haben 
auf der von den Iu volu tion en  erzeugten Curve III. O. d en selben  B e ­
gleiter.

Zwei Punkte einer Curve III. O., die denselben Begleiter haben, werden als 
corresp on d iren de Punkte der Curve bezeichnet. Von einem Punkte P  einer 
Curve III. O., die keinen Doppel- oder Rückkehrpunkt besitzt, lassen sich (ausser 
der Tangente in P )  vier Tangenten an die Curve legen; zu jed em  Curven- 
punkte g ieb t es daher drei corresp on d iren d e Punkte.

Vier Curvenpunkte, die denselben Begleiter haben, die also zu je zweien corre- 
spondirend sind, heissen das dem B e g le ite r  zugehörige Punktquadrupel.

6. Die Frage, ob je zwei correspondirende Punkte eine Curve III. O. als 
Träger zweier projectiven Involutionen in reducirter Lage auftreten, durch welche
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die Curve erzeugt wird, wollen wir dadurch beantworten, dass wir angeben, wie 
eine Curve III. O. aus zwei corresp on d iren den  Punkten A und B, den 
T an g en ten  in diesen Punkten und einer genügenden A nzahl w eiterer 
Punkte durch zwei p ro jectiv e  Inv olu tio nen  co n stru irt werden kann.

Sind A x, A 2 zwei correspondirende Punkte einer C"', A 3 ihr Begleiter, so 
nehme man A XA 2A 3 zum Coordinatendreieck. Die Durchschnittspunkte der 
Geraden A 2A 3 und der Curve ergeben sich aus der Gleichung
1. a 2 2 2 x 2 -+- ?>a2 2 3 x ^ x 3 -+- 3 #23z x 2 x 3 ~t" a 33  3x 3 =

Da nun von den Schnittpunkten zwei mit A 2 und einer mit A 3 zusammen­
fallen, so muss sich die Gleichung 1. auf x 2x 32 =  0 reduciren, es ist also

a 222 ~  a 2 2 3 =  a 3 3 3 ~  0 .
Die Verhältnisse der Coordinaten x x : x 3 für die Schnittpunkte von A XA 3 

und der Curve erhält man aus
2. a \wx \ T- ?>cixx3x x x 3 +  3dq3g.xq.#32 T- ^333^ 3̂  =z 0’

Da diese Gleichung zwei mit A x und einen mit A 3 zusammenfallenden 
Schnittpunkt ergeben muss, so muss sie sich auf x xx £  =  0 reduciren; folglich 
ist tiq 1 1  ^113  1 —~ H.

Die Gleichung der Curve in Bezug auf A XA 2A 3 ist daher
f  =  3 & xx %x \ x 2 ~h &\ 2 2X\X2 ~h  ̂ 2 3X 1X2X3 ~F ^ j  3 3XXX 3 —p  3 @2 3 3Xt X3*

Die Verhältnisse der fünf Coefficienten in dieser Gleichung werden durch 
vier weitere Punkte bestimmt. Dies ergiebt: E ine Curve III. O. ist durch 
zwei co rresp o n d iren d e Punkte, ihren  B e g le ite r  und vier w eitere 
Punkte e ind eu tig  bestim m t.

7. Um die C " 1 zu co n stru iren , w elche A XA 2 zu corresp on d iren d en  
Punkten , A 3 zu ihrem  B e g le ite r  hat, und durch die Punkte 1, 2, 3, 4 
geht, legen wir einen 
Kegelschnitt K x durch 
A x, 1, 2, 3, 4 und einen 
Kegelschnitt K 2 durch 
A2, 1 , 2, 3, 4.

Sind J x und J 2 die 
projectiven Involutionen 
mit den Trägern A x und 
A2, durch welche die 
Curve erzeugt wird, so 
suchen wir die beiden 
Strahlbüschel, die mit J x 
und J 2 zusammen die 
Kegelschnitte K x und K 2 

erzeugen; die Träger 
dieser Büschel seien B x 
und B 2. Da. A xA 3, A xA 2 

ein Paar der Involution 
J x ist, so liegt B x auf der Geraden, welche die Schnittpunkte D  und E  von K x 
und A XA 3, A xA 2 verbindet; ebenso liegt B 2 mit den Schnittpunkten G und F  
von K 2 mit A 2A 3, A 2 A X auf einer Geraden.

Die Büschel B x und B 2 sind projectiv mit den beiden projectiven Invo­
lutionen J x und J 2, also sind sie auch unter einander projectiv, und die Schnitt­
punkte entsprechender Strahlen liegen auf einem Kegelschnitte L. Da nun in den

S chloemilch, H andbuch der M athem atik. Bd. II .  1 3
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Büscheln B x und B 2 die Strahlen sich entsprechen, die nach 1, 2, 3, 4, C gehen, 
so folgt, dass L  durch 1, 2, 3, 4, C geht. Die Punkte B x und B 2 sind daher 
die Punkte, in denen der durch 1, 2, 3, 4, C bestimmte Kegelschnitt L  die Ge­
raden D E  und F G  zum zweiten Male schneidet.

Mit Hülfe des Kegelschnitts L  findet man zu einem Strahle des Büschels B x 
den entsprechenden des Büschels B 2, und durch die Kegelschnitte K x und K 2 

ergeben sich dann aus je zwei entsprechenden Strahlen der Büschel B x und B 2 
zwei entsprechende Strahlenpaare der Involutionen J x und J 2.

Hat man auf diesem Wege zwei entsprechende Strahlenpaare der Involutionen 
gefunden, etwa die, zu deren Schnittpunkten 1 gehört, so hat man noch ausser­
dem die beiden entsprechenden Paare A XA 2, A xA a ^  A 2AX, A 2A a .

Die Projectivität der Involutionen ist durch diese entsprechenden Paare und 
dadurch, dass z. B. das Paar, zu welchem der Strahl A x 2 gehört, dem Paare 
entspricht, zu welchem A 2 2 gehört, vollständig bestimmt, und die Ergänzung der 
Involutionen kann nun ohne Benutzung der Kegelschnitte K x, K 2 und L  in ein­
facherer Weise erfolgen. Man lege durch A a eine Gerade A aH  und beschreibe 
die beiden Kreise A xA a H  und A 2A aH. Die projectiven Strahlbüschel, welche 
mit den Involutionen J x und J 2 zusammen diese Kreise erzeugen, haben ihre 
Träger a.di A aIf,  und dieser Strahl entspricht sich selbst; daher sind die Büschel 
perspectiv. Da aus den bekannten entsprechenden Elementen der Involutionen 
/i und J 2 zwei Paare entsprechender Strahlen der beiden projectiven Büschel 
folgen, so ist die Gerade M  bekannt, auf der die Schnittpunkte entsprechender 
Strahlen liegen. Mit Hülfe dieser Geraden M  findet man je zwei entsprechende 
Strahlen der Büschel, und indem man die Schnittpunkte dieser Strahlen und der 
beiden Kreise von A x und A 2 aus projicirt, erhält man zwei entsprechende 
Strahlenpaare der Involutionen J x und J 2.

Die Construction wird nur dann unbestimmt, wenn die Kegelschnitte K x 
und K 2 die Geraden A xA a und A 2A 3 in A x bez. A 2 berühren; denn dann 
fallen die Geraden D E  und G E  mit der Geraden A XA 2 zusammen, und ihr 
Schnittpunkt ist unbestimmt. Alle Curven III. O., welche die conjugirten Punkte 
A xA 2, sowie den gemeinsamen Begleiter A a haben, und durch die Punkte 1, 2, 3 
gehen, haben daher noch ausserdem den vierten Schnittpunkt der Kegelschnitte 
gemein, die durch 1, 2, 3 gehen und A xA a bez. A 2A a in A x bez. A 2 berühren.

II. Theil. Analytische Geometrie des Raumes.

§ 1. Coordinaten des Punktes.
1. Um die Lage eines Punktes P  im Raume zu bestimmen, wählen wir 

einen beliebigen Punkt O, den wir als den Nul lpunkt bezeichnen; durch O 
legen wir drei Ebenen, die Coor- z
dinatenebenen,  deren jede auf 
den beiden andern senkrecht steht.
Diese Ebenen schneiden sich in 
drei Geraden, den Coordinaten-  
ac hse n ,  deren jede mit den beiden 
andern rechte Winkel bildet. Wir 
bezeichnen die Coordinatenachsen 
mit OX, OY, OZ, die Coordinaten- 
ebenen mit X O Y, XOZ, YOZ, 
oder kürzer als die XY-, XZ- und 
FZ-Ebene. Wir bestimmen nun 
die Normalprojectionen P', P", P'" 
des Punktes P  auf die drei Ebenen 
und messen die Strecken P P ,  P "P , P '" P

Ueber das Vorzeichen der Strecken wollen wir in folgender Weise ent­
scheiden: Eine Schaar von parallelen Geraden durchschneiden wir mit einer 
Ebene E  in den Punkten A x, A 2, A a, A± . . . . und bestimmen nun den positiven 
sämmtlicher Parallelen so, dass die auf ihnen liegen­
den positiven Strecken A XB X, A 2B 2, A aB a, . . . .  
auf derselben Seite der Ebene E  liegen. Der positive 
Sinn aller Normalen zu den drei Coordinatenebenen 
ist hiernach bestimmt, wenn man über den positiven 
Sinn der Coordinatenachsen entschieden hat. Wir 
wollen festsetzen, dass OX, OY, 0  Z  positive Strecken 
der Coordinatenachsen sind.

Die drei Strecken P'P, P"P, P "'P  bezeichnen 
wir der Reihe nach mit x, y, z\ sie sind die C o o r ­
dinaten,  specieller die rechtwinke l igen  oder 
orthogonalen Coordinaten  des Punktes P.

Alle Punkte, deren Coordinate x  einen gegebenen 
Werth a hat, liegen auf einer Ebene, die zur FZ- 
Ebene parallel ist und von der X-Achse eine Strecke OQ' — a abschneidet;

1 3 *
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alle Punkte, deren Coordinate y  einen gegebenen Werth b hat, sind auf einer 
Parallelebene zu X O Z  enthalten, die von der F-Achse eine Strecke OQ" — b 
abschneidet; und der Ort aller Punkte, deren Coordinate z den gegebenen Werth 
c hat, ist eine Ebene parallel zu X O Y, die von der Z-Achse die Strecke 
OQ'" =  c abschneidet.

Zu den drei Coordinaten x  — a, y  =  b, z =  c gehört der Schnittpunkt der 
drei Ebenen, die parallel zu den Coordinatenebenen sind und von den Achsen 
der Reihe nach die Strecken OQ' — a, OQ" — b, OQ'" — c abschneiden. D ie  
L a g e  e in es  P u n k te s  geg en  die C o o rd in a te n e b e n e n  is t som it, d urch  
se in e  C o o rd in a te n  e in d eu tig  b estim m t.

Durch die drei Coordinatenebenen wird der Raum in acht dreiseitige Ecken 
zerlegt. Für die Punkte im Innern der Ecke, welche die Kanten OX, OY, OZ 
hat, sind alle drei Coordinaten positiv.

Es sei P  der Punkt, dessen Coordinaten x, y, z die positiven Werthe a, b, c 
haben. Der Punkt P x, dessen Coordinaten x, y, z der Reihe nach gleich — a, b, c 
sind, liegt symmetrisch zu P  in Bezug auf die FZ-Ebene; der Punkt P 2, dessen 
Coordinaten a, — b, c sind, liegt symmetrisch zu P  in Bezug auf die X Z-Ebene; 
der Punkt P 3, der die Coordinaten a, b, — c hat, liegt symmetrisch zu P  rück­
sichtlich der X F-Ebene. Der Punkt P±, der den Coordinaten a, — b, — c zu­
gehört, liegt symmetrisch zu P 2 rücksichtlich der X  F-Ebene und symmetrisch zu 
P 3 rücksichtlich der Z Z -Ebene; der Punkt P b, dessen Coordinaten — a, b, — c 
sind, liegt symmetrisch zu P x und P 3 in Bezug auf die Z F - und die ZZ -Ebene; 
der Punkt P 6, der die Coordinaten — a , — b, c hat, liegt symmetrisch zu P x 
und P 2 bezüglich der Z Z - und FZ-Ebene. Der Punkt P v  dessen Coordinaten 
— a, — b, — c sind, liegt symmetrisch zu P x, P b, P 6 in Bezug auf die Ebenen 
YO Z, X O Z , X O Y . Es giebt also acht Punkte, deren Coordinaten gleiche

§ x. Coordinaten des Punktes. 197

absolute Werthe haben, in jeder der acht von den drei Coordinatenebenen ge­
bildeten dreiseitigen Ecken ist einer enthalten; sie sind die Ecken eines recht­
winkeligen Parallelepipeds, dessen Ebenen parallel den Coordinatenebenen sind, 
und dessen Kanten von den Coordinatenebenen normal halbirt werden.

Alle Punkte, die gleiches x  und y  haben, haben dieselbe Horizontalprojection 
p , liegen also auf einer durch die Coordinaten x  und y  bestimmten Parallelen 
zur Z-Achse; die Punkte, die gleiches x  und 2 haben, haben dieselbe Vertical- 
projection P "  und liegen auf einer Parallelen zur F-Achse; und die Punkte, die 
gleiches y  und z haben, gehören zu derselben seitlichen Projection P"' und 
liegen auf einer Parallelen zur Z-Achse.

Die Ebene P P 'P "  (Fig. 432) ist parallel zur FZ-Ebene; ihr Schnittpunkt Q ’ 
mit der Z-Achse ist daher die Normalprojection des Punktes P  auf die Z-Achse 
und die Geraden P ’Q ’ und P " Q ’ sind normal zu OX. Ebenso treffen die Ebenen 
P P 'P " ’ und P P " P ’" die 
F- und die Z-Achse in 
Punkten Q" und Q 1", die 
die Normalprojectionen 
des Punktes P  auf diese 
Achsen sind.

2. Die Strecke zwi­
schen zwei Punkten P x 
und P 2 ergiebt sich leicht 
aus ihren Coordinaten.
Für die Strecke P x P 2 
folgt aus den Coordinaten

auf das ebene Coordinaten 
system X O Y :

P J P ' i  =  ( * a -  * i )2 +  (y 2 - y xy .
Ferner ist P x P f  =  P X'P \ 2 Hb (P 2'P2 — P t 'P i)* , daher ist 

1 . P x P 22 =  (x2 -  * x)2 +  ( y 2 - y x)2 +  («8 -  * i ) 2-
Bezeichnet man die Winkel, welche die Strecke P XP 2 mit den Achsen OX, 

OY, OZ  bildet, der Reihe nach mit <p, <]>, 7 , und sind Qx', Qi", Q\"> bez. 
Q2, Qi ’ Q2 " d ê Projectionen von P x und P 2 auf die Achsen, so ist
q x'q 2' =  p xp 2 cosSP, e r < 2 2" =  p xp*costh

Nun ist für jeden Punkt P
OQ' — x , OQ" =  y ,  OQ'"

also ist Q x Q 2 =  *2 — x i > Q 1 Q 2 " — ^2 — y 1 »

Q X"’Q 2'" =  P xP 2 ccsX,

q I ' "Q," '
Daher hat man, wenn man P XP 2 mit d  bezeichnet:2. cosy COS<\) = y 2 — y 1 cos /

z.
d  ’ T d  '  —  A d

Quadrirt man diese drei Werthe und addirt, so erhält man mit Rücksicht 
auf 1. die bemerkenswerthe Gleichung 
3. cos2<? H- cos2ty -h <w2x =  1 .

3. Theilt ein Punkt P  die Strecke P XP 2 im Verhältnisse 
P XP : P P 2 =  Xa : ,

so werden die Projectionen P X'P2\ P X" P 2", P X'"P2 " von den Projectionen 
P', P", P im gleichen Verhältnisse getheilt; die Coordinaten von P  ergeben 
sich daher aus den Coordinaten von P x und P 2 nach den Formeln
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2/ •■* — t v r  -t- x 2>> y  =  t u i  4-T2D 2 =  t(*
4. Die Lage eines Punktes kann man auch durch P o la rco o rd in a ten  

bestimmen. Man geht dabei von einem festen Punkte, einer durch diesen Punkt 
gehenden festen Geraden, und einer durch diese Gerade gehenden festen Ebene 
aus; wir nehmen dazu den Nullpunkt, die AT-Achse und die W -E bene eines 
rechtwinkeligen Coordinatensystems. Als Polarcoordinaten eines Punktes P  ver- 

2  wendet man nun die Strecke OP} den
Winkel <p, den die X-Achse mit der 
Geraden bildet, auf welcher O P  ge­
legen ist, und den Flächenwinkel o>, 
den die Ebene X O Y  und der Winkel 
X O P  einschliessen; die Strecke O P  
heisst Radius v ecto r des Punktes P  
und wird mit r  bezeichnet.

Der Zusammenhang dieser Polar­
coordinaten mit den rechtwinkeligen 
in Bezug auf das System X Y Z  wird 
durch folgende Formeln hergestellt:

1 .
x  — O Q' =  r  cos9 , 
y — Q'R' — Q'P ■ costa =  r-sintpcosw , 
z — P' P  =  Q 'P-cos  ca =  r  • sin <p sin u>. 

Hieraus folgt umgekehrt:

5. In vereinzelten Fällen legt man analytisch-geometrischen Untersuchungen 
ein sch iefw in keliges C oord inaten system  zu Grunde, d. i. drei Coordinaten- 
ebenen, die sich nicht unter rechten Winkeln schneiden. Man projicirt dann

2  jeden Punkt P  gewöhnlich durch
Strahlen, die den Coordinaten- 
achsen OX, O Y, OZ parallel sind, 
und bezeichnet als Coordinaten 
des Punktes die Strecken P'P, 
P " P , P"'P. Es giebt auch in 
diesem Falle acht Punkte, deren 
Coordinaten den absoluten Wer- 
then nach übereinstimmen und 
nur nach den Vorzeichen ver-

r

(M. 437.)

dinatenachsen parallel sind und von den Coordinatenebenen halbirt werden.
6. Sind 9 , y die Winkel, welche die Achsen eines rechtwinkeligen

schieden sind; dieselben bilden 
die Eckpunkte eines Parallel- 
epipeds, dessen Kanten den Coor-
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Coordinatensystems mit dem Radius vector eines Punktes P  einschliessen, so ist 
1. x  =  rcos f f ,  y  =  rcos<p, z =  r cos y .

Werden die entsprechenden Bestimmungsstücke für zwei Punkte P ’1( P 2 durch 
die Indices 1 und 2 unterschieden, so hat man für den Cosinus des Winkels der 
Geraden O P x und O P 2 die Formel

.2

Nun ist

co s{rxr 2) =  - 1- 
.2

+  r l * 1* $
2 r l r 2

r {  =  x'{ -\-y? -h z\ , r f  =  x\ -t- y\ +  ,
PtP$ =  (x2 - x xy  +  (j ;2 _ j i ) 2  -h(z2 - z ty-,

daher hat man r\ -f- r| — — ^ x 2x x H- 2 j 2J i “P 2 z2zx .
Da nun ferner x x =  r x cos<px , y x =  r x costyx , zx =  r x cosy^x ,

so folgt schliesslich die Formel
2. cos (rxr 2) =  coscpx coscp2 4 - cos<\>x costy2 4 - ^ X i  •

Der Winkel zweier Geraden ist dem Winkel zweier durch einen Punkt 
(z. B. durch O) gelegten Parallelen gleich; mithin giebt die Formel
3. cos8 =  cos^l cos9 2 4 - costyx costy2 4 - cosyx cosy2
allgemein den Cosinus des W inkels zweier G erad en , die mit den Coor- 
dinatenachsen die Winkel (fx, <ĵ , y x> bez. <p2, X2 bilden.

Zwei G erade sind daher norm al, wenn ihre Richtungswinkel (d. i. ihre 
Winkel mit den Coordinatenachsen) der Gleichung genügen:
4. COS ff x COSff2 4 -  cos<\>x costy2 4 - ^ X i  C0SX2 =

§ 2. Transform ation rechtwinkeliger Coordinatensysteme.
1 . Sind die Achsen O'X, O'Y', O' Z' eines rechtwinkeligen Coordinaten­

systems gleichsinnig parallel den Achsen OX, OY, OZ  eines andern Systems, 
und sind N', N " , N ’", Q\ Q", Q"', R', R ", R'" der Reihe nach die Projec- 
tionen des Punktes O' auf OX, OY, OZ  und des Punktes P  auf OX, OY, 0 Z, 
bez. O 'X 1, O'Y', O'Z', so hat man

OQ' =  O N '  - 
OQ" =  O N "  - 
OQ'" =  ON"' - 

Nun sind OQ', OQ", OQ'" 
die Coordinaten x,y, z des Punktes 
P  in Bezug auf das System XYZ] 
O'R', O'R", O'R'" die Coor­
dinaten x', / , z' von P  in Bezug 
auf das neue System X  Y' Z' ; 
ferner ON', O N ", O N "  die 
Coordinaten des Nullpunkts O’ in 
Bezug auf das System X Y Z , die 
wir mit a, b, c bezeichnen wollen. 
Daher haben wir die T ra n s ­
form ationsform eln

x =  x' +  a, y  = /  4- b,

2. T ran sfo rm atio n  aus einem  rech tw in keligen  C oord inatensystem e 
in ein anderes mit dem selben  N ullpunkte, aber anders g erich te ten  
Achsen
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Die Cosinus der Winkel, welche die Achsen OX, OY, O Z  des ursprünglichen 
Systems mit den Achsen OX', OY', OZ' des neuen Systems bilden, mögen 
folgende tabellarisch zusammengestellte Werthe haben:

Zwischen diesen neun Grössen bestehen sechs Gleichungen. Aus § 1, 2 folgt 
al +  ßi2 +  Ti2 =  1 ,

L  « I  +  ß| +  Ts =  1 >
a 32 +  ß f  +  T32 =  1 •

Da ferner das neue System X' Y' Z' ebenfalls rechtwinkelig ist, so ist (§ 1, 6) 
ai a2 +  ßiß2 +  T1 T2 = 0 ,

2- ai a3 +  ßißs +  T1 T3 =  0,
a2a3 +  ß2ßä +  T2T3 — 0 .

Auf Grund dieser sechs Gleichungen kann man die neun Cosinus durch drei 
derselben, oder durch drei andere, von einander unabhängige Grössen ausdriieken.

Die beiden Systeme von Gleichungen 1 . und 2. kann man durch zwei 
andere Systeme ersetzen. Da die Winkel der W-Achse mit den rechtwinkeligen 
Achsen OX', OY', OZ' die Cosinus 04, a2, a3 haben u. s. w., so ist auch

a i2 +  a22 4- <*32 =  1,
3- ßi2 +  ß22 +  ßa2 =  1 ,

Ti2 4- T22 +  t32 “= !•
Da ferner die Achsen des Systems X Y Z  rechte Winkel bilden, so ist 

alßl -+■ a2ß2 ■+• a3 ß3 =  0)
4- «i Ti +  «2T2 +  a3 T3 =  0,

ßiTi 4- ß2T2 +  ß 3 T 3 =  0.
Die sechs Gleichungen 3. und 4. können algebraisch als eine Folge der 

Gleichungen 1. und 2. nachgewiesen werden; wir sehen indess davon ab, diesen 
Nachweis zu liefern.

3. Sind zwei Punkte A und B  durch einen aus drei Streckende, CD  und 
D B  bestehenden gebrochenen Linienzug verbunden, und sind A', B', C', D' die 
Normalprojectionen der Punkte A, B , C, D  auf eine Gerade G, sind ferner X, 
|x, v die Winkel der Geraden G mit AC, CD, D B , so hat man bekanntlich

A'B' =  A’C  4- C D ' 4- D'B',
mithin * A'B' =  cos X • A C  4- cos ja • CD  4 - cosv ■ D B .

4. Die Projectionen der Strecke O P  auf die Achsen OX', OY', OZ' sind 
der Reihe nach die Coordinaten x', y', z'. Projicirt man statt der Strecke O P  
die gebrochene Linie OQ’P 'P  (Fig. 432), so erhält man nach der vorigen Formel

x' =  04# 4- ßxjy 4- y1z,
!• /  =  <x2x  H- ß2y  4- y2z,

z' =  a 3x  4- ß3jy -h y3z.
Diese Formeln vermitteln den Uebergang aus dem Systeme X Y Z  in das 

System X'Y'Z'\ die Formeln für den Uebergang aus diesem in jenes erhält man, 
wenn man 1 . der Reihe nach mit 04, a2, a3; dann mit ß1, ß2, ß3; schliesslich 
mit Ti> T2> T 3 multiplicirt und addirt; in Rücksicht No. 2, 3 und 4 erhält man

x  =  04 4- &-2y  4- cn3z',
y  =  ß ^ ' 4- ß2y  4- ß8* ',
2 =  y1x' 4- T2y  4- 73*'-

2.

§ 2. Transformation rechtwinkeliger Coordinatensysteme. 2 0 1

5. Hat das neue System weder dieselben Achsenrichtungen, noch denselben 
Nullpunkt wie das ursprüngliche, so kann man ein Hülfssystem einschalten, das 
mit dem ursprünglichen in Bezug auf die Achsenrichtungen und mit dem neuen 
in Bezug auf den Nullpunkt übereinstimmt.

Sind x, y, z, x', y', z' die Coordinaten eines Punktes P  im ursprünglichen 
bez. im neuen Systeme, sind ferner a, b, c die Coordinaten des neuen Nullpunkts 
in Bezug auf das alte System, und werden die Cosinus der Winkel der Achsen 
des neuen Systems mit den Achsen des alten wie in No. 3 bezeichnet, so hat 
man die Transformationsformeln

x — a 4- 04#' 4- a2y  4- 042',
y  — b ßi#' 4- ß2y 4- ßsz',
z =  c 4- T i* ' 4- 72Tf +  Ts2'-

6. Wenn zwei orthogonale Coordinatensysteme X Y Z  und X' Y'Z' einen 
gemeinsamen Nullpunkt haben, so kann die Ebene X O Y  in die neue Lage 
X'O Y' auf folgende Weise übergeführt werden.

(M. 439.)

Wir bemer­
ken zunächst, 

dass in allen 
Coordinatenebe- 

nen der positive 
Drehungssinn für 
Winkel so ge­
wählt sein soll, 
dass die Winkel 
X O Y, XOZ,
YO Z rechte Win­
kel (und nicht 
=  270°) sind. Wir 
beachten nun die 

Schnittgerade 
der Ebenen 

X'OY' und X O Y  
und entscheiden
über ihren positiven Sinn; (93E sei eine positive Strecke dieser Geraden. Hierauf 
drehen wir das Coordinatensystem X Y Z  um die Achse OZ, so dass die Achse 
O X  den Winkel XOH  beschreibt; dabei komme O Y  in die Lage Oty. Nun be­
merke man die Schnittlinie der Ebenen X'O Y' und 2)OZ', die positive Strecke 

auf dieser Geraden wähle man so, dass HO21' ein rechter Winkel (und 
nicht =  270°) ist, und drehe das Coordinatensystem H%Z um die Achse OH so, 
dass 0 \) den Winkel beschreibt; hierdurch komme OZ  in die Lage #3-

Schliesslich drehe man das Coordinatensystem £ $ '3  um die Achse O 3  so, 
dass OH den Winkel HOX' beschreibt; dann fällt die 3E-Achse mit OX', und, 
da HOty1 =  X ’O Y’ =  90°, auch die F-Achse mit OY' zusammen.

Hat man so durch drei aufeinander folgende Drehungen um die Achsen OZ, 
OH, und (73 die ATF-Ebene in die neue Lage X'OY' gebracht, so fällt die Achse 
O Z' entweder mit (73 zusammen, oder bildet mit (73 einen gestreckten Winkel. 
Im ersten Falle kanh man das Coordinatensystem X Y Z  durch Drehung in die 
neue Lage X'Y'Z' bringen, im andern Falle nicht; im ersten Falle bezeichnet 
man die Coordinatensysteme als g le ich sin n ig , im andern als u ngleichsinnig .
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Bei jeder einzelnen der drei Drehungen bleibt eine Achse des jeweiligen 
Coordinatensystems unverändert, also auch die parallel zu ihr gemessene Coor- 
dinate eines Punktes; die beiden andern Coordinaten ändern sich infolge der 
Drehung der Coordinatenebene, mit welcher sie parallel sind, für dieselben gelten 
daher die für Coordinaten in der Ebene aufgestellten Transformationsformeln. 
Bezeichnet man die Winkel X O X , 2) 0%\ 1 0 X '  der Reihe nach mit «J,, 0, ? , 
und die Coordinaten eines Punktes P  in den Systemen X Y Z , XtyZ, £ $ ' 3 , X 'Y '3  
der Reihe nach mit x, y, z] z; x, 9', x\y\ 3; so hat man die successiven 
T  ransformationsformeln:

°0 für den Uebergang aus dem Systeme X Y Z  in das System £ 2 )Z :
1. x  — costy • x — sinty • 9, y  — s i n • 9 -P costy • 9, z =  z\

ß) für den Uebergang aus dem Systeme 1% Z  in das System £ $ '3 :
^  X =  X, — cosd • 9' — sind  - 3, z — sind • 9' -p • 3 ;

T) für den Uebergang aus dem Systeme £ $ '3  in das System X 'Y '3 :
3. x =  cos ̂  • x' — siny  •y ', 9' =  sin*.p • x' -p cos cp •y ', 3 =  3.

Im Falle zweier g le ic h s in n ig e n  Systeme hat man schliesslich z' — 3, im 
Falle ungleichsinniger Systeme ist z' =  — 3.

Drückt man nun durch die Formeln 1 ., 2., 3. die ursprünglichen Coordinaten 
x > y ’ 2 durch d ê neuen Coordinaten x', y', z' aus, so ergeben sich die T r a n s ­
fo rm a tio n s fo rm e ln :

x  — (c o s c o s  siny stn*p cosd) • x' — (sintp cos<]> -P cosrp sinty cosd) • y'
±  sin tj» sin fl ■ z\

y ~  (cos <P sin tj; -|- smtp cos*\> cos 3) • jc' — (sin 9 sin <1> — cosa cos<1/ cosd) • y' 
nF costy sind • z'

z =  sin<p sind • x' -p co sy s in b -y ' ±  co sd -z ' .
Hierbei gelten die oberen Vorzeichen für gleichsinnige, die unteren für 

ungleichsinnige Systeme.
Vergleicht man diese Transformationsformeln mit den Formeln in No. 4, so 

erhält man die neun Cosinus 04, a2, a3, ßx, ß2, ß3, yv  y2, y3 durch die drei 
von einander nicht abhängigen Winkel 9, <J, d ausgedrückt; man hat 
<xx =  cos cp cos *p stn cp stnty cos x1; a2 =  — sincpcosty— cos <p sin cosd; a 3 =  dzsintysind; 
ßx =  cosystnty-+-sm<pcostycosb; ß2 = — sin 9 sin -p cos 9 cos cos fl; ß3 =  cos sind] 
yx =  s in f  sin3 ; y2 =  co s f s in d ; y3 =» ±  cosd .

§ 3 . Die Ebene, die Gerade und der Punkt.

1. Fällt man auf
eine Ebene T  vom Null­
punkte O aus eine Nor­
male O N, so kann die 
Ebene als der Ort der 
Punkte definirt werden, 
die den Schnittpunkt A  
dieses Lothes und der 
Ebene zur Normalpro- 

^  jection auf O N  haben. 
Ist d  die positiv zu rech­
nende Strecke OA, sind 
a, ß, y die Winkel, welche

(M. 440.)
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OA mit den Coordinatenachsen einschliesst, und sind x, y, z die Coordinaten 
eines Punktes P  der Ebene, so ist die Bedingung, dass die Normalprojection 
von P  auf die Gerade O N  mit dem Punkte A zusammenfällt: 

cosa • x  +  cos§ • y  H- cos7 • z =  d.
Die Coordinaten jedes Punktes der Ebene genügen dieser Gleichung; und 

umgekehrt, alle Punkte, deren Coordinaten dieser Gleichung genügen, liegen auf 
der Ebene; die Gleichung ist daher die G leichung der E b en e T.

Eine Ebene, deren Normale mit den Coordinatenachsen die Winkel a, ß, 7 
macht und die vom Anfangspunkte um die Strecke d  entfernt ist, hat daher die 
Gleichung
1. cosa. • x  cosß • y  -P cosy • z — d  =  0.

Diese Gleichung ist lin ear bezüglich der Coordinaten. 
Dividirt man sie durch d, so entsteht

Nun ist, wie man aus der Figur sieht,
O St — d'.cosa.,' O S 2 — d:cos§, O S 3 =  d ’.cos7 .

Wenn man die Achsenabschnitte O S x, O S 2, O S 3 der Reihe nach mit a, b, c 
bezeichnet, so erhält man daher die Gleichung der Ebene in der Form:

x y z2. — -P ~ t  -P — 1 == 0.a b c
Umgekehrt schliesst man: Jed e lin eare  G leichung zw ischen den 

C oordinaten  eines Punktes ist die G leichung einer eindeutig  b e ­
stimmten Ebene. Denn dividirt man die allgemeine lineare Gleichung
3. A x  -p By -y Cz -y D  =  0 
durch — D, so erhält man

A B  C
— D ' X +  — D ’ y  +  — B>'Z 1 °*

und erkennt nun durch den Vergleich mit 2., dass 3. die Gleichung einer Ebene 
ist, deren Achsenabschnitte betragen

D  D  D
a ~  ~  A ’ b ~~ B ’ C ~  C ‘

Durch Multiplication mit einem geeigneten Faktor r  kann man die allgemeine 
lineare Gleichung 3. auch auf die N orm alform  1. bringen, und dadurch den 
Abstand der Ebene 3. vom Nullpunkte und die Winkel bestimmen, die die 
Normale der Ebene mit den Achsen bildet. Aus der Identität

r A x  -l-  rB y  -p  rC z  - p  r D  =  cosa. • x  - p  cos$ • y  -P  cos7  • z — d  
folgen die Gleichungen

rA  — cosa., r B  — cosfi, rC  =  cos^, r D  — — d .
Quadrirt man die ersten drei, addirt, und beachtet, dass 

cos1 2 a -p cos2$ -P cos2 7 =  1,
so erhält man
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2. Setzt man in der Gleichung einer Ebene T :
x  y z

7 ^  -  4- 4  4 - ------ 1 =  0a b c
die Coordinate z =  0, so erhält man die Gleichung für die Coordinaten x  und 
y  der Punkte der Ebene, welche auf der XF-Ebene liegen, also die Gleichung der 
Horizontalspur S XS 2 der Ebene T\ ebenso erhält man die Gleichung der Spuren 
S 1S 3 und ■S2S 3, wenn man in der Gleichung der Ebene y  — 0 bez. x  =  0 setzt 
daher ist die Gleichung der

Horizontalspur .S'1 S 2: 

Verticalspur .Ŝ  S 3: 

seitlichen Spur S 2 S 3:

x
a
x
a
y
b

4- — l 0 ,

1 =  0 ,

1 =  0 .

Man kann diese drei Gleichungen auch als Gleichungen von Ebenen be­
trachten; da z. B. in der ersten derselben die Coordinate z nicht vorkommt, so 
wird der Gleichung von jedem Punkte des Raumes genügt, dessen x  und y  diese 
Gleichung erfüllen, dessen Horizontalprojection P' also auf S XS 2 liegt; als 
Gleichung eines räumlichen Gebilds aufgefasst, ist daher

x y-  +  x  — l =  o
a b

die Gleichung einer Ebene, die parallel zur Z-Achse ist. Ebenso sind

- — 1 = 0c
x z , y
---- 1---- — 1 =  0 und -ra c b

die Gleichungen von Ebenen, die parallel zur F-Achse, bez. parallel zur X-Achse 
sind.

3. Liegen vier Punkte P, P x, P 2, P 3 auf einer Ebene Ax  4- B y y- Cz -\- D  =  0 
so bestehen die vier Gleichungen

A x  -+- B y  h- Cz +  D  =  0,
A x x -+- B y x 4- Czx 4~ D  =  0,
A x 2 -+- B y 2 -)- Cz2 -+- D  =  0,
A x 3 -(- B y 3 4- Cz3 -+- P) =  0.

Der Verein dieser in Bezug auf A, B, C} D  homogenen linearen Gleichungen 
erfordert das Verschwinden der Determinante

x y z 1 '
* i  J i  z i 1
*2 y 2 *2 1
* 3  y  3 Z3 1

Dies ist die Bedingung dafür, dass P  mit P XP 2P 3 auf derselben Ebene liegt, 
ist also die G leichu ng der E b en e P XP 2P 3.

4. D er W inkel 8 zweier E ben en
T  =  A x  4- B y  -|— Cz +  D  =  0 , T x =  A xx  -j- B xy  4-  Cxz 4- D x == 0 , 
innerhalb dessen der Nullpunkt liegt, ist dem Winkel ihrer Normalen supplementär; 
sind a, ß, 7, ax, 7 j die Winkel der Normalen von T  und T x mit den 
Coordinatenachsen, so ist

— cos8 =  cosa cos öl x 4- cos ß cos ß t -4- cos 7 cos^x.
Setzt man hier die in No. 1 , 4 gefundenen Werthe ein, so ergiebt sich

A A X +  B B X -f- CCX

T  B =  0

1 . cos 0 =  —
VA* +  B *  +  G2 • Y A ?  4- B?  4- Ct2
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Zwei E ben en  sind daher norm al zu ein an d er, wenn 
2. A A X +  B B X 4- CCX =  0.

Zwei E ben en  sind p a ra lle l, wenn cosa : cosfy : cosy =  cosax : cos$x : cos^x, 
also wenn

A : B : C  =  A X: B X:C X.
5. Ist II die Normalprojection eines beliebigen Punktes P  auf die durch O 

gehende Normale der Ebene
T  == cosa • x  4- cos$ • y  4- cosy • z — d =  0, 

so ist O II =  cosa • x  4 - cos$ •y  4- cos7 • 2 .
Der Abstand p  des Punktes P  von der Ebene T  ist

p =  WA — OA  — O II =  d  — (cosa ■ x  4- cosß • y  4- cos7 • z) =  — T.
Ist also  F s s  cosa • x  4- cos$ ■ y  4- cos7 • z — d  =  0 die G leich u ng  einer 

Ebene, so ist der W erth, den das Polynom  T  für die C oordinaten  
irgend e in es n ich t auf T  — 0 g elegen en  Punktes annim m t, dem A b­
stande des Punktes von der E b e n e  en tg eg en g esetz t g le ich ; dabei wird 
der Abstand positiv oder negativ, je nachdem der Punkt mit dem Nullpunkte O 
auf derselben Seite der Ebene liegt oder nicht.

Der Abstand eines Punktes P  von der Ebene A x  4 - B y  4- Cz 4- D  =  0 ist
A x  4- B y  4- Cz 4- D  

P  =  ~  Y A * +  B 2 4- C2 ‘
6. Sind A C und B D  zwei Strecken einer Ebene T  und normal zur Schnitt­

linie mit einer andern Ebene T x, sind ferner A1 und B' die Normalprojectionen 
von A und B  auf T x, so ist

Ax C D B X =  \CD  • (.A 'C -h B 'D ) =  \CD  • (ACcos T T X 4- B D  cos T T X)
=  \C D  -(A C  4- B D ) cos 7  T x.

Daher hat man
1 . A 'B 'D C — A B  D C -cosa .

Projicirt man die Ecken eines 
auf T  gelegenen Polygons auf die 
Schnittlinie von T  und T x , so 
erscheint die Fläche des Polygons 
als ein Polynom von rechtwinkeligen 
Trapezen, derart wie A B D C , und 
die Projection des Polygons auf die
Ebene T x ist das gleichgebildete (M-441-)
Polynom aus den Projectionen der
Trapeze. Wendet man auf die Projection jedes Trapezes die Formel 1. an, so 
gelangt man zu dem Satze: D ie F lä ch e  der N o rm alp ro jectio n  e in er 
ebenen Figur ist g le ich  der F lä ch e  der p ro jic ir te n  Figur m u ltip licirt 
mit dem Cosinus des N eigungsw inkels der p ro jic ir te n  Figur gegen 
die P ro jec tio n seb en e .

Der Neigungswinkel einer Ebene gegen eine Coordinatenebene ist dem Winkel 
gleich, den die Normale der Ebene mit der auf der Coordinatenebene normalen 
Achse einschliesst.

Sind daher / ' ,  f " ,  f "  die Projectionen einer ebenen Fläche f  auf die 
Coordinatenebenen und a, ß, 7 die Winkel der Normalen zu f  mit den Achsen, 
so hat man f  =  f c o s 7 , f "  =  f c o s a ,  f "  =  fc o s$ .

Quadrirt man diese drei Werthe und addirt, so entsteht 
y  2 y "2 y '"a  = / 2.
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P ro jic ir t  man eine ebene F lä ch e  auf die Ebenen eines orth ogon alen  
C oord inatensystem s, so ist die Summe der zweiten P oten zen  der drei 
P ro je c tio n e n  g le ich  der zweiten Potenz der p ro jic ir ten  F läch e.

7. Die Gleichung der durch die Punkte P XP 2P 3 gehenden Ebene (No. 3) 
giebt nach den Gliedern der ersten Zeile entwickelt

Die Coefficienten von x, y, z stimmen rücksichtlich der absoluten Werthe 
mit den doppelten Flächen der Dreiecke P X'"P2"'P3 ", P x" P 2"P 3", P x P 2 P 3 
überein; um die Gleichung 1 . auf die Normalform zu bringen, hat man sie daher durch

2 v W ' Ä ' W + I W W + W W ’ =  ±  2 • P ,P ,P .a 
zu dividiren. Bezeichnet man mit hQ die von P 0 ausgehende Höhe des Tetraeders 
P 0P XP 2P 3 und mit f 0 die Fläche P XP 2P 3, so hat man daher (No. 5)

Die Determinante stimmt also dem absoluten Werthe nach mit dem sechs­
fachen Tetraedervolumen überein.

Um auch dem Vorzeichen eine geometrische Bedeutung zu geben, haben 
wir uns über den positiven oder negativen Sinn von Tetraedern zu entscheiden. 
Wir wollen ein Tetraeder A B C D  als positiv oder negativ ansehen, je nachdem 
von dem Eckpunkte A aus betrachtet das Dreieck BCD  als positiv oder negativ 
erscheint, vorausgesetzt, dass man für Dreiecksflächen eine bestimmte Drehrichtung 
(z. B. links herum) als die positive angenommen hat.

Die Tetraeder A B C D , A C D B , A D B C  haben dasselbe Zeichen; die 
Tetraeder A C B D , A B D C , A D  C B  haben das entgegengesetzte Zeichen; denn 
die Dreiecke B C D , C D B , D B C  erscheinen von demselben Punkte A aus in 
gleicher Drehrichtung, die Dreiecke C B D , BD C , D C B  in der entgegengesetzten.

Lässt man also die erste Ecke unverändert und permutirt die drei andern, 
so haben die Tetraeder denselben Sinn, bei denen die drei letzten Buchstaben 
Permutationen von derselben Klasse sind.

Das Dreieck B C D  erscheint von A aus in anderer Drehrichtung als das 
Dreieck A C D  von B  aus; die beiden Tetraeder A B C D  und B A C D  sind daher 
ungleichen Sinnes; und zugleich sind A B C D  und BA C D  Permutationen von 
verschiedener Klasse. Durch Vertauschung der ersten beiden Buchstaben und 
nachmalige Permutation der drei letzten Buchstaben kann man aber alle Per­
mutationen der vier Buchstaben A B C D  herstellen. Wir sehen daher: T e tra e d e r , 
die sich nur durch die Anordnung der E ckbu ch staben  u n te r ­
sch eid en , sind g le ich en  oder u ngleich en  Zeichens, je  nachdem  die 
F o lg e  ih rer E ck b u ch stab e n  Perm utationen von g le ich er K la sse  sind , 
oder nicht.
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Die Determinante

hat für zwei verschiedene Lagen IV und II" des variabeln Punktes P  im All­
gemeinen verschiedene Werthe A' und A"; sollen diese ungleiche Vorzeichen 
haben, so muss A für einen Punkt der Strecke II' II" verschwinden. Hieraus 
folgt: Die Determinante hat für alle Punkte auf derselben Seite der Ebene 
A A A  dasselbe Zeichen und wechselt das Zeichen, wenn P  von einer Seite 
von P XP 2P 3 auf die andere Übertritt. Unter denselben Umständen behält oder 
wechselt aber auch das Tetraeder P P XP 2P 3 das Zeichen; denn das Dreieck 
A A A  erscheint von allen Punkten aus, die auf derselben Seite von P x P 2P 3 
liegen, in derselben Drehrichtung, von Punkten auf verschiedenen Seiten aus in 
entgegengesetzten Drehrichtungen. Hieraus folgt, dass für alle Lagen der Punkte 
P 0P XP 2P 3 die Determinante

=  — abc  .

dem sechsfachen Volumen des Tetraeders gleich oder entgegengesetzt gleich ist. 
Um nun zu entscheiden, welcher von beiden Fällen gilt, genügt es, ein Beispiel 
zu untersuchen. Wir wählen das Tetraeder O S xS 2S 3 (Fig. 440). Die Deter­
minante A wird jetzt

0 0 0 1 
« 0 0 1  
0 ^ 0 1  
0 0 c  1

Rechnet man ein Dreieck A B C  positiv, wenn die Drehungsrichtung von A 
über B  nach C  linksum erfolgt, und ist, wie in unseren Figuren, der positive Sinn 
der Coordinatenachsen so gewählt, dass vom Anfangspunkt aus gesehen ein 
Dreieck A B C  positiv erscheint, dessen Ecken auf den Achsen OX, OY, OZ  
liegen, und die Endpunkte der positiven Strecken OA, OB, OC  sind, so ist das 
Tetraeder O S XS 2S 3 positiv. Hieraus folgt, dass auch rücksichtlich des Vor­
zeichens die Gleichung gilt

=  A xx  h- B xy  Cxz -+- D x =  0 ,
T 2 A 2 x  -+- B 2y  -f- C2 z -+- D 2 =  0 ,

=  A 3x  B 3y  -+- C3z +  D 3 =  0 .
sind die Werthe von y, z, welche den drei Gleichungen T x = 0 ,  T 2 — 0,T3 — 0 
genügen, also die Auflösungen des linearen Systems

A xx  -+- B xy  -f- Cxz =  — D x ,
+  B  2 y  -f- C2 z =  — D

A 3x  -t- B 3y  4- C3z 
Dieses System ergiebt

2 >
D .
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2. ( A B C ) - x  =  — ( B B C ) ,  ■ ( A B C ) - y  =  
wenn

Analytische Geometrie.

— (A BC), (ABC)  •* =  — (ABD )

Sind die drei Zeilen der Determinante (ABC) oder zwei derselben pro­
portional, so sind die drei Ebenen parallel (No. 4), oder zwei derselben sind 
parallel, und die Determinante (A BC )  verschwindet. Ist (A BC )  =  0 und sind 
zwei Colonnen proportional, so verschwindet auch eine der andern drei Deter­
minanten, die andern beiden unterscheiden sich durch einen von Null ver­
schiedenen Faktor und verschwinden daher gleichzeitig; sind diese beiden 
Determinanten nicht Null, so ist eine Coordinate des Schnittpunkts unbestimmt, 
die beiden andern sind unendlich gross; die Ebenen schneiden sich daher in 
drei parallelen Geraden, die einer Coordinatenebene parallel sind. Ist z. B.
A x : A 2 : A 3 =  B x : B 2 : B z , also B x — n A x, B 2 =  nA2, 7?3 =  nA z,
so ist ( B B C )  =  n (B A C )  =  — n (ABC),  und (ABD)  =  0. Wenn ( B B C )  
nicht verschwindet, so ist auch (A B C )  von Null verschieden, und die Coordinaten 
des Schnittpunkts sind x — oo, y  =  oo, z unbestimmt. Die Ebenen schneiden 
sich daher in drei zur X  FEhene parallelen Geraden.

Wenn (A BC )  dadurch verschwindet, dass die Glieder einer Colonne Null 
sind, so sind auch zwei der drei andern Determinanten Null; die drei Ebenen 
sind in diesem Falle einer Coordinatenachse parallel; wenn die vierte Determinante 
nicht verschwindet, so schneiden sie sich in drei zu dieser Achse parallelen 
Geraden; wenn sie verschwindet, so gehen sie alle drei durch eine zu dieser 
Achse parallele Gerade. Ist z. B. A x =  A 2 =  A3 =  0, so haben die Ebenen 
die Gleichungen
T x = B xy-\- Cxz y - B x = 0 ,  T 2 ==B2y-+-C2 z-\-D2 = 0 , T z = B 3y-\-C3 z D 3 =  0, 
sind also parallel der X-Achse; betrachtet man ihre Gleichungen als Gleichungen 
von Geraden in der FZ-Ebene, so sind dies die seitlichen Spuren der drei 
Ebenen; diese drei Spuren haben einen oder keinen gemeinsamen Punkt, je 
nachdem die Determinante (BCD)  verschwindet oder nicht verschwindet.

Wenn die Determinante (ABC)  verschwindet und weder zwei Zeilen noch zwei 
Colonnen proportional sind, und wenn zugleich keine der drei andern Determinanten 
(B B C ) ,  (A BC), (A B D )  verschwindet, so sind die Coordinaten des Schnitt­
punkts sämmtlich unendlich gross, die drei Ebenen schneiden sich also in drei 
parallelen Geraden, die keiner Coordinatenebene parallel sind. Verschwindet 
hingegen noch eine der drei andern Determinanten, z. B. ( B B C ) ,  so hat man 
durch Entwicklung der Determinanten (ABC)  und (BBC)  die beiden Gleichungen.

3.

4.

^ 3  — 0 ,

D , 0 .

Fügt man hierzu noch eine der beiden identischen Gleichungen (B B C ) — 0 
und (CBC)  =  0, oder entwickelt:

5.
B 2 C2 

B ,  C, Bx
C\

B x Cx Bo Bx
B  2

Cx
Co Bo  — 0 ,
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6.
B  2 C2

Bo Co
B% Cz
B x Cx Co

B x Cx
Bo Co Co =  0 .

so folgt, indem man 3., 4., 5. und dann 3., 4., 6 zusammennimmt, noch das 
Verschwinden der beiden übrigen Determinanten:

(A B B )  =  0 , (A B C )  =  0 .
In diesem Falle sind also die Coordinaten des Schnittpunkts sämmtlich un­

bestimmt. Da (ACB) — 0 und (B C D )  =  0 , so verschwindet für alle Werthe 
von x  und y  auch die Determinante

Multiplicirt man die Glieder der zweiten Reihe mit z, und addirt dann die 
dritte und die vierte Reihe zur ersten, so entsteht die Identität 

I Ax x  -+- B xy  H- Cx z -f-
1 A 2x -4- B 2y  —|— C2z H—
I A3jc —f— B 3y  —(— C3z —f-

Entwickelt man nach den Gliedern der ersten Reihe und bezeichnet die 
drei Determinanten aus je zwei Colonnen der Elemente

Cx 
B> x

^2 Q
Do Do

so erhält manmit mx, m2,
7. mx T x -+- m2 T 2 +  m3 T z == ().

Dieser Identität zufolge wird für jeden Punkt, für dessen Coordinaten die 
Polynome T x und T 2 verschwinden, auch das Polynom V3 gleich Null, fo lg lich  
geht die Ebene T % durch die Schnit t l in ie der Eben en  T x und 7 2.

Umgekehrt: Wenn drei Eben en  7  ̂ =  0, T 2 = 0 ,  7 3 =  0 dieselbe
Gerade enthalten,  so giebt  es drei Zahlen mx, m2, m3, durch welche 
die Ident i tät  hergeste l l t  wird:

M x T x + n i 2 T 2 + M 3 T 3 =  0 .

Denn sind T XÜ, T 20 die Werthe, welche die Polynome T x und T 2 für einen 
ausserhalb der Schnittlinie T x T 2 auf T 3 gelegenen Punkt B 0 annehmen, so bilde 
man die Ebenengleichung.
8. B 20  • T x T xo • T 2 =  0 .

Derselben wird von jedem Punkte genügt, für welchen T x =  T 2 =  0, d. i. 
von jedem gemeinsamen Punkte der Ebenen T x und T 2 ; sowie von dem Punkte 
B 0. Folglich ist die Ebene 8. identisch mit T z , und es giebt daher eine Zahl 
mx, durch welche die Identität hergestellt wird 

m\B% — B 2q • T x
Dies ist aber die behauptete Identität, wenn man nur m2 und m3 durch — 

T 2q und T xo ersetzt.
9. Vier  E b en en  T 0 =  0, T x =  0, 7 '2 = 0 ,  T 3 =  0 gehen durch einen 

Punkt,  wenn die Determinante des Systems der vier Gleichungen verschwindet, 
also wenn

Unter dieser Bedingung giebt es vier Zahlen m0, mx, m2, m3, für welche
S chlobmilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 14

^ 1 0 - ^ 2
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tn0 A0 4- mxAx -+- m2 A 2 4- ni3 A.s =  0,
wIqB q +  m1 B x 4- m2 B 2 -I- w3 i?3 =  0 ,
m0 C0 4- mxCx -f- m2 C2 4- C<x = 0 ,
»IqD q 4- mxD x 4- m2D 2 4- w3Z>3 =  0 .

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit x, y, z, und addirt, 
so erhält man die Identität

m0 TQ 4- m\ T x 4- tn2 T 2 4- ^3  ^3 == 0 .
Wenn also vier E benen  durch einen Punkt gehen, so g iebt es 

vier von Null verschiedene Zahlen, durch welche die Identität  h e r ­
geste llt  wird

pIqT q 4 - mx T x 4- m2 T 2 4- ni% 7 3 =  0 .
Umgekehrt: Wenn es vier Zahlen m0, mx, m2, g iebt, durch

welche diese Identität  h erg es te llt  wird, so haben die vier Eben en  
T Q} T x, T 2) r 3 einen Punkt gemein.

10. Sind T x = 0  und T 2 =  0 die Gleichungen zweier Ebenen in Normalform,
so sind die Abstände eines Punktes P  von diesen Ebenen px =  — T x> p% =  T 2 .
Ein Punkt, der gleiche oder entgegengesetzt gleiche Abstände von den beiden 
Ebenen hat, erfüllt also die Gleichung T x =  7 2, bez. T x =  — T 2, d. i. 
T x — T 2 =  0 ,  bez. T x 4 - T 2 =  0 .

Also sind T x — T 2 =  0 und T x 4 - T 2 =  0 die Gleichungen der E b en en , 
welche die Winkel der Ebenen T x und T 2 halbiren; und zwar halb irt  
T x — 7 2 e= 0 den W inkel, in welchem der Nullpunkt liegt, 7'1 4- 7'2 =  0 
die Nebenw inkel desselben.

Es seien T x = 0 ,  T 2 =  0, 7 3 =  0 die Gleichungen dreier Ebenen in Normal­
form. Die Ebenen Zx, £ 2, $ 3, welche die Winkel der Ecke halbiren, in welcher 
der Nullpunkt liegt, haben die Gleichungen:

S 1 ^ 7 ’2 - r 3 = 0 ,  z 2 =  t 3 — t x =  o , z ^ t x - t 2 =  0 .
Die Summe 4- 3 2 4- 3 3 verschwindet identisch; also folgt (No. 8) der 

aus den Elementen bekannte Satz: Die Ebenen , welche die W inkel einer 
dreiseitigen  E cke halbiren, schneiden sich in einer Geraden.

Die Ebenen, welche die übrigen Flächenwinkel der drei gegebenen Ebenen 
halbiren, haben die Gleichungen

V - ? 2 +  y 3 = 0 ,  £ 2' ^ 7 3 4- 7 ’1 = 0 ,  — 7\ 4 - r , — 0 .
Man erhält so für die drei Paar Halbirungsebenen die Zusammenstellung: 

Z x =  T 2 — T 3 = 0 , Z x' ^ T 2 y -T , =  0 -,
S 2 =  7 13 — Tx =  0 ,  5 2' =  773 4 -T ,1 = 0 ;
£3  — ^ 1  - r 2 = 0 ,  £ 3' S 7 X 4 - 7 ’2 =  0 .

Wie man sieht, sind folgende Identitäten erfüllt:
£ i ’ — S 2' 4- £ 3 =  0 , £ 2' — £ 3' 4 - S i  =  0 ,  %j — S i ' - P  S 2 ^ 0 .
Hieraus folgt: Die drei Paar E b en en , welche die W inkel einer 

dreise itigen  E ck e  und deren N ebenw inkel halbiren, gehen viermal 
zu je  dreien durch eine Gerade.

11. Eine Ebene, die durch den Schnitt von
T  ̂ A xx  4 - B xy  4- Cxz 4~ D  ̂ =  0 und
T 2 A 2x 4~ B 2y  4-  C2z 4- D 2 =  0

geht, hat eine Gleichung von der Form
T 3=5 mx T x 4- m2 T 2 e=s

{mxAx 4- m2A 2) x  4- ( « ^ 1  4- m2B 2)y-Jr(m xCx 4- m2 C2)z-\r mxD x 4- m2D 2 — 0.
Soll nun T  normal zu einer Ebene
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Po =  A 0x -+- B 0y  4- CqZ P)q — 0 
sein, so muss die Bedingung erfüllt sein

(mxA x 4- m2A 2)A 0 4- (mxB x 4- m2B 2) B 0 4- (mxCx 4- m2C2)C0 =  0 , 
oder mx(̂ AxA X) 4-  B xB q 4- CxCq') 4~ m2(A2A0 4- B 2B§ 4- C2C )̂ =  0 . 

Man kann daher wählen
m\ — ^ 2^0 +  P 0 +  C2Cq , wi2 — — (A XA 0 4- B ^B0 4- Cx CQ).

Setzt man nun abkürzungsweise
2-̂ o~̂ r B  ̂ B 0~hC2 Cq =  p.j, A qAx B  qB  x x= [ i2> A XA 2~\~B XB  2~\~C xC2'=\i.Q, 

so sind die Gleichungen der Ebenen £ t , £ 2, £ 0, die normal zu T x, T 2, 7 0 
sind und durch die gegenüberliegenden Kanten der dreiseitigen Ecke T x T 2 T0 
gehen

4  j =  P 2 T 2 P o -^o =  0  ,

^ 2 ^  Po -̂ 0 Pi ̂ 1  == 0 ,
^ 0 EEE= P l-^ l  p 2 2 =  0 .

Die Summe £ x 4- £ 2 4 - S 0 verschwindet identisch; also haben wir den Satz: 
Die E b en en , welche die K a n ten  einer d reise itigen  E ck e  auf die 
g egenü berliegend en  Seiten  norm al p ro jic ire n ,  gehen durch eine 
Gerade.

12. Die Bedingungsgleichung für die Coordinaten der Punkte, deren Ab­
stände von zwei Ebenen ein gegebenes Verhältniss m2 : mx haben, ergiebt sich, 
wenn T x =  0 und T 2 =  0 die Normalgleichungen der Ebenen sind, aus 

p x : p 2 = m 2 : m x , p x =  — T x , p 2 =  — T 2 , zu
m j T x — m2T 2 — 0 . 

Dies ist die Gleichung einer E b e n e ,  die 
durch die K ante  T XT 2 geht. Aus einem Normal­
schnitte der drei Ebenen ist ersichtlich, dass

P\ ' P2 — SLn T • ŝ n PP ‘1 >
mithin th e ilt  die E ben e  T den F lä ch en w in k e l
T xT 2 im Sinus verhältniss d. h. so,
dass sin T \ T : sin T T 2 ~  m2 : mx, und zwar geht 
T  im Falle  eines positiven V erh ä ltn isses , 
m2 \ mx durch den W inkel, in welchem der 
Nullpunkt liegt, im Falle  eines negativen 
durch die beiden Nebenwinkel.

13. Sind T x = 0 ,  T 2 = 0 ,  T 0 =  0 die Normalgleichungen der Seiten einer 
Ecke, und theilt man die Winkel T x T 2, T 2 T0 , T0 T x der Ecke der Reihe nach 
in den Sinusverhältnissen p x : p 2 , p2 : p 0 , p 0  : \j.x , so sind die Gleichungen dieser 
drei Theilungsebenen:

Hieraus folgt die Identität 3^ 4-  £ 2 4 - £ o =  0; man hat daher den allge­
meinen Satz: Die E b en en , w elche die W inkel einer E c k e  der R eihe 
nach in den Sinusverhältn issen  p1 : p 2, p2 : p0, p0 : Pi th e ilen , gehen 
durch eine Gerade.

Die Sätze 10 und 11 sind als besondere Fälle dieses Satzes zu betrachten.
14



212 Analytische Geometrie.

14. Sind T x =  0, T 2 — 0, T s =  0, T4 — 0 die Normalgleichungen der 
Ebenen eines Tetraeders, in dessen Innern der Nullpunkt liegt, so haben die 
Halbirungsebenen der Tetraederwinkel und ihrer Supplemente die Gleichungen:

Hieraus folgt die Identität:
1. T , „ -h T<T i2 +  T 23 -4- T 34 — T 14 = 0  .

Diese vier Halbirungsebenen gehen also durch einen Punkt; da nun be­
kanntlich T 13 mit T 12 und T 14, sowie T 24 mit T 12 und T 23 durch eine 
Gerade geht, so folgt: Die sechs Eben en ,  welche die Winkel  eines 
Te tra e der s  halbiren,  gehen durch einen Punkt.

Ferner ergeben sich noch die Identitäten:
2. T i 2 +  T 2 3 + T ' 3 4 — T ' 14 =  0 ,

^23 +  T 34 — T ' 12 +  T ' 14 = 0  ,
T  T 12 T i 4 " f - T 23 r  34 = 0 ,
5. T 34 T 14 T ' 23 + T ' 1 2 s O .

Durch den Punkt 2. gehen, wie man aus Satz 10 schliesst, noch die Ebenen 
T 1 3 (weil sie mit T 12 und T 23 durch eine Gerade geht), sowie T ' 24 (weil sie 
m i t T 23 und T ' 34 durch eine Gerade geht). Ebenso findet man, dass durch den 
Punkt 3. noch die Ebenen T 24 und T ' 13; durch 4. noch die Ebenen T 24 und 
T ' 13; durch 5. noch die Ebenen T 13 und T '24 gehen; man hat daher den Satz: 
Je  sechs Eb enen ,  welche drei an einer Ebene l iegende Aussenwinkel 
eines Te traed ers  und die drei nicht anliegenden Tetrae der win kel

die Ebenen T 14 und T 32; durch 8. noch die Ebenen T 12 und T 34. Hieraus folgt: 
Je  sechs Halb irungsebenen zweier gegenüberliegenden T e t r a e d e r ­
winkel und der vier nicht neben diesen liegenden Aussenwinkel 
gehen durch einen Punkt.

15. Die Coordinaten eines Punktes, der von den beiden Punkten P x und P 2 

gleiche Abstände hat, genügen der Bedingung
{x — x x) 2 +  { y —y x)2 +  {z — z x) 2 =  (x — x 2) 2 +  ( y —y 2) 2 -+- {z — z 2)2.

Hieraus folgt für x, y, z die lineare Gleichung 
T ^ 2 { x 2— x x) -x  +  2{y2—y x).-y 4- 2{z2—z x)z — {x22—x 2+ y 22—y x2-hz22—z 2) =  0.

Dies ist die Gleichung einer Ebene. Wird die Strecke P x P 2 mit d  bezeichnet, 
so folgt für die Winkel, welche die Normale dieser Ebene mit den Coordinaten- 
achsen bildet (No. 1 )

Dieselben Winkel (§ 1 , No. 2) bilden die Gerade PXP 2 mit den Achsen. 
Ferner ist ersichtlich, dass die Gleichung T  =  0 identisch erfüllt wird, wenn 

man für x, y, z die Werthe
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x  =  $ ( x 2 - h x x) ,  y =  ^ (y2 - h y t) ,  *  =  +
d. i. die Coordinaten des Mittelpunkts der Strecke P x P 2 einsetzt. Daher hat 
man den Satz: D er Ort der Punkte,  die von zwei ge ge benen  Punkten 
P x und P 2 gle iche  Abstände haben,  ist die Ebene ,  welche die Strecke  
P XP 2 normal halbirt.

Die Ebenen, welche die Seiten eines Dreiecks P XP 2P 3 normal halbiren, 
haben die Gleichungen:
$2  3= 2( * 2— * 3) -* H -2 (>2—y3) -y +  2{z2—z3)- z - ( x $ —x 2-i-y$-Tyg+z$—z $ ) = 0 ,  
$ 3! «= 2{x , — X ,)• *  4- 2(jya—y t) ■y-+-2{z3—zx)-z — { x 2 —X 2 32—y l +Z$ —z 2) =  0,
ä n B 2{xx—x 2)-x -h 2 (y x —y 2) ■y-h2{z1—z2) -z — ( x 2 —x$+y% —y § y -z2—z$) =  0.

Hieraus ergiebt sich die Identität £ 23 4- 2 31 -4- £ 12 =  0. Dieselbe lehrt 
den Satz: D ie drei Eb enen ,  welche die Seiten eines Dreiecks  normal 
halbiren,  schneiden sich in einer Geraden.

Die Ebenen, welche die Seiten eines unebenen Vierecks P xP 2P i P4 normal 
halbiren, haben die Gleichungen
$1 2 =  2{xx —x 2) • *  +  2(jx —y 2) •y  +  2{zx —z 2) -z — { x 2—x l-+ y ? —y $ + z ? —z f )  =  0, 
S:23 ES 2(^2—X3)-X~h 2(y2—y 3 ) -y + 2 (z 2—z 3) ‘ Z— (x$—x g -h y $ —yg-t-z$—z g ) = 0 ,  
$34 =  2 ( a : 3 —  x 4) • X  h -  2  ( J 3 — T 4 )  -y +  2 ( ^ 3  —̂  Z x )  • 2  —  ( x 2 -  X 2 + y $ —y i  -h z g —z 2) =  0 , 

$  4 1 =  2(^4 —Xx ) -x -h 2 (y i —y 1) - y + 2  (z4—z x ) -z  — (x£ —x 2 + y 2 —y  ? + z f —z?) =  0 .

Hieraus folgt die Identität J 12 -f- S 23 -+- 5 34 H- 5 42 =  0, und daher der 
Satz: D ie vier Eb enen ,  welche die Seiten eines unebenen Vierecks  
normal halbiren,  gehen durch einen Punkt;  dieser Punkt ist das 
Centrum der dem V ie r e c k  u mgesch riebenen  Kugel.  Durch den Punkt 
geht auch die Ebene S 13, welche die Strecke P XP 3 normal halbirt (da sie mit 
2 12 und £ 23 durch eine Gerade geht) und die Ebene S 24, die die Strecke P 2P 4 
normal halbirt (da diese mit 2 23 und S 34 durch eine Gerade geht). Man kann 
daher den obigen Satz auch durch den folgenden ersetzen: D ie sechs Ebenen,  
welche die K an ten  eines Tetr ae der s  normal halbiren,  t ref fen sich in 
einem Punkte. ___________

16. Die Punkte, deren Coordinaten den Gleichungen zweier Ebenen
1 . A xx P xy  Cxz -f- D\ == 0 ,
2 . A 2x —|— B 2y —f— C2z —|- P 2 == 0 ;
genügen, liegen auf der Geraden, die den beiden Ebenen gemeinsam ist; eine 
gerade Linie  im Raume wird also durch den Verein  zweier l inearen 
Gleichungen dargeste l lt .  Eliminirt man aus den Gleichungen 1. und 2. 
der Reihe nach die Coordinaten z, y, x, so erhält man die Gleic hu nge n der 
Nor mal pr o j ect ionen  der Geraden auf die drei Coord inatenebenen ,  
nämlich
3. Horiz ontalp ro je ct ion:  (AC) x  -+- (B C )y  - 4-  {P C ) — 0 ,
4. V er t ic a lp ro je ct io n :  {AB) x  {CB) z -4- {P B )  — 0,
5. Se i t l iche  P ro je c t io n:  {BA) y  4-  {CA) z -4- {PA) — 0 ,
wenn man mit {MJV) die Determinante bezeichnet:

{M N ) s s  N 'M 2 n 2
Von den Coordinaten der Punkte einer Ebene sind zwei willkürlich, z. B.

x  und y\ die dritte z ist von ihnen abhängig; sie ergiebt sich aus der Gleichung
A x  -4- B y  -4- Cz 4- P  — 0 der Ebene zu

A x  -4-  B y  -4- P  
z =  -  ---------------------- ~ --------------------- •
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y =

Von den Coordinaten der Punkte einer Geraden ist dagegen nur eine will­
kürlich, z. B. x ; die beiden andern ergeben sich aus den beiden Gleichungen 
einer Geraden, z. B. aus 3. und 4. zu

(A C )x  +  (DC) (AB) x +  (D B )
(BC) ’ * — (CB)

17. Ist P  ein Punkt einer Geraden G, die durch den Punkt P x geht und 
mit den Coordinatenachsen die Winkel a, ß, y bildet, und wird die Strecke P x P  
mit p bezeichnet, so hat man

x  — x x — qcoscl, y — y x =  pcosfi, z — zx =  p cosy ; 
eliminirt man p, so erhält man:

1 . y —y 1
cos a cosp cos'{

dies sind also die G leichungen der G eraden G. Sind die Gleichungen der 
Horizontal- und der Verticalprojection einer Geraden in der Form gegeben:
2. y  =  M x y- Q , 2 =  Wjc -+- R ,
und ist jPx ein Punkt dieser Geraden, so hat man

y  j — JMxx —(— Q ,  ̂ =  N x  ̂  —t- R  ,
also durch Subtraction:

y —y x =  M (x  — x x) , z — z x — N (x  — ^x).
Daher hat man durch Vergleich mit 1 .:

cosa : cos§ : cos^ =  1 : A f: W.
Mit Hülfe der Gleichung

C0.r2a H- <w2 ß -+- <w2y =  1
schliesst man hieraus
„ 1 M  N

- / l - y M 2 y - N 2 1 "j/ 1 -+- M 2 y- W 2 _ Y ly - M 2 y - N 2
Für den Winkel 8 zweier Geraden, deren Gleichungen sind 

y  =  J/# -(- Q , 2 =  A7# h- R ,
jy =  +  <2i > 2 =  iV jj; -+- R x ,

ergiebt sich hiernach
1 +  M N X +  N N X

cos 8 —
Y 1 J / 2 +  iV2 • Y 1 +  +  N ?  '

Die beid en  G eraden sind daher norm al zu einander, wenn 
1 +  M M X +  N N X =  0 ;

sie sind p a ra lle l, wenn ihre Projectionen parallel sind, also wenn M  =  M x, 
N =  N x.

18. Der Winkel e einer Geraden
y =  M x +  Q , z — N x  -1-  R

mit der Ebene
T  s=s 4̂.* -f- By y- Cz -\- D  — 0

ist das Complement des Winkels der Geraden und einer Normalen zur Ebene T, 
daher hat man

A +  M B  +  N C
S ifi  0 —  —  - ■  ........... ...  — -------------------------------- -— —

I/aT2 + B* -+■ C 2 ■ ] / lT # 2 + W2 '
Die G erade ist daher p a ra lle l zur E bene T, wenn

2. +  M B  +  N C  =  0 ; 
sie ist norm al zu T, wenn
3. ^  ^  : C =  1 : M : N .

19. Die Coordinaten des Schnittpunktes der Geraden
.y =  M x -+- Q , 2 =  N x  h- R

mit der Ebene
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T  s== A x  +  B y  y- Cz +  D  =  0 
sind die Lösungen des Systems dieser drei Gleichungen. Man erhält

B Q y - C R y - D  -  M (C R  +  D) 4- Q (C N + A )
X  =  —  - X “ ----- Ti . ' r ^ K Tt y  =CiV*

-  N (B Q  +  D)
A +  B M y -  C N  

R (B M y -  A)
z — A +  B M y -  C N

Diese Werthe werden unendlich gross, wenn A y- B M y -  C N  =  0 ; diese 
Bedingung des Parallelismus einer Geraden und einer Ebene ist schon in voriger 
Nummer gefunden worden.

Wenn die Bedingungen A y- B M y -  C N  — 0 und B Q  y- CR  -t- D  =  0 
e rfü llt  sind, so ist auch
— M (B Q y -C R y -D ) y- Q (A y -B M y -C N )  — M (C R y-D )  +  Q (C N y-A ) =  Q,
- N ( B Q y - C R y - D )  y- Q (Ay- CM y- C N ) =  —N (B  Q d D) h-  R (B M y- C) =  0; 
die Coordinaten des Schnittpunktes sind also unbestimmt; folglich ist die G e­
rade ganz in der E b en e enthalten.

20. Jede Ebene, die normal zu der Geraden G ist: 
y  =  M x Q , z =  -Nx -t- R , 

hat eine Gleichung von der Form (No. 18)
X  4 -  My H- N z y- D  —  0 ,

in welcher D  willkürlich ist. Geht die Ebene durch einen gegebenen Punkt P x, 
so ist x x -t- Myx +  N z x y- D  =  0 ;
durch Subtraction der letzten Gleichungen wird D  eliminirt; man erhält so die 
G leich u n g  der durch P x gehenden N orm alebene zu G 

T  ~  x — x x +  M (y —y x) +  N(z — zx) =  0 .
Die Normalprojection II des Punktes P x auf die Gerade G ist der Schnitt 

der Ebene T  mit der Geraden G, also ergeben sich die Coordinaten von II nach 
den Formeln der vorigen Nummer, indem man in denselben A, B , C, D  der 
Reihe nach durch 1, M, N, — -+- Myx y -  N z x) ersetzt:

— MQ  — N R  y- x x y- Myx y- N z x
' 1 +  J/2 +  iF 2 " ’
— M N R  y- Q y- Q N 2 +  M (xx -+- M yx -h N z x)

l =

:  =
M N Q

1 +  M 2 

R  y- R M 2 H
4- N 2 
N (x x M yx +  N z x)

l y- M 2 y- N 2

Der Abstand des Punktes P x von der Geraden G kann aus den Coordinaten 
von P x und II berechnet werden.

21. Zwei Gerade haben einen gemeinsamen Punkt, wenn der Verein der 
Gleichungen der Geraden

y  =  M x  Q i z =  N x  +  R ,
y  =  M xx y- QXi z =  N xx  +  R x

durch ein System von Werthen x, y, z erfüllbar ist. Durch Subtraction ergeben 
sich die beiden Gleichungen

0 =  (M — M x) x  y- (Q — Qx) ,  0 =  ( N — N x) x -h (R — R x) ;  
hieraus folgt als Bedingung dafür, dass sich zwei G erade schneid en

M - M x, Q — Qi 0
N — N x> R  — R x

22. Durch zwei Gerade, die nicht in derselben Ebene liegen, lassen sich 
zwei zu einander parallele Ebenen legen. Die Gleichungen der beiden Geraden 
Gi und G 0 seien
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y  =  Mxx  -f- Qx , z — N xx  R x \
y =  M 2 x + Q 2 , z =  N 2x +  R 2 .

Die Gleichungen der beiden Parallelebenen können in der Form voraus­
gesetzt werden

x  -t- By  -+- Cz -f- D x = 0 ,  x  -f- B y  -f- Cz -+- D  2 =  0.
Da Gy in T x und G 2 in T 2 enthalten ist, so bestehen für B , C, D x, D 2

die vier Gleichungen:
1. 1 +  BMy +  CNy = 0 ,  3. BQy +  CRy +  Dy = 0 ,
2. 1 -f- B M 2 +  CN 2 =  0 ; 4. B Q 2 +  CR2 +  D 2 =  0 .

Aus 1. und 2. erhält man:

B  = (M N ) ’
aus 3. und 4. folgt weiter

My — M2

{MN) ’

n  - Q , ( N , - N S) +  R ,( M ,- M ,)  „  - Q ^ - N J  +  R ^ - M , )
1 (M N ) • — (M N )

Die Gleichungen der beiden Parallelebenen sind daher 
Ty s  {MyN2 — M 2N X) x  -y (Ny — N 2)y  — (Mx — M2) z +  Ry (Mx — M2) 

- Q x ( N y - N 2) =  0 ,
r ,  =  (M ,N , -  M ,N ,)x  +  (i\r, -  N  -  , -

■ - A W - i V , )  =  0 .
Die Winkel a, ß, 7, welche die gemeinsame Normale der beiden Geraden 

G x und G 2 mit den Achsen bildet, ergeben sich daher aus
1

COS (t =  £  , C^ß =

5  — T/(^,iV2

COS~( —

M ,N ,)>  +  (iV, -  JV3)3 +  (J/, -  J /2)2 .
Der kürzeste Abstand d  der beiden Geraden ist dem Abstande der parallelen 

Ebenen T x und T 2 gleich, also ist
i  =  i  _ d =  (Qi -  g.) W  -  #,) -  (A -  -«.) W  -  m )̂

2  ̂ •

23. Statt, wie bisher geschehen, den Punkt, können wir auch die E b en e 
als R au m elem ent verwenden, in ähnlicherWeise, wie wir in der analytischen 
Planimetrie die Gerade verwendet haben. Als orthogonale C oord inaten  
der E b en e T  defmiren wir die reciproken Achsenabschnitte und setzen 

1 1 1 
OSy ~~ U) O S 2 ~  v ’ OS.A ~~ w '

Sind die Coordinaten einer Ebene durch eine Gleichung verbunden
f ( u ,  v, w) =  0 ,

so sind nur zwei Coordinaten, z. B . u und v, willkürlich, die dritte folgt aus ihnen 
gemäss dieser Gleichung; aus den sämmtlichen Ebenen des Raumes wird also 
durch die Gleichung eine unendlich grosse Anzahl ausgewählt. Man gebe u 
einen bestimmten Werth ux und hierauf v eine Reihe um endliche Beträge von 
einander verschiedener, auf einander folgender Werthe vx , vx \ vx " u. s. w. 
und bestimme die zu ux und vx , Vy", vx " . . . gemäss der Gleichung f ( u ,  v, w) =  0 
zugehörigen Werthe w x w x \ w x " . . . . Hierauf nehme man für u einen andern 
Werth u2, für v eine Reihe von Werthen v2 , v2 \ v2 " . . . und bestimme die 
zugehörigen w 2\ w 2", w 2"' . . . Dies kann man beliebig fortsetzen. Man erhält 
dadurch eine Anzahl von Ebenen, deren Coordinaten die Gleichung f  (u, v, w) — 0 
erfüllen. Diese Ebenen bilden eine Polyeder-Schale. Lässt man nun die Differenz
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der Werthe ux> u2, . . . , sowie für jedes u die Differenz der Werthe v\ v", v'" . . . 
verschwindend klein werden, so erhält das Polyeder unendlich kleine flächen 
und die Winkel zweier benachbarter Polyederflächen werden verschwindend klein 
(oder, was auf dasselbe hinauskommt, unendlich wenig von einem gestreckten 
Winkel verschieden); das Polyeder geht daher in eine krumme Oberfläche über, 
welche von den Ebenen T  berührt (um hüllt) wird.

24. Alle Ebenen, die dasselbe u und v haben, haben dieselbe Horizontal­
spur; alle Ebenen, die zu demselben u und w gehören, haben dieselbe Vertical- 
spur; alle Ebenen, die in Bezug auf die Coordinaten v und w übereinstimmen, 
haben dieselbe seitliche Spur. Die Ebenen, die dieselbe Coordinate u haben, 
gehen durch denselben Punkt der A'-Achse; die Ebenen, die dieselbe Coordinate 
v haben, gehen durch denselben Punkt der K-Achse; und die Ebenen, die die­
selbe Coordinate w haben, gehen durch denselben Punkt der Z-Achse. Ins­
besondere treffen die Ebenen, für welche u =  0, bez. v — 0, oder w  =  0 ist, 
die Achse OX, bez. O Y  oder OZ, in einem unendlich fernen Punkte.

Für die Ebenen, welche durch den Nullpunkt gehen, ist u — 00, v — 00, 
w — 00; doch hat man diesen unendlich grossen Werthen für jede durch O 
gehende Ebene bestimmte Verhältnisse beizulegen, nämlich die Verhältnisse der 
Coordinaten einer Parallelebene.

25. Ersetzt man in der Gleichung der Ebene

die reciproken Achsenabschnitte 1 : a, 1 : b, 1 : c der Reihe nach durch u, v, w, 
so erhält man

ux  -4- vy  -+- wz — 1 = 0 .
Sieht man in dieser Gleichung alle sechs Coordinaten als veränderlich an, 

so erscheint sie als die Bedingung, welche die Coordinaten eines Punktes und 
einer Ebene erfüllen, wenn der Punkt und die Ebene vereint liegen (d. i. wenn 
der Punkt auf der Ebene liegt. Giebt man u, v, w bestimmte Werthe, so ist

ux  H- vy wz — 1
die Bedingungsgleichung für die Coordinaten der Punkte, die auf der Ebene 
liegen, die die gegebenen Werthe u, v, w zu Coordinaten hat, ist also die 
G leichung d ieser Ebene. Ertheilt man hingegen den Coordinaten x, y, z 
gegebene Werthe, so ist ux  -4- vy H- wz — 1 = 0  die Bedingungsgleichung 
für die Coordinaten aller Ebenen, die durch den Punkt P  gehen, der die ge­
gebenen Coordinaten x, y , z hat; wir nennen sie daher in diesem Falle die 
G leich u ng  d ieses Punktes P.

Je d e  lin eare  G leich u ng  zw ischen den C oord inaten  einer E b en e 
is t die G leichu ng eines eind eutig  bestim m ten  Punktes. Vergleicht man 
die allgemeine lineare Gleichung in Ebenencoordinaten 
1 . Au 4- B v  +  Cw  -4- D  =  0 ,
mit xu -v- y  v z w — 1 = 0 ,
so sieht man, dass 1. die Gleichung des Punktes ist, der die Coordinaten hat 

x  =  — A : D , y  — — B  : D , z =  — C :D .
Die Gleichungen
Au  -t- B v  h- D  =  0, Au  +  Cw -t- D  =  0, B v  +  Cw -v- D  =  0 

sind die Gleichungen von Punkten, deren Coordinaten der Reihe nach sind 
x  =  — A : D , y  =  — B  : D , z =  0;
x  =  — A : D , y  =  0, z =  — C : D\
x  =  0, y  =  — B  : D , z =  — C:D \
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also sind
P' =  A u A - B v - h D  =  0 ,  P " ^ A ua-C wa- D  =  0 , P"' ^ B v + C w  -t-Z> =  0 ,  

die Gleichungen der Projectionen des Punktes
P  s s  Au -p B v  -p Cw -p D — 0.

26. Die Gleichung des Schnittpunktes dreier Ebenen T x, T 2> T 3 ergiebt

27. Die Coordinaten des Punktes Pf der die Strecke P XP 2 im Verhältnisse 
X2 : Xx theilt, hat die Coordinaten

_ Xf^i -P X2:v2  ̂ 4- X2j 2 _ \̂z\ H- X2#2
Xj -P X2 ’  ̂ Xx +  X2 ’ Xj -P X2 y

und mithin die Gleichung:
P  =  (^i^i +  X2^2) u +  (^lJG +  X2jy2) v "+" (̂ 1̂ 1 ~k 2̂ 2̂) w  — (̂ 1 "+• 2̂) =  0, 
oder: P  =  Xt P t ~p X2 P 2 =  0, wobei

P\ =  x \u +  y\v +  z \w — 1 =  0, D2 =  X2 U +  ) ’2 V +  Z2 W — 1 — 0
die Gleichungen der Punkte P x und P 2 in N orm alform  (d. i. mit dem Absolut- 
gliede — 1 ) sind.

Umgekehrt: B ild e t man aus zwei lin earen  Fu nctionen  
P 1 £= A x u -p B x v -p Cx w  -p D x und P 2 =  A 2u -p B 2v -P C2w  -p D 2 

der E b en en co o rd in aten  eine neue lin eare Function P  =  \^XP X -P fJ^/ ,̂ 
so ist P  — 0 die G leichung des Punktes, der die S tre ck e  der Punkte 
P x =  0 und P 2 — 0 in dem V erh ältn iss theilt:

P x P  : P P 2 — fp D x : p,a D 2.
28. D er P u n k t/ 5, dessen C oord inaten  aus den C oord inaten  d reier 

geg eben en  Punkte P x, P 2, P 3 nach den Form eln a b g e le ite t  w erden: 
__ X1x 1 -P X2x 2 -P X3o:3 +  X2-y2 + X 3J 3 __ \XZX -+- X2g2 -hX3S3

 ̂1 H“ 2̂ 3̂ ’ —f— X2 ~+- 3̂ *
theilt das Dreieck P XP 2P 3 im Verhältniss \x : X2 : X3, d. h. es ist 

P 2P 3P : P 3P XP : P XP 2P  =  Xx : X2 : X3.
Bezeichnet man nämlich mit i, k, l  irgend eine Permutation der Ziffern 

1, 2, 3, so hat der Punkt II/, welcher P iP k im Verhältniss X* : \k theilt, die 
Coordinaten:

j    X/#/ -1- \kXk _ hyi -P X̂ j]>k _ X/̂ / -P X/z Zk
X/ -P lk ’ X/ -P \k ’ 1 Xz -P \k

Da nun die Coordinaten von P  durch die Formeln gewonnen werden:
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_  (Xz -P h) \i -P  h x i  _  (Xz- 4- X/.)r]/ -P h yi  _  (X« +  h ) b  +  ^  _
Xz- -P h  -P X/ ’ —' Xz -P X̂  -p X/ ' Xz- -P h  -P X/

so folgt, dass der Punkt ZMie Strecke P/U/ in dem Verhältnisse (X,- -P X̂ ) : X/ theilt. 
Daher hat man P /U i: /TI/ =  (P /P  /’ü/): PU/ =  (Xz- +  X̂  +  X/) : X/. 
Nun ist aber P P kP/ : P /P kP  =  Z5̂ / : /TI/, also folgt 

/*/*/>: P/PkP/ =  X/ : (Xz- +  X̂  -p X/).
Hieraus ergeben sich die drei Formeln:

Z5, ^ / 5: Z\/»,/>, =  X, : (X, +  X2 +  X ,) ,
P 3P XP :  P x?2F 3 =  ̂ 2 : (^1 +  2̂ +  h)>
P XP^P • 3̂ : (^1 +  2̂ "k X3) ,
also ist wie behauptet worden war 
P 2P 3P  : P 3P XP  : Z,1/>8/> =  K  : 2̂ ; 3̂ •

29. Aus den Coordinaten dieses 
Punktes P  ergiebt sich seine Gleichung 
sofort zu />s= \XP X -P X2/ >2 -I- Xg/’g =  0, 
wobei P x = 0 , P 2 =  0 , /̂ g =  0 die
Normalgleichungen der Punkte P x P 2 P 3 

sind. Umgekehrt: B ild e t man aus drei 
linearen  F u n ctio n e n  der E b e n e n ­
coordinaten  (M. 443.)

P  ̂ A x u -p B x v -p Cx iu —p D x >
P 2 =  A 2u -p B 2v -p U2w  -p D 3 ,
P 3 =  A 3u -p B 3v -p C3w  -P D z ,

eine neue lin eare  F u n ctio n
P  —  (x 1 ^ , +  F 2 j P 2  +  ( ^ 3 - ^ 3  ,

so ist P  ■= 0 die G leich u ng  des Punktes, der das D re ieck  P XP 2P 3 der 
Punkte P x = 0 ,  P 2 =  0, P 3 =  0 in dem Verhältnisse \ixB*x : ^2^2  : 9-3^3  theilt.

Hieraus schliesst man weiter: Wenn man zu vier lin ea ren  F u n ctio n en  
der E b en en co o rd in a ten  P 0, P x, P 2, P 3 v ier Zahlen m0, mx, m2, m3 finden 
kann, durch w elche die Id en titä t h erg este llt wird 

/HqP q -p mxP x -p m2P 2 - p  Wg/’g =  0,
so liegen  die vier Punkte P 0 =  0, P x — 0 , P 2 =  0 , P 3 =  0  auf einer
Ebene.

Denn aus dieser Identität folgt

Pa fny P m<
Po - Po

also liegt P 0 auf der Ebene P XP 2P 3.
q o  T ' i i c  P T b o t iA r )  r l ^ r p n  P n n r r l i r m t p n  r P m  V p r e i n e  z w e i e r  linearen Gleichungen

genügen
Px s  A x u - p  B x v +  Cx w - P  D x =  0, P 2 =  A 2 u  - p  B 2v - p  C2w  - P  D 2 =  0, 
gehen durch die beiden Punkte P x und P 2, umhüllen daher die Gerade /’i/ Y  

E ine G erad e wird also  durch zwei lin eare  G leich u ngen  in E b en en ­
coordinaten  d arg este llt. Bildet man die Identitäten

S x ^  C2 • P x — Cx ■ P 2 =  (A C )u-y- (B C ) v +  (D C ) ,
N2 ^  B 2 • P x -  B x • P 2 =  (AB) u -p (C B) w +  (D B ),
S 3 ^  A 2 • P x — A x ■ P 2 ^  (BÄ) v -p (CA) w +  (D A),

so erkennt man, dass A’1 = 0 ,  A2 = 0 ,  N3 = 0  die Gleichungen von Punkten
sind, die auf der Geraden P XP 2 liegen; da ferner in jeder der Functionen S  
nur zwei Coordinaten Vorkommen, so folgt, dass =  0, S 2 — 0, S 3 =  0
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die G leich u ngen  der Spurpunkte der G eraden auf der XY-, XZ- und 
KZ-Ebene sind.

31. Unter dem D o p p elverhältn iss (T XT 2 T 3 T4) von vier E b en en  eines 
B ü sch e ls  (d. i. von vier Ebenen, die durch dieselbe Gerade gehen) T t, T 2, T 3 TA 
versteht man den Quotienten

(T  T  T T \   S*n ^  *̂3 • S*n ^  4̂
1 2 3 4 sin T 3 T 2 ' sin 7\T2 '

Hieraus folgt, dass das Doppelverhältniss von vier Ebenen eines Büschels 
gleich dem Doppelverhältniss eines Normalschnitts derselben ist.

Eine beliebige Ebene N schneide den T räg er des B ü schels (d. i. die 
Gerade, welche allen Ebenen des Büschels gemein ist) im Punkte A, und einen 
Normalschnitt 2 des Büschels in einer Geraden G\ ferner seien B x, B 2, B 3, B 4 

die Schnittpunkte von G mit T x, T 2, T 3, P4. Alsdann ist (T XT 2 T 3 T 4) gleich 
dem Doppelverhältniss der Strahlen des Normalschnitts 2 , mithin auch gleich 
dem der Punkte B x, B 2, B 3, B it und daher auch gleich dem der Geraden, in 
welchei die Ebenen des Büschels von der Ebene N geschnitten werden. Durch 
irgend eine Gerade, die die Büschelebenen in den Punkten Cx> C2> C3, C4 trifft, 
und einen Punkt A des Büschelträgers ist eine Ebene S bestimmt; da nun das 
Doppelverhältniss der vier Ebenen dem der vier Geraden ACX, A C 2, A C 3, AC4 

ist, so ist es auch gleich dem der vier Punkte Cx, C2, C3 C4. Wir haben daher 
den Satz: Das D o p p elv erh ältn iss von vier Ebenen ist g le ich  dem 
D op p elverhältn iss von vier Punkten, in denen sie von irgend e in e r  
G eraden g esch n itten  werden.

Der B eg riff  p ro je c tiv e r  G ebild e kann nun auf E b e n e n b ü sch e l 
ausgedehnt werden. Sind T x =  0, T 2 — 0 die Gleichungen zweier Ebenen, 
so ist das Doppelverhältniss der vier Ebenen

^2 =  b, T 3 =  a x7\ 4- a 2 T 2 == (), T  =  \xa xT x -t- \2 a 2 T 2 == 0 
(TxT 2T 3T) =  Xx : X 2 .

Sind R x — 0, R 2 — 0, R 3 =  bxR x b2 R 2 =  0, die Gleichungen der den 
gleichbezifferten Ebenen entsprechenden Punkte einer Geraden, oder Ebenen 
eines Büschels, oder Strahlen eines Büschels (in irgend einer Ebene, bezogen 
auf ein in derselben liegendes Coordinatensystem), oder Kegelschnitte eines 
Büschels, oder Punkt- oder Strahlenpaare einer quadratischen Involution, so ist 
die Gleichung des der Ebene T  entsprechenden Elements des projectiven Ge­
bildes:

P  =  ~kxbxR x -(- X2 b2 R 2 =  0.

§ 4. Die Kugel.

1. Sind a, b, c die Coordinaten des Kugelcentrums und ist p der Kugel­
radius, so ist ein Punkt B  auf der Kugel gelegen, wenn seine Coordinaten der 
Gleichung genügen

(x — a)2 4- (y — b) 2 4- (z — c) 2 __ p2 ;
oder entwickelt:
1 . x 2 -+- y 2 -h z2 — 2a x  — 2 by — 2 cz 4-  a 2 4- b 2 q- c2 — p2 =  0 .

Dies ist daher die G leichung der Kugel in Punktcoordinaten.
Sie ist vom zweiten Grade in den Coordinaten x, y, z. Eine allgemeine 

Gleichung zweiten Grades hat die Form:
2. A x 2 4 - 2 B x y  -t-2C xz  4- D y2 4- 2 E yz  4- F z 2 4- 2G x  4- 2J7y-\- 2 /z  4 - K =  0 .

§ 4. Die Kugel. 2 2 1

Von derselben unterscheidet sich die Kugelgleichung dadurch, dass die 
Glieder x 2, y 2, z 2 denselben Coefficienten haben, und dass keine Glieder vor­
handen sind, die die Produkte zweier Coordinaten enthalten. Umgekehrt sieht 
man leicht, dass jede Gleichung zweiten Grades in Punktcoordinaten, in welcher 
A — D  =  F , und B  =  C =  E  =  0 ist, die Gleichung einer eindeutig bestimmten 
Kugel ist. Denn nach Division durch A erhält die Gleichung die Form:
3. x 2 4- y 2 4- z 2 4-  2 L x  4 - 2M y 4-  2 N z  4- Q =  0.

Durch Vergleich mit 1. sieht man, dass 3. die Gleichung einer Kugel ist 
mit den Centrumscoordinaten und dem Radius.

a  — — L ,  b =  — M, c =  — N , p =  -j/Z2 4- M 2 4- N 2 — Q .
Ist L 2 4- M 2 4- N 2 — Q <. 0, so schreibe man die Gleichung 3.

(x -+- L ) 2 4- (y  4- M )2 4-  (z 4-  N ) 2 4 - (<2 — L 2 — M 2 — N 2) =  0.
Unter der Voraussetzung L 2 4- M 2 4- N 2 — Q <  0 sind alle vier Glieder 

dieses Polynoms bei realen Werthen von x, y, z positiv; also wird die Gleichung 
durch reale Werthe der Coordinaten nicht befriedigt. Man kann in diesem Falle 
die Gleichung als die einer Kugel mit realem Centrum und mit imaginärem 
Radius

p =  i  y Q  — L 2 — M 2 — N 2
auffassen.

2. Legt man durch einen Punkt II eine Gerade, die mit den Achsen die 
Winkel a, ß, 7 bildet, und ist P  ein Punkt dieser Geraden, so hat man für die 
Coordinaten von P  (nach No. 17) die Formeln

x — $ 4- r  cosa, y  =  t] 4- r  cos$, z — ^ -\ -rcos^ .
Liegt der Punkt P  auf der Kugel
K  == x 2 4- y 2 4-  z 2 — 2 a x  — 2 by — 2 cz 4- a 2 4-  b2 4- c2 — p2 = 0 ,  

so hat man:
(£ 4- r  cosa)2 4- (?] 4- rcos§ ) 2 4 - (( 4 - rcosy ) 2 — 2a(\ 4- r  cosa.) — 2b(t] 4- rcosfi) 

— 2 c (C 4- rcosf) 4- a 2 4-  b2 4- c2 — p2 =  0.
Ordnet man diese Gleichung nach Potenzen von r, so erhält man in Rück­

sicht auf die Formel cos2 a 4- cos2§ 4 - cos2  ̂ — 1 die Gleichung:
r 2 4- 2[(5 — a)cosd  4- (*) — b)cos§ 4- (C — c)cos^)\-r 4- ?2 4- r)2 4- C2 

— 2 a\ — 2 br\ — 2cl, 4-  a 2 4-  b2 -t- c2 — p2 =  0 .
Diese Gleichung liefert zwei Werthe r ’ und r"  für r\ das Produkt der­

selben ist
1. r'r"  =  \2 4- r)2 4- £2 — 2 a\ — 2 br\ — 2 c£ 4- a 2 4- b2 4- c2 — p2 ; 
dasselbe ist unabhängig von der Richtung der durch II gezogenen Geraden und 
hängt nur von den Constanten der Kugelgleichung und den Coordinaten von II 
ab. Wir haben daher den Satz: Wird ein Strah len b ü n d el (d. i. die Gesammt- 
heit aller durch einen Punkt gehenden Geraden) von einer K ugel g esch n itten , 
so sind die P rod u kte der Streck en , die auf jed em  Strah le  vom T räg er 
des Bündels (II) bis an die K ugel re ich en , einan d er gleich .

Dieses constante Produkt heisst die P otenz des Punktes II in Bezug 
auf die K ugel. Wie man aus 1. sieht, ist die Potenz eines Punktes in Bezug 
auf eine Kugel dem Werthe gleich, den die Gleichung der Kugel (in der Form 
No. 1, 1) für die Coordinaten des Punktes annimmt. Die Potenz des Punktes 
II in Bezug auf die Kugel ist positiv oder negativ, je nachdem II von der Kugel 
ausgeschlossen wird, oder nicht; im ersteren Falle ist die Potenz gleich dem 
Quadrate der von 11 an die Kugel gelegten Tangenten, im zweiten gleich dem 
Quadrate des Halbmessers des auf derKugel gelegenen Kreises, dessen Centrum II ist.
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3. Für die Coordinaten der Punkte, die zwei Kugeln gemeinsam sind, be­
steht der Verein der Kugelgleichungen
1. K x s== x 2 -+-y2 -t- z2 — 2a xx  — 2 b xy  — 2cxz +  dx =  0 ,
2. K 2 =  x 2 -+-y2 -h z 2 — 2 a 2x  — 2 b2y  — 2 c2z -\- d2 =  0 ,
wobei dx und d2 abkürzungsweise für -\-b? +  — p/2 und ag  +  bg  -+- c22 p22
gesetzt worden sind.

Durch Subtraction erhält man aus 1. und 2.
L  ^  K x — K 2 =  2(a2 — a x) x  +  2 (b2 — bx)y  +  2 {c2 - c x) z  — (d2 — dt ) =  0.

Dies ist die Gleichung einer E b e n e ,  die normal zu der Geraden steht, 
welche die Centren der beiden Kugeln verbindet; man nennt diese Ebene die 
C hordalebene der beiden Kugeln. Wenn die Kugeln sich schneiden oder 
berühren, so ist Z =  0 die Gleichung ihrer Schnittebene bez. ihrer gemeinsamen 
Tangentenebene; und wenn die Chordalebene von den beiden Kugeln nicht 
getroffen wird, so haben dieselben keinen realen Punkt gemein.

Für jeden Punkt der Chordalebene ist K x — K 2 =  0, also K x =  K 2\ dies 
ergiebt den Satz: Jeder Punkt der C hordalebene zweier Kugeln  hat 
für beide Kugeln g le ich e  Potenz. Umgekehrt sieht man leicht, dass je d e r  
Punkt, der für beide Kugeln g le ich e  Potenz hat, auf der C h o rd a l­
ebene liegt.

4. Die Chordalebenen der drei Kugeln K x =  0, K 2 =  0, AT3 =  0 haben 
die Gleichungen:
L x 2 SS K x — K 2 — 0 , - 2̂ 3 =  - 2̂ -̂ -3 =  0 ) d 3x — K-A K x 0 .

Hieraus folgt die Identität L x2 +  A23 +  Z 31 = 0 ,  und daher der Satz: 
Die drei C hordalebenen dreier Kugeln  schneiden sich in einer G e ­
raden; diese Gerade ist normal zur E bene der K ugelcentren  und geht 
durch den Chordalpunkt der drei K re ise ,  welche diese E b e n e  mit 
den K ugeln  gemein hat; sie ist der Ort der Punkte, die g le ich e  Potenz 
für die drei Kugeln haben. Diese Gerade wird als die C ho rd alachse  der 
drei Kugeln bezeichnet.

Vier Kugeln K x, K 2, K A> K x, deren Centren die Ecken eines Tetraeders 
bilden, lassen sich zu sechs Paaren ordnen und ergeben daher sechs Chordal­
ebenen; die Gleichungen derselben sind

L\ 2 == K x di. 2 =  0 , L  2 3 =  Ä 2 Ä 3 =  0 ,
Z 13 ^  K x -  W3 =  0 ,  Z 24 ^  K 2 -  A4 =  0 ,
Z 14 ^  K x -  - AT4 =  0 ,  Z 34 ^  K ,  -  A4 =  0 .

Aus ihnen folgt die Identität Z 12 A23 +  Z 34 — Z 14 =  0. Da nun Z 23
mit L x g und Z 23, sowie Z 34 mit Z 23 und Z 34 eine Gerade gemeinsam hat, so 
folgt der Satz: Die sechs C hordalebenen je  zweier von vier K u g e ln  
gehen durch einen Punkt; d ieser Punkt hat gleiche Potenz für die 
vier K ugeln ; er heisst der Chordalpunkt der vier Kugeln.

Legt man von einem Punkte A aus eine Tangente an eine Kugel K  und 
beschreibt eine Kugel K x, welche A zum Centrum hat und durch den Berührungs­
punkt der Tangente geht, so schneiden sich die Kugeln K  und K x unter rechten 
Winkeln. Damit ein Punkt A das Centrum einer Kugel sei, welche gegebene 
Kugeln K x, K 2, Zf3 . . . . normal schneidet, müssen die Längen der von A  aus 
an die Kugeln gelegten Tangenten, von A bis zum Berührungspunkte gerechnet, 
gleich sein. Wir schliessen daher aus den obigen Sätzen: D er Ort der 
Centren der Kugeln , welche zwei gegebene Kugeln normal sch n eid en , 
ist die C ho rd alebene der beiden Kugeln; der Ort der C entren der

§ 4. Die Kugel. 2 2 3

K ugeln , w elche drei gegebene K ugeln  norm al schneiden, ist die 
C hordalachse der drei Kugeln ; es giebt eine K ugel, die vier gegebene 
Kugeln  norm al schneidet, ihr Centrum ist der Chordalpunkt der vier 
Kugeln.

5. Ist K x =  x 2 H- y2 4- z 2 — 2 a xx  — 2bxy — 1cxz  +  dx und
K 2 =  x 2 + y 2 -h z 2 —  2 t f 2 ' *  —  2 ^ 2 y  —  2c2z d2 , so ist 

K  X 4 K  j  - f -  X 2 K  2 =  0
die Gleichung einer Kugel; das Centrum hat die Coordinaten

X.a . —|— Xo<z2 Xi b i -P \2 b 2 ~b -̂2G
* =  X, +  Xa ’ b =  X, H- Xa ’ =  x4 +  X2 5

dasselbe liegt daher auf der Geraden der Centren Cx und Cs der Kugeln K x =  0 
und K 2 — 0 und theilt die Strecke K XK 2 im Verhältniss X2 : Xr

Durchläuft das Verhältniss X, : X2 alle Werthe, so erhält man eine unend­
liche Folge von (realen und imaginären) Kugeln; die Gesammtheit dieser Kugeln 
heisst ein K ugelbüschel.

Durch jed en  Punkt jP0 des Raum es geht eine Kugel eines K u g e l­
büschels. Denn bezeichnet man mit AT10, K 20 die Werthe, welche die Poly­
nome K x und K 2 annehmen, wenn man in ihnen x, y, z  durch die Coordinaten 
x o> J o >  z o ersetzt, so geht K  durch P Qt wenn die Bedingung erfüllt ist

1̂̂ 10 ~b x2zr20 = 0.
Man kann daher Xt =  K 20, X2 =  — K xo wählen und hat somit als 

Gleichung der gesuchten Kugel
dd2 0 K x K x o A  2 =  0 .

Diese Gleichung wird nur dann unbestimmt, wenn Af10 =  K 2Q = 0 ,  d. i. 
wenn P ü auf den Kugeln K x und K 2 zugleich liegt. Punkte, die K x und K 2 
gemeinsam sind, gehören allen  Kugeln des B ü sch e ls  an.

Da es in der Gleichung einer Büschelkugel K  s= X1AT1 -+- X2AT2 =  0 nur 
auf das Verhältniss der Zahlen X1 : X2 ankommt, so kann vorausgesetzt werden, 
dass Xj +  X2 =  1 sei, so dass dann K  — 0 in der Normal form erscheint (d. i. 
so, dass x 2, y 2 und z 2 den Coefficienten 1 haben).

6. Die Chordalebene zweier Kugeln K, K '  der Büschels K x, K 2
K  =  X1AT1 -+- \ 2K 2 =  0 ,  K '  ^  iixA\ H- jx2W2 =  0 

hat die Gleichung
Z B  K - K '  ^  (Xj - f l x) K x +  (X2 - [ i 2) Jd 2 =  0.

Da vorausgesetzt wird, dass Xx H-Xg =  1, jxx -t-p-2 =  1 > so folgt, dass 
X4 — [Xj =  — (X2 — (x2), also ergiebt sich

Z ^  (X4 — ,, x) ( K x - K 2) =  0.
Mithin ist Z mit der Chordalebene der Kugeln K x und K 2 identisch. Die 

Kugeln eines B ü sche ls  haben also eine gemeinsame Chordalebene. 
Aus jedem  Punkte der C ho rd alebene eines K ugelbüsch els  als Centrum 
lässt sich daher eine K ugel constru iren , die alle Kugeln des B üschels  
normal schneidet.

Sind 2X, 82, S3, ö4 . . . die Chordalebenen, welche eine nicht zum Büschel 
gehörige Kugel Ä =  0 mit den einzelnen Kugeln des Büschels K x, K 2, A 3, K x . . . 
bestimmt, und ist
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Hieraus folgt
S3 =  (Xj 3 X14) K x -+- (X2 3 X24) K 2.

Da nun X1 3 — X1 4 =  — (X23 — X24), so folgt die Identität
0 , , - » ■ , , )  -  X J - Q - u - K  *) L ,

wobei L  =  K x — K 2 =  0 die Gleichung der Chordalebene des Büschels ist. 
Dies ergiebt den Satz: D ie C h o rd aleb en en , die die Kugel eines B üschels 
mit e in er n ich t zum Büschel gehörigen  K ugel bestim m en, treffen  die 
C ho rd aleben e des B ü schels in d erselben  Geraden.

7. Um den Schnitt einer Ebene E  mit einem Kugelbüschel zu untersuchen,
nehmen wir die Ebene E  zur WK-Ebene eines Coordinatensystems. Setzen wir 
nun in den Gleichungen der Büschelkugeln z — 0, so erhalten wir die Gleichungen 
der Schnittlinien der Ebene E  mit den Kugeln des Büschels. Die Schnitte mit
den Kugeln K x, K 2, K  sind daher die (realen oder imaginären) Kreise:

k x e= x 2 y 2 — 2 a 1x  — 2 ^jjv 4- dx — 0 ,
k 2 =  x* - h y 2 — 2 a 2x  — 2 b2y  4- d2 =  0 ,
k  -- : Xj k  J 4 -  X2 k 2 ----0 .

E in e E bene E  schneid et die K ugeln  eines Büschels in K re isen , 
die ein K re isb ü sch e l b ild en ; die Chordale dieses K re isb ü sch e ls  ist 
der S ch n itt der E bene E  mit der C hord alebene L  des K u g elb ü sch els.

Wenn das Kreisbüschel, in welchem das Kugelbüschel von der Ebene E  
geschnitten wird, keine realen Schnittpunkte hat, so giebt es bekanntlich auf der 
Büschelcentralen zwei Punkte, die als Büschelkreise mit verschwindend kleinem 
Radius zu betrachten sind. In diesen beid en  Punkten wird die E b en e E  
durch je  eine K ugel des B ü sch e ls berührt.

8. E ine G erad e G wird von den K ugeln eines B üschels in P u n kte- • 
paaren einer q u ad ratischen  Involution  getroffen; denn eine durch G 
gelegte Ebene durchschneidet das Kugelbüschel in einem Kreisbüschel. Die 
Asymptotenpunkte dieser Involution sind die Berührungspunkte der Geraden mit 
Kugeln des Büschels. Es g iebt also zwei K ugeln eines B ü sch e ls, die 
eine gegebene G erade berühren; sie sind beide real oder beid e 
im aginär; geht die G erade durch einen gem einsam en Punkt a lle r  
B ü schelku geln , so fa llen  die beiden berührenden K ugeln  in eine 
zusammen.

9. Die gemeinsamen Punkte dreier Kugeln K 1 = 0 ,  K 2 =  0, K 3 =  0, die 
nicht demselben Büschel angehören, liegen auf den drei Chordalebenen der drei 
Kugeln, mithin auf ihrer Schnittlinie, der Chordalachse. D rei K ugeln  h aben  
also  h öch sten s zwei reale  Punkte gem ein, dieselben lieg en  sym ­
m etrisch  zur Ebene der drei C entren; wenn die Sch n ittp un kte n ic h t  
rea l sind, so ist doch die G erade real, auf der sie liegen .

10. Die Gesammtheit aller Kugeln
1. K  =  XjAfj 4- X2AT2 4- X3W3 =  0 ,
die man aus drei Kugeln K x =  0, K 2 =  0, K 3 =  0, die nicht demselben Büschel 
angehören, erhält, indem man die Verhältnisse Xx : X2 : X3 in jeder möglichen 
Weise abändert, nennt man ein K ugelbündel. Da es in der Gleichung K  — 0 
nur auf die Verhältnisse Xj : X<. : X3 ankommt, so kann man voraussetzen, dass 
X -p X2 4- X3 =  1 ist, so dass die Gleichung K  — 0 in der Normalform erscheint.

Die Punkte, für welche K x =  K 2 =  K 3 =  0, genügen auch der Gleichung 
K — 0; die K ugeln  eines B üschels haben also zwei gem einsam e (reale 
oder imaginäre) Sch n ittp u n kte.
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Die Chordalebene zweier Kugeln des Bündels 
K  = Xj Wj 4-  X2W2 4- X3Ä 3 =  0 und K' =  jaXK X 4- X2W2 4- [j.3K 3 =  0 

hat die Gleichung
2 =  K  K' e== (Xj [J-i ) K x +  ( 2̂ P2) K 2 4- (X3 — (x3) K 3 =  0.

Da nun vorausgesetzt wird, dass Xx 4- X2 4-  X3 =  ] , (x A -H jx2 jx3 =  1, 
so folgt (Xj — M-i) 4- (X2 — ja2) 4- (X3 — jx3) =  0. Hiernach erhält man 

8 =  (Xj — fj.j) (ATj — K 3) 4- (X2 — |x2) (K 2 — K 3).
Bezeichnet man die Chordalebenen von K x, K 3 und K 2, K 3 mit $?13 und 

$23, so hat man 813 =  K x — K 3 = 0 ,  $?23 =  K 2 — K 3 = 0 ,  und daher
8 =  (Xj JXj )  ?13 4- (X2 jx2) ö23.

Hieraus folgt: D ie C ho rd aleb en en  je  zw eier K ugeln  eines K u g e l­
bündels gehen durch eine G erad e; oder: D ie K ugeln eines Bündels 
haben eine gem einsam e C hordalachse.

11. Soll die Kugel K  durch einen gegebenen Punkt E 0 gehen, der nicht 
mit den beiden Trägern des Bündels zusammenfällt, so hat man die Coordinaten 
•*o> Jo> zo des P aktes E 0 in das Polynom Xj Wj 4-  X2W2 4-  X3W3 einzusetzen 
und Xj, X2, X3 so zu bestimmen, dass das Substitutionsresultat verschwindet. 
Bezeichnet man mit K l0, K 20, K 30  die Werthe, welche die Functionen K x, K 2, K 3 

für die Coordinaten des Punktes E 0 annehmen, so sind die X daher der Gleichung 
unterworfen XjW10 4- X2Ä’'20 4- X3W30 =  0.

Man erhält hieraus

X3 — 1 0 r ^20
1 ’ W ~  2 W ;a 30  a 30

und nachdem man dies in K  eingesetzt hat
^ 3 0 ' ^ — 1̂ (-^30 ‘ K 1 0 - K 3) 4- X2 {K 3 o • K 2 — K 20  ■ K 3) .

In dieser Gleichung ist noch das Verhältniss Xj : X2 willkürlich. Nun sind
^ 3  0 ■ ^-1 ^ 1 0  ■ -^"3 =  0  u n d  ^ 3  0 ' ^ "2 —  -^-2 0 ' -^ 3 =  0

die Gleichungen zweier bestimmter Kugeln des Bündels, nämlich die Gleichungen 
der durch E 0 gehenden Kugeln der beiden Büschel K x, K 3 und K 2, K 3\ daher 
folgt: Durch einen  gegeben en  Punkt gehen ein fach  u nend lich  viele 
K ugeln eines Bündels; diese K ugeln b ild en  ein K u g e lb ü sch el, ihre 
C hordalebene ist die durch diesen Punkt und die C h o rd alach se  des 
Bündels bestim m te Ebene.

Durch jeden Punkt des Raumes geht eine Kugel eines Kugelbüschels; wir 
schliessen daher: Durch zwei Punkte des R aum es ist eine K ugel eines 
K ugelbündels im A llgem einen  eind eutig  bestim m t.

Nur dann, wenn das Bündel zwei reale Träger hat, und wenn dieselben mit 
den beiden gegebenen Punkten auf einem Kreise liegen, gehen durch die beiden 
Punkte unzählig viele Kugeln des Bündels, nämlich alle Kugeln, die diesen Kreis 
gemein haben, also alle Kugeln eines Büschels.

12. Der Mittelpunkt der Kugel K  =  XjK x 4- X2W2 4- X3W3 =  0 hat die 
Coordinaten
a =  Xj#j 4 - X2# X Q CI C M l 2̂^2 K b3 3̂ > c —  4 -  X2 ^2 4 - •̂3 3̂ 52 -1- A3M.3 ,

wir schliessen daher (§ 3, 28): Die M ittelp unkte der K ugeln  eines B ünd els 
liegen au f einer E b en e; der M ittelpunkt von K  th e ilt das D re ie ck  
der C entren der K ugeln K x, K 2, K 3 im V erh ä ltn isse  Xx : X2 : X3.

Ferner folgt hieraus: Je d e r  Punkt der C en tra leb en e eines Bündels 
(d. i. der Ebene, welche die Centren der Kugeln des Bündels enthält) ist der 
M ittelpunkt e in er (realen oder imaginären) K ugel des Bündels.

S chloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. j  g
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13. Jeder Punkt der Chordalen eines Kugelbündels hat gleiche Potenz für 
alle Bündelkugeln; aus jed em  Punkte der C hordalachse als Centrum 
lä sst sich  also eine K ugel con stru iren , die alle K ugeln  des Bündels 
unter rech ten  W inkeln schneidet. Um die Kugel des Bündels zu erhalten, 
die einen gegebenen Punkt C der Centralebene zum Centrum hat, construire 
man daher von einem Punkte A der Chordalachse aus eine 4 angente an eine 
Kugel des Bündels, und mit dieser Tangente als Radius beschreibe man um A 
eine Kugel diese Kugel trifft die gesuchte Kugel unter rechten Winkeln, der 
Halbmesser der letzteren ist daher die von C an I  gelegte Tangente.

Die Kugeln Ä heissen die O rthogonalkugeln  des Bündels. Da von 
jedem Centrum C aus nur eine Kugel des Bündels construirt werden kann, so 
folgt, dass von jedem Punkte der Centralebene aus gleich lange Tangenten an 
alle Orthogonalkugeln gelegt werden können. Die Punkte der C en traleb en e 
des Bündels haben also für alle  O rthogonalkugeln  d esse lb en  g leiche 
Potenz. Wenn die Kugeln des Bündels keine gemeinsamen Punkte haben, so 
lassen sich vom Schnittpunkte Q der Chordalachse und der Centralebene aus 
Tangenten an die Kugeln des Bündels legen. Construirt man von Q mit diesei 
Tangentenlänge als Radius eine Kugel, so trifft diese die Centralebene in einem 
Kreise; die B ünd elkug eln , deren C entren auf der P erip h erie  d ieses 
K re is e s  lieg en , haben einen  verschw indend kleinen  Radius. Durch 
diesen Kreis, den wir den Nullkreis des Bündels nennen, gehen folglich auch 
alle andern Orthogonalkugeln, und wir schliessen daher: D ie O rth o g o n a l­
kugeln  eines Bündels b ild en  ein K ugelbüschel, d essen  K ugeln  den 
N ullkreis gem ein haben.

Der analytische Beweis dieses Satzes, der zugleich den Fall umfasst, wenn 
die Kugeln des Bündels reale gemeinsame Punkte haben, gestaltet sich folgender- 
maassen.

Wenn sich zwei Kugeln rechtwinkelig schneiden, und man einen Schnittpunkt 
mit den beiden Centren verbindet, so erhält man ein rechtwinkeliges Dreieck, 
dessen Katheten die Radien der Kugeln und dessen Hypotenuse die Strecke 
zwischen den Centren ist. Sind p und p die Radien und <z, b, c bez. a , b , c 
die Coordinaten der Centren, so ist daher die Bedingung dafür, dass die Kugeln 
sich normal schneiden

p2 +  p'2 =  ( a - a ' y  +  { b - b y  + ( ^ - o 2 ;
wenn man dies entwickelt und die Abkürzungen benutzt

d ■= a 2 -P b 2 -P c2 — p2 , d' — a '2 +  b'2 -P c' 2 — p' 2 , 
so erhält man die Bedingung in der Form d  -p d' =  2 (aa■ -p bb' -P cc ') .

Wenn nun die Kugel
$  == x 2 -p y 2 -P z 2 — 2 a *  — 2 hy — 2 c z -p b =  0 

die Kugeln K x =  0 , K 2 =  0 , K 3 =  0 unter rechten Winkeln schneidet, so 
gelten die Gleichungen
1 . b -P dx =  2 a ciy -p 2 -p 2 c cx ,
2 . b -p d2 =  2 a a 2 -p 2 hb2 -p 2 cc2 ,
3 . b - p  d3 =  2 a<z3 -p 2 £>£3 -p 2 C£3 .

Durch Subtraction folgt
4. dx — d2 =  2 a (a x — #2) -P 2 b (bx — b2) +  2c (cx c2) ,
5. dy — d 3 =  2a (a x — a 3) -p 2b (by — c2) -P 2c (cx c2) .

Durch diese Gleichungen sind a, b, c nicht vollständig bestimmt. Sind
a', b', c' und a", b", c" zwei Werthsysteme, die diesen Gleichungen genügen, und
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erfüllen die Zahlen p.' und p." die Bedingung p.' -p p." =  1 , so kann jedes Werth­
system, das den Gleichungen genügt, durch geeignete Wahl von p/ und p." in 
der Weise hergestellt werden
6. ä =  pV -p p."a" , b =  p.'b' +  p."b" , c =  p.V +  p .V ';
denn diese Grössen genügen den Gleichungen 4. und 5. und enthalten eine un­
bestimmte Grösse (p/ oder p”). Ferner folgt aus 1 .

b' =  2 a' a x +  2 b' ^  -p 2 c' cx — dx , 
b" =  2 a”a x -p 2 h"by -p 2 c"ct — dx ,

p'b' -p p"b" =  2 (p'a' +  p"a") a x +  2 (p/b' -p p"b") ^  +  2 (p.Y -p p"c") cx — d x . 
Somit hat man nach den Formeln 6.
p'b' -p p"b" =  2 a a x -p 2 hbx +  2 c^ — dx , d. i. p'b' -p p"b" =  b .

Die Gleichung der Kugel Ä ergiebt sich daher zu 
| s ^ + y + 2 2 _ 2  (p'a' -P p"a") x — 2 (p'b' -p p"b") y  — 2 (p'c' -p p"c") 2 
-p p'b' -p p"b" =  0.

Fügt man zu den drei ersten Gliedern den Faktor p' -p p" =  1 , so erhält man
7- Ä =  p'Ä' +  p " t "  =  0 ,
wobei Ä' = ^ + y 2 - p z2 _  2 a' *  — 2 b' y  — 2 c' z -p b' = 0  
und g" =  x 2 z 2 _  2 a"x — 2 b'> — 2 c"a +  b" =  0
die Gleichungen zweier Orthogonalkugeln des Bündels sind; also bilden alle 
Orthogonalkugeln des Bündels ein Büschel.

Umgekehrt weist man leicht nach: A lle  O rth ogo nalku geln  der K ugeln  
eines B ü sch els b ild en  ein K ugelbünde], dessen K ugeln  durch die 
beiden  N ullpunkte des B ü sch e ls, d. i. durch die Punkte h ind urchgehen , 
die als verschw indend k le in e  K ugeln  anzusehen sind.

14. Um über die Kugeln eines Bündels urtheilen zu können, die eine ge­
gebene Ebene E  berühren, wählen wir ein Coordinatensystem, dessen X  F-Ebene 
in diese Ebene fällt. Die Gleichungen des Schnittkreises k  der Ebene E  mit 
einer Kugel K  =  ^  K x -p \2 K 2 -P ^3W3 =  0 des Bündels erhalten wir, indem 
wir in der Function K  die Coordinate z durch Null ersetzen. Hierdurch entsteht
1’ k  =  ~h ^2^2 ~F ^3^3 == 0,
wobei k x —  0, k 2 =  0, &3 =  0 die Gleichungen der Kreise sind, in denen 
die Ebene E  von den Kugeln K x, K 2) K z geschnitten wird.

Die Gesammtheit aller Kreise k ,  deren Gleichung aus den Gleichungen 
dreier gegebener Kreise k x , k 2 , k 3 linear nach der Formel 1 . abgeleitet werden, 
nennt man ein K reisbü n d el.

Eine Kugel, deren Centrum auf der X  F-Ebene liegt, hat die Gleichung 
K  =  x 2 -P jy2 -h z 2 — 2ctx — 2 §y +  a2 +  p2 - p 2 = 0 ,  

wenn a, ß die Coordinaten des Centrums und p der Kugelradius sind; der 
Schnittkreis dieser Kugel mit der X  F-Ebene hat die Gleichung

k  s= x 2 - h y 2 — 2 a x  — 2 ßjp -P a2 -p ß2 — p2 = 0 ,  
man hat also die Beziehung K  =  k  +  z2 .

Die Kugeln Ä2, Ä3, Ä, welche k x , k 2 , k 3 , k  zu grössten Kreisen haben, 
haben also die Gleichungen

=  k y  - h  z 2 , M 2 ^  k 2 - h z 2 , ^  k 3 ~ h z 2 , M =  ^  - h  z 2 ,

oder wenn man für k  den Werth aus 1 . setzt und an z 2 den Faktor \x -p \2 -p X3 
=  1 anbringt

Ä == "P ^2^2 ~F ^3^3 --- (Xj -p X2 -p X3) z .
Hieraus folgt

Xj Äj +  X2^2 “P  X3Ä3 .

1 5 *

2.
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Die K ugeln , w elche die Sch n ittk re ise  einer E ben e E  mit den 
K ugeln  eines Bündels zu grössten K re isen  haben, b ild en  also w ieder 
ein Bündel. Dieser Satz ist ein besonderer Fall eines allgemeineren, auf 
dessen Beweis wir hier nicht eingehen wollen. Die K ugeln , die durch die 
K re ise  eines K reisbü n d els gehen und deren Centra in ein er E ben e 
liegen , b ilden  ein K ugelbündel.

Die Chordalachse des Bündels 2. geht durch den Punkt, in welchem die 
Ebene E  von der Chordalachse des gegebenen Bündels der Kugeln K  getroffen 
wird, denn dieser Punkt hat für die Kreise k, mithin auch für die Kugeln 
gleiche Potenz.

Construirt man nun den Nullkreis des Bündels St, so sind die Punkte des­
selben Kreise des Bündels k  mit verschwindendem Radius, und die Kugeln K, 
welche durch diese Punkte gehen, berühren die Ebene E. Wir haben daher. 
D ie Punkte, in denen eine E ben e E  von den K ugeln eines Bündels 
berührt wird, liegen  auf einem  K re ise ; das Centrum d esselb en  ist der 
S ch n itt  der E bene E  m it der C hord alachse des Bünd els, der H a lb ­
m esser ist die Länge einer von diesem  Punkte an eine K u gel des 
Bünd els gelegten  T angente.

15. Um die K ugel K  e ines Bündels zu constru iren , die durch 
zwei gegebene Punkte A und B  gebt, lege man durchs/ eine Hülfskugel H, 
welche eine Kugel K [ des Bündels schneidet, und suche den Punkt C auf, in 
welchem die Ebene dieses Schnittkreises die Chordalachse des Bündels trifft.

Verbindet man nun C mit A, so ist der Punkt D , in welchem CA die 
Hülfskugel zum zweiten Male schneidet, ein Punkt der gesuchten Kugel. Denn 
C hat gleiche Potenz für K ' und H  und gleiche für K' und K, folglich auch 
gleiche für K  und H\ folglich treffen K  und H  den Strahl CA, mit dem sie den 
Punkt A gemein haben, noch in einem zweiten gemeinsamen Punkte D.

Die Gerade, die durch das Centrum des durch A, B  und D  gehenden 
Kreises normal zur Ebene A B D  gelegt wird, trifft die Centralebene des Bündels 
im Mittelpunkte der gesuchten Kugel.*)

16. Um die K ugel K  eines Bündels zu erhalten, die durch einen 
gegebenen  Punkt A geht und eine g egeben e Ebene E  berührt, be­
stimme man zu A nach der vorigen Methode noch einen Punkt B  der Kugel K, 
und schneide die Centralebene T des Bündels durch die Ebene, welche A B  
normal halbirt; die Schnittlinie a ist dann der Ort der Centra aller Bündelkugeln, 
die durch A (und B ) gehen.

Die Kugeln, deren Centra auf a liegen und welche die Ebene E  berühren, 
haben ihre Berührungspunkte auf der Normalprojection a' der Geraden a auf 
die Ebene E.

Construirt man nun in E  den Kreis k der Punkte, in denen E  von Kugeln 
des Bündels berührt wird, so sind die Punkte C' und D\ in welchen <x und k 
sich schneiden, die Berührungspunkte der gesuchten Kugeln, und die Centren 
sind die Punkte C und D, in welchen die Centralebene F von den durch C' 
und E>' gelegten Normalen zu E  getroffen wird.

*) Die Ausführung dieser und der folgenden Constructionen über Kugelbündel nach den 

Methoden der descriptiven Geometrie kann dem Leser als nützliche Uebung empfohlen werden; 

man wird dabei mit e i ner  Projectionsebene arbeiten und hierzu am besten die Centralebene 

des Bündels wählen.
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17. Die Kugeln, welche zwei sich schneidende Ebenen E  und E  berühren, 
haben ihre Mittelpunkte auf den Ebenen, welche die vier von E  und F  einge­
schlossenen Flächenwinkel halbiren. Die Mittelpunkte der K ugeln  eines 
B ünd els, w elche die zwei E b en en  E  und F  berühren, liegen also auf 
den Geraden ß und 7, in denen die Centralebene des Bündels von den beiden 
Halbirungsebenen geschnitten wird. Die Construction der Centren der gesuchten 
Kugeln erfolgt wie bei der vorigen Aufgabe, wenn man a der Reihe nach durch 
ß und 7 ersetzt. Es g ie b t also vier K ugeln eines B ünd els, die zwei 
gegebene E ben en  berühren.

18. Um über die Mittelpunkte der Kugeln eines Bündels Auskunft zu 
erhalten, die eine gegebene Gerade G berühren, wählen wir die Centralebene zur 
X  K-Ebene des Coordinatensystems, legen den Anfangspunkt in die Spur der 
Geraden G und die W-Achse in die Projection von G auf die X  F-Ebene.

Ein Punkt P  der ATF-Ebene ist dann Centrum einer die Gerade G berühren­
den Kugel des Bündels, wenn der Abstand d  des Punktes P  von der Geraden G 
gleich dem Radius der Bündelkugel ist, die P  zum Centrum hat, das ist also 
gleich der von P  an eine Orthogonalkugel gelegten Tangente; also wenn das 
Quadrat des Abstandes d  gleich der Potenz des Punktes P  in Bezug auf eine 
Orthogonalkugel gleich ist.

Ist die Gleichung einer Orthogonalkugel
^ === *2 +  +  2̂ _  2 ax  — 2 $y — 272 8 =  0 ,

so ist die Potenz von P  der Werth, welchen annimmt, wenn man die Coor­
dinaten von P  (d. i. x, y, 0) einsetzt, also gleich

*2 y 2 _  2 ax  — 2 ßy H- 8 =  0 .
Die Projection von P  auf die X -Achse sei Q. Der Abstand d  ist die Hypo­

tenuse eines rechtwinkeligen Dreiecks, von dem die eine Kathete PQ, die andere 
der Abstand des Punktes Q von der Geraden G ist. Ist nun cp der Winkel, den 
G mit der WE-Ebene bildet, so ist die Entfernung des Punktes Q von G gleich
OQ • siny) daher hat man

— p Q i  _p O Q 2 • sin2 9 =  y 2 +  x 2 sin2 y .
Dies soll der Potenz von P  für die Orthogonalkugel gleich sein, daher hat 

man für die Coordinaten von P  die Gleichung
*2 + _j,2 _  2 ax  — 2 ßjp -4- S =  x 2 sin2y - h y 2 .

Hieraus folgt
x 2 cos2 cp

Hierfür kann man schreiben

cos

2 ax  — 2 ßjp —f— S =  0.

dcos2 9 — " 2(  <x \ 2 (  Scos2 9 — a2\
J - ° -2 ß cos2 y

Dies ergiebt: D er Ort der M ittelp unkte a l l e r  K ugeln  eines B ünd els, 
die eine g eg eben e G erade berühren, is t eine P a ra b e l, die A chse d er­
selben  ist norm al zu der G erad en , die C oordinaten  des S ch e ite ls  
und der P aram eter sind der R eih e nach

a 8 cos2<p — a2 ß
cos 9 ‘ cos2 9

die zwei gegebene 
die Sch n ittp u n kte

2ßcr^29 ’
Es g iebt daher vier K ugeln  eines B ü n d els,

Gerade berühren ; ihre C entra erh ält man als 
zweier P arabeln .

Es mag noch bemerkt werden, dass die Centra aller Kugeln eines Bündels, 
die eine gegebene Ebene E  berühren, auf einer Ellipse liegen, nämlich auf der
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Ellipse, deren Normalprojection auf E  der Kreis ist, der die Berührungspunkte 
aller die Ebene E  berührenden Kugeln des Bündels enthält. Es g ie b t m ithin 
vier K ugeln  eines B ün d els, die eine gegebene G erade und eine ge- 
gegeben e E b en e berühren; ihre C entra erhält man als die S c h n itt­
punkte e in er P arab e l und e in er E llip se.

19. Die Chordalebene L  einer beliebigen Kugel Ä und der Kugel des Bündels 
K  === \XK X 4-  \2K 2 4 - X3AT3 — 0 

hat die Gleichung L  =  St — K  — 0.
Setzt man (Xj +  12 +  X3) $  statte, und für ATden obigen Werth, so erhält man

L  ^  \  +  x2 (j? - at2) +  x3 (ä - at3).
Nun sind L x =  Ä K x =  0 , L 2 ^ S t - K 2 =  0 , Z 3 =  Ä — AT3 =  0 

die Gleichungen der Chordalebenen der Kugel Ä und der Kugeln K v K 2, K 3. 
Diese drei Chordalebenen gehen mit den drei Chordalebenen der Kugelpaare 
K\K2, K xK 3, K 2K 3 durch einen Punkt (No. 4), schneiden sich daher auf der 
Chordalachse des Bündels. Wir erhalten hieraus: Die C h o rd aleb en en , die 
eine K ugel St mit den K ugeln  eines Bündels bestim m t, gehen durch 
einen  Punkt A, der auf der C hord alach se des Bündels lieg t; d ieser 
Punkt hat g le ich e Potenz für a lle  K ugeln  des Bündels und für die 
K u gel &

Legen wir durch A Tangenten an so berühren diese ^ entlang eines 
Kreises, dessen Ebene normal auf der Geraden steht, die A mit dem Centrum 
von St verbindet. Sind B  und C zwei Punkte dieses Kreises, also A B  =  AC, 
und construirt man die durch B  und C gehende Kugel K  des Bündels, so berührt 
dieselbe A B  in B  und A C  in C; denn die Potenz des Punktes A in Bezug auf 
die Kugel K  ist gleich dem Quadrat von A B  oder AC. Die Kugeln K  und Ä 
haben folglich den Kreis gemein, der A B  in B  und AC in C berührt. Rückt 
nun C immer näher an B} so wird dieser Kreis immer kleiner und zieht sich zu 
einem Punkte zusammen, wenn C mit B  zusammenfällt. Wir schliessen hieraus: 
D ie K ugeln  eines Bündels, die eine gegebene K ugel Ä berühren, 
haben ihre Berührungspunkte auf einem Kreise k\ entlang dieses 
K re ise s  wird die K ugel Ä von den T an g en ten  berührt, die durch den 
Punkt der C h o rd alach se  des B ü n d els gehen, der g le ich e  P otenz für 
$  und die K ugeln  des Bündels hat.

Die Geraden, welche das Centrum Q der Kugel St mit den Punkten des 
Kreises k  verbinden, sind die Mantellinien eines Rotationskegels. Wie wir in 
der descriptiven Geometrie bereits erfahren haben, ist der Schnitt einer Ebene 
mit einem Rotationskegel eine Curve zweiten Grades. Die M itte lp u n k te  der 
K ugeln  eines Bündels, die eine gegeben e Kugel b erü h ren , lieg en  
also  auf einer Curve zw eiten Grades.

Hiermit sind die Aufgaben im Prinzip gelöst: Die Kugeln eines Bündels 
zu linden, die zwei K ugeln , oder eine K ugel und eine G erade b e ­
rü hren , es giebt vier Lösungen zu jeder dieser drei Aufgaben, und die Mittel­
punkte der vier Kugeln werden als die Schnittpunkte zweier Kegelschnitte erhalten.

§ 5. Tangentenebene und Tangentialpunkt an Flächen zweiten Grades.
Cylinder, Kegel und Grenzfläche zweiten Grades.

h Die allgemeine Form einer Gleichung zweiten Grades in Punktcoordinaten ist 
!• f= A x * - + -  2 Bxy 4- 2 Cxz 4- Dy* - (- 2 Eyz +  Fz* -f- 26T +  2A ^4-2 J z y - K  =  0.

Die Schnittpunkte der Fläche /  =  0 und der Ebene
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2 . T  =3 ux  -t- vy 4- w z  — 1 =  0
genügen den beiden Gleichungen 1. und 2. Berechnet man aus 2. die Coordi- 
nate 0 == (1 — ux  — vy) : w  und setzt diesen Werth in 1. ein, so erhält man eine 
Gleichung, durch welche die Coordinaten x  und y  der Schnittcurve mit einander
verbunden sind, also die G leichu ng der H o rizo n ta lp ro jectio n  der S c h n itt­
curve; d ie se lb e  ist vom zw eiten G rade. Eliminirt man in gleicher Weise 
aus 1. und 2. der Reihe nach y  und x, so erhält man die Gleichungen der 
Verticalprojection und der seitlichen Projection der Schnittcurve; diese sind 
ebenfalls vom zweiten Grade.

Um nun über die Natur der Schnittcurve selbst urtheilen zu können, wählen 
wir auf der Horizontalspur der Ebene T  einen Punkt O' zum Anfangspunkte 
eines auf T  liegenden ebenen Coordinatensystems; die Abscissenachse O a  legen 
wir auf die Horizontalspur; OY sei die Ordinatenachse, O'T ihre Honzontal- 
projection. Die Geraden O'Z und O'V bilden ein in der Ebene X O Y  liegendes 
rechtwinkeliges Coordinatensystem; transformiren wir die Gleichung der Honzontal- 
projection der Schnittcurve auf dieses System, so erhalten wir eine Gleichung 
zweiten Grades zwischen den auf dieses System bezüglichen Coordinaten
3 . a \* 4- 2 b\r{ 4- cr{* +  2 d\ 4- 2 er{ +  /  =  0.

Ein Punkt P  der Schnittcurve und sein Grundriss P  haben dieselbe Ab-
scisse ü, und zwischen der Ordinate 7) des Punktes P  und der Ordinate tj seiner 
Projection besteht die Gleichung i\ =» r\cosa. Wir erhalten also die Gleichung 
der Schnittcurve in Bezug auf das Coordinatensystem S T , wenn wir in 3. V 
durch i) cosa. ersetzen; die resultirende Gleichung ist vom zweiten Grade. Dies 
zeigt: E in e  F lä c h e  zw eiter Ordnung wird von einer E b en e in einer
Curve zw eiter Ordnung geschnitten .

2. Um über die Schnittpunkte einer Fläche zweiter Ordnung /  =  0 und einer 
Geraden Auskunft zu erhalten, können wir folgenden Weg einschlagen.

Ziehen wir durch einen Punkt P 0 eine Gerade, die mit den Achsen die
Winkel a, ß, 7 bildet, so hat ein Punkt P  dieser Geraden, der von P Q um die
Strecke P qP  ==  ̂ entfernt ist, die Coordinaten
2. x  =  x 0 4- r  cosa. , y  =  y 0 4- r  cos $ , z =  z0 4- r  cos~\.

Soll P  auf /  liegen, so müssen diese Coordinaten der Gleichung /  =  0 ge­
nügen; hieraus folgt für r  die quadratische Gleichung

r  cosa)* +  2 B ( x 0 -+- r  cos a) (y0 -h r  cos$) 4- 2U (^0 +  r  cosa) (z0 +  r  cosi) 
H- D<j q +  r  cos§)* +  ̂ P{ya +  r  cos$) (z0 +  r cosi) +  E (z 0 -+- r  cosi)*
-4- 2 G (x0 h-  r  cosa) +  2E l(y 0 r  cos§) 4- 2^/( 0̂ 4- r  cosi) 4- K  =  0 ,

oder, nach Potenzen von r  geordnet:
y o +  2 {^fx0' cosa 4- fy o ' cosß 4- / V  co s i)r  4- (A cos* a 4- % Bcosacos$

3- 4- ZCcosa cosi 4- D cos*$  4- <lEcos$cos~\ 4- F c o s * i) r *  =  0 .
Wenn man abkürzungsweise setzt

f x ' == A x  4-  B y  4-  Cz  4-  G ,
4, f i  B x  4- D y  4- E z  4- H ,

fz  C x  4- E y  4- P z  4- J ,
und durch angehängte Nullen, /„, f XQ', f yo', f*o>  bezeichnet, dass in der be­
treffenden Function statt x, y, z die speziellen Werthe x 0, y 0, z0 gesetzt werden 
sollen.

Aus 3. folgt zunächst: E in e  F lä ch e  zw eiter Ordnung wird von einer 
Geraden in zwei (realen oder imaginären) Punkten  getroffen.

3. Nehmen wir an, dass P 0 auf der Fläche liegt, so ist f 0 = 0 ,  die qua-
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dratische Gleichung für r  hat jetzt die Wurzel r  =  0, welche dem Punkte P 0 
entspricht; der zweite Schnittpunkt der durch P Q gehenden Geraden G und der 
Fläche bestimmt sich aus der linearen Gleichung
\ ' cosa +  fyo ' cos$ +  fz o ' ‘ c o s f  4- (A cos2 * 4- 2 B  cos* cosß

-f- 2 Ccos* cos^ 4- D  cos2 ß 4- 2Ecosficosy  -f- E cos2 f r  =  0 .
Wii fragen nun nach den durch F 0 gehenden Geraden, die die F lä c h e  

berühren, d. i. deren beide Schnittpunkte mit der Fläche in den Punkt F 0 
fallen. Ist G Tangente der Fläche, so muss auch der aus 1 . sich ergebende 
Werth von r  gleich Null sein; die nothwendige Bedingung hierfür ist, dass das 
von r  freie Glied der Gleichung 1 . verschwindet, also dass
2- f x f  cos* -h f yf  cos$ -f- f zf  COS'; =  0 .

Ausser dieser Gleichung besteht noch zwischen cos*, cos§, cos~{ die Gleichung:
3- cos2 * -+- cos2ß 4- cos2j  =  1.

Durch die Gleichungen 2. und 3. sind cos*, cos§, cos~{ noch nicht bestimmt; 
man kann einen Werth, z. B. cos'i beliebig annehmen und dann die zugehörigen 
Werthe von cos * und zwß aus 2. und 3. ableiten. Durch einen Punkt einer 
F lä ch e  zw eiter Ordnung lassen sich also unendlich viele T an g en ten  
an die F lä ch e  legen.

Denkt man sich 7 stetig geändert, so ändern sich auch * und ß und damit 
die Lage der zugehörigen Tangente stetig; die Tangente beschreibt daher eine 
bestimmte Fläche. Um die Gleichung dieser Fläche zu erhalten, haben wir die 
Winkel *, ß, 7 aus der Gleichung 1 . zu entfernen und dafür die Coordinaten 
eines Punktes P  einer Tangente einzuführen. Nun ist, wenn p den Abstand P 0P  
bezeichnet:

Setzt man diese Werthe 
Divisor p2, so erhält man die

in 2. ein und unterdrückt dann den gemeinsamen 
Gleichung

. f * o ' { *  — *o )  +  fyo' (y — J o )  +  '/*< /(* ”  zo) =  0 .
Diese Gleichung ist linear für x, y, z; wir schliessen daher: D ie T a n g e n ­

ten , w elche eine F lä ch e  zw eiter Ordnung in einem gegeben en  Punkte 
d erselb en  berühren , liegen  auf e in er E ben e.

Diese Ebene heisst die T an g en ten eb en e der Fläche im Punkte P 0. 
Löst man die Klammern in 4. auf, so ergiebt sich
5. f x f  • X  4- f yo' .y  +  f zf . z — { f xf  • * 0 4- f yf  -y0 +  f , f  • z0) =  0 .

Aus den Formeln No. 2, 4 schliesst man sofort 
6- fxQ • x 0 4- f yo' •y 0 4- f zf  • z0 =  / 0 — (G xQ 4- Hy0 4-  f z 0 4- K ) .

, Da nun f 0 =  0, so erhält man
f * 0 ’ x  +  fyo ' y  +  fzo ' • z =  —  {G x q 4-  H y0 4- J z 0 4-  K )\  

man hat daher die Gleichung der Tangentenebene
^  =  f x 0 * x  +  fyo 'y  +  f z f  ’ z 4 ~  G x 0 4- jffy0 +  J zq 4- K  =  0 .
4. Die Gleichung der Tangentenebene ist nur dann unbestimmt, wenn 

sämmtliche Coefficienten verschwinden, wenn also
f x 0 == A x q 4- P y 0 4- C z0 4- G  =  0 ,

1 fy o ' — B x 0 4-  D y0 4- F z 0 4- H  — 0 ,
fzo  s  C x Q 4- E y q 4- F z 0 4- J  — 0 ,

G x 0 4-  H y 0 J %0 4 -  K  — 0  .

Der Verein dieser vier linearen Gleichungen wird durch das Verschwinden 
ihrer Determinante bedingt
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Diese Determinante ist symmetrisch, d. h. sie ändert sich nicht, wenn man 
die Colonnen mit den Zeilen vertauscht.

Wir werden nun zeigen, dass unter der Voraussetzung A — 0 die vier Ebenen 
f x  =  0 , f y '  =  0, f z ' =  0, G x  4 - Hy 4 - / 2  4- K  =  0 

nur dann einen einzigen im Endlichen liegenden Schnittpunkt haben, wenn die 
drei Ebenen f x ' =  0, f y  — 0, f z — 0 nicht mehr als einen Punkt gemein haben.

Denn sind zwei der Ebenen identisch, so sind zwei von den ersten drei 
Zeilen und die entsprechenden' Colonnen in A proportional. Der gemeinsame 
Punkt P 0 der vier Ebenen bestimmt sich aus einer der beiden zusammenfallenden 
Ebenen und den beiden andern; die Determinante dieser drei linearen Gleichungen, 
welche der gemeinsame Nenner der Lösungen ist, hat alsdann zwei proportionale 
Colonnen, verschwindet also identisch, P 0 ist also unendlich fern oder unbestimmt.

Ist z. B. f x ' =  f y\ so ist B  =  mA, D  =  m B , E  =  mC, H  — mG, und 
■*o> y o> zo ergeben sich aus

A xq 4- mAy0 4- Cz0 =  — G ,
C x 0 4- m Cy0 4- F z  0 =  — J ,
Gxq 4- mGy0 4- J z Q =  — K .

Enthalten ferner die Ebenen f f  — 0, f f  — 0, f f  =  0 eine Gerade, ohne 
dass zwei derselben identisch sind, so besteht für zwei Zahlen m und n die 
Identität

f f  == m f f  4- n f f .
Hieraus folgt C =  mA 4-  nB, E  — mB  4- nD, F =  mC 4-  nE, J  — mG  4- nH. 

Der Punkt P 0 bestimmt sich aus f f  — 0, f f  =  0 und G x  4- H y  4- f z  4- K  — 0, 
d. i. aus

4- B y 0 4- (mA 4- n B ) z Q =

4- D yü 4- (m B  4- nD ) z0 =
4- H y0 4- (mG 4- n H ) z0 =

A x c 
B x 0 
G x ci

G ,
H , 
K .

Die Determinante

verschwindet identisch; folglich sind die Lösungen des Systems unendlich gross 
oder unbestimmt.

Umgekehrt ist einleuchtend, dass wenn die drei Ebenen f f  =  0, f f  — 0, 
f f  — 0 nicht mehr als einen Punkt gemein haben, dies der einzige dem 
Systeme 1. genügende Punkt ist.

Wenn daher ein einziger im Endlichen liegender Punkt das System 1. erfüllt, 
so kann derselbe aus den drei Gleichungen gefunden werden

3.

und es ist

A x 0 
B x 0 
C Xf,

B y  0 
D y 0
E yo

A
B
C

C Zq — G ,
4- E z 0 =  — H ,  
4-  F z 0 — — J ,

B
D
E

C
E
F

0 .
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5. Wenn Ax von Null verschieden ist, so ist P0 weder unbestimmt noch 
unendlich fern. Bezogen auf ein Coordinatensystem, dessen Nullpunkt mit dem 
Doppelpunkte zusammenfällt, müssen die Coefficienten der Flächengleichung 
solche Werthe haben, dass die Gleichungen No. 4, 1 durch x  — y  =  z =  0 
erfüllt werden; hieraus folgt

G =  H  =  J  =  K  =  0.
Die Flächengleichung lautet daher jetzt 

1. A x 2 -+- 2 B x y  -+- 2 Cxy D y2 -+- 2Eyz H- F z 2 =  0 .
Sind x x, y x, z x die Coordinaten eines Punktes der Fläche, und r x sein Ab­

stand vom Anfangspunkte, so sind die Cosinus der Winkel, die r x mit den Coor- 
dinatenachsen bildet

Daher gelten für die Coordinaten jedes Punktes P  der Geraden O P x die 
Formeln

wenn r  die Strecke O P  bezeichnet. Setzt man diese Werthe in die Flächen­
gleichung 1. ein, so erhält man als Bedingung dafür, dass P  auf der Fläche 
liegt

2. —g (A x x2 2 B x xy x -t- 2 C x xzx +  D y x2 -+- 2E y xzx +  F z x2) =  0.
r \

Da nun P x der Fläche angehört so verschwindet der Klammerinhalt; also 
wird der Gleichung von jedem Werthe von r  genügt. Wir sehen daher: Je d e  
G erad e, die ausser dem D oppelpunkte noch einen Punkt mit der 
F läch e  gem ein hat, lieg t ganz auf der F läche.

Jede durch den Doppelpunkt gehende Ebene E  schneidet die Fläche in 
zwei im Doppelpunkte sich treffenden Geraden, die real und von einander 
verschieden, oder real und vereint, oder imaginär sein können. Jede Ebene, 
die den Doppelpunkt nicht enthält, schneidet die Fläche in einer eigentlichen 
Curve zweiter Ordnung; die F lä ch e  erschein t somit als die Bahn einer 
G eraden, die durch den D oppelpunkt geht und en tlan g  e in er Curve 
zw eiter Ordnung gle itet. Die Fläche ist daher eine K e g e lflä ch e .

6. Wenn die vier Ebenen
f x 1 =  0 , fy  — 0 , fz — 0 , G x  -+- H y  +  J z  +  K  =  0 

einen unendlich fernen Punkt gemein haben, also derselben Geraden parallel 
sind, so kann man das Coordinatensystem so wählen, dass die Achse OZ  dieser 
Richtung parallel ist. Die Gleichungen No. 4, 1, bezogen auf dieses System, 
entsprechen dann verticalen Ebenen, haben also die Form

mx -b ny  H- p  — 0 .
Hieraus folgt

C =  E  =  F  =* /  =  0 .
Die Gleichung der Fläche ist daher 

1. A x 2 +  2 B x y  -+- D y 2 -t- 2 G x  -+- 2 Hy +  K  =  0 .
Diese Gleichung enthält z nicht mehr; sie wird von jedem Punkte erfüllt, 

dessen Horizontalprojection ihr genügt. Betrachtet man 1. als die Gleichung 
einer auf der AT F-Ebene gelegenen Curve zweiter Ordnung k, so ist die Fläche 
die Bahn einer Parallelen zur Z-Achse, die entlang der Curve k  sich bewegt.

Hierdurch wird die Fläche als C y lin d erfläch e  charakterisirt. Je nachdem
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die Curve k  eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel ist, bezeichnen wir die Fläche 
als e llip tisch en , h y p erb olisch en  oder p arab o lisch en  Cylinder. Zerfällt 
die Curve k  in zwei ungleiche lineare Faktoren, oder ist sie die zweite Potenz 
eines linearen Faktors, so artet der Cylinder in zwei getrennte oder zusammen­
fallende Ebenen aus. Die Bedingungen dafür, dass die quad ratische 
G leich u n g  f  =  0 einen  e ig en tlich en  oder au sartenden C ylinder d a r­
ste llt, sind also (No. 4 und 5)

A =  0 und Ax =  0.
7. Sind T x = 0 ,  T 2 =  0, T 3 =  a xT x +  a 2T 2 =  0, und T x =  0, 

T2 =  0, T f  5= bxT x' -+- b2T 2 — 0 die Gleichungen von drei Paar ent­
sprechenden Ebenen zweier projectiven Büschel, so werden die Gleichungen je 
zweier entsprechenden Ebenen in der Form erhalten (§ 3, 30)

T  es l xa xT x +  \2a 2T 2 = 0 ,  T' =  =  ° -
Die Punkte, in welchen sich entsprechende Ebenen schneiden, erfüllen die 

Gleichung, welche durch Elimination von Xj und X2 aus T  — 0 und T' =  0 
entsteht,

b2 T f =  0a \ T \ 

b \ T x

D iese G leich u ng  ist vom zw eiten Grade.
Wenn die Träger der beiden Büschel auf einer Ebene T 0 liegen, und diese 

Ebene in beiden Büscheln sich selbst entspricht, so bezeichnen wir die Büschel 
als p ersp ectiv . Man kann dann 7'0 an die Stelle von T x und T x in 1. treten 
lassen und erhält

KT*
a 2T o
w

es T n
bi

^ 2 ^ 2 =  0 ;
die Fläche zweiter Ordnung zerfällt in die beiden Ebenen 7 ’0 =  0 und 
a xb2T 2 — a 2bxT 2 =  0. Zwei p ersp ectiv e  E b en en b ü sch el erzeugen 
zwei E b en en , deren eine die se lb s te n tsp rech en d e  E b en e  ist.

Wenn die Träger der beiden Büschel auf einer Ebene liegen, ohne perspectiv 
zu sein, so lässt sich aus 1. ein linearer Faktor nicht absondern, die Gleichung 
gehört also zu einer eigentlichen Fläche zweiter Ordnung. Schneiden sich die 
Träger in einem Punkte 2, so gehen die Schnittlinien je zweier entsprechenden 
Ebenen durch 2 und jeder auf der Fläche liegende Punkt bestimmt mit 2 eine 
Gerade, die ganz auf der Fläche liegt; die Fläche ist daher eine Kegelfläche. 
Zwei p ro jec tiv e  E b e n e n b ü sch e l, deren T rä g e r  sich sch n eid en , 
erzeugen einen  K eg e l zw eiter O rdnung, der den Sch n ittp un kt der 
T räg er zur Spitze hat. Sind die Träger zweier projectiven Büschel parallel, 
so sind auch die Schnittlinien je zweier entsprechenden Ebenen parallel, und die 
von ihnen beschriebene Fläche ist mithin ein C ylinder.

8. E in e K e g e lf lä c h e , sowie eine C y lin d erfläch e II. O. sind durch 
fünf M an te llin ien  (d. i. auf der Fläche enthaltene Gerade) bestim m t. Um 
die Flächen zu construiren, durchschneide man die Mantellinien durch eine 
Ebene, welche keine von ihnen enthält. Diese Ebene trifft die Mantellinien in 
fünf Punkten und die gesuchte Fläche in einer Curve II. O., die durch die fünf 
Punkte geht, und mithin construirt werden kann. Legt man nun durch die 
Punkte dieses Kegelschnitts Gerade, die durch den gemeinsamen endlich oder 
unendlich fernen Punkt der Mantellinien gehen, so liegen diese ganz in der Fläche.

Es ist ersichtlich, wie man eine Reihe von auf Kegelschnitte bezüglichen
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Sätzen und Constructionen zu entsprechenden Sätzen und Constructionen für 
Kegel und Cylinder II. O. umarbeiten kann.

9. Für die Gleichung einer Cylinderfläche II. O.
/  =  A x 2 -f- 2 B x y  4- D y 2 4- 2 G x  4- 2 Hy K  — 0

sind die abgeleiteten Functionen
f x  ^  A x  4- By  4- G , f f  == B x  Dy H , /,' =  0 .

Daher ist die Gleichung der Tangentenebene eines Punktes x 0, y 0, z0 
dieser Fläche (No. 3):

{A x0 4- B y 0 4- G ) x  4- (B x 0 4- B>y0 4 - H )y  -f- G x 0 4- H y0 4- K  =  0 .
Dies ist die Gleichung einer Ebene, welche parallel zu den Mantellinien 

des Cylinders ist und die Gerade enthält, die die Horizontalspur (den Normal­
schnitt) des Cylinders in der Horizontalprojection des Punktes P  berührt.

Die Gleichung der Horizontalspur des Cylinders in Liniencoordinaten ist 
bekanntlich

Die Ebenen, deren Coordinaten u, v dieser Gleichung genügen, und die 
parallel der Z-Achse sind, deren Coordinate w  also gleich Null isf, sind T a n ­
gen ten eb en en  des Cylinders. In L in ien co ord in aten  wird daher der 
Cylinder durch zwei G leichungen

9 =  a u2 4 - 2 §uv 4- 4- 2 ou 4-  2zv 4 - x =  0 , und w  =  0
dargestellt. Wir werden noch wiederholt der Thatsache begegnen, dass einem 
Gebilde im Raume eine Gleichung in Punktcoordinaten und zwei Gleichungen 
in Ebenencoordinaten, oder umgekehrt eine Gleichung in Ebenencoordinaten 
und zwei Gleichungen in Punktcoordinaten zugehören.

10. Für die Gleichung der Kegelfläche
f  == A x 2 -1-  2B x y  4- 2 Cxz 4- D y2 4- 2Eyz  -4- F z 2 =  0

hat man
f f  =  A x  -f- By  4- Cz , f f  =  B x  -f- Dy 4- E z , f f  =  Cx -1-  E y  4- F z  , 
und erhält hieraus die Identität

f  x • x  4 -  f y  • y  4- f z  • z  =  / .

Ist daher P 0 ein Punkt der Kegelfläche, so ist die Gleichung der Tangenten­
ebene in diesem Punkte

A o ' •x  +  fy*  • y +  /*o' •2 =  0 •
Je d e  T an g en ten eb en e eines K eg els II. O. geht durch die Sp itze, 

und berührt den K eg el entlang einer M antellinie. Die Tangentenebenen 
eines Kegels sind daher diejenigen durch die Kegelspitze gehenden Ebenen, 
deren Horizontalspuren die Horizontalspur des Kegels berühren. Ist 

9 =»= au 2 4-  2 ßuv 4- yv2 4-  2 8 v +  2sw -+- x =  0 
die Gleichung der Horizontalspur eines Kegels in Liniencoordinaten, und 

2 =  axu +  H- 7xw  H- =  0
die Gleichung der Kegelspitze, so wird der K egel in E b en en co o rd in a ten  
durch den V erein  von G leichu ngen  d argeste llt

9 =  0 und 2 =  0 .
11. Für die Coordinaten u , v, w der Tangentenebene der Fläche II. O. 

f  =  0 im Punkte P 0 derselben ergeben sich aus der Gleichung der Tangenten­
ebene (No. 3, 7) die Gleichungen
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L A xq B y 0 -+- Czq -+- G =  k  • u ,
2 . B  X q -f- D y  q + E z q -4- H  =  k  • v ,
3. C x 0 -4- E y 0 4-  E z 0 4-  /  =  k  • w  ,
4. G x 0 4- H y 0 4- J z Q 4- K  — — k .

Reducirt man diese Gleichungen auf Null, und fügt noch die Gleichung des 
Tangentialpunktes P 0 hinzu
5. uxQ -+- v y 0 4-  w zQ —  1 =  0 ,

so kann man aus diesen fünf Gleichungen die Grössen x 0, y Q, z0, k  eliminiren, 
und erhält als nothwendige Bedingung dafür, dass die Ebene u, v, w die Fläche 
/  =  0 berührt,

Umgekehrt erkennt man leicht, dass jede Ebene T} deren Coordinaten der 
Gleichung 9 =  0 genügen, eine Tangentenebene der Fläche /  =  0 ist. Denn 
ist 9 =  0, so giebt es vier Zahlen, x 0, y 0> z0, k, die den Gleichungen 1 . bis 5. 
genügen. Setzt man nun die Werthe für ku, kv, kw  und für (— k) aus 1 . . 4 
in die mit k  erweiterte Gleichung 5. ein, so erhält man

f x 0 * ^0 "+* f y f  • y 0 -t- f z f  • z0 4- G x 0 4- H y Q 4- f z Q 4- K  =  0 .
Nun ist, wie man durch direkte Multiplication sieht (vergl. auch No. 3, 6) 

die linke Seite identisch mit f 0, und da dieselbe verschwindet, so sieht man, 
dass x 0, y 0, z0 die Coordinaten eines Punktes P 0 der Fläche /  =  0 sind. Ver­
gleicht man nun die Gleichung der Tangentenebene der Fläche f  im Punkte P 0 

mit der Gleichung der Ebene T} so sieht man aus den Gleichungen 1 , bis 4., 
dass diese Tangentenebene mit T  identisch ist.

Die Gleichungen
/ seee A x 2 4- 2 B xy  4-  2 Cxz 4 -D y 2 -\-2Eyz 4- E z 2 4 - 2 G x  4- 2 H y  4 - 2f z  4- K =  0, 
und

gehören daher zu derselben Fläche; f  =  0 ist die Bedingungsgleichung, welche 
die Coordinaten der auf der Fläche gelegenen Punkte erfüllen und 9 =  0 die 
Gleichung, der die die Fläche tangirenden Ebenen genügen. Es ist hervor­
zuheben, dass die Gleichung 9 =  0 vom zw eiten G rade in den Ebenen­
coordinaten ist.

12. Wir wenden uns nun zu den Untersuchungen über die G leichu ng 
zweiten G rades in E b en en co o rd in aten , die den bisher für die Gleichung 
in Punktcoordinaten durchgeführten analog sind. Die allgemeine Gleichung 
zweiten Grades in Ebenencoordinaten ist
1. c p ^ a u 2 2buv -\- 2 c u w d v 2 -\-2evw  4-  f w 2 4 -  2gu-\-^hv  4-  2 iw  4-  k  =  0 .

Die Ebenen, welche 9 berühren, und zugleich durch einen Punkt P  gehen, 
genügen ausser der Gleichung 9 =  0 noch der Gleichung des Punktes P\ dieselbe sei
2. P  =  a u 4- ßz' 4 - ~\vu 4 - 8  =  0.
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Aus diesen beiden Gleichungen kann man eine der Coordinaten, z. B. w
eliminiren; man erhält aus 2.

w  =  — {a.u 4-  ßz; 4-  8): t .
Setzt man dies in 1. ein, so erhält man eine Gleichung in u und v, also 

die Gleichung, welche von den Horizontalspuren der durch P  gehenden Tangenten­
ebenen der Fläche 9 =  0 erfüllt wird.

Diese Gleichung ist vom zweiten Grade. Da nun die Ebenen, welche durch 
einen Punkt P  gehen, und deren Horizontalspuren eine Curve zweiten Grades 
berühren, die Tangentenebenen eines Kegels zweiter Ordnung sind (No. 10), so 
folgt: D ie T an g en ten eb en en  einer F lä ch e  zweiter K la sse  (d. i. einer 
Fläche, deren Gleichung in Ebenencoordinaten vom zweiten Grade ist), die 
durch einen  g egeben en  Punkt gehen, umhüllen einen K eg e l zw eiter 
Ordnung. Diesen Kegel bezeichnen wir als den T a n g en ten k eg e l des 
P unktes P  für die F lä ch e  9.

13. Bei den weiteren Untersuchungen werden wir von folgendem Satze 
Gebrauch machen: B ild e t man aus den Coordinaten u x, v v  w x und 
u2, v2, zweier E ben en  T x und m it H ülfe zweier Zahlen Xx und X2 
die C oordinaten  einer E b en e T  nach den Form eln

\ u x 4- X2&2 X1y 1 4 - X 2z/2 _  Xj w x 4- X2w2
U  Xx +  X2 ’  V  +  X2 ’ +  X2

so geht T  durch die S ch n ittlin ie  T XT 2] und umgekehrt: die C oordinaten  
je d e r  E b en e des B üschels T XT 2 können bei geeigneter W ahl des V e r­
h ältn isses Xx : X2 durch diese Form eln  gewonnen werden. Denn die
Gleichung der Ebene T  ist

ux  H- vy  -+- wz  — 1 =  0 ;
wenn man mit \x -(- X2 multiplicirt, und u, v, w aus 1. substituirt, so erhält man 
7  == { l xu x 4- X2«2) x  4- (X^i 4- X2z/2) y  4- {^xw x -+- X2«/2) z — (Xx 4- X2) =  0 . 

Hieraus folgt
T  ss= Xx T x 4-  X2 7 2 ,

wenn T x =5 uxx  4- vxy  4- w xz — 1 , T% s= u^x +  z>2y  +  w^z 1*
Da nun T x =  0, T 2 =  0 die Gleichungen der Ebenen T x und 7 2 sind, 

so folgt, dass T  die Schnittlinie von T x und 7 ’2 enthält.
Um den zweiten Theil des Satzes zu beweisen, hat man nur zu beachten 

dass die Gleichung jeder Ebene des Büschels T XT 2 in der Form erhalten wird
T  =  Xx7\ 4 - X27 12 =  0.

14. Wir fragen nun nach den Ebenen $£ eines Büschels T0 T ', die eine 
Fläche zweiter Klasse 9 =  0 berühren.

Die Coordinaten von & seien
X^p 4- X2a? __ l xv0 4-  X2z; _  l xw 0 4 - \ w  

Xj 4- X2 ’ xx 4-  x2 Xx 4-  X2
oder, wenn man Zähler und Nenner in den drei Formeln durch Xx dividirt und
X2 : Xx mit ja bezeichnet:

un 4- \xu v0 4- w 0 4- |xwU =  1 4- [x ’ * ”  1 4- \x * *  ~  1 4- [a
Multiplicirt man nun die Gleichung

9 == a #2 4 - 2 $uv 4-  2 cu w  4- d v 2 4- 2 cvw  4 - f w 2 4- 2gu -h 2 h v  -h  2 iw  -h h =  0 
mit (1 4- ja)2 und substituirt dann

(1 4 - ,x) u =  u0 4- \xu , (1 4- ix) Ö =  v0 4- \xv , (1 4- |x) =  w Q 4 - \xw ,
so erhält man
1. 9o 4- 2 (9* 0' • u 4- 9*0' • v 4- 9wo’ • w +  g u 0 4- h v 0 4 - iw 0 4- £)-j*-t- 9 'P 2 = °
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? « o

9«' =  a ^ - l - ^ 4 - ^ 4 - ^ ,
9»' =  bu 4 - dv  4- ew  4- h ,
9«/ ss  cu 4- ev 4- f w  4- i ,

9»0\ 9wo' bedeuten die Werthe, welche die Functionen 9, 9«',
für die Coordinaten der Ebene T 0 annehmen.

Hierin ist gesetzt
2 .
3.
4.
und 90
9» t 9?

Die Functionen 9 ,/, 9 '̂ 9 J  genügen der Identität
5. 9«' • u 4- 9»' • v 4- 9 J  • w  4- g u  4- hv  4- iw  4- k  s= 9 .

Die Gleichung 1 . ist zweiten Grades für ja. Wir erfahren daher: D urch 
eine G erad e gehen zwei (reale oder imaginäre) T an g en ten eb en en  einer 
F lä ch e  zw eiter K lasse .

15. Es sei nun T 0 eine Tangentenebene von 9. Dann ist 90 =  0 und die 
Gleichung No. 14, 1 hat eine Wurzel ja =  0, welcher die Ebene T 0 zugehört; 
die andere Wurzel ergiebt sich aus der linearen Gleichung
1. 2 (9 *0' ■ u 4 - <pvo' • v 4- 9 • w 4- g u 0 4 - h v o 4- iw Q 4- k) 4- 9 • jx =  0. 

Soll T  so gelegen sein, dass beide durch die Schnittlinie T 0T  gehende
Tangentenebenen der Fläche 9 mit T 0 zusammenfallen, so muss die Gleichung 1 . 
die Wurzel j a  =  0 haben, es müssen die Coordinaten der Ebene T  also die 
Gleichung erfüllen
2. 9u0' • u H- 9 V  ' v ' w +  S uo +  h v 0 4- iw Q 4 -^  =  0.

Dies ist die Gleichung eines Punktes. Wir schliessen daher: A lle G erad en  
auf e in er T a n g en ten eb en e  T 0 e in er F läch e  zw eiter K la ss e , durch 
w elche ausser Z0 noch eine mit T 0 zusam m enfallende T a n g e n te n ­
ebene der F lä ch e  geht, gehen  durch einen Punkt.

Dies ist der Punkt, in welchem eine Tangentenebene der Fläche 9 von den 
unendlich nahe benachbarten getroffen wird, mithin der Punkt, in welchem 9 
von T 0 berührt wird. D ie G leich u ng  des P u n ktes, in w elchem  eine 
T a n g en ten eb en e  T 0 die F lä ch e  zw eiter K la sse  9 =  0 berührt, ist daher 

P  —  9«o' - u -+* 9*o' * v +  9«V  * w  -+- g u Q 4- h v 0 4- iw Q 4 - ^  =  0.
Nach der Identität No. 14, 5 hat man, da 90 =  0

— (9«o' • uo +  9^o' ■ z'o +  97̂ 0' * ®o) =  S ua +  hv0 4- iw 0 4- k, 
und kann daher die Gleichung des Punktes P  auch in der Form schreiben

P = =  9*0' (* — «0) +  0  — »0) +  ?™o' {w — w0) =  0.
16. Der auf einer Tangentenebene T 0 gelegene Berührungspunkt wird nur 

dann unbestimmt, wenn in der Gleichung P  =  0 alle vier Constanten zugleich 
verschwinden, also wenn die Coordinaten von T 0 den vier Gleichungen genügen

1 . 'PzV
9 wo'

bv(,
== bun 4- dvc

CWr

cu, ev.

+  g  =  0 ,
4- ew Q 4 - ^  =  0 , 
4- f w 0 4- i =  0 ,

g u 0 4- hv0 4- iw 0 k  — 0
Die Bedingung für den Verein dieser vier für u0, v0, w 0 linearen Gleichungen ist

a b c g  
b d  e h 
c e f  i 
g  h i k

Ebenso, wie in No. 4, erkennt man: Soll das System 1. eine eindeutig be­
stimmte Lösung haben, so müssen die Gleichungen

A' =  0 .

2.
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von einander unabhängig und die Determinante
a b c j 

A/ ss  b d e\
I c e f  I

von Null verschieden sein. Die Coordinaten von T0 werden daher aus 2. be­
rechnet. Für jede auf T 0 gelegene Gerade G fallen alsdann die durch G gehen­
den beiden Tangentenebenen der Fläche cp mit T 0 zusammen; aus diesem Grunde 
wird T 0 als D o p p elebene der F läch e  cp =  0 bezeichnet.

17. Die Coordinaten der Doppelebene erhalten die bestimmten Werthe
=  Vn = =  w, =  0, die Doppelebene ist also unendlich fern, wenn, wie die

Gleichungen No. 16, 1. 4. lehren 
X  =  h  = =  k 0 .

Die Gleichung der Fläche cp vereinfacht sich in diesem Falle zu 
1 , <p == a u 2 4 - 2 buv 4- 2 cuw  4- d v 2 4- 2 evu -t- f w 2 =  0.

Diese Gleichung ist hom ogen, d. h. sie enthält nur Glieder zweiten Grades. 
Wird der Gleichung durch die besonderen Werthe u =  ux, v =  vx, w =  w x 
genügt, so wird sie auch von den Werthen u — n • ux, v =  n • vx, w  =  n • w x 
erfüllt, wobei n unbestimmt bleibt, mithin von allen Ebenen, deren Coordinaten 
die Verhältnisse haben u\v\w — ux \vx \wx. Diese Ebenen sind der Ebene 
T x parallel. D ie G leichung 1. wird also von Sch aaren  p a ra lle le r  
E b en en  erfü llt. Um über die Anordnung derselben eine deutliche Vorstellung 
zu erhalten, greifen wir aus jeder Schaar eine Ebene heraus, z. B. die, für welche 
die Coordinate w einen bestimmten Werth w x hat; diese Ebenen gehen durch 
den Punkt S  der Z-Achse, für welchen OS =  1 : wx ist. Die Coordinaten u} v 
dieser Ebenen genügen der Gleichung

a u 2 H- 2 buv  4- dv2 4- 2cw x • u 4- 2 e w x • v 4- f w ?  =  0, 
ihre Horizontalspuren umhüllen also die durch diese Gleichung bestimmte Curve 
zweiten Grades. Die Ebenen umhüllen daher einen Kegel II. O., der die Spitze 
S  hat. D ie G leichu ng

cp == a u 2 4- 2 buv  4- 2 cuw  4- dv2 4- 2evw 4- f w 2 =  0 
wird also von den Sch aaren  von E ben en  umhüllt, die den T a n g e n te n ­
ebenen des K eg els p a ra lle l sind, der die Gleichungen hat

w =  w x, au*  4- 2 buv 4- dv2 +  2c w x • u 4- 2ewx • v 4- f w ?  =  0 , 
wobei w x willkürlich angenommen werden kann.

18. Ist die Doppelebene nicht unendlich fern, so nehmen wir sie zur 
ATF-Ebene eines Coordinatensystems. Alsdann werden die Gleichungen No. 16, 
1. . . 4. von unbestimmten Werthen von u0 und v0 und von w 0 =  oo erfüllt; 
die nothwendige und ausreichende Bedingung hierfür ist

c =  e =  f =  i — 0.
Die Gleichung der Fläche cp wird daher 

1 . <p == a u 2 4- 2 buv 4- dv2 4- 2gu  4- 2hv 4- ^  — 0.
Diese Gleichung enthält nur die Coordinaten u, v] ihr genügen also alle 

Ebenen, deren Horizontalspuren die Gleichung erfüllen
a u 2 4- 2 buv  4- dv2 4- 2g u  4- 2 hv 4- £ =  0.

H at eine F lä ch e  zw eiter K lasse  eine im E n d lich en  lieg en d e 
D op p elebene, so wird sie von unendlich  vielen B üscheln  von E b en en  
berührt; die T räg er a lle r  d ieser B üschel von B erü h ru n gseben en  
liegen  auf einer E b en e und sind die Tangenten einer Curve zw eiter 
K lasse. Eine solche Fläche wird als G ren zfläch e II. Kl. bezeichnet.
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19. Ist cp =  0 die Gleichung einer Grenzfläche II. KL, so ist
<p,/ =  au  4-  bv 4 - g ,  <%v' ss= bu 4- dv 4- h , <pTO e=  0 .

Die Gleichung des auf der Tangentenebene T Q dieser Fläche gelegenen 
Tangentialpunktes ergiebt sich daher zu (No. 15)

P  mm (au0 4- bv0 4- g) u 4-  (bu0 4-  dv0 4- h) v 4- g u 0 4- hv 0 4- £ =  0.
In dieser Gleichung fehlt das Glied mit wir schliessen daher: Die 

Punkte einer G ren zfläch e II. Kl. liegen  a lle  auf der D o p p eleben e 
und sind die Punkte eines K eg e lsch n itts .

Die Grenzfläche spielt bei den Flächen zweiter Klasse dieselbe Rolle, welche 
der Kegel bei Flächen zweiter Ordnung hat. Dem Cylinder als dem Kegel mit 
unendlich ferner Spitze entspricht die in No. 17 behandelte Grenzfläche mit 
unendlich ferner Doppelebene.

20. Sind x, y, z die Coordinaten des Punktes, in welchem die Ebene T0 
die Fläche <p =  0 berührt, so muss die Gleichung dieses Punktes

p  <pKQ' • u 4- 9»o' • V +  <Pwo’ • w +  £ uo +  b v 0 4- iw 0 4- i  =  0 
bis auf einen constanten Faktor m mit der Gleichung

übereinstimmen. Wir erhalten hieraus die Beziehungen

Fügt man hierzu noch die selbstverständliche Gleichung 
x u 0 4- y v 0 4 - zw Q — 1 = 0 ,

so kann man aus diesen fünf Gleichungen die Grössen u0, v0, 7v0, m eliminiren; 
als nothwendige und ausreichende Bedingung dafür, dass P  ein Punkt der Fläche 
<p =  0 ist, erhält man die Gleichung

Diese Gleichung ist vom zweiten Grade. Je d e  F lä ch e  zw eiter K la sse  
ist daher von der zw eiten O rdnung; früher (No. 11) haben wir gefunden, 
dass jede Fläche zweiter Ordnung von der zweiten Klasse ist. Es ist daher 
nicht nöthig, die Bezeichnung zweiter Klasse und zweiter Ordnung getrennt 
weiter zu führen; man fasst beide unter der gemeinsamen Bezeichnung: F läch en  
zweiten G rades, zusammen.

Eine Grenzfläche zweiter Klasse kann nicht durch eine einzige Gleichung in 
Punktcoordinaten dargestellt werden. Da die Punkte der Grenzfläche einen 
Kegelschnitt bilden, so ist die Horizontalprojection ebenfalls ein Kegelschnitt, 
und die Punkte der Grenzfläche sind daher die Punkte des Raumes, welche der 
Gleichung dieser Horizontalprojection und ausserdem der Gleichung der Doppel­
ebene genügen. D ie G ren zfläch e wird a lso  in P u n k tco o rd in aten  durch 
eine q u ad ratische G leichu ng z. B. zw ischen x  und y

a tx 2 4 - 2 bxx y  4- cxy 2 4-  2d xx  -h 2 exy  4- f x 0
und durch eine lin e a re  G leich u n g , die G leich u n g  der D o p p eleb en e ,

txx 4- ßjy 4- 72 4- 8 =  0
ch arak teris irt.

S chloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 16
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Wir erinnern daran, dass in gleicher Weise der Kegel in Ebenencoordinaten 
durch den Verein einer Gleichung zweiten Grades und einer linearen Gleichung, 
der Gleichung der Kegelspitze, dargestellt wird.

21. Wir untersuchen nun den Ort der Geraden, die durch den S c h n it t ­
punkt zweier gegebenen G eraden gehen und für w elche die Summe

der W inkel, die 
sie m it d iesen  
beid en  G eraden 
b ild en , eine g e ­
g eben e G rösse 
2 a hat.

Die beiden ge­
gebenen Geraden 
seien f  und f x, 
und f f x = 2 i f .  
Wir wählen die 
Ebene der beiden 
Geraden zur XZ- 
Ebene eines Coor- 

dinatensystems, 
ihren Schnittpunkt 
zum Nullpunkte, 
und die Halbirungs- 
linie des Winkels 
27 zur Z-Achse, so 
dass f z  =  z f x = 7.

Es sei g  eine 
durch O gehende 
Gerade, für welche
1 - g f  +  gfi = 2a- 

Die Gerade g  
mache mit den 
Achsen die Winkel

cp, 7 ,  so dass für die Winkel der Geraden / ,  f x und g  mit den Richtungen 
OX, OY, OZ  die Zusammenstellung gilt:

Aus § 1, No. 6 erhält man
2. c o s g f  =  sin7 cos cp -I- cos~\cos7, cosg f\  — — sin~\ cosy =  cosy cosy .

Aus 1. folgt
c o s g f - c o s g f  x — sing f  - sing f x =  cos2 v., daher 

]/(l _  Cos2g  / ) ( 1  — cos2g f x) =  c o s g f - c o s g f x — cos 2 a , woraus folgt 
1 _  cos2g f  — cos2g f x =  cos2 2 a — 2 cosg f - c o s g fx • cos2 a ,

3 . cos2g  f  -b cos2g f x — 2 cos2 a - cosg f  • co sg fx — sin2 2 a =  0 .
In diese Gleichung führen wir nun die Werthe 2. ein; wir erhalten

z
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4. cos2g  f  4- cos2g f x — 2 (sin2 y cos2 -b cos2 ^cos2 7) ,
5. c o s g f  - c o s g fx — cos2 '(cos2 7 — sin2 7 • cos2 <p .

Durch diese Werthe erhält man aus 3.
2 sin2 7 cos2 cp -b 2 cos 2 7 cos2 7 — 2 cos 2 a (cos2  ̂cos2 — sin2 cos2 cp) — sin2 2 a. =  0 . 

Hieraus folgt weiter
2 sin2  ̂ (1 +  cos 2 a) cos2 y -b 2 <w27 (1 — cos2 ol) cos2 7 — sin2 2 <x — 0 , 

oder einfacher
6. jf^27 £<?.y2 a cos2 <p cos2 f  sin2 at. cos2 1  — sin2 a. cos2 a =  0 .

Statt der Winkel cp und 7 führen wir nun die Coordinaten der Punkte der 
gesuchten Fläche ein. Ist P  ein Punkt auf g, so ist bekanntlich

cos cp =  x  : r  , cosi — z : r  , r  =  ~[/x2 -b y 2 -b a2 ; 
daher erhält man aus 6.

sin2 7 • c<?j-2a • x 2 H- ct>i,27 « ^ 2a • z 2 — sin2 a w 2 a (h;2 +_y2 +  ä2) =  0 , 
oder, geordnet:
7. cos2 a ( 2 7 — «Vz2 a) x 2 — sin2 a cos2 a. • y 2 +  sin2 a (cos2 7 — 2 a) z2 =  0 . 

Diese Gleichung ist homogen quadratisch für die Coordinaten, sie ist daher
die G le ic h u n g  e in e s  K e g e ls  zw eiter O rd n u n g , d er den N u llp u n k t zur 
S p itz e  hat.

Da die Gleichung rein quadratisch für alle drei Coordinaten ist, so folgen 
für gegebene Werthe zweier Coordinaten zwei entgegengesetzte gleiche Werthe 
der dritten; zu jedem Punkte einer Coordinatenebene, als Projection eines Kegel­
punktes auf eine der Coordinatenebenen betrachtet, gehören also zwei symme­
trisch zu dieser Ebene liegende Punkte des Kegels. Wir schliessen hieraus, dass 
d er K e g e l 7. a lle  d re i C o o rd in a te n e b e n e n  zu S y m m e t r i e e b e n e n  hat.

Man kann die Gleichung des Kegels noch etwas vereinfachen, wenn man 
statt 7 den Winkel ß einführt, den die in der Y O Z -Ebene liegenden Mantel­
linien b und bx des Kegels mit der Z- Achse bilden. Nach den Formeln für das 
rechtwinkelige sphärische Dreieck hat man nämlich

cos b f  — cos bz - cos f z .
Nun ist b f  =  a, f z  — 7, bz — ß, daher hat man cosa =  cos$ - cos~\. 
Hieraus folgt sofort

cos2 7 — cos2 a =  — (sin2 7 — sin2 a) =  sin2 § cos2 7 .
Setzt man dies in 6. ein und ersetzt im Faktor von y 2 die Grösse cos2 a 

durch cos2 § cos2 7 , so haben alle Glieder der Gleichung den gemeinsamen Faktor 
cos2 y; dividirt man durch — sin2 a sin2 ß cos2 7 , so folgt
8. cot2 a. - x 2 ri- cot2 ß - y 2 — z 2 — 0.

22. Man überzeugt sich leicht, dass es in jedem Kegel zweiter Ordnung, der 
drei auf einander senkrechte Symmetrieebenen hat, zwei durch die Spitze gehende 
F o c a l s t r a h l e n  f  und f x giebt, derart, dass die Summe der Winkel die sie mit 
jeder Mantellinie des Kegels bilden, constant ist.

Wählen wir die Symmetrieebenen zu Coordinatenebenen, so muss die 
Gleichung des Kegels für alle drei Coordinaten rein quadratisch sein, und da 
der Schnittpunkt der Symmetrieebenen mit der Kegelspitze zusammenfallen muss, 
also die Kegelgleichung von den Coordinaten x  =  y =  z =  0 des Nullpunktes 
befriedigt wird, so kann die Kegelgleichung kein von den Coordinaten freies 
Glied haben. Die allgemeine Form der Kegelgleichung ist daher unter diesen 
V oraussetzungen

A x 2 -+- B y 2 4- Cz2 — 0.
Die drei Zahlen A, B , C können nicht alle dasselbe Zeichen haben, da

• 16 *
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sonst die Gleichung nur von den realen Werthen x =  y  =  z =  0 befriedigt 
wird, der Kegel also ausser der Spitze keine realen Punkte enthält. Man kann 
die Bezeichnung der Coordinatenachsen so wählen, dass A und B  positiv sind 
und C negativ ist; und so, dass A n icht grösser ist als ß\ dann kann man 
durch (— C) dividiren und erhält so eine Gleichung von der Form 
1 . m2 x 2' -f- n2y 2 — z 2 =  0 .

Vergleicht man dies mit der Gleichung
cot2 a. • x 2 4- cot2ß - y 2 — z 2 =  0 , 

so folgt cot ol =  m, cot$ =  n , und daher

Da m <Cn, so ist auch m~\/1 4- n2 : n j / l  4- m2 <  1 , also 7 ein realer 
Winkel. Ist m — n, so ist 7 =  0, und die Kegelgleichung ist

z 2
x 2 4- y 2 — —ä =  0 . m*

Setzt man für z einen gegebenen Werth z0, so erhält man für die Horizontal- 
projection der Kegelpunkte, die in der Höhe z0 über der X Y - Ebene liegen, die 
Gleichung

Dies ist die Gleichung eines Kreises, der um den Nullpunkt mit dem 
Halbmesser z0 : m, beschrieben ist; hierdurch erweist sich der Kegel als 
R o ta tio n sk eg el.

23. Um über den Ort der Geraden g  Auskunft zu haben, die durch den 
Schnittpunkt zweier Geraden f  und / ' gehen und für welche die Differenz der 
Winkel f  g  — f ' g  oder f ' g  — f g  einem gegebenen Winkel 28 gleich ist, ver­
längern wir die eine der gegebenen Geraden, z. B. die Verlängerung sei/G 
dann ist

f g  =  180° — f\ g  *
Setzt man dies in f g  — f g  = 2 8  ein, so entsteht

f g  — (180° — f xg) =  28 , mithin 
f g  f xg  — 180° 4- 28.

Wir erhalten den Kegel, wie in der vorigen Untersuchung, wenn wir nur 
2 a durch 180° H- 28 ersetzen.

Es ist bemerkenswerth, dass der K egel daher in g le ich e r  W eise als 
das räu m liche Analogon der E llip se  und Hyperbel auftritt.

Diese Analogie wird noch anschaulicher, wenn man einen  K u g elsch n itt 
des K eg e ls  bildet, d. i. wenn man den Kegel mit einer Kugel durchschneidet, 
deren Centrum die Kegelspitze ist.

Diese Kugel durchschneide die Schenkel f  und f  in den Punkten F  und 
F x; die Gegenpunkte dieser Punkte seien F' und F x Ist nun P  ein Punkt des 
Kugelschnitts und bezeichnet man für zwei Kugelpunkte A und B  mit A B  den 
sp h ärisch en  A bstand, d. i. den von A nach B  sich erstreckenden Bogen 
eines grössten Kreises, so gelten für P  die Beziehungen

P F  4- P F t =  2 a , P F '  4-  P F X' =  360° — 2a 
P F  — P F f  =  ±  (180 — 2a), P F  -  P F X =  ±  (180 — 2a).

Die Paare von Kugelpunkten F  und F x sowie F' und F x haben also den 
Charakter von elliptischen Brennpunkten, während die Paare F ' und F x, sowie 
F  und F 'x den Charakter hyperbolischer Brennpunkte haben.
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Aus zahlreichen Sätzen über ebene Kegelschnitte erhält man mit leichter 
Mühe Sätze über diese sp h ärisch en  K e g e lsch n itte  und damit auch Sätze 
über den Kegel zweiter Ordnung.

24. Um über den Ort der Punkte zu en tsch eid en , d eren  A bstand 
von e in er gegeben en  G erad en  f  zum A bstande von einer die G erade 
/ sch n e id e n d e n  E b en e D  ein gegebenes V erh ältn is s e hat, nehmen wir 
den Schnitt der Geraden und g
der Ebene zum Nullpunkte un­
seres Coordinatensystems, legen 
die Z-Achse in die Gerade und 
die Ebene Z O X  normal zur 
Ebene D  \ O D  sei die Vertical- 
spur von D , und D O Z  =  8.
Ist P 0 ein Punkt der Fläche, 
so liegt auch jeder Punkt der 
Geraden O P 0 auf derselben, 
da für alle diese Punkte die 
Abstände von der Geraden OZ X
und von der Ebene D  gleiches 
Verhältniss haben. Wir sehen 
daraus, dass die Fläche eine 
Kegelfläche ist, deren Spitze in O liegt.

Der Abstand p  eines Punktes P  von der Z- Achse ist
p  =  f x 2 H- y 2 .

Der Abstand q von der Ebene D  ist gleich dem Abstande der Vertical- 
projection P "  des Punktes von der Geraden OD. Man hat 

q =  OP" sin {.X O P " — X O D ) =  OP" sin (.X O P " — 90° 4- 8)
=  — O P" cos {X O P"  +  8) =  OP" sin X O P " sinh — OP" cos X O P" cosh
=  sinh • z — cosh • x .
Ist nun verlangt, dass p : q =  s, so folgt

x 2 H- y 2 =  e2 {sinh • z — cosh • x)2.
Löst man die Klammern auf und ordnet, so erhält man 

1 . C s= (1 — e2 cos2 h) x 2 +  2s2 sinh cosh • xz  4- y 2 — e2 sin2 8 • z 2 =  0 .
Diese Gleichung ist zweiten Grades und homogen; die Fläche ist daher ein 

K egel zw eiter Ordnung. Da die Gleichung rein quadratisch für y  ist, so 
folgt, dass die Ebene X O Z  eine Symmetrieebene des Kegels ist.

Die Analogie mit den Kegelschnitten legt die Vermuthung nahe, dass dieser 
Kegel C mit dem in No. 21 gefundenen identisch, und dass die Z -Achse eine 
Focallinie von C ist. Um darüber zu entscheiden, transformiren wir die Gleichung 
des Kegels
2. cot2 ol • x 2 4- cot2ß-y2 — z 2 =  0
auf ein neues Coordinatensystem, welches dieselbe Y- Achse, und die Gerade /  
zur Z -Achse hat; dann erscheint nur die Ebene X O Z  um den Winkel (— 7) 
gedreht, und man hat daher (nach den Transformationsformeln ebener Systeme) 
dieCoordinaten x  und z in 2. durch die Werthe cos*\ • x-\-sin~\ • z, — sin7 • * 4 - ^ 7  • z 
zu ersetzen.

Hierdurch erhält man aus 2.
cot2 a {cos7 • x  4- sin~\ • z) 2 4- cot2 ß • y 2 — (— sin7 • x  4- cos7 • z) 2 = 0  

oder, besser geordnet,
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(cot2 a. • cos2y — sin2y )x 2 4-  2 cosy siny (cot2 a - h  1) x z  H- cot2 ß - y 2 
4-  (cot2 a sin2 7 — cos27) z 2 «= 0 .

Da co t2 a cos2 7 — sin2 7 =  co t2 a cos2 7 — 1 4- cos2 7 =  (cot2 a 4- 1) cos2 7 — 1
cos2 7 — sin2 a

so gent aie transtormirte JAegelgleichung über in
/ o • o \ o ~ . sin2 a. cos2 v. . , . . . „ . .
(2W 2 7 — J2222 a) 4- 2cosy siny • x z  4- —r-s---------t- s— • y 2 — (J222 2 a — sin2 7) 2 2 =  0.'  1 ,T2222 a —  « 2 2 2 7 J  v (/

Bemerkt man noch, dass
(cos2 7 — sin2 d) (sin2 a — sin2y) — (1 — «222 7 — sin2 d) (sin2 a — sin2y)

=  sin2 a • £W2 a — sin2 y cos2 7 , 
so erhält man schliesslich
3. (« 222 a cos2 a — « 222 7 cos27) .x2 4- 2 <W7 «227 (̂ 2222 a — sin2 7) #£ 4- 52222 a <w2 ay2

— (sin2 a — J22227)2 2 2 =  0 .
Soll nun diese Gleichung den Kegel C darstellen, so muss die Gleichung 

C  =  0 durch Multiplication mit einem Faktor k  mit 3. identisch werden; es 
ist also
4. k ( l  — e2 cos2 8) =  sin2 a cos2 a — sin2 7 cos2 7 ,
5. k  • s2 ̂ 2228 ^ 8  =  cosy siny (sin2 a — sin27) ,
6. k — sin2a c o s2<x,
7. k z 2sin28 — (sin2 a — 2̂222 7)2 •

Aus 6. folgt der Werth für /£; hierauf aus 7. und 5. durch Division tangh, 
durch Substitution z. B. in 7. schliesslich e.

Zwischen den Grössen k  (1 — z2cos2 8), k z 2sin8cos8, k z 2 sin2 8 besteht 
die Identität

[<£ (1  —  z2 cos2 0) —  k\ • k  • z2sin2 o =  —  (kz2sinh coso)2 .
Die nothwendige und ausreichende Bedingung für den Verein der Gleichungen 

4., 5., 6., 7. ist, dass dieselbe Identität von den rechten Seiten der Gleichungen 
erfüllt wird.

Nun hat man aus 4. und 6.
^ ( 1  —  z2cos28) —  k  =  sin2 acos2a  —  sin2ycos2y —  sin2acos2a =  —  sin2ycos2 y .

Mithin aus 7.
[£(1 — z2 cos8) — /’] • kz2sin2 8 =  — sin2 7 • 2 7 • (sin2 a. — sin2 7)2 .

Dies ist aber in der That entgegengesetzt gleich der zweiten Potenz der 
rechten Seite von 5.

Die Ebene D  heisst D irec tr ix eb en e  des Kegels; aus den Symmetrie­
verhältnissen des Kegels folgt, dass zwei Directrixebenen existiren, die normal 
zu der Symmetrieebene sind, welche die Focalstrahlen enthält und symmetrisch 
zu jeder der beiden Symmetrieebenen.

An einer späteren Stelle werden wir nachweisen, dass jeder Kegel zweiter 
Ordnung drei auf einander senkrechte Symmetrieebenen hat; daher kom m en 
jed em  K eg el zw eiter Ordnung die auf die beiden F o c a llin ie n  und 
D ire c tr ix e b e n e n  bezü glich en  E ig e n sch aften  zu.
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§ 6. Das Ellipsoid, die beiden Hyperboloide und die beiden Paraboloide.
1. Um uns über die Formen der Flächen zweiter Ordnung zu unterrichten, 

wollen wir folgenden Weg einschlagen: Wir betrachten zunächst die Flächen, 
welche drei aufeinander senkrechte Symmetrieebenen haben; hierauf die, welchen 
nur zwei aufeinander senkrechte Symmetrieebenen zukommen; und dann werden 
wir untersuchen, ob es Flächen zweiter Ordnung giebt, die nur eine, oder die 
keine Symmetrieebene haben.

Soll die Ebene X O Y  eine Symmetrieebene einer Fläche II. O ./  =  0 sein, 
so müssen zu jedem Punkte F  der Ebene X O Y  zwei Punkte P  der Fläche 
gehören, die entgegengesetzt gleiche Werthe der Ordinate z haben. Denkt man 
sich also in /  =  0 die Coordinaten .* und y  gegeben, so muss diese Gleichung 
zwei entgegengesetzt gleiche Wurzeln für 2 ergeben, mithin für z rein quadratisch 
sein. In gleicher Weise schliessen wir, dass die Gleichung / = 0  rein qua­
dratisch für *  und y  ist, wenn die Ebenen Y O Z  und X O Z  Symmetrieebenen 
sind. Die Gleichung einer Fläche II. O ., die drei auf einander senkrechte 
Symmetrieebenen hat, ist daher in Bezug auf dieselben

A x 2 4- D y 2 -f- P z 2 4- K  =  0 .
2. Wir betrachten zunächst die Fälle, dass ein oder mehr als ein Coefficient 

gleich Null ist.
a) S in d  d rei C o e ff ic ie n te n  g le ic h  N u ll, z. B. £) =  P  =  X  =  0, so 

reducirt sich die Gleichung auf A x 2 =  0, die Fläche degenerirt daher zur 
(doppelt zu denkenden) Ebene YOZ. Ist A =  F =  X =  0 , so giebt die Gleichung 
die Ebene X O Z ; ist A  =  D  =  A== 0, so giebt sie die Ebene X O Y .

ß) S in d  zw ei C o e ff ic ie n te n  g le ic h  N u ll, so ist zu unterscheiden, ob K
verschwindet oder nicht.

Ist K  =  0 und noch ausserdem z. B. F  — 0 , so geht die Gleichung /  =  0 

über in
/  =3 A x 2 4- D y 2 =  0;

durch Zerlegung findetjnan _____ __ ____
/  =  (y Ä  ■ x  4-  Y — d  • y) (Y a  ■ x — Y — D  • y) •

Die Gleichung / = 0  stellt daher zw ei d u rch  d ie  Z -A ch se  g eh en d e  
E b e n e n  dar, deren Winkel von den beiden verticalen Coordinatenebenen halbirt 
werden; hatien A  und D  dasselbe Vorzeichen, so sind die Ebenen conjugirt 
complex, und enthalten nichts Reales ausser ihrer Schnittlinie, der Z-Achse.

Ist K  von Null verschieden, und z. B. D  =  F =  0, so hat man 
/  == A x 2 4- K  =  0 ,

mithin =  V  K  \ A .
Die Gleichung ergiebt zwei reale oder imaginäre Ebenen, die in entgegen­

gesetzt gleichen Abständen parallel zur Ebene Y O Z  sind.
7) Is t  e in  C o e ff ic ie n t  g le ic h  N u ll, so ist wieder zu unterscheiden, ob 

K  verschwindet, oder einer der drei andern Coefficienten.
Verschwindet z. B. P, so ist

f  A x 2 4" D y 2 4“ K  =  0 .
Sind A, D  und K  von gleichem Zeichen, so wird der Gleichung durch keine 

realen Werthe von x  und y  genügt. Sind nicht alle Zeichen gleich, so sind zwei 
gleiche vorhanden; man kann dann die Coordinatenbezeichnung immer so wählen, 
dass A  und K  ungleiche Zeichen haben; durch Division der Gleichung durch
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( efhält dann a: einen positiven Coefficienten a2. Je nachdem nun D  mit
A gleiches Zeichen hat, oder nicht, können wir D : (— K ) durch ß2 oder — ß2
ersetzen, unter ß eine reale Zahl gedacht. Die Gleichung erhält somit eine der 
beiden Formen

a 2 x 2 dr ß2jy2 — 1 = 0 .
Wir sehen, dass sie in beiden Fällen einen Cylinder darstellt, dessen 

Mantellinien parallel der Z-Achse sind. Wir bezeichnen die Z-Achse als die 
A chse, die Ebenen X O Z  und Y O Z  als die H auptebenen des C ylinders. 
Der Cylinder

a 2 x 2 H- ß2jy2 — 1 =  0
hat zum Normalschnitt eine E llip se  mit den Halbachsen l : a  und 1 : ß; der 
Cylinder

a2x 2 —  ß2y 2 —  1 = 0
hat zum Normalschnitt eine H yperbel, deren Hauptachse 1 : a und deren 
Nebenachse 1 : ß ist.

Ist K  — 0 , so haben wir
/  =  A x 2 +  D y2 +  F z 2 — 0 .

Haben A, D  und F  dasselbe Zeichen, so wird der Gleichung ausser durch 
x  y  z ® durch keinen realen Werth genügt. Haben die Coefficienten 
nicht dasselbe Zeichen, so s te llt/ =  0 einen K egel zweiter Ordnung dar (§5, 5), 
Die Coordinatenachsen werden als die H auptachsen, die Coordinatenebenen 
als die H auptebenen des K eg els bezeich n et.

3. Ist keine der Zahlen A, D , F, K  gleich Null, und haben alle dasselbe 
Zeichen, so giebt es keinen realen Punkt, der der Gleichung /  =  0 genügt.

Haben nicht alle dasselbe Zeichen, so dividire man /  durch — K  und ersetze 
nachher die Coefficienten durch a, ß, T; die Gleichung wird dann 

/  = =  a.x2 +  ß̂ 2 4-  7z 2 — 1 =  0 .

Es sind nun entweder a, ß und 7 positiv, oder es sind zwei der Coefficienten 
positiv, der dritte negativ, oder es sind zwei negativ, der dritte positiv. Wir 
können in den beiden letzteren Fällen die Bezeichnung so wählen, dass a und ß 
positiv, oder bez., dass a positiv ist. Bezeichnen wir daher mit a, b, c drei 
reale positive Strecken, so haben wir folgende Formen der Gleichung zu unter­
scheiden:

4. Wir fragen zunächst nach den Punkten, in denen die Fläche f  die Achsen 
OX, OY, OZ schneidet. Die Coordinaten $, yj, £ dieser Punkte erhalten wir aus 
der Gleichung f — 0 , wenn wir in derselben der Reihe nach y  — z — 0, 
x =  z =  0, x  = y  =  0 setzen; dies ergiebt

$ =  ±  a ,  7) =  zh b , £ = + < : .
Die hierdurch bestimmten drei Paar Schnittpunkte AAX, B B X, CC X der 

Fläche mit den Achsen OX, OY, OZ  werden als die Sch eite l, die Geraden
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A A X, B B X, CCX als die A chsen der Fläche bezeichnet; a, b, c sind daher die 
H albachsen.

'A1s H aup tschnitte der Fläche werden die Curven bezeichnet, in denen 
-:e die H aup tebenen (d. i. die Symmetrieebenen) schneidet. Die Gleichungen 
dieser Curven erthalten wir, indem wir in /  =  0 der Reihe nach z =  0, y — 0 , 
x  =  0 setzen; daher ist die Gleichung

des horizontalen Hauptschnitts :

„ verticalen „ „

„ seitlichen „ „

D ie H au p tsch n itte  der F lä ch e  sind 
der Strecken a, b, c zu Halbachsen haben.

also E llip sen , welche je zwei

Eine Ebene T, die parallel der AfF-Ebene ist und von ihr den Abstand k  
hat, hat die Gleichung z  — k. Die Gleichung der Horizontalprojection des 
Schnittes. der Ebene T  mit der Fläche f  erhält man daher, wenn man z — k  in f  
einsetzt. Da T  parallel der Ebene X O Y  ist, so ist diese Horizontalprojection 
mit der auf T  liegenden Schnittcurve congruent. Die Substitution z =  k  ergiebt 
die Gleichung

und diese zeigt, dass die Schnittcurve nur so lange real ist, als k 2 : c2 <  1 , 
also so lange k zwischen — c und +  c liegt. Die Fläche liegt daher zwischen 
den beiden durch C und Cx gehenden Horizontalebenen. Ist k  =  ±  c, so wird 
die Gleichung 1 .

und dieser wird nur durch die realen Werthe x — y  — Qi genügt; diese Schnitt­
ebene hat also mit der Fläche nur den Punkt *  =  0, y  =  0, z> — ±: c, d. i. 
C oder Cx gemein.
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Hieraus folgt a x \ bx — a : b . Die Schmttellipsen sind daher dem horizon­
talen Hauptschnitte äh n lich *). Die Halbachsen ax und cx sind die Abscissen 
D E  und D F ,  welche in den beiden verticalen Hauptschnitten zu der Ordinate 
OD  =  k gehören. Unsere Fläche wird somit beschrieben, wenn sich eine 
(veränderliche) horizontale Ellipse so bewegt, dass ihr Mittelpunkt {D) aul der 
Z -Achse und ihre Scheitel (E  und E )  auf den beiden Ellipsen A C  und E C  
fortrücken.

Diese Fläche führt den Namen E llip so id .
Eine Ebene, die zu XO Z parallel ist, und für welche y  =  k x ist, schneidet 

das Ellipsoid in einer Curve, deren mit ihr congruente Verticalprojection die 
Gleichung hat

x 2 k ?  . z 2
—9 ~E “T«r -E. 2 — 1 — 0 •a 2 b l c2

Die Schnittcurve ist daher imaginär, sobald k?  >  b2) ist k x =  ±  b, so 
geht ihre Gleichung über in

x 9 z 2
- 2̂ +  72  =  °»

sie hat also nur einen realen Punkt, dessen Coordinaten sind x  =  0, y — ±  b, 
z =  0; hierzu gehören die Punkte B  und B ,.

Ist k 2 <  b2, so ist die Schnittcurve eine Ellipse, deren Halbachsen die 
Werthe haben

a 2 =  c 2 =  j Y b 2 —  & i -

Diese Ellipse ist dem verticalen Hauptschnitte ähnlich. Die Halbachsen a 2 

und b2 sind, wie die dafür gefundenen Formeln zeigen, die Coordinaten G H  und 
G J, welche in dem horizontalen und im seitlichen Hauptschnitte zu der Coor- 
dinate OG  =  k x gehören.

Durchschneidet man das Ellipsoid mit einer zu YOZ  parallelen Ebene, für 
welche x  =  k 2 ist, so hat man für die Schnittcurve

*) Zwei Curven f  =  0  und cp =  0  heissen ähnlich, wenn sich ihre Punkte P  auf fl so auf 

einander beziehen lassen, dass bei einem für jede Curve geeignet gewähltem Coordinatensysteme 

die Proportion gilt x  : £ =  y  : tj. Z w e i  E l l i p s e n  o d e r  H y p e rb e ln  sin d  ä h n li c h , w e n n  

ih r e  H a lb a c h s e n  g le ic h e  V e r h ä lt n is s e  h a b e n . Denn bezogen auf die Hauptachsen ist 

z. B. für zwei Ellipsen

y  —  — j/a2 —  x 2 , 7] =  —  J/ a 2 — £2 .
y  a  1 a  j 1

Wählt man nun zu P  den entsprechenden II so, dass £ =  axx : a ,  so ergiebt sich

n —  —  • —  ]/a2 —  x 2 .' ax a
Ist nun a : b =  ax : bx, so folgt y :  tj =  b\bx — a : a l =  x : £ .
J e  z w e i P a r a b e ln  sin d  ä h n lich . Denn wird jede auf ihre Symmetrieachse und Scheitel­

tangente bezogen, so ist y  —  ]/2 p x , 7) =  j/2 ? £ . Paart man nun je zwei Punkte, für

welche x  : £ =  p : q, so folgt rj =  (q : p )  ]/2q>x , also x  : £ =  y  : 7).
Zwei Geradenpaare sind ähnlich, wenn sie gleiche Winkel einschliessen. Je  zwei Paare 

oarallele Gerade sind ähnlich.
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5. Wir legen nun eine Schnittebene T  durch eine Achse, z. B. durch die 
X-Achse und fragen nach dem Schnitte derselben mit dem Ellipsoide. Die Achse 
OX und die seitliche Spur 0%  der Schnittebene wählen wir zu Achsen eines 
in T  gelegenen Coordinatensystems. Der Winkel X O $  sei a.

Die Strecke O D  finden wir, wenn wir in der Gleichung des seitlichen 
Hauptschnitts

y 2 z2
72 +  72 -  1 =  0

die Werthe einsetzen
y  =  OD' =  O D cosn , z =  D'D  =  ODsino.\

es ergiebt sich
 ̂ ( cos2 (X sin2 a\

O D  =  1 : ^-7 2 “  +  j  .

Zwischen den Coordinaten y  und z eines Punktes P  der Schnittebene und 
der auf das System X<9$ bezüglichen Coordinate 9 dieses Punkts bestehen die 
Beziehungen

y  =  t) cosa , z — X) sind .
Setzt man diese Werthe in die Gleichung des Ellipsoids, so ergiebt sich die 

gesuchte Gleichung der Schnittcurve, bezogen auf das Coordinatensystem X O ty : 
x 2 (cos2 a sin2 a\ „
72  +  ( - 72 -  +  - 72- J  9 - 1  =  0 .

Dies ist die Gleichung einer El l ip se ,  die OA und OD zu Halbachsen

k 2 y 2 z2
—2" “E  "Fö “E  ~ ä  —  1 —  0 .  a 2 b2 c2

Diese Curve ist imaginär, wenn >  a 2; hat den einzigen realen Punkt 
A oder A x, wenn k 2 — rh a\ und ist, wenn k $  <  a 2, eine Ellipse mit den 
Halbachsen

=  7  Y “ 2 ~  > c 3 =  7 I/«2 — k 2 .

Diese Ellipse ist dem seitlichen Hauptschnitte ähnlich. Ist O K  =  k 2, so 
sind die zugehörigen Hauptschnittsordinaten K L  und K M  die Halbachsen b3 und c3.
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hat. Man kann daher auch das Ellipsoid durch eine veränderliche Ellipse 
erzeugen, deren Ebene sich um OA dreht, und von welcher ein Scheitel unver­
ändert der Punkt A ist, während der andere auf der aus den Halbachsen b und c 
in der Ebene YOZ  beschriebenen Ellipse B C  gleitet.

Ist b — c, so ist auch OD  =  b, und die Schnittellipse A P D  ist den Haupt­
schnitten A B  und A C  congruent. Das Ellipsoid entsteht jetzt durch Drehung 
einer u nveränderlichen  Ellipse um die Achse OA, es ist ein R o ta tio n s­
ellip soid . Je nachdem a ^ b ,  bezeichnet man die Fläche als ein ged rü cktes 
oder als ein g estreck tes R o ta tio n se llip so id .

6. Da kein Punkt eines Ellipsoides unendlich fern liegt, und jede Ebene 
dasselbe in einer Curve zweiten Grades schneidet, so folgt, dass ein Ellipsoid 
von jeder Ebene in einer Ellipse geschnitten wird.

7. Die abgeleiteten Functionen (§ 5, No. 2 und 3) der Function

Zo
ß2 ’ " — b 2 ’ e*

Die Coordinaten des Berührungspunktes folgen daher aus den Coordinaten 
der Tangentenebene zu
4. x 0 =  ß2 u , y 0 =  b2 v , z0 =  c2w .

Setzt man dies in die von x 0, y Q, z0 und u, v, w erfüllte Gleichung ein 
u x o +  vy0 -t- w z 0 —  1 = 0 ,

so erhält man die G leichu ng des E llip so id s in Ebenencoordinaten
5. <jp =  ß2ß2 -4- b2 v2 h- c2w 2 — 1 =  0 .

Die abgeleiteten Functionen der Function <p (§5, No. 14 und 15) sind 
' SS a 2 u , cpZ =  b2 v , ( f j  === c2 w , g u  -\- hv iw  +  >£ == — 1 ,

daher ist die Gleichung des Punktes P, in welchem die Ebene T 0 das Ellipsoid 
berührt
6- P  =  a 2 u0u +  b2 v0v +  c2 w Qw  — 1 =  0 .

oc* y 2 z *
Die Gleichung: —  _ i = o ,

8. Setzt man der Reihe nach y  =  z =  0, x  =  z =  0, x  =  y  =  0, um 
die Strecken $, rj, £ zu erhalten, welche die Fläche von den Coordinatenachsen 
abschneidet, so ergiebt sich

$ =  ±  ß , 7) =  dz b , z =  r t  c y — 1 .
Die Fläche schneidet daher die Z-Achse nicht. Die Schnittpunkte auf der 

X- und E-Achse (A, A y und B, B x) werden die Scheitel der Fläche genannt. 
Die Gleichungen der Hauptschnitte sind

1 . x^ y^
Horizontaler Hauptschnitt: -+- p  — 1 =  0 ;
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X 2 z 2
Verticaler Hauptschnitt: ^  — 1 =  0 ;

y2 z2
Seitlicher „ „ ^  — 1 =  0 .

Z

Die AfF-Ebene wird daher von der Fläche in einer E llip se  mit den 
H albachsen  a und b ; die X Z -Ebene in einer H yp erbel mit den H a lb ­
achsen ß und c ; und die EZ-Ebene in einer H yperbel mit den H alb ach sen  
b und c geschnitten.

Eine Ebene parallel zur X  E-Ebene, für welche z — k, schneidet die Fläche 
in der Curve

b 2 c2 1 — ° -
x 2 y 2 k 2 

"a2 +  b 2

Dies ist eine E llip se  mit den Halbachsen
ß ------  ̂ . bß t =  — y k 2 -h c2 , bx -K=~r V*1 +

Dieselben haben das Verhältniss a : b, also ist jeder horizontale Schnitt der 
Fläche dem horizontalen Hauptschnitte ähnlich. Ist OD  =  k, so sind ßx und bx 
die Coordinaten x — D E ,  bez. y  =  D F ,  welche im verticalen und im seitlichen 
Hauptschnitte zu der Coordinate z — OD  gehören. Wächst k, so wachsen auch 
ax und bx, und erhalten unendlich grosse Werthe, wenn k  unendlich gross ist. 
Die Fläche wird daher beschrieben, wenn sich eine horizontale Ellipse so bewegt, 
dass ihr Centrum auf der Z-Achse und ihre Scheitel auf zwei in der XZ- und in 
der EZ-Ebene liegenden Hyperbeln gleiten, die das Centrum O haben, deren
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sind
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Y '
(M. 449.)

Die Fläche wird daher von der K-Achse und der Z-Achse nicht in realen Punkten 
geschnitten; nur die Schnittpunkte mit der X-Achse sind real; sie werden als 
Sch eite l der Fläche (A und A x) bezeichnet.

Die Hauptschnitte haben die Gleichungen
x 2 y 2

Horizontaler Hauptschnitt: — -ß — 1 = 0 ,
^2  g  2

V erticaler „ „ : ^  ^  — 1 =  0 ,
y2 #2

Seitlicher „ „ : — ß -  — ß  — 1 =  0 .

Achsen mit den Coordinatenachsen zusammenlallen, und weicne aieseiDe aer 
Z-Achse parallele Nebenachse (2 c) haben.

Man bezeichnet diese Fläche als e in sch alig es H yperboloid .
9. Wir legen eine Ebene E  durch die Z-Achse und benutzen die Horizontal­

spur OH der Ebene E  und OZ  als Coordinatensystem für die Schnittcurve dieser 
Ebene mit dem Hyperboloide. Bezeichnet a den Winkel HOX, so ist für jeden 
Punkt dieser Ebene

x  =  y • cos a, y  =  V ’ sin a 5
die Gleichung der Schnittcurve in Bezug auf das Coordinatensystem HOZ  wird 
daher erhalten, wenn wir diese Werthe in die Gleichung des Hyperboloids ein- 
setzen; es entsteht

(cos2 a sin2 a\ „ z2
- j r  +  - W ) *  -  3  -  1  -  ° -

Die Schnittfigur ist eine H yperbel, deren Achsen auf OH und OZ  liegen, 
deren halbe Hauptachse die Strecke

1  /cos2 a sin2 a
0G =  1 : V a2 +

ist, und die mit den beiden verticalen Hauptschnitten in Bezug auf die Neben­
achse übereinstimmt.

Wir können hiernach das einschalige Hyperboloid auch durch eine ver­
änderliche Hyperbel erzeugen, die sich um ihre Nebenachse OZ  dreht, indem 
ihre Scheitel auf der Ellipse A B  gleiten und ihre Nebenachse unverändert bleibt. 
Ist a  =  b, so ist OG  von derselben Länge und die Hyperbel ändert bei der 
Drehung ihre Gestalt nicht. Die Fläche

x 2 - h y 2 z2 1   n
a 2 c2 — 1

wird daher von einer unveränderlichen Hyperbel beschrieben, die sich um ihre 
Nebenachse (OZ) dreht; diese Fläche bezeichnet man demgemäss als e in ­
sch a lig es R o ta tio n sh y p erb o lo id .

Die Gleichung des Vereins der beiden Asymptoten der Schnitthyperbel 1. 
ist im Coordinatensysteme HOZ, wenn man die halbe Hauptachse des Schnittes 
mit a x bezeichnet

Multiplicirt man aus und setzt den Werth für a1 ein, so entsteht

(cos2 a sin2a\ ^  z2 __ ^
~^2~ +  ~ w )  r — c2 ~  '

Ersetzt man hier ? cos a durch x  und y sin a durch y, so erhält man die 
Bedingungsgleichung dafür, dass ein Punkt im Raume auf einer Asymptote irgend 
eines dieser Schnitte gelegen ist; mithin ist die Gleichung der von diesen 
Asymptoten gebildeten Fläche

x 2 y 2 z2
^  +  Y2 “  ° -

Dies ist die Gleichung eines K eg els  II. O. Man bezeichnet ihn als den 
A sym ptotenkegel des H yperboloids.

10. Die abgeleiteten Functionen der Function
__ x 2 y 2 z2

■ ' ^ ^  +  b 2 ~ " c 2 ~ l
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Die Fläche wird daher von der Ebene YOZ in einer imaginären Curve 
geschnitten; die andern beiden Hauptschnitte sind reale Hyperbeln mit gemein­
samer Hauptachse (2 a) und verschiedenen Nebenachsen.

Eine Ebene, die parallel der FZ-Ebene ist, und für welche x  =  k, schneidet 
die Fläche in der Curve

Dieser Schnitt ist imaginär, wenn k 2 <  a 2 ist; zw ischen den E b en en , 
die YOZ  im A bstande ±  a p a ra lle l gehen, lieg t also  kein re a le r  
Punkt der F läch e. Ist k — ±  a, so geht die Gleichung 1 . über in

und dieser Gleichung wird nur durch y  — z =  0 genügt, d. i. durch die Scheitel 
A und Ax. Ist k 2 >  a 2, so ist die Schnittcurve eine Ellipse, deren Halbachsen 
auf den Spuren der Schnittebene liegen und die Längen haben

Ist OD  =  k, so sind a x und cx die Ordinaten D F  und D E , die in den 
Hauptschnitten zu der Abscisse OD  gehören. Die Fläche wird daher durch 
eine veränderliche Ellipse beschrieben, die normal zur X-Achse sich so bewegt, 
dass ihr Centrum auf der X-Achse und ihre Scheitel auf den beiden Haupt­
schnitten der Fläche sich bewegen. Wie die Formeln 2. zeigen, bleibt das Ver- 
hältniss der Halbachsen der bewegten Ellipse unveränderlich b : c.

Diese Fläche heisst zw eischaliges H yperboloid. Sie besteht aus zwei 
von einander getrennten Schalen, die auf beiden Seiten der FZ-Ebene liegen.

12. Durchschneiden wir das Hyperboloid mit einer Ebene XO%), die mit 
der XF-Ebene den Winkel a bildet, so erhalten wir die Gleichung der Schnitt­
linie in Bezug auf das Coordinatensystem XO%), indem wir in der Gleichung 
der Fläche setzen

y  — p • cos a , z — X) • sin a .
Hierdurch entsteht die Gleichung

Der Verein der beiden Asymptoten dieser Hyperbel hat im Coordinatensystem 
XOty die Gleichung

( x  D \ ( x2.
Führt man die Multiplication aus und setzt den Werth für bx ein, so erhält man 

x 2 ( cos2 a sin2 v.\
7 Ä -  (-J T - +  “ J - ’ 2  = “ ■

Setzt man hierin y  für Xj cos a und 2 für 9 sin a, so erhält man die Gleichung 
der von den Asymptoten aller dieser Schnitthyperbeln gebildeten Fläche

3. 0 .
x 2 y 2 z 2 

ä 2 ~ ~ b 2 ~~'c2

Diese Fläche ist ein Kegel II. O., der Asym ptotenkegel des zwei- 
schädigen H yperboloids.
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Ist b =  c, so sind die beiden Hauptschnittshyperbeln congruent; da alsdann 
m 1 . auch bx =  b ist, so wird in diesem besonderen Falle das Hyperboloid 
durch eine unveränderliche Hyperbel erzeugt, die sich um ihre Hauptachse dreht. 
Diese bläche ist daher als zweischal iges  Rotat ions hyp erb oloid  zu be­
zeichnen. Die Gleichung desselben ist

x 2 y 2 z 2

Daher ist die Gleichung der Ebene,  die das e inschal ige Hyperboloid 
im Punkte F 0 berührt.

cmrcn Einsetzung der hieraus folgenden Werthe x 0 =  a 2 u, y 0 =  — b 2 v, 
zo — — c2 ze/ in die Gleichung

x o u A- y 0v z0w — 1 =  0
erhält man die Gleic hu ng des Hyperboloids in E b e n e n co o rd in a te n
4. <p s= a 2u2 — b2v 2 — c2w 2 — 1 =  0 .

Die abgeleiteten Functionen von <p sind
5. <p„' =  a 2 u, <p7/ === — b2 v , 9«/ =s — c2 w, gu  -(- hv  +  iw  +  k  === — ] ;
hieraus folgt die Gleichung des Punktes P, in welchem das Hyperboloid 
von der E b en e T 0 berührt wird.
6- F =  a 2u0u — b2 vQv — c2w 0w  — 1 =  0.

14. Nachdem wir nun einen Ueberblick über die Flächen zweiter Ordnung 
gewonnen haben, die drei zu einander senkrechte Symmetrieebenen besitzen, 
deren Gleichungen in Bezug auf die Symmetrieebenen daher von der Form sind 
L A x 2 -b D y 2 +  F z 2 +  K  =  0,
wenden wir uns zui Charakteristik der flächen zweiter Ordnung, die nur zwei 
auf e inander  senkrechte  Sy mm e tr ie eb en en  haben.

Wählt man diese beiden Symmetrieebenen zu den Ebenen X O Z  und YOZ  
eines Coordinatensystems, so ist die Gleichung einer solchen Fläche rein qua­
dratisch für x  und y, dagegen gemischt quadratisch für 0, also von der Form 
2- A x 2 +  D y 2 +  F z 2 +  2 J z  +  K  =  0,
wobei J  von Null verschieden ist. Verschieben wir den Nullpunkt entlang der 
Z-Achse um die Strecke 7, so erhalten wir die Gleichung der Fläche im neuen 
Systeme, indem wir in der Gleichung 2. die Coordinate z durch z +  7 ersetzen; 
hierdurch entsteht
3. A x 2 H- D y 2 H- F z 2 +  2 (^7 -+- / ) 2 +  ( i^ 2 +  2 / 7  +  Z ) =  0.

Kann man nun für 7 einen endlichen Werth bestimmen, der die Gleichung 
erfüllt
4- F*i h- J  — 0,
so geht die Gleichung 3. durch diese Wahl von 7 in eine Gleichung von der

S chloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. * g _
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Form 1. über; wenn also die Fläche 2. nur zwei Symmetrieebenen haben soll, 
so muss Fy  -+- J  für einen endlichen Werth 7 unerfüllbar sein, es ist folglich in 
diesem Falle F  =  0. Unter dieser Voraussetzung wird die Gleichung der 
Fläche in Bezug auf das neue System
5. A x 2 -+- D y 2 2 / 2  +  2 / 7  +  K  — 0.

Nehmen wir 7 =  — K : 2 y, so vereinfacht sich die Gleichung zu
6. A x 2 +  D y 2 +  2 /^ =  0.

Betreffs der Vorzeichen kann vorausgesetzt werden, dass A positiv ist; dann 
ergeben sich für die Vorzeichen der zwei Grössen D  und J  folgende Combinationen 

Vorzeichen von D\ -4- , -t- , — , — ,
n  y> 77 J • H -  7 7 1

Da es freisteht, welche Seite der Z-Achse man als die positive annehmen 
will, der Wechsel des positiven Sinnes der Z-Achse aber als ein Vorzeichen­
wechsel des letzten Gliedes der Gleichung 6. sich äussert, so folgt, dass wir den 
Coefficienten /  ohne Beschränkung der Allgemeinheit negativ voraussetzen können. 
Dividiren wir durch den absoluten Werth von J ,  und ersetzen die neuen Coeffi­
cienten von x 2 und y 2 durch passend gewählte andere Zeichen, so sind also nur

^ 2  y 2
Die Gleichung —  +  — 2 z =  0.

15. Für die Strecken £ und rj, welche diese Fläche von den beiden Coor- 
dinatenachsen O X  und O Y  abschneidet, ergeben sich aus der Gleichung der 
Fläche durch Einsetzung von y — z =  0, bez. x  =  z =  0 die Gleichungen

$2 n2
1. — =  0, V  =  0.a b

Jede der beiden Achsen OX  und O Y  schneidet also die Fläche in zwei
mit dem Nullpunkte zusammenfallenden Punkten; beide Achsen sind daher 
Tangenten der Fläche, und mithin wird die Fläche von der Ebene XO  Y im 
Punkte O berührt. Setzt man in die Gleichung der Fläche x  =  y  =  0, so folgt
2. 2 z =  0 .

Hieraus ergiebt sich zunächst z — 0. Da aber bewiesen worden ist, dass 
im Allgemeinen eine jede Gerade mit einer. Fläche zweiter Ordnung zwei 
Schnittpunkte hat, so ist die Gleichung 2. als eine quadratische Gleichung auf­
zufassen, in welcher der Coefficient von z 2 verschwindend klein ist; die Gleichung 
hat daher, als quadratische Gleichung betrachtet, ausser der Wurzel z — 0 noch 
die zweite Wurzel z =  00. D ie F l ä c h e  hat mit der Z-Achse  ausser dem 
Nullpunkte noch einen unendl ich fernen Punkt gemein.

Die Gleichungen der Hauptschnitte sind
X 2 y2

Horizontaler Hauptschnitt: —  -+- -y =  0 ,
^ 2

Verticaler „ „ —-----2 2 =  0 ,

y 2
Seitlicher „ „ — 2 2 =  0.
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Die erste Gleichung wird nur von einem realen Punkte, dem Nullpunkte, 
erfüllt, und bestätigt, dass die Fläche von der Ebene X O Y  im Punkte O 
berührt wird.

Die beiden andern Haupt­
schnitte sind Parabeln ,  deren 
gemeinsamer Scheitel der Null­
punkt, deren gemeinsame Achse 
die Z-Achse ist, und deren Para­
meter die Strecken a und b sind.

Eine Ebene, die im Abstande 
z — k  parallel zur AF-Ebene ist, 
schneidet die Fläche in der Curve,

y+  ~r — 2 k  =  0

(M. 450.)

x
a b

Dies ist eine Ellipse mit den 
Halbachsen a x =  y ^ k a  , 

b x =  y 2 kb  .
Ist OD =  k, so sind a x und 

bl die Coordinaten D E  und D F  
der Hauptschnittsparabeln, die zu 
der Coordinate z — OD  gehören.
Die Fläche wird also durch eine 
veränderliche Ellipse erzeugt, die 
sich normal zur Z-Achse so bewegt, 
dass ihr Centrum auf der Z-Achse 
und ihre Scheitel auf den beiden Hauptschnittsparabeln gleiten. Wird k 
so werden auch beide Halbachsen dieser Ellipse unendlich gross.

Die Fläche führt den 
Namen e l l ip t isches  Para- 
boloid.

Die Ebene y  =  k x schnei­
det das elliptische Paraboloid 
in der Curve 

x 2 k?
+  ~ r  — 2 £ — 0 .a b

Diese Curve ist eine mit 
dem vert ica len H aup t­
schnitte congruente P a r a ­
bel ,  welche die seitliche Spur 
D D X der Schnittebene zurAchse 
und den Schnittpunkt E  der­
selben mit dem seitlichen 
Hauptschnitte der Parabel zum 
Scheitel hat. Das elliptische 
Paraboloid wird also auch von 
einer unveränderlichen Parabel 
beschrieben, die sich so be­
wegt, dass ihre Ebene parallel
d e r  AZ-Ebene, ihre Achse (M. 451.)

17 '
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parallel OZ  und ihr Scheitel auf dem seitlichen parabolischen Hauptschnitte 
bleibt.

Der Durchschnitt der Fläche mit der Ebene x — k% hat die Gleichung 
k 2

+  X  — 2z =  0,-2
a b

Dieser Schnitt ist eine mit dem seitlichen Hauptschnitte congruente und 
gleichgerichtete Parabel, deren Achse die verticale Spur G G X der Schnittebene, 
und deren Scheitel H  ist*). Das elliptische Paraboloid kann also auch von 
einer unveränderlichen Parabel beschrieben werden, die parallel zur Ebene YOZ 
sich so bewegt, dass ihre Achse parallel O Z und ihr Scheitel auf dem verticalen 
parabolischen Hauptschnitte bleibt.

16. Durchschneidet man die Fläche (Fig. 450) mit einer Ebene HOZ , die 
mit der Ebene X O Z  den Winkel a bildet, und bezieht die Schnittcurve auf das 
Cordinatensystem HO Z, so hat man x =  y cosa , y  =  ysina, und die Gleichung 
der Schnittcurve ist daher

/ cos2 a sin2 a.\ „
( —  +

Dies ist eine Parabel, die mit den Hauptschnitten den Scheitel und die 
Achse gemein hat und deren Parameter die Länge hat

P
COS* OL sin2 a\

~ Ya b
Ist <2 =  b, sind also die beiden Hauptschnitte congruent, so ist auch p  =  a] 

diese Fläche ist daher ein Rotat io nsp ara boloi d,  d. h. sie wird von einer un­
veränderlichen Parabel beschrieben, die sich um ihre Achse dreht. Die Gleichung
PinPC P  n foh n n o n o ro K n lm rle  icf

3.

Die Coordinaten x 0, y 0, z0 des Berührungspunktes ergeben sich hiernach zu
1  u v

"o  —  x o  —  a  ”  > i 'o  =  —  ^ •w  “ w
Setzt man diese Werthe in die Gleichung ein

u x 0 v y 0 +  w z0 — 1 = ( ) ,
so erhält man die Gleichung des e l l iptischen Paraboloids in E b e n e n - 
coo rdinaten
4. tp =  a u 2 H- bv2 — 2u =  0 .

5) In der Figur ist von dieser Parabel nur die vordere Hälfte aufgezeichnet worden.
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Die abgeleiteten Functionen von <p sind 
<Pz/ =  a u ,  =  b y , cpw' =  — 1, gu hv -V- iw  -\- k =  — w.

Die Gleichung des Punktes P , in welchem das Pa ra bo lo id  von 
der E b en e T 0 berührt  wird, ist demnach 
7. P  =  a u 0u +  bvQv — w — w Q = 0 .

Die Gleichung — 2z =  0.
x * y *
a b

18. Die Strecken $, r], welche die Fläche von den Achsen abschneidet, 
ergeben sich aus

£2 n2
7 - ° '  T  =  ° ’ -2C =  o.

Hieraus folgt, dass die W-Achse und die F-Achse die Fläche im Punkte O 
berühren, und dass die Z-Achse ausser dem Punkte O noch einen unendlich 
fernen Punkt mit der Fläche gemein hat. Die Gleichungen der Hauptschnitte 
sind

Horizontaler Hauptschnitt:

Verticaler „ „

Seitlicher „ „

Die Gleichung des horizontalen Hauptschnitts lässt sich schreiben
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d ieser H au p tsch n itt besteht daher aus den beiden durch den A nfangs­
punkt gehenden G eraden

x  ■y x  y
y a  i /b  -[/a yi>

Wir bemerken, dass dies Auftreten von Geraden, die auf einer Fläche zweiter 
Ordnung liegen, nicht vereinzelt ist; wir werden im folgenden Abschnitte hier­
über weitere Untersuchungen mittheilen.

Der verticale Hauptschnitt ist eine P arab e l, deren Achse in der Z-Achse, 
deren Scheitel im Nullpunkte liegt, und die sich in der Richtung der Z-Achse 
erstreckt; der Parameter ist a. Der seitliche Hauptschnitt ist eine Parabel vom 
Parameter b, deren Scheitel im Nullpunkte, deren Achse in der Z-Achse liegt, 
und die sich in der Richtung der negativen Z-Achse erstreckt.

Die Ebene x — k schneidet die Fläche in der Curve 
k 2 y 2
—  ~  ~r — 2z =  0 ,a b '

also in einer P arab e l, die dem seitlichen Hauptschnitte congruent ist; sie hat 
zur Achse die Verticalspur F F X der Schnittebene und zum Scheitel den Schnitt­
punkt G  der Geraden F F X und des verticalen Hauptschnitts. Die Fläche wird 
daher von einer unveränderlichen Parabel beschrieben, die sich parallel zur 
Ebene YOZ  so bewegt, dass ihre Achse parallel OZ und ihr Scheitel auf dem 
verticalen parabolischen Hauptschnitte bleibt.

Setzt man in der Gleichung der Fläche _y =  k x, so erhält man

a ~ 2 (* +  Ti) =  °-
Dieser Schnitt ist eine mit dem verticalen Hauptschnitte congruente P a ra b e l, 

welche die seitliche Spur D D , der Schnittebene zur Achse, den Punkt E  zum 
Scheitel hat und sich in der Richtung der positiven Z-Achse erstreckt. Hiernach 
wird die Fläche auch durch eine unveränderliche Parabel erzeugt, die parallel 
zur ZZ-Ebene sich so bewegt, dass ihre Achse parallel OZ  und ihr Scheitel 
auf dem seitlichen Hauptschnitte bleibt.

Der wesentliche Unterschied dieser Erzeugung mit der analogen Erzeugung 
eines elliptischen Paraboloids besteht darin, dass bei letzterem die bewegliche 
erzeugende Parabel und die Hauptschnittsparabel, auf welcher ihr Scheitel gleitet, 
die Achsen nach derselben, nicht nach entgegengesetzten Seiten wenden, während 
bei der gegenwärtigen Fläche das Gegentheil statt hat.

Um die Gleichung des Schnittes der Fläche mit einer Ebene zu erhalten, 
die parallel X O  Y  ist, setzen wir in der Flächengleichung 2 =  k 2; wir erhalten 
dadurch

x 2 y 2
--------T  — 2 ^2 =  0 .a b  2

Ist k 2 positiv, so ist dies eine H yperbel mit den Halbachsen a x =  ]/*2 a k 2 , 
b\ =  ]/2 b k 2 , wobei die Hauptachse auf der Z-Achse liegt. Ist hingegen k 2 
negativ, etwa k 2 =  — /, wo nun l  >  0, so haben wir die Gleichung

x 2 y 2
~  T  +  J — 2 /  =  0 ,

mithin eine Hyperbel, deren Hauptachse auf der Y-Achse liegt, und welche die 
Halbachsen hat a x =  ]/2a/, bx =  y ^ b l .
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Da für die Grundrisse aller dieser Schnitthyperbeln das Achsenverhältniss 
constant ist, nämlich a x : b x =  y a  : y b ,  so haben sie alle die Asymptoten

r----- y= =  0 , . . . .  r
y a  y b  y a

haben also a lle  den h o rizo n ta len  H au p tsch n itt zu A sym ptoten.
D ie A sym ptoten der Sch n itth y p erb eln  se lb st liegen  daher auf den 

beiden E b en en , die durch die Z -A chse und die beid en  G erad en  b e ­
stim m t sind, die den h o rizo n ta len  H au p tsch n itt b ilden. Diese Ebenen 
bezeichnet man als die A sym p toten eben en  der F läche.

Wir können uns hiernach die Fläche durch eine veränderliche Hyperbel er­
zeugt denken, die parallel zur ZK-Ebene sich so bewegt, dass ihre Achsen auf 
den Ebenen X O Z  und YOZ, ihre beiden Scheitel auf einem der beiden verti­
calen Hauptschnitte der Fläche und ihre Asymptoten auf den beiden Ebenen 
bleiben, die durch die Z-Achse und die Geraden des horizontalen Hauptschnitts 
gehen.

Im Zusammenhänge mit dieser Entstehungsweise der Fläche führt dieselbe 
den Namen h yp erbolisch es P araboloid .

10. Die abgeleiteten Functionen der Function

und H -

Setzt man diese Werthe in die Gleichung ein
u x 0 H- v y 0 +  w z Q — 1 =  0 ,

so erhält man die G leich u ng  des hyp erbolisch en  P arabo lo id s in E ben en - 
coord in aten
4. <p == a u 2 — bv2 H- 2 w — 0 .

Die abgeleiteten Functionen von 9 sind
<fu' === a u , (fz,1 s=3 — b v , 97t/ =  1 , yu  H- hv  4- iw  H- k  =  w\

daher ist die G leich u ng  des Punktes P, in w elchem  das h y p erb o lisch e  
P arabo loid  von der E ben e T 0 berührt wird:
5. P  a u Q u — bv0v -t- w  -+- w Q = 0 .

20. Wir untersuchen nun, ob es Flächen zweiter Ordnung giebt, die nur 
eine Sy m m etrieeben e haben.

Nehmen wir die Symmetrieebene zur KZ-Ebene des Coordinatensystems, so 
ist die Gleichung der Fläche rein quadratisch für x, dagegen gemischt für y  und z,
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also von der Form
1. /  =  A x 2 4- D y 2 4 - 2E y z  4 - F z 2 4- 2Ä > 4- 2 J z  +  K  =  0 .

Wir suchen nun diese Gleichung dadurch zu vereinfachen, dass wir den 
Nullpunkt in der FZ-Ebene verlegen und der Z-Achse und der K-Achse neue 
geeignete Richtungen geben. Dabei bleibt die Coordinate x  ungeändert und 
die Coordinaten y  und z ändern sich gemäss der Formeln für die allgemeine 
Coordinatentransformation rechtwinkeliger Systeme in der Ebene. Hierbei ändert 
sich also nur der Ausdruck
2- D y 2 4-  2E y z  4- F z*  4- 2 H y  4- 2 /2  +  K ,
und geht in eine quadratische Function der auf das neue System bezüglichen Coor­
dinaten t) und 1 über.

Wenn die Gleichung f  =  0  ausser A x 2 noch quadratische Glieder hat, wenn 
also nicht zugleich D  =  E  =  F  =  0, so kann, wie in der analytischen Geo­
metrie der Ebene bewiesen worden ist, durch Verschiebung und Drehung des 
Coordinatensystems immer ein Coordinatensystem erreicht werden, durch welches 
aus der Function 2. die transformirte Function hervorgeht: entweder
3- Mt) 2 4- W32 4 - R ,  oder 4. Mt)2 -t- P \.

Die Gleichung
D y 2 4- 2 E y z  4-  F z 2 +  2 H y  4 - 2 J z  4- K  =  0 

geht aus 1. hervor, wenn man x  =  0 setzt, ist also die Gleichung der Curve, in 
der die Fläche von der Symmetrieebene geschnitten wird; die Fälle 3. oder 4. 
treten daher ein, je nachdem diese Schnittcurve einen Mittelpunkt hat (Ellipse 
oder Hyperbel ist) oder keinen (Parabel). Bezogen auf das neue Coordinaten­
system lautet die Gleichung der Fläche entweder
5. A x 2 4 - Mt) 2 +  W32 4 - R  =  0 , oder 6. Ax2 4- Mt) 2 -h P$ =  0.

Wenn also nicht zugleich D  =  E  =  F  — 0, so hat die Fläche entweder 
noch zwei, oder noch eine Symmetrieebene, die auf der vorausgesetzten senkrecht 
stehen.

Wenn D =  E  =  F  =  0 ist, so vereinfacht sich die Gleichung der 
Fläche zu
7- / = *  A x 2 4-  2 H y  4- 2 J z  4 - K  =  0 .

Der Schnitt dieser Fläche mit der KZ-Ebene hat die Gleichung
8- 2 H y  A- 'l J z  ~\- K  — 0
ist also eine Gerade. Wählt man diese Gerade zur Z-Achse des Coordinaten­
systems, so vereinfacht sich die Gleichung 8. zu

2 H y  =  0 ,
es ist also dann J  =  K  =  0, und die Gleichung der Fläche ergiebt sich zu
9- A x 2 4- 2 H y  =  0 .

Als Gleichung im Coordinatensystem XO Y betrachtet, stellt sie eine P arabel 
dar, deren Scheitel im Nullpunkte und deren Achse auf der Y-Achse liegt. 
Da jeder Punkt der Gleichung 9. genügt, dessen Horizontalprojection auf dieser 
Parabel liegt, so folgt, dass die Gleichung 9. einen Cylinder darstellt, dessen 
h o rizo n ta ler Q uerschnitt eine P arabel ist, und dessen M an tellin ien  
der Z A chse p a ra lle l sind. Wir bezeichnen diesen Cylinder als p a ra b o ­
lischen Cylinder.

Jede zu den Mantellinien normale Ebene kann als Symmetrieebene dieses 
Cylinders gelten.

21. Nun bleibt uns noch übrig, zu untersuchen, ob es unsym m etrische 
F läch en  II. O. giebt.
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Hierzu haben wir die Bedingungen aufzusuchen, an welche die Existenz einer 
Symmetrieebene gebunden ist, und nachzusehen, ob diese bei jeder Fläche 
zweiter Ordnung erfüllt werden.

§ 7 . Symmetrieebenen der Flächen zweiter Ordnung.
1. Zieht man durch einen Punkt 11 eine Gerade G, die mit den Coordinaten- 

achsen die Winkel a, ß, 7 bildet, so sind die Strecken r, welche von P  bis an 
den Schnittpunkt der Geraden G mit der Fläche II. O.
f = A x 2-+-2Bxy +  2 C x z - h D y 2- h 2 E y z - h F z 2A - 2 G x - h 2 H y y - 2  J z  4-  K =  0 
reichen, die Wurzeln der Gleichung (§ 5, No. 2, 3) 
j / &  *)> 0  +  { f t  cos a 4- f f  cos ß -+- f t  cos f r

+  (Acos - o. 4- 2Bcos0. cos$-+- 2 Ccosa cos 7 -\-Dcos ß 4- 2 Ecosß cos 7 -\ -F c o s fr2= 0.
Wenn der Coefficient von r  verschwindet, so ist diese Gleichung rein 

quadratisch; die Gleichung hat dann zwei entgegengesetzt gleiche Wurzeln, und 
der Punkt II ist die Mitte zwischen den Schnittpunkten der Geraden G und der 
Fläche f .

Die Gleichung
2- f z ’cosa  +  f J c o s $  +  cos 7 =  0
ist also die Bedingung dafür, dass /^die M itte der unter den R ich tu n g s­
winkeln a, ß, 7 durch II gehenden Sehne der F lä ch e  /  =  0 ist.

Es giebt unzählig viele Sehnen einer Fläche f ,  die in einem gegebenen 
Punkte II halbirt werden. Um die Gleichung der Fläche zu erhalten, auf der 
alle diese Geraden liegen, haben wir cosv., cosfi, cosy in 2. durch die Coordinaten 
eines Punkts von G auszudrücken.

Ist P  auf G gelegen und von II um p entfernt, so ist
x  — $ =  p cosv., y  — vj =  p cosfi , z — C =  p cos-;; 

man gewinnt daher aus 2. die Gleichung der gesuchten Fläche 
8- 1 =  (x £) -+- J ri' (y  — r]) 4- (z — Z) =  0 .

Wir haben daher: D ie Sehnen einer F läch e  II. O., die einen g e­
gebenen Punkt II zum M ittelpunkte haben, liegen  auf der E bene

T  =  A ' ( x — Z) H- /V  (y  — ri) H- f l  (z — 0  =  0 ;
liegt der Punkt II auf der F läch e  f  so geht diese E b en e in die T a n ­
genten eben e im Punkte II über. Dieser Satz kann auch folgende Fassung 
erhalten: Je d e r  Punkt im Raume ist das Centrum  eines durch ihn 
gehenden (realen oder nicht realen) ebenen  S ch n ittes  einer F lä ch e  II. O.; 
die G leichung der E b en e d ieser Sch n ittcu rv e ist Z1 =  0.

Es verdient hervorgehoben zu werden, dass die Ebene T  für alle Punkte II 
des Raumes real ist, also auch dann, wenn keine durch II gehende reale Sehne 
der Fläche f  in II halbirt wird.

2. Die Gleichung der Ebene 7' wird nur dann unbestimmt, wenn die Coor­
dinaten des Punktes II solche Werthe haben, dass die Functionen f f  f f  f t  
zugleich verschwinden, wenn also

A\ 4- Brt +  CZ =  — G ,
F B\ 4- Dr\ 4- EZ =  — H ,

C £  4 -  E  r) 4-  F t  — —  T.
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von Null verschieden ist, so wird diese Gleichung von einem Systeme endlicher 
Werthe i, r), £ genügt. Für den hierdurch eindeutig bestimmten, nicht unendlich 
fern liegenden Punkt verschwindet der Coefficient von r  in der Gleichung No. 1, 1 
unabhängig von den Winkeln a, ß, y; dieser Punkt halbirt daher a lle  durch 
ihn gehenden Sehnen der F läch e ;  aus diesem Grunde heisst er das C en ­
trum der Fläche. Das Centrum einer Fläche zweiter Ordnung ist zugleich das 
Centrum für jeden durch dasselbe gehenden ebenen Schnitt.

Die Bedingung dafür, dass eine Fläche zweiter Ordnung ein

3. Ist G — H  =  J  =  0, und A4 von Null verschieden, so verschwinden 
i, y] und £. Das Centrum der F läch e

f  === A x 2 4-  2 B x y  4- 2 Cxz 4- D y2 4-  2 Eyz 4- F z  4- K  =  0 
fällt also mit dem Nullpunkte zusammen.

Die Gleichungen des Kegels zweiter Ordnung, des Ellipsoids und der beiden 
Hyperboloide haben die Form

A x2 4- D y2 4- F z 2 4- K  =  0 ,
wobei A, D, F  von Null verschieden sind; in der Determinante A4 verschwinden 
in diesem Falle alle ausserhalb der Diagonale stehenden Glieder, sie reducirt 
sich daher auf das Produkt A4 =  A F F ,  und ist mithin von Null verschieden. 
Der K eg e l ,  das E ll ip so id  und die beiden Hyperboloide haben daher 
ein Centrum, und zwar ist dasselbe der Schnittpunkt der drei 
Sym m etrieebenen.

4. Die Gleichungen der beiden Parabo lo id e haben die Form
/ =  A x 2 +  D y2 +  2 J z  = 0 .

Für das Centrum gelten jetzt die Gleichungen Ai =  0, Dt\ — 0 ;  bemerken 
wir noch, dass Ax =  0 und A4 =  A D J  ist, so folgt: Das Centrum eines 
Parabo lo id s liegt auf der D u rch sch nittsach se  der Sy m m etrieebenen , 
von dem Schnittpunkte d erse lb en  mit der Fläche unendlich  weit 
entfe rnt.

Die Gleichungen des e l l ip tisch en  und des hyperbolischen Cylinders 
fallen unter die Form

A x 2 +  D y2 4- K  — 0.
Für das Centrum hat man A i  =  0, Fr\ =  0, A4 =  A4 =  0; mithin ist 

$ =  v) =  0 und £ unbestimmt. Je d e r  Punkt in der D u rch sch nittsach se  
der Sy m m etrieebenen eines e l l ip tischen  oder hyperbolischen Cylinders 
kann also als Centrum der F läch e  angesehen werden.

Die Gleichung des p a ra b o lisch e n  Cylinders ist
A x 2 4- 2Hy — ü .
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Hier hat man A i =  0, A4 =  Ag =  A4 =  0, mithin i =  0, rj unendlich 
gross, £ unbestimmt.

Die Gleichung, aus welcher 7) zu bestimmen wäre, reducirt sich auf 0 =  — H\ 
betrachtet man diese Gleichung als lineare Gleichung für r] mit einem unendlich 
kleinen Coefficienten von r), so folgt, dass ihr nur durch einen unendlich grossen 
Werth von rj genügt werden kann.

Je d e r  unendlich ferne Punkt auf der Sym m etrieebene eines p ara ­
bolischen  Cylinder kann als Centrum desselben b e trach te t  werden.

Da bei den Paraboloiden und den Cylindern von einem Centrum im eigent­
lichen Sinne des Wortes nicht zu reden ist, so werden diese Flächen als n ic h t ­
centra le  F lä ch en  den centralen  Flächen, nämlich dem Ellipsoid, den Hyper­
boloiden und dem Kegel gegenübergestellt.

5. Haben in der Gleichung No. 1 , 2
f f  cos o. 4- f f  cos ß 4- f f  COS-; =  0

die Winkel a, ß, y gegebene Werthe, so ist diese Gleichung die Bedingung für 
die Coordinaten der Mitten der Sehnen der Fläche f  =  0, welche die durch die 
Winkel a, ß, y vdrgeschriebene Richtung haben, sie ist also die Gleichung der 
Fläche, auf welcher die Mittelpunkte paralleler Sehnen liegen.

Die Function T  =  f f  cos a 4- f f  cos ß 4- f f  cos y ist linear bezüglich der 
Coordinaten x, y, a; wir schliessen daher: Die Mitten p ara lle ler  Sehnen 
einer F läch e  zweiter Ordnung liegen  auf einer E b en e ;  haben die 
Sehnen die R ichtungsw inkel a, ß, y, so ist die G leichung dieser Ebene 
1. T  =  COS(X - f j  4- COS§ • f f  4- COS'i - f*J — 0 .

Für die Sehnen, die der Reihe nach der X-Achse, der Y-Achse, der Z-Achse 
des Coordinatensystems parallel sind, haben a, ß, y die Werthe a =  0, ß =  y =  90°; 
bez. ß =  0, a — y =  90°; bez. a =  ß =  90°, y =  0; die E ben en , welche 
die Mitten der den Achsen p ara lle len  Sehnen  enthalten , haben daher 
die Gleichungen
2- f f  =  0 ,  f f  =  0 ,  /,' =  0 .

Die Gleichung 1. lehrt, dass jeder Punkt, der diesen drei Ebenen f f  =  0, 
f f  =  0, f f  — 0 gemein ist, auch auf der Ebene T  liegt.

6. Beim E ll ip so id , den beiden H yperboloiden und dem K egel haben 
diese drei Ebenen nur einen Punkt gemein, das Centrum; die Ebenen, welche 
die Mitten p a ra l le le r  Sehnen eines E ll ip so id s ,  H yperboloids oder 
Kegels enthalten , gehen also durch das Centrum der F lä c h e ,  und 
werden daher als D iam etral ebenen bezeichnet.

Jede Diametralebene halbirt eine bestimmte Schaar paralleler Sehnen; denn 
die Gleichung jeder Diametralebene kann in der Form geschrieben werden 
!• ^  =  a \ f f  +- #2f f  4- c i^ ff — 0.

Sind a, ß, y die Richtungswinkel der von T  halbirten Sehnen, so muss diese 
Gleichung mit No. 5, 1 gleichbedeutend sein; es muss also eine Zahl n geben, 
für welche
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Wenn der Diameter d  der Fläche den Sehnen parallel ist, die von einer 
Diametralebene T  halbirt werden, so heissen die Ebene T  und der D iam eter 
d  einander conjugirt.

7. Wählt man das Centrum der Fläche zum Nullpunkte, so ist die Gleichung

Sind 0Lt , ß1( die Richtungswinkel eines Diameters dx, der auf der Diametral­
ebene T  liegt, die dem Diameter d  mit den Richtungswinkeln a, ß, 7 conjugirt ist, 
und ist P  ein Punkt des Diameters dx, r  sein Abstand vom Centrum, so hat man 

x  =  r  cos 04, y  =  r c o s $ x, z =  r  cos 7^
Da P  auf T  liegt, so ist T  =  0 erfüllt; setzt man nun diese Werthe in T  

ein, so haben alle Glieder den Faktor r] unterdrückt man denselben, so bleibt 
(A cos 04 -p B  cos ß1 -p C cos f f )  cos a 

3. -y (B  cos 04 - h D c o s ^  -P E  cos 7X) cos ß
(C  cos 04 -p E c o s $ x H- F c o s  f f )  cos 7 =  0.

Wenn also die Cosinus von sechs Winkeln a, ß, 7 und 04, ß t , 7j 
dieser Gleichung genügen, so l ieg t  der Diameter, dessen R ic h tu n g s ­
winkel 04, ß l f  7 t sind, auf der E b en e ,  welche dem D iam eter mit den 
Richtungsw inkeln a, ß, 7 conjugirt ist.

Nimmt man die Glieder der Gleichung 3. zusammen, die in derselben 
Verticalreihe stehen, so erhält man

(A cos a -p B  cos ß -p C cos 7) cos 04 
-y (B  cos a -p D  cos ß -y E  cos 7) cos ßx 
-y (C  cos a -p E c o s $  -p F c o s  7) cos7t =  0.

Dies ist dieselbe Gleichung wie 3., nur sind die Winkel a, ß, 7 gegen 04, 
ß1; 7j vertauscht; mithin ergiebt sich: Ist  der Diameter dx in der E b en e  
enthalten, die dem D iam eter d  con jugirt  ist, so ist auch d  in der 
E bene enthalten , die dx con jugirt  ist. — Die Ebenen, die a llen  in 
einer D ia m etra leb en e  T  liegenden Diam etern conjugirt sind, b ilden 
ein Büschel, dessen Träg er  der zu T  conjugirte Diam eter d  ist.

8. Die Gleichung der Ebene T, deren Schnitt mit der Fläche
f  5=  A x 2 -p 2 B x y  -t- 2 C xz  -p D y 2 -P 2 E y z  -y E z 2 -y K  =  0

sein Centrum in einem gegebenen Punkte II hat, ist (No. 1, 3)
1 . f f  • *  p  f f  • y  p  fr!  - z  — OV • 5 p f f  • tj p f r !  • 0  =  o.

Die jetzt geltenden Werthe von f f  f f ,  f f  (No. 7, 2) erfüllen die Identität
2 . f f  • x  -y f f  ■ y  -y f f  • z =  f  K ,
daher kann man in 1. das letzte Glied einfacher schreiben und erhält
3. f f  - x  P  f f  • y  P  fr!  - z — f f i ,  *], 0  +  K  =  0.

Multiplicirt man die Functionen
f f  A l  -+- B rj -+- C t , 
f f =  B\ - y D r i +  E t ,  
f f  B  a  P  Er! p  F t ,

der Reihe nach mit x, y, z und addirt, indem man die Glieder jeder Vertical­
reihe zusammennimmt, so erhält man die Identität
4. f f  • x  4- f f  . y  -P f f  • z =  f f  • $ +  f f  • t) +  f f  • t-
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Hiernach erhält die Gleichung der Ebene T die Form 
5- f f  -Z P  f f  • t) -P f f  - t  -  /($, rj, t) P  K  =  0 .

Sind a, ß, 7 die Richtungswinkel des Diameters, der durch ö geht, und ist p 
der Abstand des Punktes fl vom Centrum, so kann man $, rj, t durch p cos a,
p cos ß, p cos 7 ersetzen; nachdem man durch p dividirt hat, erhält man

T =  f f  • COS a +  f f  • cos ß +  f f  - c o s j  — -  [/($, rj, t) — K\ =  0.

Diese Gleichung stimmt in den variabeln Gliedern mit der Gleichung der
dem Diameter a, ß, 7 conjugirten Diametralebene

T  == f f  • cos a -p f f  • cos ß -P f f  'Cos 7 =  0 
überein, und weicht nur durch das Vorhandensein eines constanten Gliedes ab, die 
Ebenen T  und T sind daher parallel. Wir schliessen hieraus: Die Centra a ller  
paralle len  ebenen Schnitte  e iner centra len  F läch e  zweiter Ordnung 
liegen auf einem  D iam eter;  dieser D iam eter  ist der zu dieser Schaar 
p ara lle ler  E b en en  gehörigen D iam etra leb en e  conjugirt.

9. Wir wenden uns nun zu entsprechenden Sätzen über die Flächen II. O., 
die kein im Endlichen liegendes, eindeutig bestimmtes Centrum haben, und zwar 
zunächst zu den Paraboloiden.

Die abgeleiteten Functionen f f ,  f f ,  f f  der Function 
f  =s A x 2 -p D y 2 -p 2 f z

sind f f  == Ax, f f  =  D y ,  f f  == f .  Die Ebene T, welche die Sehnen von 
der Richtung a, ß, 7 halbirt, hat daher die Gleichung

T  =  A cos 0. • x  -p D cos ß • y  -p f  cos 7 =  0.
Alle E b en en , w elche die Mitten p a ra l le le r  Sehnen  eines Para- 

boloids enthalten , sind daher der Achse des P arabo lo id s  parallel.
Der e l l ip tisch e  und der h yp erbolisch e  Cylinder haben in Bezug auf 

ein Coordinatensystem, dessen Verticalebenen mit den Symmetrieebenen zusammen­
fallen, Gleichungen von der Form

/  == A x 2 -P D y 2 +  K  =  0.
Jetzt ist f f  == Ax, f f  == D y ,  f f  =  0, daher ist 

T  =  A co so l • x  - p  Bcosfi ■ y  — 0 .
Die Ebenen, w elche die Mitten p ara lle ler  Sehnen eines e l l ip ­

tischen oder h y p erb o lisch en  Cylinders en thalten , gehen durch die 
Achse des Cylinders

Aus der Gleichung des parabolischen  Cylinders 
f  =  A x 2 -p 2Hy  =  0

folgt f f  == A x ,  f f  =  H ,  f f  == 0 , Daher erhält man 
T  =  Acosa • x  -p Hcos$ — 0 .

Die Ebenen, welche die M itten p ara l le ler  Sehnen eines p a ra ­
bolischen Cylinders en tha lten , sind der Sym m etrieebene des Cylinders 
parallel.

10. Für die Gleichung der Ebene, deren Schnitt mit der Fläche einen ge­
gebenen Punkt II zum Centrum hat, (No. 1, 3.) ergiebt sich
1 . bei den Paraboloiden: A^ • x  -p Dr\ • y  -p J z  — (A\2 +  D r f  -p J t )  — 0,
2. beim ellipt. und hyperb. Cyl.: A£ • x  -p Dr\ •y  — (A l2 -p D r f )  =  0,
3. beim parabol. Cylinder: A l • x -y Hy — ( A l2 -p H-tj )  =  0. 

Sind a, ß, 7 die Stellungswinkel der Ebene 1., so hat man
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c o s i : cos$ : cos7 =  A%: Di\ : J ,
woraus sich ergiebt

£ =  Jco so  : Acosy, r; =  Jcosty : Dcos'(.
Die Coordinaten der Horizontprojection des Centrums eines ebenen Schnittes 

in einem Paraboloide sind also nur von der Stellung der Schnittebene abhängig. 
Hieraus folgt: D ie Centra p a ra lle ler  Sch n itte  eines P ara b o lo id s liegen  
auf einer G eraden, die zur A chse des Paraboloids p ara lle l ist.

Die Ebene 2. ist parallel der Cylinderachse und schneidet daher den 
Cylinder in zwei Mantellinien, die gleichweit von II entfernt sind. Für einen 
Punkt, der auf der Achse des Cylinders liegt, ist $ =  rj — 0, und hierfür wird die 
Gleichung 2. identisch erfüllt. Wir haben daher: Für a lle  ebenen  S ch n itte  
eines e llip tisch en  oder p a ra b o lisch en  Cylinders, w elche die A chse 
treffen , ist der Sch n ittp u n kt mit der Achse das Centrum.

11. Die Ebene
1. T  ESE f x' COSO +  fy  • cosß +  fz  * COS'l =  0 ,
welche die der Richtung o, ß, 7 parallelen Sehnen der Fläche II. O. f  =  0 hal- 
birt, ist Sym m etrieebene der Fläche, wenn sie rechtwinkelig zur Richtung der 
von ihr halbirten Sehnen ist. Jede Ebene, die zur Richtung a, ß, 7 rechtwinkelig 
ist, hat eine Gleichung von der Form
2. cos kl • x  4-  cos$ • y  4- cos7 • z — d — 0 ,
wobei d  den Abstand der Ebene vom Nullpunkte bezeichnet; also muss die 
Gleichung 2. durch Multiplication mit einer Zahl p. mit 1 . identisch werden, wenn 
T  Symmetrieebene sein soll. Ordnet man T  nach den Coordinaten, so entsteht: 

T  =  (Acoso 4-  B c o s ß -+- Ccos~()x 4- (.Bcoso  4- D co sß 4- Ecos)y
4- (Ccos7 4- Ecosfi 4- E co s7) z 4-  G coso  4- H cosß 4-  Jcos~( =  0 .

Der Vergleich mit
ixcosa • x  4- \xcos$ • y  4- |xcos7 • £ — fid  =  0 

ergiebt die Gleichungen
3. A coso  4- B cos$  4-  Ccos7 =  \icoso,
4. B co so  4- D cos§  4-  E co s7 =  \l c o s $  ,
5. C cosa 4- Ecosfi 4- Fcos-\ =  \lcos7 ,
6. Gcoso. 4-  H cos§  4- J c o s 7 =  — \xd.

Fügt man hierzu noch
7. cos2 o 4- cos2$ 4-  cos2 7 =  1,
so hat man fünf Gleichungen für die fünf Unbekannten o, ß, 7, p., d. Um die­
selben zu ermitteln, bemerken wir, dass die Gleichungen 3., 4., 5. und 7. nur
a, ß, 7, [x enthalten; sind diese gefunden, so erhält man aus 6. die letzte Unbe­
kannte d. Den Gleichungen 3., 4., 5. kann man die Form geben:

(.A — \d) coso  4- BcosQ 4- Ccos§ — 0 ,
8. B co so  4- {D —\i)cos$ 4- Ecos'i =  0 ,

Ccoso 4- EcosQ 4- (E — [l)cos7 =  0 ;
Ihr Verein erfordert das Verschwinden der Determinante

Dies ist eine Gleichung dritten Grades für p.; hat man dieselbe aufgelöst, 
so setzt man eine Wurzel jx in die Gleichungen 8. ein. Berechnet man das

§ 7. Symmetrieebenen der Flächen zweiter Ordnung. 2 7 1

Verhältniss cos o : <wß : cos 7 aus je zweien der Gleichungen, so erhält man die 
in Folge der Gleichung 9. gleichbedeutenden Proportionen 
cos<l : cos$ :cost =  [(£>— n)(E— ,x) — E 2] :[C E  — B  ( E  —  [l) ] : [ B E  — C(£> — |x) ] ,  
10. = (  C E  -  B ( F  -  r i l lp -n X -F -M O -C » ]- .[C B  -  E {A  -  p,)],

=  [ B E  -  C ( D -  v ) ] - . { C B - E ( A  -  v.)]:{(A -p .)(Z > -p .)-B *]. 
Haben die Zahlen L, M, N  dasselbe Verhältniss, wie je drei zu derselben 

Zeile gehörige Subdeterminanten der Determinante R, so ist 
coso : cosft : cos7 =  L  : M : N\

unter Rücksicht auf die Gleichungen 6. und 7. hat man alsdann die Lösungen 
des Problems

Die cubische Gleichung R  — 0 hat mindestens eine reale Wurzel; diese ist 
von Null verschieden, wenn Ax ^  0 .

U nter der V oraussetzung Aj ^  0 bezeichne [x0 eine reale Wurzel von 
R =  0. Alsdann sind die Werthe No. 1 1 , 1 1  und 12 real und d nicht unend­
lich gross; sie sind eindeutig bestimmt, ausser wenn für fx0 alle neun auf der 
rechten Seite von No. 1 1 , 10 stehende Subdeterminanten der Determinante R  
verschwinden. W enn le tz te re s  n ich t der F a ll ist, so entspricht der Wurzel 
[x0 eine reale, nicht unendlich ferne Symmetrieebene. Nach den Entwicklungen 
des letzten Abschnitts gehört die Fläche f  =  0 alsdann zu den dort aufgezählten 
Flächen; da Ax ^ 0 ,  hat sie ein eindeutig bestimmtes Centrum, das nicht un­
endlich fern ist, sie ist daher ein K eg el oder ein E llip so id , oder ein H yp er­
boloid. Diese Flächen haben drei (oder, wenn sie Rotationsflächen sind unzählig 
viele) Symmetrieebenen; folglich sind in diesem Falle auch die andern Wurzeln 
der Gleichung R  =  0 real.

13. Wenn Ax ^  0 und für eine rea le  W urzel jx0 der G leichu ng 
R =  0 a lle  Subd eterm inanten  von R  verschw inden, so sind die Gleichungen 
No. 1 1 , 8 gleichbedeutend, und mithin ihre Coefficienten der Reihe nach ein­
ander proportional,
1. {A — jx0) : B : C =  B \ ( D -  jx0) : E  =  C : E : ( F — ,x0).

Sind B, C) E  von Null verschieden, so schliesst man hieraus
„ B C  n B E  

Po =  A ------=  D ------------=  F
C E
~ B ’

Umgekehrt, wenn B, C, E  von Null verschieden sind, und
B E  _  ^ C E  
C ~ F  B ~ ’

B C
A ------— DE

wenn
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und man nimmt den gemeinschaftlichen Werth dieser Differenzen für p0, so sind, 
wie man sofort erkennt, die Proportionen 1. erfüllt und jx0 ist eine Wurzel von 
R  =  0. Multiplicirt man in diesem Falle die Gleichungen No. 11, 8. der Reihe 
nach mit E, C, B  und ersetzt E{A  — jx0), C(D — ;x0), B ( E — |x0) durch die 
aus 1. sich ergebenden Werthe BC , B E , CE, so gehen die drei Gleichungen 
über in
2. BC cosa  4- B E cos§  4- CEcos7 =  0 .

Durch die Formeln
B C  B E  ______

C0S* 1 =  Y b * C * ' + B * E *  +  C *E *  ’ C°S*X _  y ß * C *  4- 4- C2 E 2 ’
_____________ CE__________

C0S‘l _  y w c *  4- B *E *  4- c 2E 2

ist eine Richtung eindeutig bestimmt. Ersetzt man die Grössen BC, B E , C E  
in 2. durch die proportionalen Werthe cosax, cos$x, co s jx, so entsteht
3. cosax cosa +  cosßx cosfi 4- *W7i cos~\ =  0 .

Hieraus folgt, dass alle der Wurzel |x0 zugehörigen Symmetrieebenen der 
Richtung a x, , 7t parallel sind. Vergleicht man die Gleichung einer Symmetrie­
ebene

cosa - x  4- cos$ • y  4- cos7 • z — d  =  0
mit No. 11, 6.

cosa • G  4- costy • H  4- cos7 . J  4- |x0 d — 0 , 
so ist ersichtlich, dass alle diese Symmetrieebenen durch den Punkt P 0 gehen, 
für welchen

*0 == ~  G : Po » Ao =  — H : Po > zo =  — / : Po- 
Folglich sind alle Ebenen Symmetrieebenen, die den Punkt P 0 und die

durch P Q gehende Gerade q enthalten, die mit den Achsen die Winkel a x, ß1 , 
7X bildet.

Durch dieses Verhalten ist die Fläche als R o ta tio n sflä ch e , und q als 
Rotationsachse gekennzeichnet; da A1 ^  0, so entsprechen den Voraussetzungen 
der Rotationskegel, das Rotationsellipsoid und die Rotationshyperboloide, wenn 
deren Rotationsachse mit keiner Coordinatenebene parallel ist, also w a j ,  cos$x , 
cos7j nicht verschwinden.

W enn B  verschw indet, so folgt aus No. 13, 1., dass entw eder noch C 
oder E  verschw indet. Ist B  =  C =  0, so folgt, dass auch A — ;x0 =  0 ; 
daher ist

cosa — 0, cos$ : cos7 =  (Z> — |x0) : E  =  E  : {F  — (x0).
Ersetzt man hier |x0 durch A, so ergiebt sich die Bedingung

3. (D  -  A ) : E  =  E : ( F  -  A).
Wenn E  nicht verschwindet, so kann A weder gleich D  noch gleich F  sein. 
Umgekehrt: Wenn 3. erfüllt und B  =  C =  0 ist, während E  ^  0, so ist 

Ijlu =  A eine Wurzel von R  =  0; das System No. 11, 8. geht über in
4 . (D  — A)cos§ 4-  Ecos~{ =  0, Ecos§  4- (E  — A)cos7 =  0,
und diese beiden Gleichungen fallen infolge 3. zusammen. Aus 4. folgt, dass alle 
Ebenen Symmetrieebenen sind, die der durch

cos* '  =  ° ’ =  yjjD ^ T Ä ) ’ C0Slx =  V(d  -  A y ~ + ^
bestimmten Richtung parallel sind und P Q enthalten.

Wir kommen daher wieder auf den vorigen Fall, nur dass die Rotations­
achse normal zur W-Achse ist.
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