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Entwickelt man die Determinante A = 0, so erhalt man

N = ANMIN22M33 allazs a22a\3 a33a\2 ~alz2a23a31 = 0.
Multiplicirt man A mit alx und zieht das Produkt von 10. ab, so erhalt man

yANI2~~~N177222T(NM17T~211a33) = al2al3 + al\\a23 — %al2a23a3lall>

— (al2al3 2 HN
Also wird der Coefficient von x2xs:

a  [2M2a\3-F 2 (#x2a13 ~1M23)) 1
Damit nun dieser Coefficient mit 2a23 Ubereinstimmt, muss das obere Zeichen
der Klammer gewahlt werden, d. i. man muss setzen
Val2 ana22"~Zai3 a\\a3s~ 2~13  aiNa2s:(undnicht—al2al3u.aq X<23).
Das Vorzeichen von '[/623— a\\a3% muss also mit dem Vorzeichen
von dx2a\3 — a\\a23 dbereinstimmen.

5. Wir fuhren nun die entsprechenden Untersuchungen fir Liniencoordinaten
durch.

Eine beliebige Gerade £ der Ebene durchschneiden wir mit einer andern
Geraden | und bestimmen die Tangenten der Curve zweiter Klasse

9 ==alxul H 2al2«1«2 -f- 2a13M1"3 + a22z*f -f- 2a23u2n3 -f- a33&f = 0,

die durch den Schnittpunkt von % und Tt gehen.

Die Coordinaten von (E seien ux, u2, it3; die von T seien vx, v2, v3, die
Coordinaten von T ergeben sich dann durch die Formeln (§ 12, No. 11)

XiWK + vy
»* = - A *= 1 2, 3

Setzt man dies in 9 ein und ordnet, so erhdlt man zur Bestimmung des

Verhaltnisses Xx: X2 die Gleichung

L AL 2(9IUN + 22U2 + 933 N2 P X] = 0.

Hierbei ist
2. 2u = «nuU2 2ai 272 ~P 2ax3UXU3 + a22u2 + 2a23u2u3  a33U2
3. v B axx#2  aj27iz2 *P 2a1371°3 -T a22z| f- 2a23z223 + a33z|
4. 20U — allul + ai2U2 “P al3us
5. 2U = al2ui ~P a22u2 “P a23U3>
6. 73U = al3UL “P a23U2 + a33U3.

Multiplicirt man 4. 5. 6. der Reihe nach mit vIt v2v3 und addirt, so erhalt
man die ldentitat

7. TiuNi -P 22UM2 + ?3«r3 = 9irui -P 22702 + ?3»U3 > wobei
8. = a, 1Vl 4- ax2z? + aggh3 >
S. 220 = al2nl + a22V2 +  <*23A3;
10. 93v — al37l + a23Z2 + ci33V3 -

6. Berihrt die Gerade & die Curve 9, so ist qu = 0; die Gleichung No. 5, !
geht daher Uber in
P 2 + 921172 ~P LL ‘P W2 ~ 0.

Diese Gleichung hat die Losung X2 = 0; die dazu gehorige Gerade 7 fallt
mit £ zusammen. Die zweite Losung der quadratischen Gleichung 1. ergiebt
sich aus der linearen Gleichung
n 2 (PiuZq 4- 92UA2 "P 23UN3) AL + 9,72 = 0.

Soll auch diese LO6sung mit £ zusammenfallen, so muss die Gerade T so
gewahlt werden, dass der Coefficient von Xx verschwindet, also so, dass
3. + ?2«z2 + ?23U3 = 0.

Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II.
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13° Analytische Geometrie.

Dies ist die Gleichung eines Punktes P\ derselbe liegt aut 2, denn es ist
HUUx -t- 92Uu2 + ?3«u3 — ?«» und dies verschwindet, da % die Curve 9 = 0
berihrt. Mithin ist 9lUzg H q2uZ2 + ?3U3 = 0 d”e Gleichung des auf der
Curventangente ux, it2, it3 gelegenen Tangentialpunktes.

7. Der Punkt 97 + 972 + 23«3 = 0 ist im Allgemeinen eindeutig

bestimmt; im Allgemeinen giebt es also auf jeder Curventangente A nur einen
Punkt, der so gelegen ist, dass ausser % sich keine Curventangente durch
ihn legen lasst. Der Tangentialpunkt wird nur fir eine Curventangente unbe-
stimmt, far deren Coordinaten die Coefficienten 91U, 92u> ?3it der Gleichung
des Tangentialpunktes verschwinden; giebt es eine Gerade, fir welche 91u,92u>
93U verschwinden, so ist dieselbe auch Curventangente, da dann auch
9u F 9iuux + 92Uu2 ri- 93Uu3 verschwindet.
Soll es ein Werthsystem ux, u2, U3 geben, fur welches

9lU = allul+ ai2U2 “h al3u3 =
92U = al2Ul+ a22uU2 + a23U3 =
93U == ctjjui -+ a23it2  + «33u3= 0,
so muss die Determinante D dieser Gleichungen verschwinden, es ist
ail ai2ai3
1 Dsh al2zaZ2 a3 = 0,

al3 a23 a33 |
oder ausgerechnet

2. D alla22a33 — a?aas9 — o23a22 — T- 2ax2a23ax3 = 0.

Eine Gerade, die so gelegen ist, dass durch jeden ihrer Punkte zwei mit ihr
zusammenfallende Tangenten einer Curve 9 gehen, heisst Doppeltangente der
Curve. Die Bedingung dafir, dass eine Curve zweiter Ordnung eine
Doppeltangente hat, ist also D — 0. Die Coordinaten der Doppel-
tangente bestimmen sich aus zweien der Gleichungen 91U = 92it = 93u= 0

M —
no Pﬁlojz * h(? =1

Die Coordinaten der Doppeltangente werden unbestimmt, wenn
sammtliche Subdeterminanten von D verschwinden, d. i. wenn
1. tal2 al3 = al2 ~a22 :a23 = al3 .a23 .a33.

Wie in No. 3 wird bewiesen, dass 9 alsdann das Quadrat einer linearen
Function ist. Die Curve besteht daher aus zwei zusammenfallenden Punkten.

Verschwindet D, ohne dass sémmtliche Subdeterminanten gleich Null werden,
so ist die Doppeltangente % eindeutig bestimmt. Legt man durch den Schnitt-
punkt der Doppeltangente £ und einer andern Curventangente T eine Gerade T
mit den Coordinaten

und aus

XK H

Al "V a2
so ist auch 7' eine Tangente der Curve, denn in der Gleichung
guni + 2 (9illzl H 2u?2 AN b2 ~b 2 ~ d
verschwinden 92, 9% und der Coefficient von XxX2, weil X und 1 die Curve 9 be-
rihren und % Doppeltangente ist; also ist die Gleichung identisch.

Der Schnittpunkt $ von % und T bildet daher einen Theil der Curve 9.
Durch irgend einen Punkt der Geraden T geht ausser T noch eine Curven-
tangente T'; es lasst sich nun fur den Schnittpunkt 57 von T' und % ebenso,
wie fir den von T und % beweisen, dass jede durch ihn gehende Gerade der
Gleichung 9 = 0 genuigt, dass er also ebenfalls einen Theil der Curve 9= 0 bildet.

x — 1 2 3
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Andere Gerade, als die durch einen dieser beiden Punkte gehenden, kdnnen
der Gleichung 9 = 0 nicht geniigen. Denn waére dies mit der Geraden S der
Fall, so wirden durch jeden Punkt Q auf S drei Gerade gehen, die 9 = 0 ge-
nidgen, namlich S und die beiden Geraden (95p und (9p , im Widerspruche
damit, dass durch jeden Punkt der Ebene nur zwei Gerade gehen, fur welche
9 verschwindet. Hat daher eine Curve zweiter Ordnung eine Doppel-
gerade, so zerfallt sie in zwei Punkte; fallen diese beiden Punkte
in einen Punkt U zusammen, so ist jede durch 0 gehende Gerade als
Doppelgerade zu betrachten; sind sie getrennt, so ist die Doppel-
gerade die Gerade, auf der sie liegen.

8. Es erlbrigt nun noch, im Falle D = 0 die beiden linearen Faktoren

herzustellen, in welche die Function 9 zerfallt.
Die beiden Faktoren seien 9 = (Ri™i H-R2w2 + R373) T272 + T373)*
Multiplicirt man die beiden Trinome aus und vergleicht die einzelnen Gliedei
mit den Gliedern der Function 9, so erhdlt man durch ganz dieselben Schlisse,
wie in No. 4: Verschwindet die Determinante D, so zerfallt die
guadratische Function 9 in zwei lineare Faktoren:

9=[]/au eul-h— = (al2 alla22)-~2+ — = (a 13+ y ,a23—alla33)-73]
y alx V an

X [I/a11 'Ul-i—7 = (a12— l/«i22—aiia22) + —=(ai3 aiia33)’al]-
ya,! y an
Hierbei hat }/af3— alxa3¥ das Vorzeichen der Differenz al2al3
— an a23>d” andern Wurzeln sind positiv.

9. A. Die Gleichung der Tangente im Punkte 5 der Curve / = 0 ist

1. fip"xi 2 = d-
Sind ult u2, u3 die Coordinaten der Tangente, so sind die Grossen u%\h%
X = 1, 2, 3, proportional den Grossen f 9 f~> f 3x Es giebt also einen

Faktor m, der den Gleichungen gentgt:

a\\?l + #i22 + m= 0,
Ug _

3. al~l + o«22n2 + n23ng T m= 0,
u3 _

4. a\oa\ + ~232 + m= 0.

Da der Punkt 5 auf der Tangente liegt, so ist noch ausserdem
-9 wQ r.
= 0.
Die Gleichungen 2. .. 5. sind homogen und linear fur %, jc2, j:3 und m] ihr
Verein wird bedingt durch das Verschwinden ihrer Determinante

\i 2 n3 ux:hx
— C2 22 «@:H  _
6. ° = " u3:h3 0

ux: hx (2 u3:h3 0
Wenn also die Coordinaten einer Geraden dieser Bedingungsgleichung
genligen, so tangirt die Gerade die Curve / = 0. Folglich ist9 = 0 die
Gleichung der Curve / = 0 in Liniencoordinaten.
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B. Die Gleichung des Tangentialpunktes einer Tangente % der Curve
zweiter Ordnung = 0 ist (No. 6)
7. 2iu “P92U*2 + QBu' — 0.

Sind xx, x2, x3 die Coordinaten des Tangentialpunktes, so sind die Quotienten
xx\hx, x = 1, 2, 3 den 'Gréssen iU, q®ll, iU proportional; fir einen
gewissen Faktor m bestehen also die drei Gleichungen

Xi
8. allul + ai2u2 + 313 hi m = 0,
8. ai 2ui P 2202 + apdda— m= 0,
10. al3Ul + a23U2 + a33U3 KO_'VI — 0.

Da der Punkt xx auf der Tangente ux liegt, so ist noch ausserdem

11 T,"2 +
Die Gleichungen 9. . . 10. sind homogen und linear fur ux, U2, it3 und m;

ihr Verein wird durch das Verschwinden ihrer Determinante bedingt:

all al2 al3 X1"n1
12. Y al?2 az22 a23 12272 =0
al3 a23 a33 X33

Jmoag e 3 o

Wenn also die Coordinaten eines Punktes P diese Gleichung erfillen, so ist
P der Tangentialpunkt einer Tangente der Curve 9 = 0. Daher istf — 0
die Gleichung der Curve = 0 in Punktcoordinaten.

10. A. Wir nehmen jetzt einen Punkt i ausserhalb einer Curve f = 0
an und fragen nach den durch iR an die Curve gehenden Tangenten.

Liegt der Punkt Il auf einer der Tangenten, so fallen die Schnittpunkte der
Geraden i1l und der Curve in einen Punkt zusammen, die Gleichung No. 1, 4
hat also zwei gleiche Wurzeln fur X : X2. Die Bedingung hierflr ist

fl ‘A — (Ji?€i + /2282 + /3t~h)2 = °-
Ersetzen wir hier die Coordinaten % durch so folgt: Die Gleichung
1. fl'f — (fI1 *xi + /< + f3e*32= 0
ist die Gleichung der beiden durch den Punkt i gehenden Tangenten
der Curve zweiter Ordnung f = 0.

Die linke Seite der Gleichung 1. zerfallt daher in zwei lineare Faktoren T
und Tx; und T = 0, Tx = 0 sind die Gleichungen der beiden Tangenten.

Ordnet man die Gleichung 1. und bezeichnet die Coefficienten der geordneten
Gleichung mit blx, so hat man

hi = anfl ‘'fli; 222 — "22f1  mfh\ 33 w33 fl fh \
N2 7 G12fl fllf215 — al3fl ~ f11 “f31° 723 — a23fl f21 -f 31
Also ist die Determinante A' der Gleichung 1.:
all fl flr > al2fl fuf21>  al%fl flifz!
2 A= al2fl flIf21 > ifl - fll> fBf1  f2fal
al3fl  fllfs! > ~3fl f 21f 31> ifl fh

Dieselbe zerfallt in acht Determinanten; nach Absonderung gemeinsamer
Faktoren aus Zeilen oder Colonnen erhdlt man zunachst

all al2al3 j fll f20 31 all al2al3
N — /t3 al2 a22a23 | fl2I11 al2 a22 a23 fl“f20 fll f2f3
al3a23a33\ al3 a23 "33 1713723783
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all al2al3 fllrf21f31 fllf21 fzl
fl *f:31 al2 a22a23 "h/f *flif21 fI1 f21 f31 “Pfl fIlf 31 a12~22723
fIr fil £31 al3 a23”33 111 f21 31

~11 22713

111
~Pfl 'f 22131 fIl f21f31 fl1fh fh 111
1

fll f21 £31 11
Die letzten vier Determinanten verschwinden, da jede identische Zeilen
enthélt. Setzt man in der zweiten Determinante die Werthe fur fu f2if3i ein,
so zerlegt sie sich in die Summe von drei Determinanten. Man erhalt:
fll f21 fsl al: al2als ~12 ~22 @23 a13 A23 ~33
al2 ~22 ~23 £1 ~12 ~22a23 1 <p |2 ~N12 ~22723 "~p A3 al2 a22a23
his ~23 ~33 al3 ~23 ~33 al3 a23 ~33 al3 a23 a33

Die letzten beiden Determinanten haben jede zwei identische Zeilen, ver-
schwinden also, und es bleibt jel <A als Werth der links stehenden Determinante.
Auf gleiche Weise findet man fur die dritte und vierte Determinante in der Ent-
wicklung von A' die Werthe j©2 «A y3 A Das zweite, dritte und vierte Glied
von A' vereinen sich daher zu

— A/ (full -Pf2112 “Pf31?3) == — A-/?3-"

Mithin ist A’ = 0, in Uebereinstimmung damit, dass die Gleichung 1. zwei
Gerade représentirt.

B. Die Gleichung der Tangentialpunkte einer Curve zweiter Klasse 9 = 0,
welche guf einer beliebigen Geraden 2 liegen, erhdlt man durch die Bemerkung,
dass eine Gerade T durch einen der Tangentialpunkte geht, wenn die durch den
Schnittpunkt von £ wund T gehenden Tangenten der Curve zusammenfallen.
Dann muss die Gleichung No. 5, 1.

N2+ 2<plUZ1l -+ 921172 "P T3W3) M2 “P N2 = ®
zwei gleiche Wurzeln fur Xx: X2 ergeben. Die Bedingung hierfur ist
quedw— (OIUN + 2W2 + 93U3)2 — 0"

Ersetzt man die Coordinaten vx durch ux so erhélt man: Die Gleichung
1 U mfu — (AU« + 2U "2 ~P 23U ‘u3)2 — 0
ist die Gleichung der beiden Tangentialpunkte der Curve 9 = 0, die
auf einer gegebenen Geraden X liegen.

Entwickelt und ordnet man die Gleichung 1. und bezeichnet die Coefficienten
mit B2 so dass die Gleichung ist

$Sllul ~P N212ULL2 ~P 2R13NIN3 4+ R22°2 “P 2R237M27M3 + $33U3 ~
so beweist man wie im ahnlichen Falle 10A, dass die Determinante verschwindet

~ il T2 13
W= ~m =2 o =0
13 PB3 P3

11. A. Wir verbinden einen Punkt iz der Ebene mit einem andern Punkte II
und fragen nach der Bedingungsgleichung, die zwischen den Coordinaten von ir
und Il besteht, wenn die Gerade izll die Curve zweiter Ordnungf = 0 in zwei
Punkten schneidet, die zu dem Punktpaar iz 1l harmonisch liegen.

Zwei Punkte P* und P" auf der Geraden irll, deren Coordinaten aus den
Coordinaten von iz und Il nach den Formeln folgen:

XX — H 72n 12 3

h™ + V'
sind bekanntlich harmonisch zu isll, wenn die Verhéltnisse :X'und o ' I X
entgegengesetzt gleich sind. Die Verhéltnisse . X2 fur die Schnittpunkte der

rltix ~h A2nE
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Geraden i1l und der Curve / = 0 folgen aus der Gleichung
AA + 2(AJA + AJA + AAAIA + /$"2 = 0.

Soll diese Gleichung entgegengesetzt gleiche Wurzeln haben, so muss sie
rein quadratisch sein, es muss also der Coefficient von XxX2 verschwinden.

Die Bedingung dafur, dass die Schnittpunkte von f3ll und der
Curve zweiter Ordnung /7 = 0 harmonisch zu i und n sind, ist daher
farr + AA + AA = ASLi 4~Ase2 “PAA = Q

Zwei so gelegene Punkte heissen conjugirt in Bezug auf die Curve zweiter
Ordnung.

B. Unter conjugirten Geraden einer Curve zweiten Grades versteht man
zwei Gerade, die zu den durch ihren Schnittpunkt gehenden beiden Tangenten
harmonisch sind.

Sind £ und T zwei Gerade, so sind die Coordinaten der durch ihren Schnitt-
punkt gehenden Tangenten einer Curve zweiter Klasse

Xjttx 4- X2ht
uy = x= 12 3
wenn sich Xx und X2 aus der Gleichung bestimmen
2 YUA 4 29dUzq H 9212 "+ 931173) XjX2 4- | = O.

Sind £ und T conjugirt, so liefern die beiden Wurzeln der Gleichung 2.
harmonisch zuJ und 7’conjugirte Gerade, sind also entgegengesetzt gleich, also
ist die Gleichung 2. rein quadratisch; mithin verschwindet der Coefficient von XxxX2.
Wir erhalten daher den Satz: Die Bedingung daftir, dass zwei Gerade £
und T'in Bezug auf eine Curve zweiten Grades = 0 conjugirt sind, ist
3. ¥iu ezq 4- QRu*v>2 ¥3ll ezq N z, *itl 4- gMNeu2 4- gBNeu3 = 0.

12. A Die Punkte H, die einem gegebenen Punkte if} in Bezug auf
eine Curve zweiten Grades conjugirt sind, gentgen der Gleichung

AA + AA «kfsr3= 0

wobei nun Ay> Ay gegebene Werthe haben. Diese Gleichung ist linear, also
liegen diese Punkte auf einer Geraden. Diese Gerade heisst die Polare
des Punktes i3 in Bezug auf die Curvef = 0.

Die Polare eines Punktes wird nur dann unbestimmt, wenn fur die Coordi-
naten dieses Punktes die drei Grdssen Ay> f 24 Ay zugleich verschwinden. Wir
sehen daher: Bei jeder eigentlichen Curve zweiten Grades (Ellipse, Hy-
perbel, Parabel) ist die Polare jedes Punktes eindeutig bestimmt.

Besteht eine Curve zweiter Ordnung aus zwei getrennten Geraden, so ist die
Polare des Schnittpunkts dieser Geraden unbestimmt; besteht die Curve aus zwei
zusammenfallenden Geraden, so ist die Polare jedes Punktes der Geraden unbe-
stimmt. In diesen beiden Féllen folgt aus der Identitat

fljA f 2°A AA = ASEl 4 + AA>»
dass der Gleichung der Polaren jedes Punktes i durch die Coordinaten des
Doppelpunktes genugt wird, da fur diesen Punkt die Functionen /x-, /727 /3"
verschwinden. Wir sehen also: Besteht eine Curve zweiter Ordnung aus
zwei sich schneidenden Geraden, so geht die Polare jedes Punktes
durch den Schnittpunkt der zwei Geraden; besteht die Curve aus
zwei zusammenlallenden Geraden, so fallt die Polare jedes nicht auf
der Geraden gelegenen Punktes mit den beiden Geraden zusammen.

Ferner ist aus der Gleichung der Polaren sofort ersichtlich: Liegt ein
Punkt auf der Curvef — 0, so ist seine Polare die durch ihn gehende
Curventangente.
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Die Gleichung der durch i gehenden (realen oder conjugirt complexen)

Tangenten der Curvef = 0 ist bekanntlich
ly =/ — (AJA ™ AJA + Ar xzY ~ O-

Die Punkte, in welchen diese Tangenten die Curve berUhren, befriedigen

die Gleichung /7 = 0; also ist fur die Coordinaten dieser Punkte auch
Ar Xl “k Ar X2 ~k Ar =#3 = 0%

Wir haben daher: Die Polare eines Punktes i in Bezug auf eine
Curve zweiten Grades geht durch die Berihrungspunkte der von i
aus an die Curve gelegten Tangenten.

Aus dem Begriff der Polaren sowie aus der ldentitat:

Ar *£1 ~k Ar *™2 + Ar *£3 — AS$ *£1 ~k A? *£2 ~k As '£3
folgt noch der Satzz: Geht die Polare des Punktes i3 durch den Punkt Il
so geht auch die Polare von Il durch if.

B. Die Geraden T, die einer gegebenen Geraden £ in Bezug auf
eine Curve zweiter Klasse conjugirt sind, genigen der Gleichung
2 MUeu 4" 2« "v2 KTac: vu =
gehen also durch einen Punkt. Dieser Punkt heisst der Pol der Geraden
in Bezug auf die Curve 9 = 0.

Der Pol einer Geraden ist eindeutig bestimmt, ausser wenn die Gerade
Doppelgerade ist; der Pol einer Doppelgeraden ist unbestimmt, jeder Punkt
der Ebene kann dafiir gelten. Besteht die Curve nur aus einem Punkte, so ist
fur jede durch den Punkt gehende Gerade der Pol unbestimmt.

Die Gleichung des Poles kann auch geschrieben werden
3. ¥ic ®itl 4- ¥ ‘112 ~b ¥ZF «u3 = 0.

Besteht nun die Curve = 0 aus zwei getrennten oder vereinten Punkten,
so wird der Gleichung des Poles durch die Coordinaten einer Doppelgeraden
genligt, denn fir dieselben ist qw = <42, = ¥3* = 0. Wir sehen daher:
Besteht eine Curve zweiter Klasse aus zwei getrennten Punkten, so
liegt der Pol jeder Geraden, die nicht durch einen der beiden Punkte
geht, auf der Geraden der beiden Punkte; besteht die Curve aus zwei
in P vereinten Punkten, so fallt der Pol jeder Geraden, die nicht
durch den Punkt T'geht, mit dem Punkte P zusammen.

Aus der Gleichung des Poles folgt: Der Pol einer Tangente einer
Curve zweiter Klasse ist ihr Tangentialpunkt. Aus der Identitat

¥m *»1 + ¥ v + YU *N3 = *¥1@ eui -k ¥2» *u2 "k ¥3*«u3
folgt: Liegt der Pol der Geraden £ auf T} so liegt auch der Pol von T
auf £. Die Gleichung der auf £ liegenden Tangentialpunkte ist
Yu'¥ — (¥« cu\ + ¥2« *u2 ~k ¥3« *uzy == ('

Die Geraden 7) welche durch diese beiden Punkte gehen und die Curve

@®= 0 berdhren, gentgen daher der Gleichung

¥ic euy 4~ ¥2U *™2 K ¥3« *«3 =0,
gehen also durch den Pol der Geraden. Der Pol einer Geraden 2 fir eine
Curve zweiten Grades ist daher der Schnittpunkt der Geraden, welche
die Curve in den Schnittpunkten mit £ berthren.

Der Vergleich dieses Satzes mit dem analogen Satze in A. zeigt: Die Be-
griffe Pol und Polare in Bezug auf einen Kegelschnitt gehdren zusammen; oder:
ist eine Gerade A die Polare eines Punktes B, so ist auch der Punkt
B der Pol der Geraden A.
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Dies kann auch algebraisch wie folgt bewiesen werden: Die Gleichung der
Polaren eines Punktes (B ist
712 < XX+ 72f «X2 4- 738 ++3 = 0.
Sind ux, u2, u3 die Coordinaten der Polaren, so sind die Grossen 7 If, /7 2f,
/ 3f proportional zu ui1: hlf tt2:h2 u3:hd, also hat man

«11 H d- «12?-2 d~ «13?2"3 — mh ’
4,
«l2H ~P «2272 d~ «23"3 — m fo >
«13H ~h «2372 d* «33%3 — m

Aus diesem linearen Systeme folgten das Verhéltniss der Coordinaten des

Punktes $3, ausgedriickt durch die Coefficienten an und die Coordinaten der
Polaren zu:

«l1 Ui ux
«12 «13 «13 «ll n «ll «12 fo
@ u2 u2
5. n :)"2:*3 = «2 2 «2 3 N : «23 «12 ’ «l2 a 22
ul u3 ul
a23 a 33 ~JT a 33 «13 ~IT a X3 a23 T~
- - n.3 - - - - n 3 - n 3
Die Gleichung des Kegelschnitts in Liniencoordinaten ist
«l1 «12 «13 ®i h
«12 «22 «23 «2e 0
«13 «23 « 33 «3 :h. ’

«l @il «2.h2 «3:% O
Entwickelt man dies nach den Elementen der letzten Zeile, so entsteht:

«1 ul * u<
alz 8” \ aH 81> X a" n
6. p= — «?2 «1 «2 U2 u2
N22 023 hz2 ¢ Ty -- e «l2 cTa- *12 M2 N ~3
«3 «0 b
n23 «33 h «33 «13 1T «13 «23 y
3 "3 « 3
Hieraus erhdlt man leicht
M2 «13 « « n .
1 13«11 «l: K
2= — 22«3 123 «12 B 2 2 A
23 «33 g «33 «13 g U3 «23
Vergleicht man dies mit 5., so erhélt man die Proportion:
. 11.12.0i

by " ht~ *lUe- 723U
Die Gleichung des Punktes if3 ist
li «l + I/é] IAIO «q — 0,
also in Ricksicht auf 7.:
AU «l me?2« ' u2 d- ?23Um™3 =0.
Mithin ist in der That der Punkt i der Pol seiner Polaren.
Wir schliessen hieran zunéchst einige Constructionen.
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13. A Die Polare eines Punktes i3 und die durch i gehenden
Tangenten eines Kegelschnitts zu construiren, wenn fanf Punkte
desselben gegeben sind.

Sind ABCDE die gegebenen funf Punkte,
so ziehe man ?RA und iRi? und bestimme nach
dem PASCAL'schen Satze die Punkte F und G,
in welchen diese Gerade den Kegelschnitt zum
zweiten Male treffen. Hierauf bestimme man
den Schnitt H der Geraden AB und FG, sowie
den SchnittJ der Geraden AG und B F. Zieht
man nun F[J, so sind nach dem Satze Uber das
vollstandige Viereck die Punkte L und K die
vierten harmonischen Punkte zu AF iR und %

BGty, also ist L K die gesuchte Polare.

Construirt man nun die Punkte M und N, M 418)
welche die Polare von iR mit dem Kegelschnitte
gemein hat, so sind iRAT und iRV die durch iR gehenden Tangenten des
Kegelschnitts und M und N sind ihre Tangentialpunkte.

B. Den Pol einer Geradenil und die auf2 liegenden Tangential-
punkte eines Kegelschnitts zu construiren, wenn funfT angenten dessel-
ben gegeben sind.

Sind ABCDE
die gegebenen funf
Tangenten, so con-
struire man zunachst
nach dem Brianchon-
schen Satze die Tan-
genten F und G des
Kegelschnitts, welche
durch die Schnitt-
punkte der Geraden
£ mit zweien der
gegebenen Geraden,

z B. mit A und B, (M 419)

gehen. Zieht man nun die Gerade H, welche den Schnitt von A und B mit
dem von F und G verbindet, sowie die Gerade J, die durch die Schnittpunkte
AG und BF geht, so sind nach dem Satze Uber das vollstindige Vierseit die
Geraden K und L harmonisch zugeordnet zu denStrahlen AF% und BG%}
also ist ihr Schnittpunkt "8 der gesuchte Pol.

Construirt man die durch #3 gehenden
Tangenten des Kegelschnitts M und N, so
treffen diese £ in den auf 5 liegenden
Punkten des Kegelschnitts.

14. A. Einen Kegelschnitt zu con-
struiren, von dem drei Punkte, sowie
ein Paar Pol und Polare gegeben sind.

Sind A, B, C die gegebenen Punkte
und ist T die Polare von F, so verbinde A oc
man P mit 2zweien der gegebenen drei (M 42)
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Punkte, z. B. mit A und B, durchschneide damit T in D und E und construire
die vierten harmonischen Punkte F und G zu den Punkten PDA und PEB\
dann sind F und G Punkte des gesuchten Kegelschnitts und derselbe nun durch
die funf Punkte AB CFG bestimmt.

B. Einen Kegelschnitt zu construiren, von dem drei Tangenten

und ein Paar Pol und Polare gegeben sind.
Sind A, B, C die gegebenen
Tangenten und ist P der Pol der
Geraden T, so verbinde man den
Schnittpunkt von A und T mit dem
Punkte P durch eine Gerade D und
construire den vierten harmonischen
Strahl F zu D, T und A\ man ver-
binde ferner den Schnitt vonB und T
mit dem Punkte P durch eine Ge-
rade E und construire den vierten
harmonischen Strahl G zu E, T und
B. Dann sind F und G Tangenten
des Kegelschnitts und derselbe ist
somit durch finf Tangenten AB CFG
bestimmt.
15. A Einen Kegelschnitt
zu construiren, von dem ein Punkt und zwei Paare Pol und Polare
p gegeben sind.
Ist A der gegebene Punkt, ferner Tx
die Polare von Px und Ta die Polare von
P2, so ziehe man AP X und bestimme
den vierten harmonischen Punkt C zu
P XBA\ ferner verbinde man A mit P2
und bestimme den vierten harmonischen
P Punkt E zu PtDA; dann sind C und F
M42) Curvenpunkte. Man kennt nun drei Punkte
A, C, E der Curve und kann dieselbe nach No. 14A construiren.

B. Einen Kegelschnitt zu construiren, von dem eine Tangente

und zwei Paare Pol und Polare gegeben sind.

Ist A die gegebene Tangente und ist Px der Pol von Tx und P2 der Pol
von T2, so verbinde man
den Schnittpunkt von Tx und
A mit P x durch eine Gerade
B und suche den vierten
harmonischen Strahl C zu
BT XA\ ferner verbinde man
den Schnittpunkt von T2 und
A mit P2 durch eine Gerade
D und construire den vierten
harmonischen Strahl E zu
DT2A. Dann sind Cund E
Tangenten der Curve. Man

(M. 423) kennt somit drei Curven-
tangenten A, C, E und kann dieselbe nach No. 14 B construiren. —
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16. A. Ein Punkt P der Geraden iRll hat die Coordinaten
1 X = H X2 x= 12 3

Die zu der quadratischen Function
2. / eee axxxf 4- 2ax2xxx2 4- 2axixxxa 4- aa2x$ 2/ 23% 8%3 "P" A33*3
gehdrenden linearen Functionen
Ji- all*1 + al2*2 + a\3*3 > fix = al\z2x1 a22*2 14 a23*3»
3 frx = ALK “h A2@e ~nCi8ER3
werden daher fir den Punkt P:

1
o= XV +
/3 = A + 22 3
Die Gleichung der Polaren des Punktes P ist demnach
T —WXi AID ) *1 + (fiftt + >72/28) *2 + Oul/s* + X2/3$) *3 — °-
Setzt man £ = fit*1 + 7 272%2 +/.3y*3"
T=fnxxAf~rx2+ f31*3*
so sind £ = 0 und T = 0 die Gleichungen der Polaren der Punkte $ und II,
und man erhédlt T= \%4- \T = 0 fur die Polare des Punktes von P. Hieraus
folgt in Uebereinstimmung mit No. 12 A, dass die Polare von P durch den
Schnittpunkt der Polaren % und T geht, und dass das von den Polaren P ge-
bildete Strahlblschel mit der Reihe der Punkte P projectiv ist. Wir haben
daher den Satz: Beschreibt ein Punkt eine geradlinige Punktreihe,
so beschreibt seine Polare ein Strahlblschel, das mit der Punktreihe
projectiv ist; der Tréager dieses Strahlbtschels ist der Pol der
Punktreihe.

Die Polare T eines Punktes P der Geraden i1l ist der Ort der zu P conjugir-
ten Punkte; also wird iRll von T in dem zu P conjugirten Punkte Q der Geraden
iRl geschnitten. Da nun die Reihe der P zu dem Buschel der T projectiv ist,
so ist sie auch zur Reihe der conjugirten Punkte Q projectiv. Nun ist aber der
Begriff der Conjugation zweier Punkte reciprok: Ist Q conjugirt zu P, so ist
auch P conjugirt zu Q\ hieraus folgt (§ 6, No. 21), dass die auf einander
liegenden projectiven Punktreinen der P und der Q involutorisch liegen. Wir
haben daher den Satzz Die Paare conjugirter Punkte, die auf einer
Geraden liegen, bilden eine qgnadratische Involution. Die Doppel-
punkte dieser Involution sind die Schnittpunkte der Geraden und

L )1.,1_ ) XN/ 22+ 22/ 29

der Curve.
B. Eine Gerade T, die durch den Schnitt zweier Geraden % und T geht,

hat die Coordinaten w%= = x= 12 3
Also ist die Gleichung des I!’olezs der Geraden T in Bezug auf den Kegelschnitt
@ == axxu? 4- 20112uxu2 4- 2alsuxuld 4- a22«2 4- 2a23«22/3 + ®
P e= XjiR 4- X2l = 0, wenn
iR == ?2l«ul A’ ?2« =Wl + 93U"3 un(l
N =9 ux 4 P> d 93»"ui
wenn also iR = 0 und Il = 0 die Gleichungen der Pole der Geraden % und 7

sind. Hieraus folgt: Dreht sich eine Gerade T um einen Punkt, so
beschreibt' ihr Pol P eine Gerade, die Polare des Punktes; das Strahl-
bischel der Geraden T ist mit der Punktreihe der Pole P projectiv.
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Durch den Pol P einer Geraden T, die den Punkt %T enthélt, gehen be-
kanntlich alle zu T conjugirten Geraden. Die zu T conjugirte Gerade S, die
durch den Schnittpunkt %T geht, verbindet daher den Punkt mit P. Da
nun die P und die T projectiv sind, so sind auch die S und die T projectiv.
Der Begriff der Conjugation zweier Geraden ist aber wie der Begriff der Con-
jugation zweier Punkte reciprok; im Buschel der T ist N der conjugirte Strahl
zu N ux™ T der conjugirte zu S\ folglich sind die beiden auf einander
liegenden Strahlbischel der T und S involutorisch. Wir schliessen daher: Die
Paare conjugirter Geraden einer Curve zweiter Ordnung, die durch
einen Punkt gehen, bilden eine quadratische Involution. Die Doppel-
strahlen dieser Involution sind Tangenten der Curve.

Zwei conjugirte Durchmesser a und [ eines Kegelschnitts sind conjugirte Ge-
iade, denn die Curvensehnen, die durch den unendlich fernen Punkt von B gehen,
haben ihre Mitten auf a, werden also von a in dem Punkte getroffen, der
harmonisch zu den auf jeder Sehne liegenden beiden Curvenpunkten und dem
auf ihr liegenden unendlich fernen Punkte von R ist; also geht 3 durch den Pol
von a, also sind a und B conjugirt. Hieraus folgt: Die Paare conjugirter
Durchmesser einer Curve zweiter Ordnung bilden eine quadratische
Involution. Die Doppelstrahlen dieser Involution sind die Asymptoten
der Curve.

17. Die Polare eines Punktes 33 ist unendlich fern, wenn die Coeffi-
cienten der Gleichung der Polaren /ZI1f, /72-, /3f proportional den Coefficienten
I .h1, 1:/2, 1:~3 der Gleichung der unendlich fernen Geraden sind (812
No. 10), also wenn fir einen gewissen Werth m

alh + al2?2 + al3?3 = me
A al2rt + a2222 + 42323 ~ mt >
al3rt + NI+ 23323 = m )" e

Fir die Coordinaten des Punktes, dessen Polare unendlich fern ist, ergiebt
sich hiernach die Prooortion:

2 n:hen =

Ist @ — 0 die Gleichung derselben Curve zweiten Grades in Linien
coordinaten, so ist die Gleichung des Punktes 53 d. i. die Gleichung des Poles
der Geraden £, deren Coordinaten ttx — u2 = u3 = 1 sind

~ ¥1% fi~ 2+ v 235 — e

Zu zwei Punkten einer Geraden und dem unendlich fernen Punkte derselben
Geraden ist die Mitte der beiden Punkte der vierte harmonische Punkt; und zu
zwei 1angenten einer Curve zweiter Klasse, die sich auf der unendlich fernen
Geraden schneiden, d. i. parallel sind, und der unendlich fernen Geraden ist die
Mittellinie des von den beiden Tangenten begrenzten Streifens der vierte har-
monische Strahl.

Die durch den Pol der unendlich fernen Geraden gehenden Curvensehnen
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haben also denselben zur gemeinschaftlichen Mitte; und durch ihn gehen die
Mittellinien der Streifen, die von je zwei parallelen Curvensehnen begrenzt werden.
Hierdurch ist der Pol der unendlich fernen Geraden als das Centrum
der Curve charakterisirt. Die Gleichung des Centrums einer Curve
zweiten Grades @= 0 ist daher
¥l« "F ¥2« ff" ¥3« = (an ff" ai2'F 3) ui ff" (ai?2 122 123 )»i

ff* (a13 ff* a23 "+ “33)"3 — 0
und die Coordinaten des Centrums bestimmen sich durch die Coeffi-

cienten der Curvengleichung in Punktcoordinaten /7 = 0 aus

18. Das Centrum einer Curve zweiter Ordnung @= 0 ist unendlich
fern, wenn die Summe der Coefficienten in der Gleichung des Centrums ver-
schwindet (§ 12 No. 10), also wenn

Diese Summe ist zugleich die Summe der Coefficienten der Curvengleichung
@ = 0; ihr Verschwinden zeigt an, dass die Curvengleichung durch die Coor-
dinaten der unendlich fernen Geraden, deren Coordinaten ux — u2 = u3 — 1
sind, erfullt wird. Hierdurch wird diese Curve als Parabel charakterisirt.

19. A. Die Gleichung der Polaren eines Punktes 53 kann bekanntlich ge-
schrieben werden No. 11, 1

1- fix oH f-f 2X"s2 ff'f3X"£3 = 0.
Die Coordinaten einer Ecke Ay des Achsendreiecks sind je- = /?* die andern
beiden je = = 0. Daher sind die Gleichungen der
Polaren von AXx: fxx = axxx-hai2x2+ axXx3= 0,
> )t A2 m f2 x ~N12”1 ~F ~22n~2 “f" N237M3 ==0,
" . A3. f3X = 3N ff- 2372 "F N33"3 =®e
B. Die Gleichung des Poles einer Geraden % kann man schreiben
2. cpjp * 111 H- ys2u ' A2 ~F ¥3« *A3 == |
Die Coordinaten einer Seite gx des Achsendreiecks sind uy= hx: px, die andern
beiden Ui — ui = 0. Setzt man diese Werthe in 2. ein, so erh&lt man fur

Hieraus ist die geometrische Bedeutung der linearen Functionen f xx, /,,x>
fax und o™, cp2 ., cp3u ersichtlich.

20. Ist eine Seite des Achsendreiecks, z. B. A2A3, die Polare der gegen-
Uberliegenden Ecke (AX), so reducirt sich die Gleichung der Polaren von Ax auf

die Gleichung xx = 0, also ist al2 = aX3 = 0, und die Gleichung der Curve
in Punktcoordinaten ist
1 axIx® + a22xg -+ 2a23x2x3 -+ B3*2 = 0.

Die Gleichung des Poles von A2A3 reducirt sich zugleich auf die Gleichung
ux = 0, also ist ax2 = al3 = 0 und die Gleichung der Curve in Linien-
coordinaten ist von der Form

2 allul ff"a2ou2 ff" 2223273 ff“ a33u3 = d.
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21. st die Polare eines Punktes At, und S2 die Polare eines auf
gelegenen Punktes A2, so geht $2 durch Al; die Polare des Punktes A3, in
welchem und £ 2 sich schneiden, geht durch die Punkte A1 und A2. Wir
erhalten somit ein Dreieck, dessen Seiten die Polaren der gegenuberliegenden
Ecken sind. Ein solches Dreieck heisst ein Polarendreieck.

Eine Ecke eines Polarendreiecks (A1) kann ganz beliebig gewdhlt werden;
die zweite Ecke (A2) kann auf der Polaren von Al beliebig gewéhlt werden;
die dritte ist durch die beiden andern bestimmt.

WéhIt man ein Polarendreieck zum Achsendreieck, so gewinnt die Gleichung
des Kegelschnitts eine sehr einfache Gestalt. Die drei Functionen f Ix >f%x, /3*
(No. 19 A) reduciren sich jetzt der Reihe nach auf allx1, a22x2, a33x 3, es ist
also al2 = ax3 = a23 = 0. Die Gleichung eines Kegelschnitts in
Punktcoordinaten in Bezug auf ein Polarendreieck ist daher
1 / == atIx* + a22x2 «*a33x2 = 0.

Die Gleichung der Polaren eines nicht auf/gelegenen Punktes i3 und
die Gleichung der Tangente in einem auff gelegenen Punkte if ist

2. %= alljlexx+ a22j2«*2+ aily3mx3 =0.
Die Coordinaten der Tangente bestimmen sich daher aus der Proportion
ui U2 us3
JT 1T ")l — ~a22?2 1a33?3 «

Hieraus folgt weiter

, Ut U2 Uo
3. X2 = —Nr igmlhh i xgaAs @
Da iR auf ¥ liegt, so besteht die Gleichung
nu , 2a ,w _n
*1 h, h3 u-

Setzt man hier die Werthe aus der Proportion 3. ein, so erhdlt man die
Gleichung der Curve in Liniencoordinaten, indem man nun die Veranderlichen
ui> u2> 113 mit ult u2, u3 bezeichnet

Die Gleichung der Curve in Liniencoordinaten 5. findet man auch leicht
ohne Benutzung der Gleichung / = 0 aus dem Umstande, dass die Ecken
Av A2, A3 die Pole der gegeniberliegenden Seiten sind.

Die Gleichung des Poles einer die Curve < nicht tangirenden Geraden und
die Gleichung des Tangentialpunkts einer Tangente & ergiebt sich aus 5. zu:

7. & all/l ' ~1 az2n2 ' N2 a33 3 '”"3 =: 0

22. Die Gleichung des Centrums in Bezug auf ein Polarendreieck folgt
hieraus fur = u2= W= 1uz
1. «11M + a22W 49979 = 0.
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denn dann kénnte die Summe allul2 -t- d22u2 + a33&2 nicht fur reale Werthe
von ulf u2, u3 verschwinden; es haben folglich zwei dieser Coefficienten dasselbe
Zeichen, der dritte das entgegengesetzte.

Ist «<n + a22 + a33 = 0, so ist die Curve, wie schon frither bewiesen
(No. 18), eine Parabel. Die Richtung der Achse bestimmt sich aus dem Ver-
héltniss der Coordinaten des unendlich fernen Centrums der Parabel:

71 =72 «£3 = allAl **22/2 «a3373 =

Wir wollen nun voraussetzen, dass die Summe axl + a22 + a33 = + | ist;
dieser Voraussetzung kann immer geniigt werden, denn liegt eine Gleichung vor,
in welcher ax, + a22 + a33” 1, so braucht man dieselbe nur mit der reciproken
Coefficientensumme zu multipliciren.

Wir haben nun zwei Falle zu unterscheiden: a) zwei Coefficienten sind
positiv,, der dritte negativ; b) zwei Coefficienten sind negativ, der dritte positiv.

a) Durch Wahl der Bezeichnung kann a33 der negative Coefficient sein.
Setzt man, um dies deutlicher zu machen an = a/, a22 = a2, a33= — a2,
so ist die Gleichung der Curve in Liniencoordinaten = a + RZ2—aP«2=0
und in Punktcoordinaten:

f =aOTQX12 | <§29172 X2 ﬂgx% O

Die Coordinaten des Centrums sind jtj = a”hx, y2= a2/, 3= — «2h3.

Da zwei Coordinaten positiv sind, so liegt das Centrum in dem an
ANA2 aussen anliegenden zweieckigen Felde.

Die Function f hat fur jeden Punkt der Ebene einen bestimmten Werth;
andert sich die Lage eines Punktes P stetig, so bleibt entweder die fur die
Coordinaten von P berechnete Function /7 unverandert, oder sie andert ihren
Werth stetig; bewegt sich ein Punkt von einer Lage A in eine andere B entlang
der Strecke AB, und é&ndert dabei die Function f ihr Vorzeichen, so muss sie
daher fur einen Punkt der Strecke AB (und nicht fir mehr als einen) den Werth
Null erreicht haben, d. i. ein und nur ein Punkt der Strecke AB liegt auf der
Curve/ = 0.

Setzt man nun die Coordinaten der Ecken des Achsendreiecks in die
Function f ein, so erhdltf folgende Werthe:

Fir den Punkt Al : /7 = * 2 eh? — , also positiv:
® \ @

» 7 7 Anpe f L2/2 %N = . 2> > positiv,
a2 n2 az2

» o, . A3 /= 2v2'~2= TT> » negativ.

Da beim Uebergange von A3 zu Al oder A2 die Function / ihr Zeichen
wechselt, so folgt, dass die Strecken A3At und A3A2 die Curve je einmal schneiden.
Fir jeden Punkt von AMA2 ist x3 = 0, die Function f wird

a2h2 e 2+ a2h2 mx2 *
also positiv fur jeden Punkt auf A1A2; die Seite AXA2 schneidet daher die
Curve nicht.

Durch jede Curve / = 0 wird die Ebene in getrennte (endliche oder unendlich
grosse) Gebiete zerschnitten, z B. in zwei Theile durchedie Ellipse, in drei Theile
durch die Hyperbel. Da man von jedem Punkte eines Gebietes zu jedem andern
Punkte desselben Gebietes auf einer stetigen Linie gelangen kann, ohne die Curve
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zu Uberschreiten, so folgt, dass fur alle Punkte eines Gebietes die Function f
dasselbe Zeichen hat. Man kann also je nach dem Vorzeichen der Function f
jedes Gebiet als ein positives oder als ein negatives bezeichnen. Von zwei
Punkten in Gebieten gleichen Vorzeichens kénnen wir nun sagen, dass sie auf
derselben Seite der Curve liegen.

Zwei Ecken des Polarendreiecks AXA?2 liegen also auf der einen, die dritte
Ecke A3 auf der andern Seite der Curve. Fur das Centrum erhdltf den Werth

.a et*= + 1,

folglich liegt das Centrum auf derselben Seite mit Ax und A2] also in dem
Gebiet der Ebene, durch welches unbegrenzte Gerade (z. B. AXA2) gezogen
werden koénnen, die die Curve nicht schneiden.

Hierdurch ist die Curve als Hyperbel charakterisirt. Wir sehen daher:
Jedes Polarendreieck einer Hyperbel hat zwei Ecken auf derselben
Seite, wie das Centrum, die dritte auf der andern; das Centrum liegt
in dem durch die Seiten des Polarendreiecks begrenzten zweieckigen
Felde, welches der mit dem Centrum nicht auf derselben Seite
liegenden Ecke gegenuberliegt.

Rickt das Centrum in eine der Ecken eines Polarendreiecks, in die es
Uberhaupt nur gelangen kann, d. i. in Ax oder A2, z B. in Ax, so wird die
Seite A2A 3 unendlich fern und fir das endliche Gebiet wird xx zu einer unend-
lich grossen Constanten; soll die Gleichung der Hyperbel durch endliche Werthe
der Coordinaten x2, x3 erflllbar sein, so muss ax ebenfalls unendlich gross
werden, so dass (1:a”)x” eine endliche Constante 32 wird; die beiden andern
Seiten des Polarendreiecks AXA2 und AXA3 sind dann conjugirte Diameter. Sind
die Hohenverhéltnisse hx:h2:h3 = 1:m:n, so ist die Gleichung der Hyperbel

"2 ~2m2 x$ anp X7 0.

FUhrt man statt x3 und x 2 schiefwinkelige Parallelcoordinaten x undy ein
und setzt A2AXA3 — io, so ist x3 — xsinio, x2=ysinio, also wird die

Gleichung der Hyperbel, nach Division durch j2 und passende Umstellung:
sin2w sin2 tu

a2 ' X ¥2azm, ¥2—1= 0
in Uebereinstimmung mit § 9, No. 13.
b) Sind zwei Coefficienten negativ, der dritte positiv, so kann die Curven-
gleichung in Liniencoordinaten geschrieben werden
= a — a2"N2 — a2 —
woraus die Gleichung in Punktcoordinaten folgt:

of — y A »2 y N = f)
7— a2 1 a.2h 2 X2 a2h2 3 ~ U
Die Coordinaten des Centrums' ergeben sich jetzt zu:
H = *\h\ h = — a2/l T3 = — a3/?3-
Die Function f erhalt fur die Ecken des Coordinatendreiecks, fur das Cen-
itrum und fur irgend einen Punkt von A2A3 die Werthe:
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,» einen Punkt von AI%B { = ih 2 2 a:Q/".ZX'/ ,» hegativ.

Die Eckpunkte A2A3 liegen jetzt auf derselben Seite der Curve und die
Gerade A2A3 schneidet die Curve nicht, die Ecke Ax und das Centrum liegen
auf der andern Seite der Curve. Jede durch das Centrum nach einem Punkte
von A2A3 gezogene, d. i. jede durch das Centrum gehende Gerade, schneidet
die Curve, denn auf der von dem Centrum und der Geraden A2A3 begrenzten
Strecke findet ein Vorzeichenwechsel der Function / statt.

Hierdurch wird die Curve als Ellipse charakterisirt.

In jedem Polarendreieck einer Ellipse liegen eine Ecke und das
Centrum der Curve auf der Seite derselben Curve, namlich auf dem
ringsum begrenzten, endlichen Gebiete; die andern beiden Ecken
und die sie verbindende Gerade liegen auf dem andern, unendlich
grossen Gebiete; da zwei Coordinaten des Centrums negativ sind,
so liegt das Centrum im Scheitelwinkel desjenigen Dreieckswinkels,
dessen Scheitel mit dem Centrum auf derselben Seite der Curve liegt.

Riuckt das Centrum in den Punkt Ax, so wird A2A3 unendlich fern;
wenn der Gleichung durch endliche Werthe von x2 und x 3 gentigt werden soll,
so muss (1 :<x?)x? eine endliche Constante j2 werden, und die Verhaltnisse der
Hohen hx\h2:h2 muissen endliche Werthe 1:n:m annehmen; die Geraden
AxA2 und AxA3 werden conjugirte Durchmesser. Fihrt man dieselben Coor-
dinaten ein, wie unter a), so erhalt man die Gleichung der Ellipse

fur das Centrum: f = a\ ~ a — H 11 also positiv,
1

Durch die Schlussbetrachtungen von a) und b) ist angedeutet, wie man ein
zweiachsiges Coordinatensystem (wobei es unwesentlich ist, ob die Coordinaten
parallel oder normal zu den Achsen gemessen werden) als eine Ausartung eines
dreiachsigen Systems betrachten kann, namlich als ein dreiachsiges System, von
welchem eine Achse die unendlich ferne Gerade ist.

24. A. Wenn von einer Curve zweiter Ordnung ein Polarendreieck
AxA2A3 und ein Punkt B gegeben sind, so sind noch weitere drei
Punkte der Curve bekannt; dieselben liegen auf den Geraden, welche B mit
Ax, A2 und A3 verbinden und sind die vierten harmonischen Punkte zu den
beiden Schnitten einer solchen Geraden und des Perimeter des Polarendreiecks
und zu B ; sie bilden mit B die Ecken eines vollstandigen Vierecks, fur welches
Ax A2 A3 die Diagonalpunkte sind, und kdnnen durch Ziehen einiger Geraden
in bekannter Weise leicht gefunden werden.

Durch ein Polarendreieck und durch zwei Punkte, die aber nicht mit einer
Ecke des Polarendreiecks auf einer Geraden liegen durfen, ist die Curve be-
stimmt; denn es sind dann im ganzen acht Punkte der Curve bekannt, also mehr
als nothig zur Construction mit Hulfe des PASCAL'schen Satzes.

B. Wenn von einer Curve zweiter Ordnung ein Polarendreieck
AxA2A3und eine Tangente B gegeben ist, so kennt man noch weitere
drei Tangenten; diese sind die vierten harmonischen Strahlen zu je einer
Seite des Achsendreiecks, dem Strahl, welcher die Spur von B auf dieser Seite
mit dem Pole dieser Seite verbindet, und von B, und kénnen daher leicht con-
struirt werden. Sie bilden die Seiten eines vollstandigen Vierseits, dessen Dia-
gonalen die Seiten des Achsendreiecks sind.

Schlokmilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 10
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Kennt man von einer Curve zweiter Ordnung ein Polarendreieck und zwei
Tangenten, deren Schnittpunkt aber nicht auf einer Seite des Achsendreiecks
liegen darf, so ist die Curve bestimmt; denn man kennt dann im Ganzen acht
Tangenten und kann die Curve daher nach dem BRIANCHONschen Satze con-
struiren.

25. Wir untersuchen nun, ob zwei Kegelschnitte ein gemeinsames
Paar Pol und Polare haben.

Die Gleichungen der beiden Kegelschnitte seien in Punktcoordinaten:

/' = axxxf£ h- 2axi
/'=== bxxx£ -+ 2bx2
in Liniencoordinaten:
9 = *iiui + 2an

9" s RBn«i2+ 2R12

ersten Kegelschnitt gilt die Proportion
u u

hx' h2' h\ ~ /Ix "f**'f*x="
und fir die Coordinaten der Polaren desselben Punktes in Bezug auf/"
Ul.u2.u3 _ x n.x ff.Mmn
hx'h2'hz - /Ix '"f*x "J%x o
Sollen beide Polaren zusammenfallen, so muss die Proportion erfillt werden:
FAXfOX of K = fl x''fix" -fix >
also giebt es dann eine Zahl X fir welche
fix' — hfix"> fix — Mix"> f%f — \fxx\
Reducirt man diese drei Gleichungen auf Null, so erhalt man

Der Verein dieser drei Gleichungen wird durch das Verschwinden der
Determinante bedingt

Dies ist eine cubische Gleichung fur X

Ist X0 eine reale Wurzel der Gleichung L — 0, so setze man dieselbe in zwei
der drei Gleichungen 1., 2, 3., z B. in die ersten beiden ein; aus

#11— ~0~11) X1 (~12 ~0~12) X2 ~b (M3 A0 AL 3) X3 ~

und (#12 A0A21) XT ~b (#22  NQNMI)XIE ~b (#23 A A23) X3 ==
erhdlt man dann die Verhéltnisse der Coordinaten des zu X0 gehdrigen Punktes,
dessen Polaren fur beide Kegelschnitte zusammenfallen.

Man kann bei dieser Untersuchung auch von den Gleichungen in Linien-
coordinaten ausgehen. Ist T eine Gerade, deren Pole fur beide Kegelschnitte

zusammenfallen, und sind uxu2uz die Coordinaten von T, soO gilt die Proportion
ui.uz.’\3._ L. 1. i n. n. n
hx * "hz — 9i* ""N2« 23« — 9i« 22« 7?3« 1

also giebt es eine Zahl p, fur welche die Gleichungen bestehen

Qiu* ROi* = 92 B9» = 93" A3 = oder

5, («ll—MBIA-b(at2—~n2)~2 + (@13 —H-BIsyr = 0»

b. @2 —PRIu\"b @2 —PR2) w2 "b («3 H2B)"3 =0,

1. (al3—P-Ri3) #1 “b (a23 P-28)u2 ~b (<33  ~33)"3 =

§ 13* Tangente, Tangentialpunkt, Polare und Pol an Curven zweiten Grades. H7

Der Verein dieser Gleichungen wird durch das Verschwinden der Deter-
minante bedingt
«11 H-BII* «12 RRI2 > «13— P-Ri3
8. M= a» @®@> a2 pR21 «23—PRR23 = 0.
al3  PRI3» &3 PR23» «33— PR33
Jeder realen Wurzel dieser cubischen Gleichung fir p entspringt ein reales
gemeinsames Paar Pol und Polare der beiden Kegelschnitte. Die Verhéltnisse
der Coordinaten der Polaren bestimmen sich, wenn pO0 eine reale Wurzel von

M = o ist, aus zweien der Gleichungen 5. 6. 7. z. B. aus
(all K-oBIl) U\-b («12 — P-oRia) u2 + («13 — P-oRu) u3 = 0,
und («12 7 17oBI2) M ~b («22  PoR22)"2 ~b («23  P3R23) #3 = ®-

Die Gleichungen L = o und M = o haben also immer die gleiche
Anzahl realer Wurzeln.

Haben die Gleichungen L = o und M = o drei reale Wurzeln, so giebt
es drei Punkte P XP2P 2 die fur beide Kegelschnitte dieselben Polaren TXT2T3
haben. Hieraus folgt dann weiter, dass die Ecken des Dreiecks TXT2TZ die
Seiten des Dreiecks PXP 2P3 fir beide Kegelschnitte zu Polaren haben. Da
aber nicht mehr als die drei Punkte P XP 2P Z existiren, deren Polaren fur beide
Kegelschnitte zusammenfallen, so folgt, dass die Dreiecke PXP2P3 und TXT2TZ
zusammenfallen. Haben also die Gleichungen L —o und M = o drei reale
Wurzeln, so besitzen die beiden Kegelschnitte ein reales gemeinsames
Polarendreieck.

Durch Transformation zu diesem gemeinsamen Polarendreieck
als Achsendreieck wird jede der quadratischen Formen /', /", ¢ und
' in eine Summe von drei Quadraten transformirt.

Haben die Gleichungen L = o und M = o 2zwei conjugirt complexe
Wourzeln, so kann man immer noch von einem gemeinsamen Polarendreiecke
der beiden Kegelschnitte sprechen; nur sind jetzt zwei Ecken und die ihnen
gegenuberliegenden Seiten imaginar, wahrend die dritte Ecke und Seite real sind.

26. A. Sind Px> P2 ..Ps Punkte eines Kegelschnitts und x»X) x2x, X3 die
Coordinaten von P% so verschwindet die Determinante (§ 11, No. 2)

cii Pi x32 R2
Es seien ux, u2, us die Coordinaten einer willkirlichen Geraden. Multiplicirt
man 2. der Reihe nach mit

3. 1*1" + H (HA2 + WA+
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wobei P 9053 + -jj™"x2%2 -P XN U~ 0
die Gleichung des Punktes Px ist. Wenn also sechs Punkte auf einem
Kegelschnitte liegen, so erfullen sie die Identitdt 2., wobei die Ver-
héltnisse der Zahlen P eindeutig bestimmt sind.

B.*) Wenn sechs Gerade Tx ... Te einen Kegelschnitt berthren,
so erfullen ihre Gleichungen eine ldentitat von der Form
4. \XTE —+ Y2T$ -P . . m-P (3662 =
wobei die Verhé&ltnisse der px eindeutig bestimmt sind.

27. A. Sind Tx, T2 . .. Tn willkirliche Gerade, so ist
1. IciikTiTk — O,
wobei fur ik jede Variation /weiter Klasse der Zahlen \ ... n und dik = &Kki
vorausgesetzt werde, die Gleichung eines Kegelschnitts. Die Bedingungsgleichung
daftir, dass die Punkte P und 11 in Bezug auf 1. conjugirt sind, ergiebt sich aus
No. 11, 1A ohne Schwierigkeit zu

2. 2 {adATxx -P d2{T2x -+ d™T"X -P ®=-P &niTnx) Ti5= 0, i— \...n.
B. Sind Px, P2, . . . Pt willkiirliche Punkte, so ist
3 IdikPiPk = 0

die Gleichung eines Kegelschnitts in Liniencoordinaten. Die Bedingung dafir,
dass T und £ in Bezug auf denselben conjugirt sind, ist (No. 11, 1B)

4. 2(dxXiPXu “P d2iP2u "P e« “P dniPftu) AML = 6, i \. L
28. A. Fur den Kegelschnitt
1 K = a\\T\ -p d22T$ -P 33”21 = 0
wird die Gleichung No. 27, 2
2. AXXTXXTXE -p d22 T2xT2Np "B TWT2~= 0.
Dem Punkte Txx = T2X = 0 ist daher jeder Punkt von = 0 con-

jugirt u. s. w.; folglich ist TxT2T2 ein Polarendreieck von K.
FGr den Kegelschnitt

3. K = dxxTIl + d22TI + d,,T$ -pauTf = 0
geht No. 27, 2 dber in
4. AXXTXXTXN-P az2 ToXT2MH #33V3 Zg -p a™MTxxTX 0.
Ist i, ky I, m eine Permutation von 1 2 3 4, so lehrt diese Gleichung, dass
dem Punkte Tix = Tkx = 0 der Punkt = T,~= 0 conjugirt ist; das Vier-

seit TxT2T2T+ ist daher dem Kegelschnitte K conjugirt, d h. je zwei
Gegenecken sind conjugirt.

Umgekehrt: Wenn fur einen Kegelschnitt Wzwei Paare Gegenecken
eines vollstandigen Vierseits conjugirt sind, so ist es auch das dritte
Paar. Denn sind A, B und C, D Punktpaare zweier Diagonalen des Vierseits,
die den Gegenecken, die mit ihnen auf derselben Diagonale liegen, harmonisch
zugeordnet sind, und beschréankt man die Coefficienten an in K — 0 so, dass der
Gleichung durch A und C genlgt wird, so sind nach dem soeben bewiesenen
Satze auch B und D auf K enthalten. Man kann nun die Verhaltnisse
dix :d22 : a33:a44 immer so wahlen, dass K noch einen beliebigen finften
Punkt enthélt, es l&sst sich also die Gleichung jedes durch A, B, C und D
gehenden Kegelschnitts in der Form 4. darstellen, w. z b. w

B. Der Kegelschnitt K 2aixx/ X2= 0 hat, wennx = 3, das Polaren-
dreieck PXP2P2\ist x= 4, so ist er dem Vierecke PXP2P2P Xconjugirt,

") Die Beweise der unter B mitgetheilten S&tze sind denen unter A leicht nachzubilden.
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d h. jedes Paar Gegenseiten dieses Vierecks ist conjugirt. Umgekehrt:
Wenn zwei Paare Gegenseiten eines vollstdndigen Vierecks einem
Kegelschnitte conjugirt sind, so ist es auch das dritte Paar.

29. Die Identitat No. 26, 3 kann geschrieben werden
1. \XPIl + Vepl + - P5pl - ~Pi-

Alle Geraden, fur welche pxP\ \2P$ A- \BP$ = O» berUhren einen
Kegelschnitt, fur welchen P xPoPa ein Polarendreieck ist; nach 1. ist fur diesen
Kegelschnitt auch \f+P% + jx5P\ A- V-"PI — 0, es ist also auch PiPbP G ein
Polarendreieck desselben. Wir erkennen daher: Wenn zwei Dreiecke einem
Kegelschnitte eingeschrieben sind, so giebt es einen bestimmten

Kegelschnitt, fur den sie Polarendreiecke sind.
Umgekehrt: Zwei Polarendreiecke desselben Kegelschnitts sind

einem andern Kegelschnitte eingeschrieben. Denn sind PXP2P$ imd
P xP : P & Polarendreiecke eines Kegelschnitts, so kann die Gleichung desselben
in den beiden Formen geschrieben werden
dxP\ -p d2P1 -p d3P$ = 0, dxPIl -P ahPl -P aeP$ = 0.
Daher giebt es eine Zahl n, durch welche die ldentitit hergestellt wird
dxP\ -P d2P1 + dsP$ — ndxP|l — nahPl — ndeéP$ = 0,

folglich liegen die Punkte Px ... P G auf einem Kegelschnitte.
B. Wenn zwei Dreiecke demselben Kegelschnitte umschrieben

sind, so sind sie Polarendreiecke fUr einen bestimmten anderen
Kegelschnitt; und umgekehrt: Zwei Polarendreiecke desselben Kegel-
schnitts sind einem andern Kegelschnitte umschrieben.

8 14. Kegelschnittblschel und Kegelschnittschaar.

1 A. Die Gesammtheit aller Kegelschnitte, deren Gleichungen
in Punktcoordinaten aus den Gleichungen zweier gegebener Kegel-
schnitte /' = 0 und /" = 0 in der Weise abgeleitet werden

/ = K f mhf" = ° 1

heisst ein Kegelschnittbischel. Man erhélt alle Kegelschnitte des Biischels,
indem man dem Verhaltnisse Xj : X2 der Reihe nach alle méglichen Werthe giebt.

Die Kegelschnitte /' = 0 und /7" = 0 gehtéren zum Buschel; sie gehen
aus /7 hervor, wenn man Xx= 1, X2= 0, bez. X = 0, X2= 1 setzt.

Durch jeden Punkt der Ebene geht ein Kegelschnitt des Bischels.
Sind namlich // und 7/ die Werthe, welche die Functionen /' und/" fir einen
gegebenen Punkt 5 der Ebene erhalten, so nehme man Xj =/j: > 72 ft*
bilde also den Kegelschnitt/ = // /' —// =/” = 0.

Setzt man in /' und /" statt der laufenden Coordinaten die Coordinaten
des Punktes 5y so verschwindet / identisch, also liegt 5 auff = 0.

Hiervon machen nur solche Punkte eine Ausnahme, fur welche zugleich
A» = 0und// = 0, die also den Kegelschnitten /' und /" gemein sind. Fir
dieselben verschwindet auch die Function /s== \xf' -P X2/", sie gehdren also
allen Kegelschnitten desBlschels an; sie heissen die Trager desBilschels.

B. Die Gesammtheit aller Kegelschnitte, deren Gleichung in
Liniencoordinaten aus den Gleichungen zweier gegebenen Kegel-
schnitte gd = 0 und g = 0 in der Weise abgeleitet werden

P X + X =0,
heisst eine Kegelschnittschaar. Man erhdlt alle Kegelschnitte der Schaar,
wenn man dem Verhéltnisse Xx: X2 der Reihe nach alle mdglichen Werthe beilegt.
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Die gegebenen Kegelschnitte gehtren zur Schaar, denn ihre Gleichungen
gehen aus 9 hervor, wenn man X4 = 1, X2 = 0, bez. X4 = 0, X2= 1 setzt.
Jede Gerade der Ebene wird von einem Kegelschnitte der Schaar
berthrt. Denn sind 9/ und 9/7' die Werthe, welche die Functionen 9' und 9"
fur die Coordinaten einer gegebenen Geraden Z annehmen, so wahle man
X =9Uu, X = ou,
bilde also den Kegelschnitt der Schaar
9 =—=9U .9'_ 9U.9" = 0.

Ersetzt man die laufenden Coordinaten u%in 9' und 9" durch die Coordi-
naten ux der gegebenen Geraden $, so verschwindet 9 identisch, also berihrt £
den Kegelschnittt 9 = 0.

Eine Ausnahme tritt nur dann ein, wenn die gegebene Gerade die beiden
gegebenen Kegelschnitte bertihrt; denn dann ist 9, = 9U = 0. Fur die Coor-
dinaten jeder solchen Geraden verschwindet auch die Function 9 == X' -f- X29",
also wird diese Gerade von allen Kegelschnitten der Schaar beruhrt.
Eine solche Gerade heisst Trager der Schaar.

2. A Ist ein Punkt zwei Kegelschnitten des Bischels gemein, so
ist er allen Kegelschnitten des Buschels gemein.

Beweis. Sind/"™ X13/7' + XR3/" = 0und/" « X4/'+ X4/" = 0
zwei verschiedene Kegelschnitte, so sind die Verhéltnisse X3 : X23 und X4 : )(24
ungleich, folglich ist die Differenz X13X24 — X23Xl4 von Null verschieden. Aus

nel3/ + ~M3F 0 = Ut + NAfT ~

Diese Formeln zeigen, dass jeder Punkt, dessen Coordinaten den Gleichungen
f'r = /"™ = 0 genltgt, auch auf/' = 0 und /7" = O liegt; sowie, dass
man die Functionen /' und /" und damit auch alle linear aus /' und /"
zusammengesetzten quadratischen Functionen /, die gleich Null gesetzt die
Gleichungen der Bischelkegelschnitte ergeben, linear durch /'™ und /™', d. i
durch die linken Seiten der Gleichungen von irgend zZwei Blschelkegelschnitten
ausdrucken kann.

B. Ebenso ergiebt sich: Ist eine Tangente zwei Kegelschnitten einer
Schaar gemein, so ist sie allen Kegelschnitten der Schaar gemein.

3. A Die linearen Functionen f u> /2G /3 (§ 13, No. 1) fur die qua-
dratische Form / ss Xx/' + X2/" sind
Jir — NifiY B /1Y fzy — *1/22 wm*2/ 22" fn — Kfw o+ *2/3”"

Die Gleichung der Polaren eines Punktes in Bezug auf den Buschel-
kegelschnitt / = 0 ist also

®= Ou/i? + "2/ir"y x\+ (M/2/ + *2/2*")*2 -m (hAr + *2/3/)*3 = 0.

Setzt man
N —INTX\"f2Vx2 F'R X3 S" = /Zix"x1l +/:2? + /37 x3>
so sind Z2 — 0 und SL" = 0 die Gleichungen der Polaren des Punktes in

Bezug auf die Kegelschnitte/' und /7" und man hat Z 35 X4Z" + X2S".
Hieraus folgt, dass die Polare des Punktes $} in Bezug auf den Kegelschnitt /
durch den Schnittpunkt der Polaren von f8 in Bezug auf die Kegelschnitte /'
und /" geht; dies ergiebt den Satzz Die Polaren eines Punktes A in
Bezug auf die Kegelschnitte eines Buschels gehen durch einen
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Punkt a; die Punkte A und a sind conjugirt in Bezug auf alle Kegel-
schnitte des Blschels; es gehen daher auch die Polaren des Punktes
a in Bezug auf alle Kegelschnitte des Buschels durch A

Fallen die Polaren von in Bezug auf/' und /7" in eine Gerade Z zusammen,
so geht die Polare von $} in Bezug auf irgend einen Kegelschnitt / des Buschels
durch jeden Punkt von Z, féllt also mit Z zusammen. Es giebt daher ein
Polarendreieck, das allen Kegelschnitten eines Bluschels gemeinsam
ist; von diesem Dreieck ist entweder eine Ecke und die gegenuberliegende Seite
real oder das ganze Dreieck ist real.

Ferner folgt aus der Gleichung der Polaren des Punktes in Bezug auf
einen Buschelkegelschnitt: Die Strahlenbtschel Sa, S{, Sc, .. ewelche
von den Polaren der Punkte A B, C. .. der Ebene in Bezug auf
die Kegelschnitte eines Buschels gebildet werden, sind projectiv; es
entsprechen sich die Polaren der Punkte A, B, C. . in Bezug auf
denselben Kegelschnitt.

Der Pol einer Geraden AB in Bezug auf einen Kegelschnitt des Buschels
ist der Schnittpunkt der Polaren von A und B, also der Schnitt zweier ent-
sprechenden Strahlen der collinearen Polarenbischel Sa und S3. Hieraus folgt
der Satz: Die Pole einer Geraden in Bezug auf die Kegelschnitte
eines BlUschels liegen auf einem Kegelschnitte. Dieser Kegelschnitt geht
durch die Trager der Strahlenbtschel Sa und Ss, d. i. durch die Punkte a und b,
welche den Punkten A und B in Bezug auf alle Kegelschnitte des Buschels
conjugirt sind. Der Kegelschnitt, welcher die Pole einer Geraden T
in Bezug auf die Kegelschnitte eines Buschels enthélt, ist also auch
der Ort der Punkte, die den Punkten der Geraden in Bezug auf alle
Kegelschnitte des Buschels conjugirt sind.

Dem Schnittpunkt der Geraden T mit einer Seite a des Polarendreiecks ist
wie allen Punkten von a die gegentberliegende Ecke A conjugirt, also folgt:
Jeder Kegelschnitt, welcher die Pole einer Geraden in Bezug auf
die Kegelschnitte eines Buschels, sowie die Conjugirten der Punkte
einer Geraden in Bezug aufdas Bischel enthélt, ist dem gemeinsamen
Polarendreiecke des Buschels umschrieben.

Ist der Punkt A der Geraden AB eine Ecke des Polarendreiecks des
Buschels, so fallen die Strahlen des Polarenbtischels von A in eine Gerade
zusammen, namlich in die dem Punkte A gegentberliegende Seite a des Polaren-
dreiecks. Hieraus folgt: Die Pole jeder durch einen Eckpunkt A des
Polarendreiecks gehenden Geraden fallen in die A gegentberliegende
Seite des Polarendreiecks. Um zu erfahren, wo die Punkte liegen, die den
Punkten der Geraden AB in Bezug auf alle Kegelschnitte des Buschels conjugirt
sind, bemerken wir, dass die Polaren der Punktreihe AB in Bezug auf die Kegel-
schnitte /' und /" zwei projective Strahlbischel bilden, deren Trager auf der
dem Punkte A gegenuberliegenden Seite a des Polarendreiecks liegen. Da nun a
die Polare von A in Bezug auf/' und /" ist, so fallen in a zwei entsprechende
Strahlen dieser beiden Polarenbuschel zusammen; die beiden Bischel sind daher
perspectiv; die Schnittpunkte entsprechender Strahlen, d. i. die den Punkten von
AB in Bezug auf /' und /" und daher in Bezug auf alle Kegelschnitte des
Bischels conjugirten Punkte liegen folglich auf einer Geraden T. Dem auf a ge-
legenen Punkte der Geraden AB ist A conjugirt, folglich geht T durch A. Wir
haben daher den Satz: Den Punkten einer Geraden, die durch eine
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Ecke des gemeinsamen Polarendreiecks geht, sind in Bezug auf alle
Kegelschnitte des Buschels die Punkte einer andern durch dieselbe
Ecke des Polarendreiecks gehenden Geraden conjugirt.

Der Kegelschnitt, auf dem im Allgemeinen die Conjugirten der Punkte einer
Geraden liegen, zerféllt in diesem Falle in die Geraden T und a; die Conjugirten
fur alle Punkte von AB liegen auf T, ausgenommen fUr den Punkt A, denn
diesem sind alle Punkte der Geraden « conjugirt.

B. Die linearen Functionen 9lU, q®U, 98U fir die quadratische Form
9 es XxP + Xq" sind

?1U = ~1?21U0 0 + I ?22u = ?2 Itr *+m > ?23U == ~1?3nf + -
Die Gleichung des Poles einer Geraden $ in Bezug auf den Kegelschnitt
9 = 0 ist daher

= (M2iuf+ A2AUNM ux + (M122UF+ A292UM U2 A123«f+ A293«") U3 =

Setzt man

M= ¥l«u\ -m92vLu2 + 93U > ' = 9INu\+ 22t u2+ 93uTU3>
so sind 88 = 0 und iR" = 0 die Gleichungen der Pole der Geraden X in Bezug
auf die Kegelschnitte 9 = 0 und 9" = 0 und man hat

$ . XiBr4- XiRr".

Also liegt der Pol von iR auf der Geraden SRjR". Wir schliessen daher:
Die Pole einer Geraden A in Bezug auf die Kegelschnitte einer Schaar
liegen auf einer Geraden a; die Geraden A und « sind daher in Bezug
auf alle Kegelschnitte der Schaar conjugirt; es liegen daher auch
umgekehrt die Pole der Geraden a in Bezug auf alle Kegelschnitte
der Schaar auf der Geraden A

Eine Ausnahme hiervon tritt nur dann ein, wenn die Pole fir die Kegel-
schnitte 9' und 9" zusammenfallen; dann fallen die Pole von A in Bezug auf
alle Kegelschnitte der Schaar zusammen. Hieraus ergiebt sich: Die Kegel-
schnitte einer Schaar haben ein gemeinsames Polarendreieck; von
demselben ist entweder eine Seite und die gegenuberliegende Ecke
real, oder das ganze Dreieck ist real.

Aus der Gleichung des Poles einer Geraden $ fur einen Kegelschnitt der
Schaar 9 = 0 ergiebt sich ferner: Die Pole der Geraden A, B, T, A. . ..
fur die Kegelschnitte einer Schaar bilden projective Punktreihen
2«, 2B, 2t, 29, . ... und zwar entsprechen sich die Pole derselben
Geraden in Bezug auf die einzelnen Kegelschnitte der Schaar.

Die Polaren des Schnittpunktes zweier Geraden AB in Bezug auf die Kegel-
schnitte der Schaar sind die Geraden, welche die Pole der Geraden A und B
verbinden, sind also die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte der den
Geraden A und B zugehdrenden projectiven Polreihen 2, und 2p; dies ergiebt:
Die Polaren eines Punktes P in Bezug auf die Kegelschnitte einer
Schaar umhillen einen Kegelschnitt. Derselbe wird auch von den
Geraden beruhrt, die den durch P gehenden Geraden in Bezug auf
alle Kegelschnitte der Schaar conjugirt sind.

Eine Ausnahme von diesen beiden Satzen tritt nur ein, wenn der Punkt auf
einer Seite A des gemeinsamen Polarendreiecks der Schaar liegt. Denn die zu A
gehorige Polreihe schrumpft in einen Punkt zusammen, nédmlich in den A gegen-
uberliegenden Eckpunkt a des Polarendreiecks. Hieraus folgt: Die Polaren eines
Punktes, der auf einer Seite A des Polarendreiecks der Schaar liegt,
umhillen den A gegenuberliegenden Eckpunkt «des Polarendreiecks.
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Der Geraden, die P mit einer Ecke a des der Schaar gemeinsamen Polaren-
dreiecks verbindet, ist, wie allen durch a gehenden Geraden, die gegenuber
liegende Seite A fiur alle Kegelschnitte der Schaar conjugirt. _

3 Jeder Kegelschnitt, den die Polaren eines Punktes, sowie ie
Conjugirten der durch diesen Punkt gehenden Strahlen, m Bezug
auf die Kegelschnitte einer Schaar umhullen, ist dem gemeinsamen
Polarendreieck der Schaar eingeschrieben.

Ebenso wie der entsprechende Satz fur Kegelschnittblschel ergiebt sich ferner:
Den Strahlen eines Bischels, dessen Trager auf einer Seite A des
gemeinsamen Polarendreiecks liegt, sind in Bezug auf alle Kege
schnitte der Schaar die Strahlen eines andern Bischels conjugirt,
dessen Trager P auf derselben Seite des Polarendreiecks liegt. Dei
Kegelschnitt, den im Allgemeinen die Conjugirten der Strahlen eines Buschels
umhdillen, zerfallt in diesem Falle in zwei Strahlblschel (zwei Punkte); den
Strahlen des Buschels, die nicht mit der Geraden A zusammenfallen, sind die
Strahlen conjugirt, die durch P gehen; dem Strahl A ist das ganze Strahlbusc e
conjugirt, dessen Trager der A gegenuberliegende Eckpunkt des Polarendreiecks ist

4. Die Mittelpunkte der Kegelschnitte eines Buschels oder einer Schaar sind
die Pole der unendlich fernen Geraden. Daher folgt (No. 3): Die Mittelpunkte
der Kegelschnitte eines Buschels liegen auf einem Kegelschnitte,
der dem Polarendreiecke des Bischels umgeschrieben ist. Die Mittel-
punkte der Kegelschnitte einer Schaar liegen auf einer Geraden.

Ferner folgt: Die Diameter der Kegelschnitte eines Bischels,”™ die
einer festen Diameterrichtung conjugirt sind, gehen durch einen
Punkt. Die Diameter der Kegelschnitte einer Schaar, die einer
festen Diameterrichtung conjugirt sind, umhillen einen Kegelschnitt.

5. A Wir fragen nun nach den Doppelpunkten der Kegelschnitte
eines Buschels, oder nach solchen Kegelschnitten eines Buschels, die
in zwei Gerade zerfallen.

Hat der Kegelschnitt / ee \J" 4- X" = 0 einen Doppelpunkt, und™JSt

/' == axxx® 4- 2ax2x w2 4- 2ax3xxx3 4- a22x2 4- 2a23x2x3 4- 133x3>

f" == bxxx? 4- 2bx2xxxX 4- 2bx3x xx3 4- b22x$ 4- 2h23x2x3 ‘3373 >
so verschwindet die Determinante (§ 13, No. 3)

1+ X2An,  Xx«12 4- X bl.> XX«X 2
1 Xx«12 4- X2$12, \xa22 4- 43P,  ka,, o3 = 0.
Xi#13 4- X2bx3, Xi«23 4-Xa023, X,«33 4- X2™13

Die Verhéltnisse der Coordinaten des Doppelpunkts bestimmen sich aus
zweien der Gleichungen
2 \J xx"-hI2F xx™ ~ xaxx” | 2b Ix) xxA- (\aX2A-12b12) x2-h(IxaX3+ I 2bx3) x3 ==
3 XV 2X,4-X2/ 2)r ' N i« | 24-X27M2) * 14-(X1« 224-X2/22) A24-(X1MlI23+ X ~ 23) * 3 — 0,
4. XY 3M-X.2/ 37" = (XL« 13+ X 2M13)x 14-(X1«234-X2723) A 24- (X1« 334-X2733) A3 -0 .

Ersetzt man hier das Verhéltniss — X2 : Xx durch X so werden die Deter-
minante und die Gleichungen 2., 3, 4. mit der Determinante L und den
Gleichungen 1, 2., 3. in 8 13, No. 25 identisch. Wir haben daher den Satz:
Es giebt in jedem Kegelschnittblischel drei (reale oder imaginare) Kegel-
schnitte, die in Geradenpaare zerfallen; die Doppelpunkte diesei
Geradenpaare sind die Ecken des gemeinsamen Polarendreiecks.

Es mag ausdriucklich hervorgehoben werden, dass aus der Realitat eines
Doppelpunktes nicht geschlossen werden kann, dass auch das zugehdrige Geraden-
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paar real ist. W&hlt man einen realen Eckpunkt des gemeinsamen Polaren-
dreiecks zur Ecke Ax und die gegenuberliegende Seite zur Seite AdAz des
Coordinatendreiecks, so wird (§ 13, No. 20)

/' = allXP -+ a22x2 + ~a23x2x3 + a33xS ~ o0,

== ~IxIl "b &22X2 d* ~7"23X2X3 “h "33xz = 0.
Die Glelchung 1 wird jetzt

Eine Wurzel dieser Gleichung, die dem Doppelpunkte Ax entspricht, ist

Xj: X = . —ax|; das zugehoérige Geradenpaar hat die Gleichung:
5- f = b\\f a\\f ses (~11722 A11722) X2 d” @P\\a23 a\ 172 3) X2X3
d- (~11733 alln3z) x3 — o
Ist das ganze Polarendreieck real, so wird in Bezug auf dasselbe
f == ~11 X\ d- tIYRX2 4+ NZ3X31
f == ~Ixi o- b%2x2 a-
Die Determinante 1. reducirt sich jetzt auf das Produkt der Diagonalglieder
6- (M1 d~ ~2710) (MA22 df X2#22) (M1A33 d ~2n33) = A

und liefert fur das Verhdltniss X! : X2 die drei realen Wurzeln bxx : (—tfn),
2 1 (—a22)p> "33 «(— #33); diesen entsprechen die drei Geradenpaare
(22711 ML A22) X2 (M1733 a337i) X3 ~
(r22~11 @A\\NP22)X\ d- (r33n22 N22r33) X3 ~
9- (11733 a3ZrI\)X\ ("337222  a2273z)X3 ~ O0-
Sind die Grossen (#22/MM1  ANMIA2p (MIN33— 33Ny (N33722 N22133)
alle drei positiv, oder alle drei negativ, so sind die drei Geradenpaare 7., 8., 9.
real; sind zwei der Grdssen positiv (z. B. die erste und zweite) und die dritte
negativ, oder sind zwei negativ (die erste und die zweite) und die dritte positiv,
so ist ein Geradenpaar real (in beiden Féllen das Geradenpaar 7.), die andern
beiden sind conjugirt complex. Wenn ein Kegelschnittbtindel ein reales
Polarendreieck hat, so ist entweder ein, oder es sind drei reale
Geradenpaare im Buschel enthalten.
B. Der Kegelschnitt ¢  X~' 4- Xq' = 0 hat eine Doppeltangente, zer-
fallt also in zwei Punkte, wenn die Determinante verschwindet

Die Verhéltnisse der Coordinaten der Doppeltangente bestimmen sich aus
zweien der drei Gleichungen:
11.  (Niku H XRBIx) ux 4- H-X1R12)«2 + (X|Ctj 4- X2R13)uz= 0,
12, Qa0 2 -+- X2X2) ux H- (XJCg 4 - X2MB22) 272 ~k (*1a23 ~k~2723) u3=
13 (MNi“i34- X2B13) nx 4- (Xla23 4- X2R23) #2 4- (XlaB 4- XR33) uz— 0.
Ersetzt man X2:Xx durch — ja so werden die Determinante 10. und die
Gleichungen 11., 12., 13. mit der Determinante M und mit den Gleichungen 5.,
6., 7. in § 13, No. 25 identisch. Hieraus folgt: Unter den Kegelschnitten
einer Schaar giebt es drei Punktpaare; die Doppeltangenten der-
selben sind die Seiten des den Kegelschnitten der Schaar gemein-
samen Polarendreiecks.
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Ferner folgt ahnlich wie in A: Ist das ganze Polarendreieck real, so
sind entweder alle drei Punktpaare real, oder es ist eines real und
die andern beiden sind conjugirt complex.

6. A. Mogen nun die drei Geradenpaare, welche einem Kegelschnittbuschel
angehoren, aus realen Geraden bestehen, oder mdgen imagindre unter ihnen
sein, in jedem Falle schneiden sich zwei dieser drei Paare in vier realen oder
imaginaren Punkten; folglich gehen die Geraden des andern Paares und alle
Kegelschnitte des Bischels durch dieselben vier Punkte. Heben wir insbesondere
irgend zwei Kegelschnitte des Buschels hervor, so haben wir den Satz: Zwei
Kegelschnitte haben vier reale oder complexe Schnittpunkte.

Sind vier reale Schnittpunkte vorhanden, so hat das zu diesen beiden Kegel-
schnitten gehoérige Buschel drei reale Geradenpaare, namlich die drei Paare
Gegenseiten des durch die vier Schnittpunkte bestimmten vollstandigen Vierecks,
— und ein reales Polarendreieck, dessen Ecken die Diagonalpunkte dieses Vier-
ecks sind.

Um uUber die Realitdt der zum Buschel der beiden Kegelschnitte gehdrenden
Geradenpaare und Uber die complexen Schnittpunkte weiter zu entscheiden,
wollen wir uns die Gleichungen der Kegelschnitte f und f" auf ein recht-
winkeliges System bezogen denken. Die Gleichung von f* sei

/' == ax2 -#m 2bxy 4- cy2 4- 2dx 4- 2ey 4- k = 0.
Wird dieser Gleichung durch den imagindren Punkt genigt, der die Coor-
dinaten hat x = ij4-if, y —n)4-it), so ist
x2= £ 2 xy — —  4-i(yr\ 4- Sy), = t]2— 2 4- 2n]\).
Setzt man diese Werthe in /' = 0 ein, so erhalt man:
a(i2—j2) 4- 23(E?) —w) 4- cy\2— X2) 4- 2d\ 4- 2ef\ 4- k
4- 2ifa\y. 4- bA\X 4- bty 4- o™ 4 -~ 4- &) = 0.

Also sind die beiden Gleichungen einzeln erfullt

1 a(E2— X2) = 2b(Ey] — rty) 4- c(\2— ~2) 4- 20\ 4- 2e\ 4-~ = 0O,
«Sy 4- NyjlcA- £9) 4- 4- dy. 4- & — 0.

Ersetzt man hierin j; und 9 durch — je und —1t), so bleibt die Gleichung 1.
ungeéndert, und in 2. wechseln alle Glieder die Vorzeichen. Wir schliessen daher.
Wenn ein complexer Punkt auf einem Kegelschnitte liegt, so liegt
auch der conjugirt complexe auf dem Kegelschnitte. Hieraus folgt
weiter: Die complexen Schnittpunkte zweier Kegelschnitte sind paar-
weise conjugirt.

Da nun zwei conjugirt complexe Punkte immer auf einer realen Geraden
enthalten sind, so folgt: Sind die vier Schnittpunkte zweier Kegel-
schnitte complex, so zerfallen sie in'zwei Paar conjugirte und das
Buschel der beiden Kegelschnitte enthélt ein reales Geradenpaar.

Bestehen die vier Schnittpunkte aus den beiden Paaren conjugirt complexer
Punkte PXPX und P2P2, welche die Coordinaten haben ~ + ~1, *)i+ *9i>
U—Vv *9i5 $2+2]JC2> %2+ *9a; 22— *2> 1)2— *92» so sind die Geraden
PX X und P~P2 real; die Gleichungen der Geraden PXP2 und PAPA siud:

Diese Geraden sind, wie man sieht, conjugirt complex, haben also einen
realen Schnittpunkt. Ebenso sind die Geraden P~P2 und P2P\ conjugirt
complex, denn sie haben die Gleichungen
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Wir schliessen hieraus: Wenn zwei Kegelschnitte keinen realen
Schnittpunkt haben, so sind alle drei Ecken des gemeinsamen
Polarendreiecks real. Hieraus und aus § 13, 24 A folgt weiter: Haben
zwei Kegelschnitte ein reales Polarendreieck, so haben sie entweder
vier reale Schnittpunkte oder zwei P?are conjugirt complexe.

Ist nur eine Ecke des Polarendreiecks real und haben die Kegelschnitte
einen realen Schnittpunkt, so haben sie (§ 13, No. 14 A) noch einen realen
Schnittpunkt; beide Schnittpunkte liegen auf einer durch die reale Ecke des
Polarendreiecks gehenden Geraden, und diese Gerade ist ein Theil eines in zwei
Gerade zerfallenden Kegelschnitts. Ein dritter realer Schnittpunkt kann nicht
existiren, da sonst noch ein zu diesen gehoriger vierter, also ein reales Polaren-
dreieck vorhanden waére, im Widerspruche mit der Voraussetzung.

Da die Gleichung des Geradenpaares, das zu dem Buischel der beiden
Kegelschnitte gehort, und den realen Eckpunkt des Polarendreiecks zum Doppel-
punkte hat, reale Coefficienten hat und im Falle zweier realen Schnittpunkte
eine Gerade des Paares real ist, so folgt, dass auch die andere Gerade real ist.
Die andern beiden Geradenpaare kdnnen reale Gerade nicht enthalten, da die-
selben weitere reale Schnittpunkte mit dem realen Geradenpaare erzeugen wuirden.

Wenn also nur eine Ecke des zwei Kegelschnitten gemeinsamen
Polarendreiecks real ist, so haben die beiden Kegelschnitte zwei
reale Schnittpunkte. In jedem Falle ist in einem Kegelschnittblischel
wenigstens ein reales Geradenpaar enthalten.

B. Ebenso ergeben sich die dual entsprechenden Satze: Zwei Kegel-
schnitte haben vier reale oder paarweis conjugirt complexe gemein-
same Tangenten. — Wenn die vier gemeinsamen Tangenten real sind,
so enthé&lt die zu den beiden Kegelschnitten gehdrige Schaar drei
Paare realer Punkte, die Gegenecken des von den vier Geraden ge-
bildeten vollstdndigen Vierseits, und ein reales Polarendreieck,
dessen Seiten die Diagonalen dieses Vierseits sind. — Haben die
beiden Kegelschnitte ein reales Polarendreieck, so haben sie ent-
weder vier reale gemeinsame Tangenten, oder keine reale gemein-
same Tangente. Ist nur eine Seite des Polarendreiecks real, so haben
die Kegelschnitte zwei reale gemeinsame Tangenten, die sich aufder
realen Seite des Polarendreiecks schneiden. In jedem Falle gehdrt zu
der von zwei Kegelschnitten bestimmten Schaar ein reales Punktpaar.

7. A. Die Kegelschnitte eines Bilschels schneiden jede Gerade
in Punktpaaren einer quadratischen Involution.

Beweis. Nimmt man die Gerade zur Seite A2A3 eines Coordinatendreiecks,
so bestimmen sich die Coordinaten der Schnittpunkte des Kegelschnitts
f = 4- X2/" — 0 und der Achse A2A3 aus den Gleichungen

*1=0 /=0 £ +? +
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Setzt man aus der zweiten in die erste

O A i

hz ~ h2
so geben die trinomischen Faktoren von Xt und X2 quadratische Functionen von
x2 allein; bezeichnet man den Abstand eines Punktes P der Geraden A2A3
von A2 mit z, und den Winkel A2A3AX mit a, so kann man durch die Sub-
stitution x2 = zsina die Faktoren von Xx und X2 in quadratische Functionen
von z Uberfihren. Ersetzt man nun in 8 7, No. 1 und 2 die Grdssen X rx, r2
durch z} Xx, X2, so folgt die Richtigkeit des behaupteten Satzes.

B. Die Tangentenpaare, die von einem Punkte aus an die Kegel-
schnitte einer Schaar gelegt werden, bilden eine quadratische Invo-
lution.

Wahlt man den Punkt als die Ecke Al eines Coordinatendreiecks, so erhalt-
man die Coordinaten der von Ax an den Kegelschnitt 9 = X¢@ + Xqd' = 0
gelegten Tangenten aus den Gleichungen
3 (Xi«22 ~F ~2?222) ui NXla23 4 X2R23) usus 4- (Xla33 -+ X2R33)&2 = 0,

pP2n2 . P33 _ 1
h2 + h3

Ersetzt man in 3. u2 und us durch r2:r und r3:r (§ 12, No. 10, 1), so
erhdlt man die Gleichung
5. Xt (a22™] 4- 2a23r2r3 4- a33r 2) 4- X(R22rf 4- 2R23r2r3 4- R33r]) = 0.

Bezeichnet man die Strecken AXA2 und AXA3 mit g3 und g2, und die
Winkel g 3T und gzg2 mit und a, so hat man
6. rz = gasinty, rs3 = g2sin —a) = g2cosa =9m\>—g?2 sina. =<\

Durch diese Substitution geht eine homogene quadratische Function von r2
und r3 in eine homogene quadratische Function von smty und costy Uber.
Dividirt man die durch die Formeln 6. transformirte Gleichung 5. durch cos2
so werden die mit Xx und X2 multiplicirten Trinome quadratische Functionen
von tangy. Aus § 7, No. 2 ergiebt sich nun die Richtigkeit des Lehrsatzes.

8. A. Von zwei Kegelschnitten /' und /" sind zwei Schnittpunkte
und ausserdem noch von jedem drei Punkte gegeben; man soll die
andern beiden Schnittpunkte construiren.

Sind Ay B die beiden gegebenen Schnittpunkte und C, D, E die drei andern
gegebenen Punkte von /', Cx, D x, E x die des andern Kegelschnitts /", so ziehe
man die Gerade CCX und bestimme (nach pascair) die beiden andern Schnitt-
punkte C' und Cx dieser Geraden und der Kegelschnitte /' und/”. Durch die
beiden Paare CC' und CXCX ist nun die quadratische Involution J bestimmt,
welche die Schnittpunkte der Geraden CCX und des Curvenbischels f f *  bilden.
Zu diesem Curvenbtischel gehort auch das Geradenpaar, welches aus der Geraden
AB und der Verbindungslinie T der unbekannten beiden andern Schnittpunkte
besteht; dieses Geradenpaar schneidet die Transversale CCXin einem Punktpaare
der Involution J\ da nun von diesem Punktpaare ein Punkt — der Schnittpunkt
von CCX und AB — bekannt ist, so kann man nach 8§ 7, No. 5 den andern
Punkt dieses Paares, d. i. den Schnitt von CCX und T, construiren. Nach-
dem man so einen Punkt von T gefunden hat, zieht man eine andere Trans-
versale, z. B. D D X/ und bestimmt in gleicher Weise ihren Schnittpunkt mit T.
Nun hat man T, und es erlbrigt nur noch, nach 811, No. 13 die Schnittpunkte
der Geraden T mit /' oder /" zu construiren; diese sind die gesuchten Punkte.

Die Auflésung bleibt dieselbe, wenn A und B nicht real, sondern conjugirt
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complex (etwa die complexen Doppelpunkte einer auf einer gegebenen Geraden
liegenden quadratischen Involution) sind.

B. Die Auflésung der dual entsprechenden Aufgabe: Von zwei Kegel-
schnitten sind zwei gemeinsame Tangenten und ausserdem von jedem
drei Tangenten gegeben, man soll die beiden andern gemeinsamen
Tangenten construiren, ist an der Hand der soeben mitgetheilten Con-
struction leicht aufzufinden.

9. A. Den Kegelschnitt eines Bluschels zu construiren, der durch

einen gegebenen Punkt P geht.

a) Hat das Buschel vier reale Trager A, B, C, D} so sind von dem gesuchten
Kegelschnitte finf reale Punkte bekannt, also kann derselbe (nach pascar) con-
struirt werden.

R) Hat das Buschel nur zwei reale Trager A, B, so bestimme man zu-
nachst nach No. 8 A die Gerade T} auf welcher die beiden conjugirt complexen
Tréger liegen. Projicirt man drei weitere Punkte C, D, E eines Buschel-
kegelschnitts /' von A und von B aus auf T, so sind die beiden imaginaren
Trager die Doppelpunkte der durch die Projectionen C'D'E' und C"Z>"E"
bestimmten projectiven Reihen. Der gesuchte Kegelschnitt kann nun aus den
drei realen Punkten P, A, B und den beiden conjugirt complexen nach §11, No. 14
construirt werden.

7) Ist keiner der Tréger gegeben, so verbinde man den gegebenen Punkt
P mit einem gegebenen Punkte A des einen Blschelkegelschnitts f* und bestimme
den zweiten Schnittpunkt AXx der Geraden PA und der Curve /', sowie die
beiden Schnittpunkte B und B x von PA und einer zweiten Buschelcurve /".
Hierauf construirt man den Punkt Q so, dass das Paar PQ zu der durch
die Paare AAX und BB X bestimmten Involution gehort. Alsdann ist Q ein
Punkt des gesuchten Kegelschnitts. Wenn man nun P mit drei weiteren Punkten
C, D, E vonf wverbindet, und dieselbe Construction wiederholt ausfuihrt, so
bekommt man weitere drei Punkte R, S, T des gesuchten Kegelschnitts und kann
denselben nun aus den funf realen Punkten P, Q, R, S, T construiren.

Wenn eine der Geraden, z. B. PA den Kegelschnittf" nicht in realen
Punkten schneidet, sondern die Schnittpunkte als die conjugirt complexen
Doppelpunkte zweier auf einander liegenden projectiven Punktreihen auftreten,
so hat man von der Involution, in welcher PA das Kegelschnittbischel
schneidet, ein reales Punktpaar AAX und ein conjugirt complexes, und es
kommt nun zur Ergédnzung dieser Involution darauf an, durch dieses complexe
Punktpaar und einen ausserhalb PA liegenden beliebig angenommenen realen
Punkt E einen Kreis zu legen.

Sind GHIJy”~G'H'J"' drei Paare entsprechender Punkte der projectiven Punkt-
reihen, durch deren Doppelpunkte der gesuchte Kreis gehen soll, so verbinde
man E mit G, H und J\ construire den Kreis, in welchem der auf der Sehne
G'H' stehende Peripheriewinkel dem Winkel GEH gleich ist, sowie den Kreis,
der HJ zur Sehne und auf derselben einen Peripheriewinkel gleich H FJ hat.
Diese beiden Kreise haben ausser H' noch einen realen Punkt K gemein. Da
nun in den beiden Buscheln F und K die entsprechenden Winkel gleich sind,
so liegen die Punkte F und K und die Schnittpunkte der drei Paar entsprechenden
Strahlen auf einem Kreise, und die Strahlen, welche von F und von K aus die
Punkte dieses Kreises projiciren, treffen die Gerade GG' in entsprechenden
Punkten der beiden projectiven Punktreihen. Also ist dieser Kreis der gesuchte.
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B. Die Construction des Kegelschnitts einer Schaar, der eine
gegebene Gerade berthrt, lasst sich der soeben mitgetheilten leicht nachbilden.

10. A. Wenn eine Gerade T ein Buschelkegelschnitt f bertdhrt, so fallen
in den BerUhrungspunkt die beiden Schnittpunkte von f und T, also zwei
Punkte eines Paares der Involution zusammen, welche auf T von den Kegel-
schnitten des Buschels ausgeschnitten wird, folglich ist der BerUhrungspunkt ein
Doppelpunkt dieser Involution. Umgekehrt: Bestimmt man auf einer Ge-
raden T die Involution, in welcher sie die Kegelschnitte eines Biischels durch-
setzt, und legt einen Kegelschnitt f des Buschels durch einen Doppelpunkt A
dieser Involution, so fallt auch der andere Schnittpunkt von / und T in den
Punkt A der Kegelschnitt f berthrt also die Gerade T.

Hieraus sieht man, dass es zwei Kegelschnitte (die beide real oder
beide imagindr sind) eines Bilschels giebt, die eine gegebene [Gerade
beruhren; und zugleich, wie man diese Kegelschnitte construirt.

B. Construirt man in der Strahleninvolution der Tangentenpaare, welche von
einem Punkte P an die Kegelschnitte einer Schaar gelegt werden, die Doppel-
strahlen, und construirt den Kegelschnitt 9 der Schaar, welcher einen dieser
Doppelstrahlen A berthrt, so kann durch P ausser A keine weitere Tangente
an 9 gezogen werden, also ist P der Berthrungspunkt, also geht 9 durch P.
Hieraus folgt: Es giebt zwei Kegelschnitte einer Schaar, die durch
einen gegebenen Punkt gehen, sie beruhren die Doppelstrahlen der
Strahleninvolution, welche die von dem Punkte an die Kegelschnitte
der Schaar gelegten Tangentenpaare bilden.

11. Wenn ein Kegelschnittblischel die Ecken D} F, E, G eines Vierecks zu
Tragern hat, so sind die drei Paare Gegenseiten DE und EG, DF und EG, DG
und E F besondere Kegelschnitte des Buschels. Hieraus folgt: Die drei Paare
Gegenseiten eines vollstandigen Vierecks werden von jeder Geraden
in drei Punktpaaren einer Involution geschnitten.

Dies ergiebt eine Methode, eine quadratische Involution linear zu
erganzen: Sind A und A’,

B und B* zwei Paare und soll
man den zu C gehdrigen Punkt
construiren, so verbinde man
A, B und C mit einem Punkte
D ausserhalb AB®, projicire
einen Punkt E der Geraden
CD von A’ und B aus aufDB"
undDA, unddurchschneide AB*
mit der Geraden FG\ dann ist
CC1 ein Paar der Involution. ... y

12. Wir kntupfen hieran die Frage nach den Parabeln, die in einem Kegel-

schnittblschel enthalten sind und beschranken uns auf den Fall, dass die Kegel-
schnitte des Buischels vier reale Schnittpunkte B XB 2B %8+ haben. (Vergl. 8§11, No. 6).
Wahlt man das gemeinsame Polarendreieck zum Achsendreieck, so enthalt
jeder Kegelschnitt K = axx\ 4- a2x$ + azx\ = 0, der durch einen der vier
Punkte B geht, auch die drei andern; werden die Coordinaten von B, mit
XXi x2i xzi bezeichnet, so folgt daher fir diese Coordinaten die Proportion:
2 xh :xh = x?2:xh :xh = xh :xh :xh — xh xfs *34



i6cp Analytische Geometrie;

Bezeichnet marl die positiven Wurzeln aus x$x, x$x, x$x der Reihe nach
mit bx, b2, b3, so haben daher die Coordinaten der Punkte Bi die Werthe

Die erste Coordinatengruppe enthélt lauter positive Werthe; von jedem
Viereck liegt also ein Eckpunkt im Innern des Dreiecks der Diagonal-
punkte. Dieser Punkt werde mit B x bezeichnet.

Die Gleichungen der drei Paare Gegenseiten des Vierecks B XB 2B 3B Asind

Als «Gebilde zweiter Ordnung haben das erste und das zweite Paar die
Gleichungen: (b3x2 — b2x3){b3x2 + b2x3) s= b\x\ — b\xl = 0,
Noxx3 — bXX)\bxx3 + b3xx) = b\xf - b\x\ = 0.

Die Gleichung jedes durch die Punkte B gehenden Kegelschnitts wird daher
in der Form erhalten: (b*x$ — b$xg) + X(b*xg —b$x?) = 0, oder geordnet
— Xb%x\ + b\x\ 4- (\b* _ b\)x2 = 0.

Ist diese Curve eine Parabel, so ist (§ 13, No. 18 und 23):
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Man Uberzeugt sich leicht, dass in diesem Falle die drei andern Punkte
B2, B3, B4 in den an den Seiten des Achsendreiecks anliegenden zweieckigen
Feldern sich befinden, und dass B x im Innern des Dreiecks B2B 3B x liegt.
Auch sieht man leicht, dass, wenn ein Eckpunkt B x eines Vierecks im Innern
des Dreiecks der drei andern liegt, dieser Punkt positive Coordinaten in Bezug
auf das Dreieck der Diagonalpunkte hat, und daher die Gleichung 2. erflllt
ist.  Wir schliessen daher: Durch vier im Endlichen liegende Punkte
lassen sich nur dann zwei Parabeln legen, wenn keiner sich im Drei-
ecke der drei andern befindet.

Der Fall, dass durch die vier Punkte nur eine Parabel mdglich ist, tritt ein,

wenn eine von den drei Gleichungen gilt:
bx = \hx, b2 — \h2, b3 — \h3.

Wie man leicht sieht, ist dann einer der Punkte B 2 B 3 B x unendlich fern.

Durch drei im Endlichen und einen (in bestimmter Richtung) unend-
lich fern liegenden Punkt ist eine Parabel eindeutig bestimmt.

13. Sind Kx = 0, K2= 0, K3 — Kx + y2K2 — 0 die Gleichungen
dreier Kegelschnitte eines Blschels oder einer Schaar, so kann man bei geeigneter
Wahl des Verhéltnisses rx:r2 die Gleichung jedes vierten Kegelschnitts des
Buschels oder der Schaar in der Form schreiben K = + r2\WK2 — 0.

Der Quotient rx:r2 heisst das Doppelverhédltniss der vier Kegel-
schnitte KxK 2K 3K x und wird durch (KXK 2K 3K) bezeichnet.

Auf Grund dieser Definition kdnnen Kegelschnittblschel und Kegelschnitt-
schaaren in den Kreis projectiver Gebilde gezogen werden: Sind RXR 2R 3 und
RxR2B3 die Gleichungen fur je drei Punkte einer Geraden, oder
Strahlen eines Buschels, oder Punktepaare einer Punktinvolution,
oder Strahlenpaare einer Strahleninvolution, oder Kegelschnitte
eines Buschels oder einer Schaar, und werden je zwei Elemente
(Punkte, Strahlen, Punktpaare, Strahlenpaare, Kegelschnitte) der beiden Ge-
bilde auf einander bezogen, fur welche (RX2R3R) = {RxXR2R3R")t
so heissen die beiden Gebilde projectiv.

Beachtet man die Gleichungen der Polaren eines Punktes fur die Kegel-
schnitte eines Biischels Kx =0, K2= 0, K3 = 0, K = 0, so findet
man sofort: Das Polarenbiischel, welches die Polaren eines Punktes
in Bezug auf die Kegelschnitte eines Bilschels bilden, ist mit dem
Kegelschnittbischel projectiv. Insbesondere: Das Buschel der Tan-
genten, welche die Kegelschnitte eines Buschels in einem Trager
des Buschels berthren, ist mit dem Kegelschnittbischel projectiv.
Ferner folgt aus No. 7: Ein Kegelschnittbischel und alle die Punkt-
involutionen, in denen das Buschel von den Geraden einer Ebene
geschnitten wird, sind projectiv, und zwar entspricht einem Kegel-
schnitt des Buschels das Punktepaar jeder Involution, das auf dem
Kegelschnitte liegt.

Die Punktreihe, in welcher eine durch einen Trager gehende
Gerade die Kegelschnitte eines Biuschels schneidet, ist mit dem
Buschel projectiv.

Ebenso findet man: Die geradlinige Punktreihe, welche die Pole
einer Geraden in Bezug auf die Kegelschnitte einer Schaar bilden,

Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II, T
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ist mit der Schaar projectiv. — Die Reihe der Punkte, in welchen
die Kegelschnitte einer Schaar einen Trager der Schaar berUhren,
ist mit der Schaar projectiv. — Die Strahleninvolutionen, welche von

den Tangentenpaaren gebildet werden, die man von den Punkten
der Ebene an die Kegelschnitte einer Schaar legt, sind mit der
Schaar projectiv. — Das Tangentenbtischel, welches von einem
Punkte eines Tragers an die Kegelschnitte einer Schaar gelegt
werden kann, ist mit der Schaar projectiv.

14. Die Aufgabe: Drei Paare entsprechende Elemente einer Punkt-
reihe und eines projectiven Kegelschnittbischels sind gegeben; man
soll zu einem Punkte der Reihe den entsprechenden Kegelschnitt
des Buschels construiren — wird auf folgendem Wege gelost.

Es seien PxP22Z%8 die gegebenen Punkte, und K xK2K3 die gegebenen ent-
sprechenden Kegelschnitte.

a) Ist ein realer Trager des Buschels bekannt, so ziehe man durch den-
selben eine Gerade und bestimme die Punkte QxQ”Qz’ in welchen diese
Gerade die Kegelschnitte KxK2K3 schneidet. Hierauf construire man den
Punkt <2 der Punktreihe QXQ”Q3 so, dass (<2i (?2Qs Q) = (~i A ™3 Dann
ist Q ein Punkt des gesuchten Kegelschnitts. Fuhrt man diese Construction
an vier durch den Trager gezogenen Geraden aus, so hat man mit dem
Trager funf reale Punkte und kann dann nach pascar weiter construiren.

) Ist kein realer Trager bekannt, so construire man die Polaren TXr2T3
eines beliebigen Punktes A in Bezug auf die Kegelschnitte KxK2 K3 und con-
struire den Strahl T so, dass (TXT273T) = (PXP2P3P). Ferner construire man
die Schnittpunktpaare B XCX und B 2C2 einer durch A gehenden Geraden a und
der Kegelschnitte Kx und A2. Man hat nun das Punktepaar XY der durch
BXCX und B 2C2 bestimmten Involution aufzusuchen, das zu dem Punkte A und
zu dem Schnittpunkte A' der Geraden a und T harmonisch liegt; dieses Paar
ist der Durchschnitt der Geraden a und des gesuchten Kegelschnitts.

Alle Paare, welche zu AA" harmonisch sind, bilden eine Involution, welche
A und A} zu Asymptotenpunkten hat. Construirt man zwei in realen Punkten D
und E sich schneidende Kreise, welche a in A und A' berthren, so bestimmen
dieselben das Kreisbuschel, welches die Gerade a in den Punktepaaren der zu
A und A gehorenden Involution schneidet. Construirt man ferner zwei Kreise,
von denen einer durch B XCX der andere durch B2C2 geht, und die beide
den Punkt D enthalten, so haben diese Kreise noch einen realen Punkt F ge-
mein. Der durch die drei Punkte Z> E, F bestimmte Kreis trifft alsdann a in
dem gesuchten Punktepaare X V. Wiederholt man diese Construction an noch
zwei durch A gehenden Geraden, so hat man dann sechs reale Punkte des ge-
suchten Kegelschnitts.

Die Auflosung der dual entsprechenden Aufgabe: Von einem Strahlen-
bischel und einer projectiven Kegelschnittschaar sind drei Strahlen
und die entsprechenden Kegelschnitte gegeben; man soll den Kegel-
schnitt construiren, der einem Strahle des Bischels entspricht —
lasst sich der soeben mitgetheilten Construction leicht nachbilden.

15. Wir schliessen noch einige Betrachtungen Uber das System von Kegel-
schnitten einer Ebene an, die zwei Punkte gemein haben, sowie Uber das dual
entsprechende System von Kegelschnitten, die zwei Tangenten gemein haben.
Die Gesammtheit der Kegelschnitte einer Ebene, die zwei Punkte gemein haben,
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wollen wir als ein System mit zwei Tragern, oder kirzer als ein zwei-
punktiges System (von Kegelschnitten) bezeichnen.

Die Kreise einer Ebene haben die beiden imagindren Kreispunkte gemein,
bilden also einen besonderen Fall eines zweipunktigen Systems.

Die Gerade, welche die realen oder conjugirt complexen Grundpunkte ent-
halt, heisse die Achse des Systems. Je zwei Kegelschnitte des Systems haben
ausser der Achse noch eine gemeinsame Secante; sie mag die zweite Secante
der beiden Kegelschnitte heissen.

Wéhlt man die Trager zu Ecken A2 und A3 des Coordinatendreiecks, so
geniigen die Coordinaten xx = x2 = 0, und xx = x3 = 0 der Gleichung
jedes Systemkegelschnitts; also ist die allgemeine Form der Gleichung
1- a\\\ h 2ax2xx2 + 2ax3XxXX3 -~ 2a23x2x3 = 0.'

Soll der Kegelschnitt nicht in die Achse und eine weitere Gerade degeneriren,
so muss a23 von Null verschieden sein, und man kann der Gleichung die
Form geben

2. K es axx™ + a2xxx2 as3xxx3 -t- x2x3 = 0.
Ein zweiter Kegelschnitt des Systems habe die Gleichung

3. K" = bxxX -+ baxxx2 -t- baxxx3 + x2x3 — 0.
Hieraus folgt

4. K K x = x x \{(ix ~) x\ -+- (02 $2) x % ~F (&3 ~3) = 0.
Hieraus schliessen wir, dass

5. L = (ax—bx)xx+ (a2—b2)x2 H (a3—b3)x3 = 0

die Gleichung der zweiten Secante von K und K x ist.
Die zweiten gemeinsamen Secanten der drei Paare Kegelschnitte des Systems
KxK 2, K2K 3 K3K™ seien 83, %, 82; dann ist
Xxx2x = K2 — K3 xx$2 = K3 —KX, Xx%3 = Kx— K2
Hieraus folgt die Identitat Si+ S 2+ (8 = 0. Dies ergiebt den Satz: Die
drei zweiten Secanten dreier Kegelschnitte eines zweipunktigen
Systems schneiden sich in einem Punkte.

16. Ein Kegelschnitt K des durch zwei Kegelschnitte KXK2 des Systems
bestimmten Buschels hat die Gleichung K = -+ k2Af2 = 0, wobei wir
ohne Beschrdnkung A X = 1 voraussetzen kdnnen.

Die Gleichung irgend eines andern Systemkegelschnitts sei K* — 0; fur die

Gleichung der zweiten Secante L' von K und K® ist alsdann
L' = K—K" =0

Nun ist K = WK X-+ \ZeK2] da x H X2 = 1, so kann man fur K1

schreiben (Xx -t- X2)ATr; hierdurch erhélt man
xXV = WKX—K') + X{Kz2—K").

Sind Lx — 0 und L2 = 0 die zweiten Secanten von KX ' und K:2K*,

so ist daher
L = XLx -+ XZ2.

Hieraus folgt, dass der Schnittpunkt der Geraden L x und L 2 auch auf Z'
liegt. Da nun der Schnittpunkt von L x und Z2 nach No. 14 auf der zweiten
Secante des durch die Kegelschnitte Kx und K2 bestimmten Buschels (d. i. auf
der zweiten Secante von Kx und K2) liegt, so haben wir den Satz: Ein
Buschel in einem zweipunktigen Kegelschnittsysteme wird von einem
andern Systemkegelschnitte K" so geschnitten, dass die zweiten
Secanten von K" und den Kegelschnitten des Buschels sich in einem
Punkte der zweiten Secante des Buschels treffen.

1
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17. Der soeben entwickelte Satz lehrt die Construction der Kegel-
schnitte eines Buschels, die einen Kegelschnitt K* berdhren, der
durch zwei Trager des Buschels geht. Es seien ABCD die Trager des
Buschels, und K* gehe durch A und B. Man construire die zweite Secante L
eines Bischelkegelschnitts und des Kegelschnitts K™\ vom Schnittpunkte der Ge-
raden L und CD aus lege man Tangenten an K'; und construire die Bischel-
kegelschnitte, welche durch die Berlihrungspunkte dieser Tangenten gehen.

18. Die Gesammtheit der Kegelschnitte einer Ebene, die zwei gemeinsame
Tangenten haben, heisse ein System mit zwei Grundlinien, oder kirzer ein
zweiliniges System. In &hnlicher Weise, wie die analogen Satze fir das
zweipunktige System, findet man fiur das zweilinige System:

Legt man ein Coordinatendreieck zu Grunde, in welchem die gemeinsamen
Tangenten die durch Ax gehenden Seiten sind, so ist die Gleichung eines
Systemkegelschnitts A as al« P2 -#m a2uxu2 -+~ a3uxu3 + u2u3 = 0.

Die Gleichung des Schnittpunktes des zweiten gemeinsamen Tangentenpaares
M der Systemcurven Rx und ist

M - LA, —*) =0

In einem zweilinigen System liegen die drei Schnittpunkte der
drei zweiten gemeinsamen Tangentenpaare dreier Kegelschnitte auf
einer Geraden; die Schnittpunkte der zweiten gemeinsamen Tangen-
tenpaare eines Kegelschnitts mit den Kegelschnitten einer Schaar
liegen auf einer Geraden, die durch den Schnittpunkt des zweiten
gemeinsamen Tangentenpaares der Schaar geht.

Mit Hulfe dieser Satze kann man die beiden Kegelschnitte einer Schaar
finden, die einen Kegelschnitt tangiren, der von zwei Grundlinien der Schaar
berthrt wird.

§ 15. Curven dritter Ordnung. Construction derselben aus neun
gegebenen Punkten.

1 Wir geben in den folgenden Abschnitten eine Reihe von Entwicklungen
aus der Geometrie der Curven dritter Ordnung, die sich an das bisher Mit-
getheilte zunachst anschliessen.

Unter einer Curve «ter Ordnung versteht man eine Curve, deren Gleichung
in Punktcoordinaten vom Grade n ist.

Die allgemeine Form der Gleichung einer Curve dritter Ordnung in Bezug
auf ein homogenes Coordinatensystem ist

f =3 ' 3axx2x@x2 -b 3axx3x"x3 ~b 3ax22xxx2 "b 6al23xxx 2x 3

~b 3al33xxx 2 ~b a222xg -+ 3a223x2x3 H 3a233xX2 4- aBXB = 0.

Bildet man die Summe ILciikiXiXkXi, indem man fir jeden der Indices i, k, |
der Reihe nach die Nummern 1, 2, 3 nimmt, und setzt dann die Coefficienten aiki
einander gleich, die sich nur durch die Anordnung der Indices unterscheiden,
so erhdlt man die Function /; es mag daher unter dieser Voraussetzung die
Function f durch die Summe ‘laikiXiXkXi bezeichnet werden.

Soll eine Curve dritter Ordnung durch einen gegebenen Punkt P* gehen, so
sind die Coefficienten aiki so zu wahlen, dass der Gleichung laikiXi Xkx} = 0
genugt wird; dies ist eine homogene lineare Gleichung fur die zehn Grdssen Uiki.
Durch neun solcher Gleichungen sind die Verhéltnisse
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bestimmt. .Hieraus ioigt: n,me curve urmer wrunuug ist uunu ucuu
Punkte bestimmt.

Die Gleichung einer durch neun Punkte Px, P2, P3... P2 gehenden Curve
dritter Ordnung ist die Bedingung dafiir, dass der verdnderliche Punkt derselben
cubischen Gleichung genugt, wie die gegebenen, dass also die zehn Gleichungen
vereint sind

2 Clik IXi X £X 1 — o,
2c-ikl xxklxtj = 0,
2dikl  2xkz2x12 == 0,
2 &ikIXi2Xk3X1~ - 0.

Die Bedingung fur den Verein dieser zehn Gleichungen ist

also ist/== 0 die gesuchte Curvengleichung.
2. Die Coordinaten der Punkte, in denen sich zwei Curven dritter
Ordnung schneiden, werden auf folgendem Wege ermittelt:
Die Gleichungen der beiden Curven seien
1. /' =3 IdikiXiXkXi = 0, 2. f" = |IbikiXiXkXi = 0.
Die Coordinaten der Schnittpunkte vonf' undf" sind die Werthe von xx,
x2, x3, die den Gleichungen 1 und 2. und der Gleichung

3.
genudgen. Aus 3. zieht man

4. 3

und setzt dies in 1. und 2. ein; dann erhélt man zwei nicht homogene cubische
Gleichungen zwischen xx und x2, die nach Potenzen von x2 geordnet in der
Form erscheinen

Hierin sind Av Bx, A2, B2, A3, B3 Ausdrucke von demselben Grade in xv
den der Index angiebt; A0 und B0 sind von den Coordinaten unabhéangige Zahlen.

Um aus diesen beiden Gleichungen x2 zu eliminiren, multipliciren wir die
Gleichungen 5. und 6. der Reihe nach mit x2 und x 2 und erhalten so im Ganzen
die sechs Gleichungen:

Betrachtet man diese sechs Gleichungen als homogene lineare Gleichungen
der sechs Grossen x2, x£, x2, . . . x5, so folgt
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Denkt man sich statt R zundchst eine andere Determinante R', welche a
R hervorgeht, indem man die Nullen jeder Zeile durch Symbole A und B erset;
die man derart mit Indices versieht, dass die absteigende Folge der Indices
jeder Zeile nicht gestort wird (so dass man also die Nullen der ersten Zeile d
Reihe nach durch A—x und A—2, die der letzten durch B-g und B 4 ersetzt), ut
bezeichnet dann das Element, weiches der Zten Zeile und der >ften Colom
angehort, mit Ck, so Uberzeugt man sich leicht, dass in den Elementenpaari
CikCrs und CisCrk, wenn man die ¢ wieder durch die Elemente von R' erset;
die Summe der unteren Indices dieselbe ist; z B. ist c2acas = A2B -2, ui
M3 = die Summe der Indices also in beiden Paaren gleich Nu

Hieraus folgt sofort, dass in der Determinante R’ die Summe der Indio
aller Glieder gleich der Indexsumme des Diagonalgliedes, also = 9 ist. Die
Thatsache wird nicht geandert, wenn man As = A4 = A-x= A-2= Bz3=1
— i= B—2 = 0 setztund dadurch zur Determinante R zurtickkehrt. E
nun der Index an A oderB den Grad dieser Funtion in Bezug auf die Coc
dinate xx angiebt, so folgt: Die Determinante R ist vom neunten Grac
bezlglich der Unbekannten xt.

Wéhlt man nun fur x| eine der neun Wurzeln der Gleichung R = 0, ur
setzt diese in die beiden Gleichungen F* = 0 und F"— 0 ein, so lasst sic
zeigen, dass diese beiden Gleichungen wenigstens eine gemeinsame Wurzel j

haben. Denn multiplicirt man die Colonnen in R der Reihe nach mit xg, X,
2 a ~4 r5 nnrl arlrlivf rKo ofo N AN A~ N x x4, n

fur x1 eine der neun Wurzeln von R — 0, sowie flr x2 der Reihe nach die
zugehoérigen Wurzeln von F" = 0, so wird R = FF" + QF" = 0, und F" = 0,
also auch FF' = 0. Da nun P vom zweiten Grade ist, so muss fir wenigstens
eine der drei Wurzeln x2 die Function F* verschwinden.

Um diese Wurzel zu bestimmen geht man auf die Gleichungen zurick
F' == /I 4 A.v i ~ w2 i x/~3 n
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Haben die Gleichungen F' und F" zu der Wurzel xx zwei gemeinsame
Wurzeln fur x2, so verschwindet S identisch, und zur Berechnung der beiden
Wurzeln gentigen die beiden Gleichungen

F' s= A3 A2X2 +- AXX2 +- AXB = 0,
F'"s 53+ B2 Bxx2H B0x3 = 0,
aus denen man durch Elimination von x£ die quadratische Gleichung erhélt
AO(M3 B a 2x2 “F ANx2)  -AO(M3 “F A aX2Y) ==
welche die beiden gemeinsamen Wurzeln x 2 ergiebt.

Im Allgemeinen gehért zu jeder Wurzel x x der Gleichung R = 0 eine ge-
meinsame Wurzel x2 — — S0: Sx der Gleichungen F' = 0 und F'1=0. Wir
schliessen hieraus: Zwei Curven dritter Ordnung haben neun Schnitt-
punkte; davon ist wenigstens einer real.

3. Soll eine Curve Ill. O. durch acht Punkte Px, P2 ... P& gelegt werden,
so stelle man die neun Gleichungen auf

Diese Determinante zerféllt in die Summe zweier Determinanten

11. / — a\\\f -F 3di12/",
wobei /' und f" die Functionen dritten Grades sind

Die Gesammtheit der durch die gegebenen acht Punkte gehenden Curven
dritter Ordnung ergiebt sich, wenn man in 11. dem Verhdltniss der beiden unbe-
stimmt gebliebenen Coefficienten alxl : 3#112 alle moglichen Werthe giebt.

Aus 11. folgt, dass alle Punkte, fur welchef = 0 undf" = 0 ist, auch
auf der Curvef = 0 liegen. Nun sindf = 0 und f" = 0 zwei vollig bestimmte
Curven dritter Ordnung, haben also neun bestimmte Schnittpunkte. Unter diesen
sind die acht gegebenen Punkte, da fir jeden derselben die erste Zeile in/
und f* mit einer der ubrigen identisch wird, und daher /* und /" verschwinden.
Wir schliessen daher: Alle Curven dritter Ordnung, die durch acht
gegebene Punkte gehen, haben noch einen durch die gegebenen
Punkte bestimmten neunten realen Punkt gemein.
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Oder: Wenn zwei Curven IIl. 0. A und B durch acht Punkte einer
Curve Ill. O. C gehen, so liegt auch ihr neunter Schnittpunkt auf C.
4. Die Coordinaten der Schnittpunkte der Curve Idiki x2x~x/ = 0 und der

Geraden dxxx - G, 33 = 0 sind die Losungen des Systems
1 —dik I Xjxfexl 0, 2 dxxx f—d2x2 $F-dax3= 0, 3 -rﬁx.(_h;fm(-h. -1

Aus den Gleichungen 2. und 3. kann man x2 und x3 linear durch xx aus-
dricken. Setzt man diese Werthe in 1, so erhdlt man eine cubische Gleichung
fur xx; zu jeder der drei Wurzeln folgen dann aus 2. und 3. die zugehdrigen
Werthe von x2 und x3. Wir sehen daher: Eine Curve dritter Ordnung
hat mit einer Geraden drei Schnittpunkte, von denen wenigstens
einer real ist.

Legt man eine Gerade durch zwei Punkte PP X einer Curve Ill. O. C'",
so hat dieselbe mit C"™ noch einen Punkt Q gemein. Rickt man P x an Pt
bis der Abstand PP X verschwindet, so bleibt Q im Allgemeinen in endlicher
Entfernung von Px und die Gerade PP X wird zur Tangente der Curve. Wir
finden daher: Eine Gerade, die eine Curve dritter Ordnung in einem
Punkte P berihrt, schneidet die Curve noch in einem realen Punkte Q.

Dieser Punkt Q wird der Begleiter des Punktes P genannt.

Um die Coordinaten der Schnittpunkte einer Curve dritter Ord-
nung und eines Kegelschnittes zu finden, setze man
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wobei P eine lineare Function von x2 ist. Setzt man nun in P F QG fur xx
eine Wurzel der Gleichung 7. und alsdann fir x2 der Reihe nach die beiden
zugehorigen Wurzeln der Gleichung G = 0 ein, so folgt, dass auch PF — 0
ist; da nun P linear in x2 ist, so muss wenigstens fur einen der beiden Werthe
von x2 die Function F verschwinden. Diese gemeinsame Wurzel der Gleichungen
F = 0und G = 0 findet man durch Zusammenstellung der drei Gleichungen

R = 0 zwei zugehdrige gemeinsame Wurzeln x2, némlich die Wurzeln der
Gleichung G = 0. Im Allgemeinen gehdrt zu jeder der sechs Wurzeln xx (der
Gleichung 7) eine gemeinsame Wurzel x2 = — S0: Sx der Gleichungen F = 0
und G = 0; berechnet man zu jedem dieser Werthe von xx und x2 noch die
Coordinate x3 nach der Gleichung 4., so hat man die Coordinaten eines Schnitt-
punktes. Wir haben also gefunden: Eine Curve dritter Ordnung und ein
Kegelschnitt haben sechs Schnittpunkte.

5. Schneidet man eine C"" durch eine Gerade Tx in den Punkten 1, 2, 3
und durch eine andere Gerade T2 in 4, 5, 6, verbindet diese Punkte paarweis
durch die drei Geraden SX52S3, und verbindet die dritten Schnittpunkte 7 und 8
der Geraden Sx und S2 mit C'"" durch eine Gerade T3, so hat man zwei
Curven IIl. O., namlich die Geradentripel TXT2T3 und SXS2S3, die acht
Schnittpunkte, nédmlich die Punkte 1... 8, auf C' haben; also liegt auch ihr
neunter Schnittpunkt auf C*", d. i. T3 geht durch den Punkt 9, in welchem C™
von S3 geschnitten wird. Werden also die Schnittpunkte einer Curve
dritter Ordnung und zweier Geraden paarweis durch drei Gerade ver-
bunden, so schneiden diese die Curve in drei Punkten einer Geraden.

Riuckt T2 unendlich nahe an Tx, so werden SXS2S3 zu Tangenten der
Curve, und 7, 8, 9 werden die Begleiter von 1, 2, 3. Liegen drei Punkte
einer Curve dritter Ordnung auf einer Geraden, so liegen auch ihre
Begleiter auf einer Geraden.

Es kann sich ereignen, dass eine Gerade mit einer Curve dritter
Ordnung drei zusamm enfallende Punkte gemein hat. Eine solche Gerade
heisst Wendetangente der Curve, der Punkt heisst Wendepunkt. Denkt man
sich jeden von zwei Wendepunkten in drei unendlich nahe Punkte aufgeldst,
so schneiden die drei Geraden, welche diese Punkte paarweis verbinden, die
Curve wieder in drei unendlich nahen Punkten; da nun diese auf einer Geraden
liegen, so folgt: Eine Gerade, die zwei Wendepunkte einer Curve dritter
Ordnung verbindet, trifft die Curve noch in einem dritten Wendep unkte.

6. Verbindet man die sechs Schnittpunkte 1, 2, 3, 4, 5, 6 einer Curve dritter
Ordnung CI' und eines Kegelschnitts K paarweis durch drei Gerade T XT2T 3,
durchschneidet mit diesen CI' in den Punkten 7 89 und verbindet 7 und 8
durch eine Gerade S, so hat man zwei Curven dritter Ordnung, namlich das
Geradentripel TXT2T3 und denVerein des Kegelschnitts K und der Geraden S,
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welche acht Schnittpunkte 1 ... 8 auf C'n haben; also liegt auch der neunte
Schnittpunkt auf C*', d. i. S geht durch 9. Wir schliessen daher: Die drei
Geraden, welche die sechs Schnittpunkte eines Kegelschnitts und
einer Curve Ill. O. paarweis verbinden, schneiden die Curve in drei
Punkten einer Geraden. Wenn ein Kegelschnitt eine Curve Ill. O. in
drei Punkten beruhrt, so liegen die Begleiter der Berihrungspunkte
in einer Geraden.

Legt man durch die Schnittpunkte 1, 2, 3 einer Curve Ill. O. und einer Ge-
raden £ drei Gerade TXT2TZ welche die C~1 in den sechs weiteren Punkten
4,5, 6, 7, 8, 9 treffen, und legt durch die funfPunkte 4, 5, 6, 7, 8 einen Kegelschnitt
K, so haben das Geradentripel TxT2T3 und der Verein von £ und K acht
Schnittpunkte 1... 8 auf C™\ also liegt auch der neunte auf C"1 d. i. K geht
durch 9. Hieraus folgen die Satze: Liegen von den neun Punkten, in
welchen eine Curve Ill. O. von drei Geraden geschnitten wird, drei
auf einer Geraden, so liegen die andern sechs auf einem Kegel-
schnitte. Zieht man durch jeden dreier aufeiner Geraden liegenden
Punkte einer C' eine Tangente an dieselbe, so wird sie in diesen
drei Punkten von einem Kegelschnitte berihrt. — Zwei durch einen
Punkt einer CI' gezogene Gerade und eine durch den Begleiter
gehende treffen die CI' in sechs Punkten eines Kegelschnitts. —
Drei durch einen Wendepunkt einer CI' gehende Gerade treffen die
C in sechs Punkten eines Kegelschnitts.

7. Legt man durch vier Punkte AB CD einer C"1 einen Kegelschnitt
und verbindet die beiden fernen Schnittpunkte 5 6 von K x und CI' durch eine
Gerade Tx; legt man ferner durch AB CD einen andern Kegelschnitt K2, und
zieht die Gerade T2 durch die ferneren beiden Schnittpunkte 7, 8 der Curven
C und K2\'so hat man zwei Curven Ill. O. namlich den Verein von Kx und
T2 und den von K2 und Tx, welche die acht Schnittpunkte ABCD 5 6 7 8 auf
der Cuive C~1 haben; mithin liegt auch ihr neunter Schnittpunkt auf C"', also
schneiden sich Tx und T2 in einem Punkte E der Curve C".

Dieser Punkt E ist nur von K x abh&ngig; denn durch Kx sind die Punkte
5 und 6, also die Gerade Tx, also ihr weiterer Schnittpunkt E mit C'" bestimmt.
Setzt man nun fir K2 nach einander alle Kegelschnitte des Buschels mit den
Tragern AB CD, so andert T2 seine Lage, geht aber immer durch E, beschreibt
also ein StrahlblUschel, dessen Trager E auf Cm liegt. Wir haben daher:
Liegen die Trager eines Kegelschnittbtischels auf einer Curve Ill. O.
so bilden die Geraden, welche die weiteren zwei Schnittpunkte
jedes Buschelkegelschnitts und der Curve verbinden, ein Strahl-
bischel, dessen Trager auf der Curve liegt.

8. Die Gleichung jeder Curve IIl. O. C", die durch die neun Punkte
AB CD 5678E geht, ist unter der Form enthalten

f = axKxT2+ a2K2Tx — O;
denn man kann das Verhaltniss ax : a2 immer so bestimmen, dass der Gleichung
f ~ 0 durch einen beliebigen Punkt Po der Curve C+1 genligt wird, der mit
keinem der Punkte A ... E zusammenfallt. Bezeichnet man namlich die
Werthe, welche die Functionen K 2K XT 27\ fir die Coordinaten von B 0 annehmen,
mit K 20E 10T 20T 10> so hehme man ax:a2 = E 20TX0: — K 10T 20, also
. / = N20M0 ek xt2- e 10t20 =K 2TX= 0O;
diese wird durch die Coordinaten von P~ identisch, Da nun die Curvef mit

K X,
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C"™ zehn Punkte gemein hat, ndmlich ABCD5 678EPO0, so istf mit C

identisch.
Irgend ein Kegelschnitt des Buschels AB CD hat die Gleichung

3. K es YK X+ K2 = 0.

Um die Schnittpunkte dieses Kegelschnitts mit f zu erhalten, ersetzen wir
gemass der Gleichung 3. in der Gleichung 1. die Grésse K2 durch — 12
und erhalten
5. (\2axT2 —\xa2TxKx = 0.

Die Schnittpunkte von K undf befriedigen also theils Kx = 0, theils die
lineare Gleichung
6. T = \axT2 — \xaz2Tx = 0;
die ersteren sind die vier Tréger des Kegelschnittbischels; die letztere Gleichung,
welche von den beiden dbrigen Schnittpunkten der Curven K und f erfullt wird,
ist die Gleichung eines Strahles des Strahlbiischels T2T X dessen Trager E ist.
Aus den Gleichungen 3. und 6. ergiebt sich sofort:

Ein Kegelschnittblischel, dessen Trager auf einer Curve Ill. O.
liegen, und das Buschel der Strahlen, welche die beiden dbrigen
Schnittpunkte jedes Blschelkegelschnitts und der Curve Ill. O. ent-
halten, sind projectiv.

Jede Curve Ill. O. kann also auf unendlich vielfache Weise als
Ort der Schnittpunkte eines Kegelschnittbtischels und eines projec-
tiven StrahlblUschels angesehen werden. Man kann dabei die Tréager
des Kegelschnittbiischels ABCD beliebig auf der Curve auswahlen,
der Trager E des Strahlbtschels ist durch ABCD eindeutig bestimmt.

Der Punkt E heisst der den vier Punkten ABCD gegentberliegende Punkt.

9. Im vorigen Abschnitte ist gezeigt worden, wie man bei einem Strahl-

bischel und dazu projectiven Kegelschnittbiischel zu jedem Strahle T den zuge-
hérigen Kegelschnitt K construirt; und friher wurde gezeigt, wie man die Schnitt-
punkte eines Strahles mit einem Kegelschnitte findet.

Die Aufgabe, eine Curve dritter Ordnung aus neun gegebenen
Punkten zu construiren, ist daher geldst, sobald man im Stande ist, aus
neun gegebenen Punkten einer Curve dritter Ordnung zu vieren der-
selben den gegeniberliegenden Punkt zu construiren.

Sind ABCD 56789 die gegebenen Punkte, und nimmt man wieder ABCD
zu Tragern des Kegelschnittbschels, so kommt es darauf an, zu den funf Kegel-
schnitten K hK e K 7 Af8K 2 des Blischels, die der Reihe nach durch die Punkte 5, 6,
7. 8, 9 gehen, einen Punkt E zu construiren, so dass die Strahlen TATAT7Z°8Z'9,
die durch E und der Reihe nach durch 5, 6, 7, 8, 9 gehen, mit den Kegelschnitten
KsK 6K 7K sK 2 projectiv sind. Dies ist erreicht, wenn die beiden Doppelverhéltniss-
gleichheiten bestehen.

1. (r5TeT7T8) = {K,K,K7K,) und
2. (T.TeT7T2 = {KhK,K7K?2);

Das Doppelverhéltniss von vier Kegelschnitten eines Bischels ist dem Doppel-
verhéltniss der Tangenten gleich, welche die Kegelschnitte in einem Tréger
des Buschels berGhren. Wir sehen uns daher durch die Forderungen 1. und 2.
zundchst vor die Aufgabe gestellt: Den Ort der Punkte zu construiren,
von denen aus vier gegebene Punkte a [ 7, 8 durch Strahlen pro-
jicirt werden, die das Doppelverhéaltniss von vier gegebenen Strahlen

haben.
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Diese Aufgabe haben wir bereits geldst; wir haben in § 11, No. 15 A ge-
funden, dass dieser Ort ein Kegelschnitt ist, der durch die vier Punkte a, 3 7, 8
geht. Construirt man nun die Tangenten S5S & 7SsS9, welche die Kegelschnitte

z- B. in A beriihren, und hierauf den Kegelschnitt H x, auf dem
die Punkte liegen, von denen aus die Punkte 5 6, 7, 8 unter dem Doppel-
verhéltniss (S5S G5 7S 8) projicirt werden; sowie den Kegelschnitt H 2, auf dem die
Punkte liegen, von denen aus die Punkte 5, 6, 7, 9 unter dem Doppelverhaltniss
(S5S 6S 7S 9) projicirt werden, so geht H x durch 5, 6, 7, 8 und H 9 durch 5, 6, 7, 9;
H x und H 9 haben die drei gegebenen Punkte 5, 6, 7 gemein, und schneiden sich
daher in einem vierten realen Punkte; die Strahlen, welche denselben mit
5 6, 7, 8, 9 verbinden, gentigen den beiden Gleichungen

(r5ré6r,r8 = (sase5,58), (est,t7t,) = (
also auch den Gleichungen 1. und 2. Der vierte Schnittpunkt, den die
Kegelschnitte Hx und H9 ausser den Punkten 5 6, 7 gemein haben,
ist daher der gesuchte Punkt E, der den Punkten A, B, C, D gegen-
Uberliegt.

Hiermit ist die Aufgabe, eine Curve dritter Ordnung aus neun gegebenen
Punkten zu construiren, erledigt.

10. Diese Entwicklungen lassen noch einige brauchbare Folgerungen zu:

Der Ort der Punkte, welche vier Punkten ABCD von acht gege-
benen Punkten ABCD 567 8in allen durch diese acht Punkte gehenden
Curven dritter Ordnung gegenuberliegen, ist der Kegelschnitt H x,
von dem aus die Punkte 5 6, 7, 8 durch Strahlen projicirt werden,
die dasselbe Doppelverhéltniss haben, wie die durch diese Punkte
gehenden Kegelschnitte des Bilschels ABCD.

Ist 9 der neunte Schnittpunkt aller durch ABCD 5678 gehenden Curven
dritter Ordnung, sind E und E x Punkte des Kegelschnitts H x, und bezeichnet
man die von E aus durch 5 6 ... gehenden Strahlen durch E (5, 6 ...), sowie
die durch ABCD nach 5, 6. ..gehenden Kegelschnitte durch ABCD (5, 6. . ),
soistABCD(b, 6,7,8, 9~ E(b,6,7,89), ABCD (5,678, 9"~ E\b, 6,7,8,9),
mithin hat man die projective Beziehung .£(5, 6, 7, 8, d)yKE'(5, 6, 7, 8, 9), also
liegen die Punkte 567 8EE" und 9 auf demselben Kegelschnitte. Der neunte
Schnittpunkt aller durch acht gegebene Punkte gehenden Curven
dritter Ordnung liegt also auf dem Kegelschnitte der Punkte, die
vieren von den acht Punkten in allen diesen Curven gegeniiberliegen.

Construirt man den Kegelschnitt J der Punkte, die den Punkten A, B, C5
in den durch A, B, C, D, 5, 6, 7, 8 gehenden Curven Ill. O. gegenuberliegen, so
liegt der neunte Schnittpunkt 9 dieser Curven auch aufJ). Die Kegelschnitte H x
und] haben die gegebenen Punkte 6, 7, 8 gemein, mithin ist 9 der vierte Schnitt-
punkt von Hx und J. Hierdurch ist die Aufgabe gelost: Den neunten
Punkt zu construiren, in dem sich alle durch acht gegebene Punkte
gehenden Curven dritter Ordnung schneiden.

11. Die Aufgabe: Von den sechs Schnittpunkten eines Kegel-

schnitts K und einer Curve dritter Ordnung sind vier gegeben, man
soll die beiden andern construiren, ist nun leicht zu I6sen. Man sucht
den Punkt E, der den vier gegebenen Punkten ABCD in C' gegeniberliegt,
und construirt den Strahl T des Buschels E, der dem Kegelschnitt K des

Blschels ABCD entspricht; die Schnittpunkte von T und K sind die gesuchten
Punkte,
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12. Sind vier Schnittpunkte ABCD zweier Curven dritter Ordnung

C™ und D" gegeben, und von jeder noch fiunf Punkte, so kann man
den Kegelschnitt construiren, auf dem die Ubrigen funf Schnittpunkte
5 6, 7, 8, 9 liegen.

Man construire die Punkte E und E x, die den Punkten ABCD in C'" und
P" gegeniberliegen. Die Strahlblschel E und E*, die mit dem Kegelschnitt-
buschel die Curven C'™ und erzeugen, sind projectiv mit dem Kegelschnitt-
buschel, also auch unter einander projectiv;, die Schnittpunkte entsprechender
Strahlen bilden also einen Kegelschnitt K. Die Strahlen beider Bischel, die
durch 5, 6, 7, 8 9 gehen, entsprechen den durch diese Punkte gehenden Kegel-
schnitten, sind also entsprechende Strahlen; also liegen diese funf Punkte auf
dem Kegelschnitte K.

Die Construction der fehlenden vier Schnittpunkte 6, 7, 8, 9 zweier
Curven dritter Ordnung CI' und P", von denen funf Schnittpunkte
A B, C, D, 5 gegeben sind, kann auf die Construction der Schnittpunkte
zweier Kegelschnitte zurtickgefuhrt werden; denn construirt man zu den gegebenen
Schnittpunkten ABCD den Kegelschnitt K, auf dem die Punkte 5, 6,7, 8, 9
liegen, sowie zu den gegebenen Punkten AB Cb den Kegelschnitt K*, der die
Punkte D, 6, 7, 8, 9 enthélt, so sind die unbekannten vier Punkte die gemeinsamen
Punkte von K und K\

Sind sechs von den neun Schnittpunkten zweier Curven dritter
Ordnung gegeben, so construire man zu funf von ihnen die Kegelschnitte K
und K'\ diese haben dann den sechsten bekannten Punkt gemein und unsere
Aufgabe ist daher darauf reducirt, die drei unbekannten Schnittpunkte
zweier Kegelschnitte zu construiren, die einen gegebenen Punkt
gemein haben.

Sind sieben von den neun Schnittpunkten gegeben, so kennt man
von den Kegelschnitten K und K* bereits zwei Schnittpunkte, und
kann daher die beiden andern Schnittpunkte der Curven Ill. O. mit
Lineal und Zirkel construiren.

13. Die Aufgabe: Zu drei gegebenen Schnittpunkten eines Kegel-

schnitts und einer Curve dritter Ordnung die fehlenden drei zu con-
struiren, kann zugleich mit der Aufgabe geldst werden: Die beiden fehlenden
Schnittpunkte einer Geraden mit einer C'" zu finden, wenn der dritte
Schnittpunkt gegeben isjt.
Besteht eine Curve IIl. O. C™ aus
einem Kegelschnitte K und einer Geraden
T, so kann der Punkt, der drei Punkten
ABC des Kegelschnitts und einem Punkte
D der Geraden gegentiberliegt, in einfachster
Weise dadurch gefunden werden, dass man
aus dem Kegelschnittbiischel ABCD einen
moglichst einfachen Kegelschnitt, ein Ge-
radenpaar, herausgreift. Wahit man z. B.
das Geradenpaar AD, BC, und durch-
schneidet K mit AD in E, und T mit BC (M 425)
in F, so ist der Schnittpunkt G von K und
E F der gesuchte Punkt. Fuhrt man die gleiche Construction mit den Geraden-
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paaren DB, AC und DC, AB aus, so bestimmt man dadurch zugleich die pro-
jective Beziehung des Strahlbiischels G und des Kegelschnittbiischels ABCD.

Ist nun eine Curve dritter Ordnung P" durch die Punkte A, B, C, D und
funf weitere Punkte bestimmt, und soll man den Kegelschnitt construiren, der
die funf Ubrigen Schnittpunkte von C'™ und P" enthdlt, so bestimme man den
Punkt H, der ABCD in P" gegenlberliegt, sowie die Strahlen des Buschels H,
die den drei Geradenpaaren des Biischels ABCD entsprechen; dadurch ist die
projective Beziehung der Strahlbischel G und H bestimmt, und mithin der von
ihnen erzeugte, gesuchte Kegelschnitt gefunden.

Dieser Kegelschnitt enthélt die drei fehlenden Schnittpunkte von P" und K,
sowie die beiden fehlenden von P" und T.

Hierdurch ist die zweite der gestellten beiden Aufgaben gelést, und die
erste ist auf das Fundamentalproblem cubischer Aufgaben zuriickgefihrt: Ein
Schnittpunkt zweier Kegelschnitte (G) ist gegeben, man soll die drei
andern finden.

14. Zwei Strahlenpaare, welche einen gemeinsamen Trager haben,
Ausartungen von Curven zweiter Ordnung, und kdnnen ebenso, wie zwei eigent-
liche Kegelschnitte, zur Erzeugung eines Kegelschnittblschels dienen.

Sind T und T' die Strahlen des einen Paares, so sind die Gleichungen der

Strahlen des andern Paares von der Form aT —+alT" = 0, bT +~b'T" = 0,
mithin sind die Gleichungen der beiden Paare
1. TT' = 0 und (aT + a'T") (bT + bV) = 0.

Die Gleichung irgend eines Kegelschnitts des von den beiden Paaren be-
stimmten Kegelschnittbischels ist
2. Kss \TT h X(@T+ a'T") (bT + b'T) = 0.

Lost man die Klammern auf und ordnet, so erhalt man

K = \2ab «T2 + (Xx+ \2a'h + \ab") TT' + \ea'h" «T'2 = 0.

Die Function K ist eine homogene quadratische Function der Grossen T
und T*, und kann daher in zwei in Bezug auf T, T homogene lineare Faktoren
zerlegt werden, die sich durch Auflésung der quadratischen Gleichung

/ t\2 . T
3. \2ab I-~71 -P (Xj -P \a<¢b -P \2ab") PXo#bh = 0

in Bezug auf die Unbekannte T : T ergeben; findet man aus 3. die Wurzeln a
und B so zerfallt K, abgesehen von einem constanten Faktor, in das Produkt
der linearen Functionen T — o.T" und T —R7", also zerfallt der Kegelschnitt
K — 0 in die beiden Geraden T — aT' = 0 und T—RT" = 0.

Das Kegelschnittbischel besteht daher aus lauter Geradenpaaren. Da nun
diese Geradenpaare eine Transversale in einer quadratischen Punktinvolution
schneiden, so folgt, dass dieselben die Strahlenpaare einer quadratischen Strahlen-
involution bilden. Wir finden daher: Die Strahlenpaare einer quadratischen
Involution sind als die Kegelschnitte eines ausgearteten Kegelschnitt-
buschels zu betrachten.

Eine Strahleninvolution und ein projectives Strahlenbiischel erzeugen eine
Curve IIl. O. CI' von besonderer Art; jede durch denTrager D der Involution
gehende Gerade T hat namlich mit C" ausser D nur noch einen Punkt
gemein, namlich den Schnitt von T mit dem Strahl des projectiven Buschels,
welches dem Strahlenpaare der Involution entspricht, zu welchem T gehort.
Bei allen durch D gehenden Geraden fallen daher zwnei Schnittpunkte derselben
mit der Curve C-1 in D zusammen; folglich hat Cw in D einen Doppelpunkt.

sind
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Eine quadratische Strahleninvolution und ein projectives Strahl-
bischel erzeugen also eine Curve dritter Ordnung, welche den Tréager
der Involution zum Doppelpunkte hat.

15. Sind die Involution und das Strahlblschel derart auf einander bezogen,
dass dem Strahle T, der durch den Trager der Strahleninvolution geht, das Strahlen-
paar entspricht, zu welchem dieser Strahl gehoért, so sagt man, das Buschel
und die Involution sind in reducirter Lage. |Ist T1 die Gerade, die
mit T ein Strahlenpaar der Involution bildet, so entspricht bei reducirter Lage
der Strahl T dem Paare TTX. Ist ferner (aT 4- axTx) (bT + bxTx) = 0 ein
anderes Paar der Involution und entspricht ihm der Strahl $, entspricht ferner
dem Strahle a7’+ 042 = 0 das Paar

$TT\ -h Bj (aT + axTX) (bT -p bxTx) = 0,
so entsprechen sich allgemein
+ XAS = 0und \*TTt + XBt (aT + axTX) (bT + bxTx) = 0.

Eliminirt man aus beiden Gleichungen Xl und X2, so erhdlt man die
Gleichung der Curve, welche durch das Strahlbtschel und die Involution erzeugt
wird, namlich

«iB *%TT%— a?xT (aT-h axTx) (bT + bxTx = 0.

Diese Gleichung zerféllt in ein Produkt:

ToX$ZTx- aB, («7+ axTx) (bT + bxTx\ = 0.

Die Curve Ill. O, welche eine quadratische Strahleninvolution
und ein dazu projectives Strahlbtschel in reducirter Lage erzeugen,
zerfallt also in eine Gerade und einen Kegelschnitt.

Umgekehrt schliesst man: Liegt der Tréger einer quadratischen
Strahleninvolution auf einem Kegel schnitte K, so gehen die Geraden,
welche die Schnittpunkte jedes Paares der Involution verbinden,
durch einen Punkt und bilden ein mit der Involution projectives
Strahlbischel. Sind nédmlich Mx und M2 zwei Paare der Involution und
Sx und S2 die Geraden, welche die Schnittpunkte der Paare Mx und M2 und
des Kegelschnitts K verbinden, ist ferner A der Tréger der Involution, B der
Schnitt von Sx und S2 und T der Strahl AB, und bezieht man das Biischel B
projectiv auf die Involution, so dass Sx, S2 &~ Mx, M2 und T dem Paare
entspricht, zu welchem T gehodrt, so befinden sich die Involution und das pro-
jective Buschel in reducirter Lage; sie erzeugen also einen Kegelschnitt K ', der
durch A und durch die vier Punkte geht, in denen K von Aj und S2 geschnitten
wird. Da nun K" diese funfPunkte mit K gemein hat, so ist K' mit K identisch.

Hieraus folgt eine einfache Construction der Aufgabe, eine quadratische
Strahleninvolution zu ergdnzen. Man construire einen Kreis K, der den
Tréger A der Involution enthalt, und zwei Sehnen, deren jede die Schnittpunkte
eines Strahlenpaares der Involution mit K enthélt. Legt man durch den Schnitt-
punkt dieser Sehnen eine Gerade, die K in B und B Xx schneidet, so ist AB,
ABXein Strahlenpaar der Involution.

16. Mit Hulfe dieser Satze kanu die Aufgabe: Die drei Schnittpunkte
einer Curve dritter Ordnung C~1 und einer geraden Linie T zu con-
struiren, auf das cubische Fundamentalproblem zurtckgefuhrt werden.

Wir construiren ein Kegelschnittblischel und ein projectives Strahlenbuschel,
welche die Curve C'' erzeugen. Dieselben schneiden T in einer quadratischen
Punktinvolution und einer dazu projectiven Punktreihe. Die Schnittpunkte von
T und C™ sind nun die Punkte der Reihe, welche mit einem Punkte des ent-
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sprechenden Punktpaares zusammenfallen. Unsere Aufgabe ist daher auf die
folgende reducirt: Auf einer Geraden T liegen eine quadratische
Punktinvolution und eine dazu projective Punktreihe; man soll die
Punkte X der Reihe finden, die mit einem Punkte des entsprechenden
Paares zusammenfallen.

Wir projiciren von einem willkirlich gewdahlten Punkte A aus die Punkt-
involution und die Punktreihe und erhalten so in A eine Strahleninvolution J
und ein dazu projectives Strahlbischel S\ die Strahlen des Buschels, welche
nach einem der gesuchten Punkte X gehen, fallen mit einem Strahle des ent-
sprechenden Paares der Strahleninvolution zusammen. Legen wir einen Kreis K
durch A, und verbinden die Punkte, in welchem der Kreis von jedem Strahlen-
paare der Involution getroffen wird, so bilden diese Verbindungsgeraden ein
Strahlbuschel 2, welches mit der Involution J projectiv ist. Die projectiven
Buschel S und 2 erzeugen einen Kegelschnitt C, der durch den Tréger A des
Bischels geht, und daher den Kreis K in drei weiteren Punkten Y1, Y2 Y3
schneidet. Der Strahl des Buschels S und das Paar der InvolutionJ auf denen
einer dieser Punkte Y liegt, entsprechen dem durch Y gehenden Strahle des
projectiven Buschels 2, sind also einander entsprechend. Die gesuchten Punkte
der Geraden T sind daher die Punkte, in denen T von den Strahlen AY X AY 2,
A Y3 geschnitten wird.

17. Hat man ein Kegelschnittblischel und das dazu projective Strahlbischel
bestimmt, durch welches eine Curve Ill. O. erzeugt wird, und ruckt ein Strahl T
des Strahlbuschels unendlich nahe an einen Tréger A des Kegelschnittbischels
heran, so hat der entsprechende Kegelschnitt K des Buschels mit C™ in A
zwei unendlich nahe benachbarte Punkte gemein; mithin haben C" und K in A
eine gemeinsame Tangente. Die Tangente, die eine Curve dritter Ordnung
in einem gegebenen Punkte A derselben beruhrt, wird daher in folgender
Weise gefunden. Man construire den Punkt E der C'', der dem Punkte A und
drei weiteren Punkten der C" gegenuberliegt, ziehe EA und construire in A die
Tangente des Kegelschnitts, der diesem Strahle entspricht.

§ 16. Tangente und Polaren eines Punktes in Bezug auf eine Curve
dritter Ordnung.

1 Wir verbinden zwei Punkte 7S und Il und bestimmen die Verhéltnisse, in

welchen die Strecke 33l von den Schnittpunkten der Geraden 5311 und der Curve
dritter Ordnung geschnitten wird:

1 i 1r cikociocecas —0, m ki1 -1 2 3
Zu diesem Zwecke setzen wir in 1
XX~ X2 _
x= 12 3

~P 2
und erhalten fur das gesuchte Theilverhaltniss jx = X2: die Gleichung:

Ar) + HA(Y) S +/%(*) *R2-p/3M*U oV
2. d-3[/11()-$2+ 2/11(2)$1~ + 2/ I13W AN 3+ /7 22WA22+ 2/2 BWA2/3-b/33WA32] T i
+ /() =P3 = O-
Hierin bedeuten F(f) und E(£) die Werthe, welche eine Function F erhélt,

wenn man die durch die jer bez. 2 ersetzt; ferner bedeuten
f x==axxxx%-1-2axx2x xx 2~+'2a113XiX3+ a 122x$-h 2ax23x 2x 3-\-ax33x$"? Za 11kX;x/!,

3.f2=saxx2x?-+-2ax22x xx 2-{-2al23x xx 3-\-a222x $ + a2 3 2x 3-j-a 23 3x$=Y 2af2/x XKk,
f 3==axx 3x f -+-2ax23x xx 2+ 2 ax33x xx 3-\-a223" | -t-2a233x 2x 3-+-a333# f ==2ciikdXiXK,

— / U~1 A AI2781-t2"T A1 37MIA3 -f ) 2272 -f 4/237273 1 33x3

2. Wir nehmen zunachst an, 33 sei auff gelegen; alsdann istf(j) = 0 und
die Gleichung 2. hat die selbstverstandliche Wurzel &= 0, welcher der Punkt 53
entspricht. Die beiden andern Wurzeln der Gleichung 2. erhadlt man aus der
guadratischen Gleichung:

1 3[/i(M)=& + /7 2W~r2 + / 3(rt*53] + 3[f xx(r)-t¥ + 2f 12(r)-Ixt2 + 2/1s (tf.&15,
wP/220N""' 2+ 2/23() *$2’3+/3B3W' 2] V'P/($) 'p2 = 0.

Liegt Il auf der Geraden T = f x@*$x + 7/ 8() =£2 + /() = =0, so hat
die Gleichung 1. eine Wurzel (x= 0; die Gerade Il hat dann in 53 zwei
zusammenfallende Punkte mit der Curve / gemein, berthrt also / im Punkte 53
Die Gerade T geht durch 53 denn setzt man in T fur die Veranderlichen $ die
Coordinaten jx des Punktes 53 so erhalt man
2- _ /im «h + fair) *ra + fair) «r3,
und dies ist nach 6. identisch mit f[y), also gleich Null, da 93 auf / liegt. Es
giebt daher nur eine Gerade, welche eine Curve Ill. O. in einem gegebenen
Punkte derselben berthrt, und die Gleichung der Tangente der Curve
/ = 0 im Punkte 93 ist
3 T= fxO)ixx+ 72602+ 713-x3 = 0.

3. Die Gleichung der Tangente in einem Curvenpunkte wird nur dann
unbestimmt, wenn fur die Coordinaten dieses Punktes die drei Functionen
fi> f 3 zugleich verschwinden. Aus der Identitdt No. 1, 6 folgt, dass unter
dieser Bedingung 953 auf der Curve f liegt.

Ist fur die Coordinaten von 93/j = /2= /3= 0, so wird die Gleichung 3.
identisch und jede durch 33 gehende Gerade schneidet die Curve f im Punkte (I3
in zwei zusammenfallenden Punkten; hierdurch ist der Punkt 53 als Doppel-
punkt charakterisirt.

Die drei Gleichungen f x=f 2~ f 3= 0 sind homogen quadratisch fur die
unbekannten Coordinaten xx des Doppelpunktes, haben daher im Allgemeinen
kein gemeinsames System von Wurzeln; eine Curve Ill. O. hat also im All-
gemeinen keinen Doppelpunkt. Mehr als einen Doppelpunkt kann eine
eigentliche Curve dritter Ordnung nicht haben; denn eine zwei Doppelpunkte
verbindende Gerade wirde mit der Curve vier Schnittpunkte haben.

4. Zwischenf, fx, f2f3 fxefx2 fx% fA3 bestehen die Identi-
taten No. 1, 5; dieselben lehren sofort: Wenn es einen Punkt 53 giebt, fir
welchenf x=f 2= f 3= 0, so verschwindet fir diesen Punkt auch die Determinante :

fx1 fx2 fx3
H = fi2 f22 f23

fxs3 f23 f33
Diese Determinante heisst die HESSE’sche Determinante der cubischen

Function /. Sie ist homogen dritten Grades in den Coefficienten von f sowie
in den Coordinaten x% Die Gleichung H — 0 ist daher die Gleichung einer zur
Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. I1. j2
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Curve f in einer bestimmten Beziehung stehenden Curve dritten Grades; man
nennt dieselbe die Hesse'sehe Curve der Curve f — 0. Wir haben daher: Hat
eine Curve dritter Ordnung einen Doppelpunkt, so liegt derselbe auf
der zugehdérigen HESSE’schen Curve.

5. Ist & der Doppelpunkt einer mit Doppelpunkt versehenen Curve dritter
Ordnung, so wird der dritte Schnittpunkt einer durch B gehenden Geraden und
der C'" aus der Gleichung bestimmt, die aus No. 2, 1 nach der Substitution
fx — —fz = 0 und nach Absonderung der Wurzel Xx— 0 Ubrig bleibt:

3[/iiW-£i2+2 /1 aW-Ei52+2 /1 3(r)-S1E3+/a2W-E2 +2/ 23(f) .£2£3+ / 3S(,:)-Es]

+ /(S) =i» = 0.

Wird nun der Punkt U so gewahlt, dass
2- [1iW - Sa+ 2 /12(j)-E1E2+ 2 / Is(f)-E1B3+ / 22(f)-E2+ 2 / 23(r)-E2E3- | -/3S(r)-E2 = 0>
so hat die Gleichung 1. die Wurzel jx— 0, alle drei Schnittpunkte der Geraden
BRIl fallen also in den Doppelpunkt R.

Da die HESSE'sche Determinante fir die Coordinaten des Doppelpunktes
verschwindet, so folgt (8 13, No. 3), dass der Kegelschnitt 2. in zwei Gerade
zerfallt. Die Coordinaten des Schnittpunkts dieser beiden Geraden genligen den
Gleichungen

fu(?) = + /Zisfr) @2 + /isW * = 0,
/12We Zi + /22W ‘e + /23W'£ =

/I3W e Sl —+ /23W =2 + /33W 3 = 0.
Ersetzt man hierin durch £5, so gehen die linken Seiten in Zj(y), f 2f), /94?)

Uber, verschwinden also; der Doppelpunkt B ist also zugleich der Doppelpunkt
der Curve 2. Hieraus folgt, dass die beiden durch 2. représentirten Geraden
diejenigen Geraden sind, die durch !p gehen und in B drei zusammenfallende
Schnittpunkte mit der Curve /7 = 0 haben. Diese beiden Geraden heissen die
Doppelpunktstangenten.

Verlegt man den Eckpunkt Ax des Coordinatendreiecks in den Doppelpunkt,
SO ist jx — hv y2= ;3= 0, mithin

JUIW — a1l > /1) — 12711 fia(@ — ailz~l >

sind aieseioen real, una nimmt man jl2 una Si3 aut innen an, Sso

muss sich die linke Seite auf ein Vielfaches von x 2x3 beschrénken, daher ist
a\1l " all2 ~ all3 ~ al22 = R133 == O0-

Bezieht man also die Gleichung einer mit Doppelpunkt versehenen
Curve Ill. O. auf ein Coordinatendreieck, das die Ecke Axim Doppel-
punkt und die Ecken A2 A3 auf den Doppelpunktstangenten hat, so
ist die Gleichung von der Form:

o f 23XXX2X 3 -+ d222x 2 -+ 3d223x 2x3 T- 3d233x 2x 2 -t- #333~"3®= 0.
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Entwickelt man nach den Gliedern der ersten Zeile, so erhalt man.

4, -j— eH = 2dt23xxx2x3 — a222Xx2 4- a223xgx3 H a233x2xg <*333x 3

Die Gleichung ZZ= 0 hat dieselbe Gestalt, wie 3. Wir schliessen hieraus:
Hat eine Curve dritter Ordnung /7 einen Doppelpunkt, so hat ihre
HESSE’'sche Curve H in demselben Punkte einen Doppelpunkt, und
beide Curven haben die Doppelpunktstangenten gemein.

Haben zwei Curven einen gemeinsamen Doppelpunkt, so gilt derselbe fiur
vier Schnittpunkte; haben sie ausserdem noch gemeinsame Doppelpunktstangenten,
so haben sie noch zwei auf den Doppelpunktstangenten gelegene, dem Doppel-
punkte unendlich nahe gemeinsame Punkte, also z&hlen der gemeinsame Doppel-
punkt und die gemeinsamen Doppelpunktstangenten fir zusammen sechs Schnitt-
punkte. Die drei Schnittpunkte, welche die Curven / und H noch ausserdem
gemein haben, befriedigen die Gleichung

* N N\ —_
f—:%?ﬁH SS 4#222AB + MaxBX3 = 0.

Diese Gleichung liefert die Verhaltnisse x2 : *3 der drei andern Schnitt-
punkte; sind a' und a" die beiden conjugirt complexen Wurzeln der Einheit,
und ist p die reale Cubikwurzel aus (— a333)\a222> so hat man

R222%23 + <*333%*33 = a222 (x2— )XX3) (x2 — f \IX3) (x2 — \LX3) .

Es sind daher *2—~*3 = °> x2—a\xx3 =0, *2—a \ix3 — 0 die
Gleichungen der Strahlen, welche von Ax aus nach den andern Schnittpunkten
gehen. Eine Curve Ill. O. mit Doppelpunkt und realen Doppelpunkts-
tangenten und ihre HESSE'sche Curve haben ausser dem Doppelpunkte
noch einen realen und zwei conjugirt complexe Schnittpunkte.

6. Es kann sich ereignen, dass die beiden Tangenten eines Doppelpunkts
einer Curve ~ten Grades zusammenfallen. Man bezeichnet dann den Doppel-
punkt als einen Rickkehrpunkt und die Tangente in diesem Punkte als
Riuckkehrtangente. Legen wir, um diesen Fall bei cubischen Curven aufzu-
suchen, die Ecke Ax des Coordinatendreiecks in den Ruckkehrpunkt, die Ecke
A3 auf die Ruckkehrtangente; dann muss sich die Gleichung der Doppelpunkts-
tangenten auf die Gleichung der doppelt zu z&hlenden Achse AXA 3, also aufxf = 0
reduciren.

Hieraus folgt altl = ailt = «113 = = ‘u. = 0; mithin ist die
Gleichung der Curve
1. /== 3al22xxx$ + az2xl + 3a223x$x3 H- 3a233x2X2 + f333*33 = °-

Umgekehrt Uberzeugt man sich leicht, dass eine Curve Ill. O., deren
Gleichung unter der allgemeinen Form 1 enthalten ist, den Punkt Ax zum
Rickkehrpunkt und die Achse AXA3 zur Rickkehrtangente hat.

Die HESSE’sche Curve hat dann die Gleichung

diese Gleichung giebt entwickelt

H == — a\22X2 (a233X2 a333X3)
Die HESSE'sche Curve einer mit Rickkehrpunkt versehenen Curve

12
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HI- O zerfallt also in die doppelt zu z&hlende Ruckkehrtangente
und in die durch den Riickkehrpunkt gehende Gerade
T = a233x2 T- a333x3 = o0-

Legt man den Eckpunkt A2 des Coordinatendreiecks auf die Gerade T, so
muss a233=0 sein; in Bezug auf dieses Coordinatensystem lautet also die
Gleichung der Curve Ill. O. mit Rickkehrpunkt:

f AN Mai2eXixz + a222x2 + Ma223X2X3 + 73333 = 0.

Wir bemerken, dass die Curve mit ihrer UESSE'schen Curve ausser den
Ruckkehrpunkt noch einen immer realen Punkt gemein hat, namlich den Punkt,
der sich aus x3 = 0 und/=> 0, also aus x3 = 0 und 3a122xX-h az222x2 = 0
bestimmt.

Ist iR ein Wendepunkt (Inflexionspunkt) einer Curve Ill. O. und Il auf der
Wendetangente (d. i. auf der Tangente im Wendepunkt) gelegen, so muss die
Gleichung 3[/,,«= E?+ 2/1s(f). Efa+ 2/,©-5E +/ &2(f)-E] + 2/,,(?)m 65,
+ /ssW *S2] + f(£) P = 0, durch welche der Begleiter der Tangente in i
bestimmt wird, die Wurzel fx= 0 ergeben. Die Bedingung hierfur ist, dass
0= /11 (r)-«2-t-2 1 2F)-« 22+ 2 Loy £ 1e3e 7 2200y e 1+ 2 2iicry-Eles+ 7 s Xfy-Es = 0.

Ausserdem erfllt Il noch die Gleichung der Wendetangente

T —fx00M + fff) 92 + /3008 = 0.

Beide Gleichungen koénnen nur dann fir unzdhlige Punkte Il zusammen-
bestenen, wenn F zwei Gerade darstellt, deren eine T ist. Zerfallt F in zwei
Gerade, so verschwindet fur die Coordinaten des Punktes i3 die Determinante

fx1 f\2 fi3
N — f12 f22 f23 — o
f13 f23 f33
die Wendepunkte einer Curve Ill. O. liegen also auf der HESSE'schen

Curve.

Umgekehrt: Jeder Schnittpunkt einer Curve Ill. O. mit ihrer Hesse-
schen Curve, der nicht Doppelpunkt ist, ist ein Wendepunkt. Denn
ist iR ein solcher Punkt, so ist nach der Voraussetzung/(je) = 0 und H(f) = 0.
Aus der letzteren Gleichung folgt, dass der Kegelschnitt F in zwei Gerade zer-
fallt; aus No. 1, 6 erkennt man, dass F den Punkt i enthédlt. Die Gerade T
berihrt F in ik Der Doppelpunkt D der Curve F genigt den Gleichungen

o= fl Ifr) X1 f12 f) " X2 flioo “x3 —0,
N2 — flaoo X1+ 722(?)'X2 .Asoo "+3 ~ o
w3 —fI$(f) xI+ f2 3(f)'X2 f 33(9) 'x3 = 0.

Nach No. 1, 5 ist 7" == ?2X X 4- JoF2 -+?3F 3. Hieraus folgt, dass D auf
T enthalten ist. Wenn nun i nicht Doppelpunkt von C™ ist, so werden von i}
die Gleichungen F1 = F2 = F3 = 0 nicht erflllt, also sind iR und D verschieden;
folglich ist T ein Theil von Ff d. i. jeder Punkt, der ~ =0 erfullt, gentgt auch
F -m 0; folglich hat die Gleichung No. 1, 2 fur jeden Punkt Il der Geraden T
drei Wurzeln jx= 0, w. z. b. w.

Eine Curve Ill. O. ohne Doppel- oder Rickkehrpunkt hat daher
neun Wendepunkte; eine Curve Ill. O. mit Doppelpunkt hat drei
Wendepunkte; eine Curve Ill. O. mit Ruckkehrpunkt hat einen realen
Wendepunkt.

8. Sind auf einer Geraden zwei Punkte AXA2 gegeben, so haben wir einem
Punkte iR der Geraden einen andern Punkt Il in Bezug auf AXA2 harmonisch
zugeordnet, indem wir fir die Verhéltnisse ~ und £, in welchem die Strecke
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iRl von den Punkten Ax und A2 getheilt wird, die Gleichung festsetzten
Pl + P2 = 0.

Hiervon ausgehend, ordnet man einem Punkte i} in Bezug auf «Punkte
AXA2 . . An, die mit ihm auf einer Geraden liegen, die Punkte zu, fur welche
die Verhaltnisse jx1, &, .. jx,, in denen die .Strecke i3Il von AXA2 .. A,, getheilt
wird, den Bedingungen genugen

Pi + P2 P3'"meee+ X, =0,
PIP2 ~P PIP3 + ee¢+ p«-ip« = 0,

2 pRPc — 0, Tepapspeid — 0, . . .. ~ A — o,
wobei fur abc, abced, . ..., abc..r alle Combinationen dritter, vierter, . ..
(« — Nter Klasse aus den Zahlen 1, 2, 3 ... zu nehmen sind. Setzt man PAi = di,
PU — x, so ist

PAI PAI di

N = AfU = PU —PAi = fAPdi=
Wird dies in 2jpaks. . pk = 0 eingesetzt, so entsteht
2 5 de dk a
X dd x o x de x dk

Multiplicirt man diese Gleichung mit (x — dx) (x —d2) (x — d3) ... (x —dn),
so verschwindet in jedem Gliede der linken Seite der Nenner, und das Produkt
dad6.. .dk wird mit dem Produkte von « —k Differenzen x — df multiplicirt.
Die Gleichung 1. wird daher vom Grade («—Kk) in Bezug auf x, und wird
folglich von n — k Punkten Il erfullt.

Die Gruppe der (n—k) Punkte Il, welche der Gleichung genligen

206pENc . . . DE = O,

nennt man die harmonischen Pole (n— /ften Grades der Punkte
AxA2..An in Bezug auf den Punkt iR

9. Besteht die Gruppe der Punkte A aus drei Punkten Alt A2, A3, so
giebt es zu jedem Punkte iR zwei harmonische Pole zweiten Grades und einen
harmonischen Pol ersten Grades, die sich der Reihe nach aus den Gleichungen

ergeben
1 Pi+ P2+ P3 = 0; PIP2+ P2P3+ P3Pl = 0.
Dividirt man dieselben durch fx~jxg, so entsteht
2 1 _+_ 1 _" 1 _ O _l H____:l.__l_ _1 -
' P2P3  PIP3  P2P1 ' P3  Pi Pi
Nun sind 1:[x, 1:(02, 1:[P3 die Theilverhdltnisse UAX: Axiz ... ., also

werden durch die Gleichungen 2. die harmonischen Pole ersten und zweiten
Grades fur den Punkt Il in Bezug auf die Punkte Ax, A2 Az definirt. Hieraus
folgt: Ist Il ein harmonischer Pol zweiten Grades von i, so ist iR der
harmonische Pol ersten Grades von IlI; und umgekehrt: ist Il der har-
monische Pol ersten Grades von i3, so ist il ein harmonischer Pol
zweiten Grades von Il

Driickt man die Bedingungen 1. durch die Gréssen x und d aus, so erhalt man

dx(x —d2) (x —d3) + d2 (x —d3) (x —dx) -h d3(x d\) iX nY) —
4. dxd2 (x —d3) 4- d2d3 (x —dx) + d3dx —d2) = 0.

Fallt iR mit einem der drei Punkte A, z B. mit A3 zusammen, so ist d3 — 0,
und die Gleichung 3. vereinfacht sich zu dx(x —d2) x -h d2 -x (x —dx) — O.

Eine Wurzel dieser Gleichung ist x = 0, die andere folgt aus

dx(x —d2) -+~ d2 (x —dx) — O;

durch diese Gleichung wird der harmonische Pol von i in Bezug auf das Punkt-
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paar AXA2, d. i. der vierte harmonische Punkt zu AxA2%R definirt. Die Gleichung
4. giebt fur d3 = 0 Uber in x — 0. Wir schliessen daher: Fallt der Punkt
il mit einem Punkte A3 der Gruppe AXA2A3 zusammen, so fallt von
den harmonischen Polen zweiten Grades des Punktes i3 in Bezug auf
AXA2A3 einer auf iB, der andere ist der harmonische Pol von iR in
Bezug auf AXA2] der harmonische Pol ersten Grades von i in Bezug
auf AXA2A3 fallt mit iR zusammen.

Wenn zwei von den Punkten AXA2A3 zusammenfallen, z. B. A2 #=A3, so
ist d3 — d2 und diese Gleichung 3. erhadlt den Faktor x — d2. Daher: Fallen
zwei von den Punkten AXA2A3 zusammen, so fallt fur jeden Punkt i}
einer der beiden harmonischen Pole zweiten Grades mit den beiden
Punkten zusammen. Ebenso folgt: Wenn die drei Punkte AXA2A3 in
einen Punkt A zusammenfallen, so fallen fur jeden Punkt i der
Ebene die beiden harmonischen Pole zweiten und der harmonische
Pol ersten Grades auf A.

Ordnet man die Gleichungen 3. und 4. nach x, so erhdlt man
5. (dx 4- d2 \-d3)x2 — 2 (d2d3 4- d3dx 4- dxd2)x 4- 3dxd2d3 — O,

6. (d2d3 + d3dx 4- dxd2) x — 3dxd2ds = 0.
Bezeichnet man die Wurzeln der Gleichung 5. mit xx und x2, so gentigen

daher die harmonischen Pole zweiten Grades den Gleichungen
1 1 2

Dies ergiebt: Der harmonische Pol ersten Grades eines Punktes i}
in Bezug auf drei Punkte AXA2A3 ist zugleich der harmonische Pol
von iR in Bezug auf die beiden harmonischen Pole zweiten Grades
von i3 in Bezug auf AXA2A3.

9. Die Verhaltnisse, in denen eine Strecke iBA wvon den drei Schnittpunkten
der Geraden i30 und der Curve dritter Ordnungf — 0 getheilt wird, ergeben
sich aus der Gleichung (No. 2)

/(*) + 3[/iM *5i + /2(*) *N + /3(%) *£3] P + 3 [/, (8= 4-2/18@ M 3
2/i3(*Hi*3 + /ml*)*V + 2/23W -3 +/33W ]=P2 M = 0,
Ist 1l ein harmonischer Pol zweiten Grades, so verschwindet die Summe
der Wurzeln dieser Gleichung, so ist also

9 =/11w -£2+ 212w - + sijow <83+ 1 Bvr2+ 21 23jcys263
+ /33We" = 0.

Der Ort der harmonischen Pole zweiten Grades, die zu einem
Punkte iR in Bezug auf die Schnittpunkte der durch iR gehenden
Strahlen mit der cubischen Curve / = 0 gehoren, ist also der Kegel-
schnitt 9' = 0.

Dieser Kegelschnitt heisst die erste oder die conische Polare des Punktes
it in Bezug auf die Curve/ = 0.

Ist Il der harmonische Pol ersten Grades, so verschwindet die Summe der
Produkte je zweier der drei Wurzeln g der obigen cubischen Gleichung, es ist
daher 9" = @ + /7%*) *22+/3W 'h = °-
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Der Ort der harmonischen Pole ersten Grades, die zu einem
Punkte iR in Bezug auf die Schnittpunkte der durch i gehenden
Strahlen mit der cubischen Curve / = 0 gehodren, ist somit die Ge-
rade 9" = 0. 1 o)

Diese Gerade heisst die zweite oder die gerade Polare des Punktes 4*
in Bezug auf die Curve /7 = 0. _

Nach dem letzten Satze der vorigen Nummer ist die gerade Polare
eines Punktes in Bezug auf eine Curve dritter Ordnung zugleich
die Polare dieses Punktes in Bezug auf die erste Polare desselben
Punktes.

10. Legt man von i eine Tangente an/, und ist A der BerUuhrungspunkt

und Ax sein Begleiter, so féllt einer der harmonischen Pole zweiten Grades
von i3 in Bezug auf den doppelt zu z&hlenden Punkt A und den Punkt Ax mit
A zusammen; die erste Polare von i geht also durch Ah  Und umgekehrt: Ver-
bindet man einen nicht auf / gelegenen Punkt i mit einem Schnittpunkte A3
der Curve /7 und der ersten Polaren 9' des Punktes i3, so fallt in A3 einei dei
Schnittpunkte von ?B8A3 und / mit einem harmonischen Pole zweiten Grades
von i in Bezug auf diese drei Schnittpunkte zusammen; wenn nun die Gleichung

dx(Xx—d2) (x —d3) + do(x —d3 (x —dx) 4- d3(x —dX) (x —d2 = O,
welche die harmonischen Pole zweiten Grades liefert, eine Wurzel x 3 ent
hélt, so folgt d3 (d3- dx)(d3- d2 = 0. Da nun nach der Voraussetzung i3
nicht auf /7 liegt, so ist d3 ~ O, folglich ist entweder d3 = dx, oder d3z — d2,
es fallen also zwei Schnittpunkte der Geraden i3 und der Curve / in As
zusammen, die Curve / wird von i3~ 3 in A3z berthrt.

Wir haben daher den Satz: Die Tangenten, die von einem Punkte
ausserhalb einer Curve Ill. O. an die Curve gelegt werden, berUhren
dieselbe in den Schnittpunkten mit den ersten Polaren des Punktes.
Von jedem Punkte der Ebene aus, der nicht auf der Curve liegt, lassen
sich daher im Allgemeinen sechs Tangenten an eine Curve Ill. O. legen.

Eine Ausnahme hiervon tritt ein, wenn die Curve / einen Doppelpunkt oder
Ruckkehrpunkt hat. Fir jeden Punkt i der Ebene geht die erste Polare durch
den Doppelpunkt; da nun in dem Doppelpunkte zwei Schnittpunkte von / und
9' zusammenfallen, so bleiben vier weitere Schnittpunkte von /7 und 9' Ubrig.
Hat also eine Curve IIl. O. einen Doppelpunkt, so lassen sich von
jedem Punkte, der nicht auf der Curve liegt, nur vier Tangenten an
die Curve legen.

Hat die Curve Illl. O. einen Ruckkehrpunkt, und wahlt man dasselbe
Coordinatensystem wie in No. 6, 2, so ergiebt sich fur die erste Polare eines
Punktes iR die Gleichung

9" == 2tfl2272 «* 1*2 + (<M22*1 + <22*2 + <IR3*3) ' X$ + 20223*2Vs

Setzt' man hierin *2 = 0, so folgt *2 = O0; hieraus ersieht man, dass 9'
die Rickkehrtangente AXA3 im Ruckkehrpunkte AX berthrt.

Hat also eine Curve Ill. O. einen Rickkehrpunkt, so geht die
erste Polare jedes Punktes der Ebene durch denselben und bertUhrt
die Rickkehrtangente.

Ferner ergiebt sich die Identitat 3°c29' — 2y2/

N(?,ax22rx 4- «222*2 H-3«223 *3)42 + 3<333*3*2*3* ~ 2333*27"3 = °-

Fur die Punkte, fir welche die rechte Seite und / verschwindet, ist auch
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?' = 0. Wir schliessen hieraus: Eine Curve dritter Ordnung mit Rickkehr-
punkt hat mit der ersten Polaren jedes Punktes ausser dem Riuckkehr-
punkte drei Punkte gemein. Hat eine Curve Ill. O. einen Rickkehr-
punkt, so lassen sich von jedem Punkte der Ebene aus drei Tangenten
an die Curve legen.

Liegt ¢ auf der Curve / so wird die Gleichung der geraden Polaren
mit der Gleichung der Curventangente in gl identisch; die Gleichung 9' wird
alsdann von gl erfullt, und da 9" die Polaren von gl in Bezug auf 9' ist, so
ergiebt sich: Die erste Polare eines Punktes der Curve / = 0 berithrt
die Curve in diesem Punkte. Zugleich folgt: An eine Curve Ill. O. ohne
Doppel- und Riuckkehrpunkt lassen sich von einem Punkte der Curve
aus vier Tangenten legen; an eine Curve Ill. O. mit Doppelpunkt
lassen sich von einem Punkte der Curve aus zwei Tangenten legen;
an eine Curve Ill. O. mit Rickkehrpunkt lasst sich von einem Punkte
der Curve aus eine Tangente legen.

Ist gl ein Wendepunkt der Curve / so zerfdllt (No. 6) die erste Polare von
gl in zwei Gerade, deren eine die Wendetangente ist; daher folgt: Von einem
Wendepunkte einer Curve IlIl. O. aus lassen sich (ausser der Wende-
tangente) noch drei oder eine Tangente an die Curve legen, je nachdem
die Curve ohne Doppelpunkt ist oder nicht.

11. Die erste Polare 9' eines Punktes gl zerfallt in zwei Gerade, wenn die
Hesse sehe Determinante H fir die Coordinaten von gl verschwindet, also wenn
gl auf der Hesse sehen Curve H — o liegt. Die Coordinaten des Doppelpunkts

von 9' erfullen die Gleichungen
FNI(F) <~ "2+ /1 3fr) . £3 = 0,
f \2Q0"' M + f 22fr) -72 T-/ 23fr) *£3 0,
/1sOMi +/2300 =& + /33003 = 0.
Ordnet man diese Gleichungen nach fx, jr2, y3, so erhalt man (vergl. No. 1, 4)
f 11fr) «H “E./1200 *‘£2 + /130D *?3 = 0,
/12™) eh -b/22® 'h +/237) «X3 = 0,
/1sCc Q' ¥l +/237)-?2:2 T-/33(S)-j:3 = 0.

Hieraus folgt, dass fur die Coordinaten des Doppelpunkts von 9' ebenfalls
die Determinante H verschwindet. Wir schliessen daher: Der Ort der Punkte,
deren erste Polaren in Bezug auf eine Curve dritter Ordnung 7/ in
zwei Gerade zerfallen, sowie der Ort der Doppelpunkte der zer-
fallenden Polaren ist die HESSE'sche Curve der Curve/.

12. Aus dem ersten Satze in No. 9 folgt: Ist 9' die erste Polare von
gl, so gehen die geraden Polaren aller auf 9' liegenden Punkte durch
g, und die Pole der durch gl gehenden Geraden (d. i. die Punkte, welche
diese Linien zu geraden Polaren haben) liegen auf 9"

Ist 9j die erste Polare von Ax> g2' die erste Polare von A2, und B ein
Schnittpunkt von 9/ und 9/, so geht die gerade Polare von B durch Ax und
durch A2, ist also die Gerade AXA2. Sind x% und *X2 die Coordinaten von
Ax und A2, so hat irgend ein Punkt P auf AXA2 die Coordinaten

X — ~IAd A2X*2
N ~h X2 ’
daher ist die Gleichung der ersten Polaren von P: 9' = + A292' = 0.

Wir schliessen: Es giebt vier Punkte, welche eine gegebene Gerade
zur Polaren haben. Die ersten Polaren der Punkte eine*- Geraden
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bilden ein mit dieser Punktreihe projectives Kegelschnittbtschel,
dessen Trager die Pole der Geraden sind.
13. Besteht eine Curve IIl. O. aus drei Geraden, die nicht durch
denselben Punkt gehen, und nimmt man die Geraden zu Coordinatenachsen,
so ist die Gleichung des Vereins dieser drei Geradenf 6 XXx2x3 = 0, wobei
der Faktor 6 hinzugefiigt worden ist, um Uebereinstimmung mit der allgemeinen
Form der cubischen Gleichung zu haben. FUr diese Function / ist
[/ = 2*2*3 , /] = 2*1*3, /3 = 2xxx2,
fil= 0, fx2—*3> f\3= #2« f22= 0> f23 —*1 > f33 = O
Die Gleichungen der ersten Polaren und der geraden Polaren
eines Punktes gl in Bezug auf die aus den Seiten des Achsendreiecks
bestehende cubische Curve sind daher
?''= h e*2*3 4 h "*¥3*] + *3*1*2 =
1 * X0 *
0--------- 9 = — H—-—H — = 0.
2jCi?8)t3 22 *3
Beide Polaren lassen sich leicht construiren. Setzt man in 9" die Coor-

dinate xx = 0, so erhalt man

. x2 , x$ _
Ti h 23
Dies ist die Gleichung einer durch Ax gehenden Geraden; mithin die
Gleichung der Geraden, die Ax mit dem Punkte verbindet, in welchem 9" die
Dreieckseite A2A3 schneidet.
Ebenso erhadlt man, dass die Strahlen, die A2 und A3 mit den Schnitt-
punkten der Polaren 9" und der gegenuberliegenden Seite des Coordinaten-

dreiecks verbinden, die Gleichungen haben

(€] ]
t2= — + = 0, To:—+09:0.
2 h

F H r2
Den Achsen *2 = 0, *3 = 0 und der Geraden Tx ist die Gerade AXgl

harmonisch zugeordnet; denn die Gleichung von Axgl ist

WY Xn = 0:

*2 h
ebenso ist A2gl der vierte harmonische Strahl zu xx = 0, *3 = 0 und T2,
sowie A3gl harmonisch zu xx = 0, *2 = 0 und Tz.

Um daher die gerade Polare eines Punktes gl in Bezug auf ein Dreieck
AXA2A3 zu construiren, verbindet man gl mit Ax und A2, construirt zu AXA2,
AXA3, Axg} den vierten harmonischen Strahl Tx, sowie zu A2AX A2A3, A2
den vierten harmonischen P2 und verbindet die Punkte, in denen A2A3 und
AXA3 von Tx und T2 geschnitten werden; diese Gerade ist die gesuchte Polare.

Die erste Polare 9' geht durch die Ecken des Coordinatendreiecks. Die
Gleichung der Tangente an 9' im Punkte Il ist

(72 =£3 = £3 * ) xi + fr3*Si -P  £3)*2 + fri *£2 f2- *3 = 0.

Die Gleichungen der Tangenten, welche in Ax, A2, As berthren, sind daher

y3*2 + 273 ?21*3 P £3*1 = X1 P U*2 =
dies sind aber der Reihe nach die Geraden Tx, T2, T3. Die erste Polare
eines Punktes g1 in Bezug auf das Dreieck AXA2A3 wird also erhalten, indem
man Tx und T2 construirt, und den Kegelschnitt zeichnet, der durch AXA2A3
geht und Tx und T2 berlhrt.

14. Diese Constructionen lehren zugleich, wie man fir einen Punkt gi
in Bezug auf drei mit g1 auf einer Geraden T gelegene Punkt ABC die
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beiden harmonischen Pole zweiten Grades und den harmonischen
Pol ersten Grades findet. Man ziehe durch ABC drei Gerade Sx, S2, S3,
die nicht durch einen Punkt gehen, und construire die Schnittpunkte der Geraden
T mit der ersten Polaren des Punktes $3 in Bezug auf die Geraden Sx, S2, S3]
diese Schnittpunkte sind die gesuchten harmonischen Pole zweiten Grades;
ferner construire man die gerade Polare von i3 in Bezug auf Sx, S2, S3; diese
schneidet T in dem gesuchten harmonischen Pole ersten Grades.

15. Zieht man durch einen Punkt i zwei Gerade und nimmt auf jeder
derselben drei Punkte an A, B, C und A', B, C', so hat iR fur alle cubischen
Curven, die durch diese sechs Punkte gehen, dieselbe gerade Polare, denn diese
ist die Verbindungslinie der harmonischen Pole ersten Grades fur den Punkt i3
in Bezug auf ABC und A'B’C. Die einfachsten Curven IIl. O., die sich
durch die sechs Punkte legen lassen, sind die sechs Vereine von drei Geraden,
welche die Punkte paarweis verbinden, z. B. der Verein der Geraden AA', BB',
CC'. Um daher die gerade Polare von i3 in Bezug auf die Curve Ill. O.
/ = 0 zu construiren, verbinden wir i mit zwei bekannten Punkten A und
A' der Curvef und construiren die beiden ubrigen Schnittpunkte von f mit der
Geraden ?BA und iR"™4'; diese Punkte B C und B'C" werden durch gerade Linien
und Kreise nach § 15, No. 13 gefunden. Unter Anwendung des Lineals allein
bestimmt man nun die gerade Polare von i} in Bezug auf die drei Geraden
AA', BB", CC' (oder AB, BA’, CC"' u. s. w.); diese ist die gesuchte Linie.

16. Die erste Polare eines Punktes i fur eine Curve IIl. O.f = 0
wird in folgender Weise gefunden:

Man verbinde iR mit drei bekannten Punkten A, A], A" der Curvef und
bestimme die Punktpaare BC, B'C’, B"C" in welchen/ von den Strahlen iRA,
PBA', iBA"™ noch geschnitten wird. Hierauf ziehe man AA', BB*, CC" (oder AB",
BA', CC' u. s. w) und construire die zwei Paar Schnittpunkte der Geraden iBA
und tyA" mit der ersten Polaren des Punktes i} in Bezug auf den Verein von
Geraden AA', BB", CC'] durch diese vier Punkte geht die gesuchte erste Polare.
Zieht man nun A'A", B'B", C'C", so geht die erste Polare von i in Bezug auf
diese drei Geraden durch die schon bekannten beiden harmonischen Pole zweiten
Grades von iR in Bezug auf die Punkte A B'C' und durch die Schnittpunkte der
Geraden A'A", B'B", C'C", ist also durch diese funfPunkte bestimmt; construirt
man hiernach die Schnittpunkte dieser Polaren mit iBA", so hat man nun auch
die beiden harmonischen Pole zweiten Grades von i} in Bezug auf A"B"C",
also noch zwei Punkte der gesuchten ersten Polaren von i fir f, die nun durch
im Ganzen sechs Punkte mehr als ausreichend bestimmt ist.

§ 17. Construction von Curven dritter Ordnung mit Doppel- und
Ruckkehrpunkt.
1. Eine Curve IIl. O. mit Doppelpunkt wollen wir durch Cg, eine Curve
I1l. O. mit Ruckkehrpunkt durch Cp bezeichnen.
Ist/ s= iLciikiXiXkXi — 0 die Gleichung einer Cg, und sind die Coordinaten
des Doppelpunktes Il gegeben, so bestehen die Gleichungen

L ~Nliili2+ + 26113~ 3 + a\2272 + ”"al23”273 al33”3 ~ 0»
2- a\\2~\ m" ~al2271n2 + 2<2123£1£3 <*222 ™2 Na223 N2%3 + a233 ™3 ~ 0»
3. + 27238162 2al33 £73 + #223 "2 2#2337°273 "4" a3337~3  ~

Durch jeden weiteren Punkt der Curve istnoch eine homogene lineare
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Gleichung der Coefficienten gegeben, wir brauchen daher ausser dem Doppel-
punkte noch sechs weitere Punkte, um die Coefficientenverhaltnisse

#111 :a\l2 @ ® e e e «/N233 : 1333
eindeutig zu bestimmen. Eine Qg ist daher durch den Doppelpunkt un

sechs weitere Punkte bestimmt.

2. Zieht man durch einen beliebigen Punkt A einer Gy zwei Strahlen TX,

Tv welche die Curve ausserdem in BXCXund B 2C2 schneiden, so wie einen
dritten Strahl Tz, und hebt einen weiteren Schnittpunkt B 3 desselben mit der
Curve hervor; zieht die Strahlenpaare SXS X, S2S2' durch welche B >XCX und
B2C2 mit dem Doppelpunkte Il verbunden werden, sowie den Strahl S3, der
von Il nach B z geht; so ist durch die Strahlenpaare S>XS X, S2S2' eine quadra-
tische Strahleninvolution bestimmt. Setzt man nun das Strahlblschel des Punktes
A mit dieser Involution derart in projective Beziehung, dass Tx dem Strahlen-
paare S1S1', T2 dem Paare S2S2" und T3 dem Paare entspricht, zu welchem
N3 gehort, so ist dadurch die Projectivitat des Strahlbischels und der Involution
vollstdndig bestimmt.

Der Ort der Schnittpunkte der Strahlen des Buschels mit den entsprechen-
den Strahlenpaaren der Involution ist (§ 15, No. 14) eine Curve Ill. O., die den
Trager der Involution zum Doppelpunkte hat, und durch den Tréger des Strahl-
bischels geht; diese Ortscurve hat daher ausser dem Doppelpunkte noch die
sechs Punkte A, Bx, Cx, B2, C2, Bz mit der gegebenen Curve Gy gemein, folg-
lich ist sie (No. 1) mit Qg identisch. Wir schliessen hieraus: Eine g kann in
unendlich vielfacher Weise durch eine Strahleninvolution, deren
Trager der Doppelpunkt ist, und ein projectives Strahlbtischel
erzeugt werden; jeder einfache Punkt der Curve kann zum Tréger
des Strahlbischels genommen werden. Ferner: Die Punktpaare,
in welchen eine Oy durch die Strahlen eines Buschels geschnitten
wird, dessen Trager auf der Curve liegt, werden vom Doppelpunkte
aus durch die Strahlenpaare einer Involution projicirt, die mit dem
Strahlenbischel projectiv ist.

3. Um eine O aus dem Doppelpunkte Il und sechs weiteren

Punkten 1, 2, 3, 4, 5, A zu construiren, stellt man die Involution her, die

mit dem projectiven Strahlblschel, dessen 1rdger A ist, die Curve erzeugt.
Schneidet man das Strahl-

bischel durch eine Gerade a, die

durch 5 geht und die nach 1, 2,

3, 4 gehenden Strahlen in 1', 2',

3', 4' trifft, und projicirt man diese

Punkte von einem auf der Gera-

den 115 gelegenen Punkte B aus,

so ist das Buschel B projectiv

mit dem Blschel A, also auch

mit der gesuchten Involution. Der

Strahl B 5 entspricht dem Paare

der Involution, zu welchem 115

gehort; da nun B auf 115 liegt, so befinden sich die Involution Il und das

Buschel B in reducirter Lage (8§15, No. 15), erzeugen also keine eigentliche

Curve Ill. O., sondern eine, die in die Gerade 11Z? und einen durch Il gehenden

Kegelschnitt K zerfallt. Von diesem Kegelschnitte sind nun funf Punkte bekannt,
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N, und die Punkte D, E, F, G, in denen die Strahlen 111, 112, 113, 114 von
EIl, B2, B3, B4 geschnitten werden. Hierdurch ist derselbe bestimmt.

Um nun die gesuchte Cg zu vervollstdndigen, d. i. um den Punkt zu erhalten,
der auf einem beliebigen durch Il gezogenen Strahle S liegt, bestimme man nach
dem PASCAL’'schen Satze den Punkt H, in welchem K von S zum zweiten Male
getroffen wird, verbinde H mit B, und zeichne den Strahl des Buschels A, der
B H entspricht, dieser trifft S in dem gesuchten Curvenpunkte.

4. Einem Strahle des Bulschels A, der an dem Doppelpunkte Il unendlich
nahe vorbei geht, entspricht ein Paar der Involution, dessen Strahlen die Cg in
Punkten treffen, die dem Doppelpunkte nédchst benachbart sind. Die Doppel-
punktstangenten sind daher das Strahlenpaar der Involution, das dem
nach dem Doppelpunkte gehenden Strahle des Bischels A entspricht.

Néhert sich ein Strahl eines Strahlenpaares der Involution dem Punkte A,
so nahert sich einer von den Schnittpunkten des dem Paare entsprechenden
Strahles und der Curve dem Punktet. Die Tangente an die Gy im Punkte
A entspricht daher dem Strahlenpaare der Involution, auf welchem
A liegt.

Diese Bemerkungen geben die Auflésung der beiden Aufgaben: Eine Curve

ist durch den Doppelpunkt und sechs weitere Punkte gegeben;
man soll die Doppelpunktstangenten und die Tangenten der Curve
in einem gegebenen Punkte derselben construiren.

5 Sind S1S1 = 0, S2S2'= 0, S3S3"— 0 drei Strahlenpaare einer In-
volution, so hat man S3S3'= alSIS1" -f- a2S2S2. Die Gleichung jedes
andern Paares kann dann geschrieben werden

SS = XoINL61l' -m X%a25252" = 0.

Es kann sich ereignen, dass fur gewisse Werthe des Verhéltnisses Xt : X2 das
Paar SS aus conjugirt complexen Geraden besteht, von denen nur der Trager
Il der Involution real ist. Legt man durch Il einen Kreis K, und verbindet die
Punkte, in welchen der Kreis von SXS X, S2S2\ S3S3\ SS1i geschnitten wird,
durch die Strahlen Ex, R2, A3, Rf So schneiden diese sich in einem Punkte C
und bilden ein der Involution projectives Buischel; hat man also R3 = bxR x -+ b2R 2,
so ist die Gleichung des Strahles R

E = WoxRx -f- \eb2R2 = 0.

Durchlauft das Verhaltniss Xj : X die reale Zahlenreihe, so beschreibt
der Strahl R das ganze Strahlblschel C. Liegt nun C im Innern des Kreises
K, so schneidet jeder Strahl des Buschels den Kreis, jedem Werthe von Xx: X2
gehort also ein reales Strahlenpaar der Involution zu; liegt hingegen C ausser-
halb des Kreises, so wird der Kreis nur von dem kleineren Theile der durch C
gehenden Strahlen geschnitten, es gehdren also nur zu einem bestimmten Werth-
gebiete des Verhéltnisses \x: X2 reale Strahlenpaare. Die Werthe von Xt : X2,
welchen die Strahlen zugehoren, die den Kreis K berihren, grenzen das Gebiet
der Zahlen Xj : X2, zu welchem reale Strahlenpaare der Involution gehdren, von
dem Gebiete ab, welchem complexe Strahlenpaare zugehoren; diesen beiden
Grenzwerthen entsprechen die Asymptoten der Involution. Wir schliessen daher:
Ist ein Strahlbischel mit einer quadratischen Strahleninvolution
projectiv, und hat die Involution keine realen Asymptoten, so ent-
spricht jedem Strahle des Buschels ein reales Strahlenpaar der Invo-
lution. Hat die Involution reale Asymptoten 3 und 3 1, so construire
man die ihnen entsprechenden Strahlen £ und des projectiven
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Buschels, diese Strahlen theilen die Ebene in zwei Paar Scheitel-
winkel; den Strahlen, welche durch das eine dieser beiden Paare
gehen, entsprechen reale Paare, denen, die durch das andere Paar
Scheitelwinkel gehen, entsprechen conjugirt complexe Strahlenpaare
der Involution.

Die Strahlen £, | x werden die Verzweigungsstrahlen des Strahlbischels
C in Bezug auf die projective Involution Il genannt.

6. Hat man (nach No. 3) ein Strahlbiischel und die dazu projective Invo-
lution, durch welche eine Cg erzeugt wird, so kann es sich ereignen, dass die
Involution reale Asymptoten hat, und dass der Doppelpunkt Il zwischen den
Verzweigungsstrahlen £ und £ x des Strahlblschels in einem der beiden Scheitel-
winkel liegt, durch welche die Strahlen gehen, denen complexe Strahlenpaare
entsprechen. In diesem Falle hat die Gy keine realen Doppelpunktstangenten;
und da keiner der Strahlen des Buschels, welche durch das Winkelfeld gehen,
in welchem 11 liegt, die Cg schneidet — denn keinem entspricht ein reales Strahlen-
paar der Involution — so hat die Curve in der Umgebung des Doppelpunktes
keine realen Punkte. In diesem Falle bezeichnet man den Doppelpunkt als
isolirten Punkt.

Die Verzweigungsstrahlen £ und £ x beriihren die Gg in den Schnittpunkten
mit den ihnen entsprechenden Asymptoten 3 und 3j der Involution.

Hat eine Qg einen isolirten Punkt, und wahlt man der Reihe nach alle
Punkte der Curve zu Tragern eines Strahlblschels und bestimmt die zugehorige
Involution, welche mit dem Bulschel die Qg erzeugt, so muss jede solche Invo-

lution reale Asymptoten haben und Il immer in dem Gebiete zwischen den
Verzweigungsstrahlen liegen, dessen Strahlen keine realen Strahlenpaare der In-
volution entsprechen. Wir schliessen daher: Hat eine Curve Ill. O. einen

isolirten Punkt, so gehen von jedem Punkte der Curve aus zwei
reale Tangenten an die Curve (ausser der Geraden, welche die Qg in dem
Punkte selbst beruhrt).

7. Liegt der Trager Il einer quadratischen Strahleninvolution auf einem der
beiden Verzweigungsstrahlen £ eines projectiven Strahlbtschels, so fallen die
Doppelpunktstangenten der duich das Bischel und die Involution erzeugten Cg,
die dem nach Il gehenden Strahle £ entsprechen, in eine Asymptote 3 der
Involution zusammen. Die Curve Ill. O.

hat also in diesem Falle Il zum
Ruckkehrpunkte und 3 zur Ruck-
kehrtangente.

8. Sind von einer Curve Qg der
Ruckkehrpunkt 11, die Ruckkehr-
tangente T und vier weitere Punkte
3 4, 5 A gegeben, so kann die Curve
in wesentlich derselben Weise construirt
werden, wie eine durch den Doppelpunkt
und sechs Punkte bestimmte Cg

Dem Strahle AU entspricht die Rick-
kehrtangente T, mithin entspricht dieser
im Buschel B der nach dem Schnitte
von 1'% und a gehende Strahl BI'. Da

diesem Strahle die Asymptote T der
(M. 427.)
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Involution 1l entspricht, so wird der von der Involution und dem Bischel B

erzeugte Kegelschnitt K von dem Strahle B\" in D berthrt. Der Kegelschnitt K

ist daher durch die vier Punkte Il, D, F, G und durch die Tangente DB im
Punkte D bestimmt.

9. Um eine C5aus dem Doppel-
punkte 1, den Doppelpunktstan-
genten Tt, T2 und vier weiteren
Punkten 3, 4, 5 A zu construiren,
verfahrt man ebenfalls nach No. 8;
nur treten jetzt der Strahl AU an
die Stelle der beiden Strahlen Al,
A2, und die Geraden Tx, T2 fiur
die Geraden 111, 112 ein.

10. Eine Ci kann aus dem
Doppelpunkten, einem Punkte
und der Tangente in dem-
selben und aus vier weiteren
Punkten nach folgendem Ver-
fahren construirt werden, welches
auch noch anwendbar bleibt, wenn

von der Ci ausser n vier Punkte und die Tangenten in zweien der-

selben, oder drei Punkte und die Tangenten in denselben gegeben sind.
Stellt man dieselbe Figur her, wie
in No. 3, so fallen diesmal zwei ge-
gebene Punkte auf 1 und den nachst
benachbarten Punkt der gegebenen
Tangente T\ diesen gehoéren zwei
unendlich nahe an B 1* benachbarte
Strahlen des Buschels B und zwei
unendlich nahe an I11 gelegene Ge-
rade durch Il zu. Diese beiden Paare
zugehdriger Geraden des Bischels B
und der Involution Il schneiden sich
in zwei unendlich nahen bei D
liegenden Punkten; es kommt nur
darauf an, die Gerade N zu finden,
auf der sie liegen, diese wird dann
die Tangente des Kegelschnitts K
im Punkte D sein.

Projicirt man die Punkte der Geraden T von A aus, und construiit mit Hulfe
der Geraden a die entsprechenden Strahlen von B, und projicirt sodann auch die
Punktreihe T von Il aus, so erhalt man zwei projective Strahlbuschel Il und B, in
denen 111 und BI*, sowie die genannten diesen beiden unendlich nahen Strahlen
einander entsprechen. Diese Bischel erzeugen einen Kegelschnitt T, der durch
B, Il und D geht, und mithin durch zwei weitere Punkte bestimmt ist, die man
durch Projection zweier beliebigen Punkte der Geraden T gewinnt. Die Tangente
dieses Kegelschnitts im Punkte D ist die gesuchte Gerade S.

Der Kegelschnitt K (No. 3) ist nun durch die Punkte Il, D, F, G und die
Tangente in D bestimmt.
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11. Um eine g aus dem Doppelpunkte Il, einem Wendepunkte 1,
der zugehdrigen Wendetangente T und zwei weiteren Punkten 4 und 5
zu construiren, hat man die Construction No. 3 dem Umstande entsprechend
zu verandern, dass diesmal drei
Punkte 1, 2, 3 in 1 zusammen-
fallen. Construirt man, wie in
No. 10, den Kegelschnitt T, so
hat dieser mit K im Punkte D
drei unendlich nahe Punkte ge-
mein, T und K beridhren sich
also in D dreipunktig. Die Kegel-
schnitte T und K haben vier
Punkte gemein, n&mlich 1l und
die drei in D zusammenfallenden
Punkte. Durch diese vier Punkte
geht auch das Geradenpaar M,
das aus der von Il nach einem
der drei Punkte bei D gehenden
Geraden IID und aus der Ver-
bindungslinie der beiden andern
Punkte, d. i. aus der Geraden S
besteht, die T in D berthrt.

Der Kegelschnitt K kann nun als der durch G gehende Kegelschnitt des
von T und M bestimmten Kegelschnittbiischels construirt werden.*)

8§13. Correspondirende Punkte einer Curve dritter Ordnung.

1. Sind TXTX, T27\", T3T3 drei Strahlenpaare einer quadratischen Involu-
tion, und SXS X, S2S2, S3S3' die entsprechenden Paare einer projectiven Involu-
tion, und ist

TsT3 — a\TxTx -]-a2T2T2, ®W « diSIS1"-+hb2S252,
so entsprechen sich die Paare
TT"  Xo6j 'TXIXH \2a2T2T2'= 0und SS'" = \dbxmE>XS X+ [2b2m6252"= 0.

Die Punkte, in denen sich entsprechende Paare schneiden, geniigen der
Gleichung, die aus TT" — 0 und SS'" = 0 durch Elimination von X und X2
hervorgehtf = axb2 «TXT X «S2S2 — a2bx =T2T2 «S)XS+ = 0.

Diese Gleichung ist vom vierten Grade. Wenn Tx— 0 und T2 — 0, oder
wenn S2 = 0 und Sx= 0, so ist auch / — 0, also geht die Curve / durch die
Tréager der beiden Involutionen. Der Ort der Schnittpunkte entsprechen-
der Strahlenpaare zweier projectiven Involutionen ist also eine Curve
vierter Ordnung, die durch die Trager der beiden Involutionen geht.

2, Die Coordinaten der Schnittpunkte einer Curve nter Ordnung mit einer
Geraden T ™ axxx+ a2x2+ asx3 = 0 sind die Wurzeln der Gleichungen

/=0 T=0 hy h ohs

Aus den letzten beiden linearen Gleichungen ergeben sich x2 und x3 als

lineare Functionen von xx; setzt man diese Werthe inf ein, so erhdlt man eine

*) Ueber Curven Ill. O. mit Doppelpunkt vergl. Weyr, Theorie der mehrdeutigen geo-
metrischen Elementargebilde. Leipzig 1869.
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Gleichung «ten Grades, die nur die Unbekannte x, enthadlt. Zu jeder der
«Wurzeln dieser Gleichung erhélt man aus der zweiten und dritten Gleichung
die zugehorigen Werthe von x2 und x... Dies ergiebt: Eine Curve «ter
Ordnung wird von einer Geraden in «Punkten geschnitten.

3. Jede durch den Tréger A der ersten Involution (No. 1) gehende Gerade
T gehort zu einem bestimmten Strahlenpaare TT' dieser Involution; die Punkte,
in welchen dieses Paar die Curve / = 0 schneidet, liegen auf dem entsprechenden
Strahlenpaare SS*'. Also hat die Gerade T ausser dem Punkte A noch zwei
Punkte mit der Curve gemein. Wir schliessen hieraus, dass jede durch A gehende
Gerade im Punkte A zwei zusammenfallende Schnittpunkte mit der Curve / = 0
hat, dass also A ein Doppelpunkt der Curve ist. Durch zwei projective
Strahleninvolutionen wird eine Curve vierter Ordnung erzeugt, welche
die Tréger der beiden Involutionen zu Doppelpunkten hat.

4. Wenn die Strahlenpaare zweier Involutionen sich entsprechen, zu welchen
der die Trager verbindende Strahl gehdrt, so sagt man, die Involutionen
befinden sich in reducirter Lage. Ist R der durch die Trager gehende
Strahl, und entsprechen sich die Paare RT X und RSX, so kann man in No. 1
die Paare RTX und RSX statt der Paare TXTX und SXX nehmen. In der
Gleichung /7 = 0 tritt dann der Faktor R auf, indem man hat

f R (#i’\Z’\V *Nong VIS TAP YS! "*"1)‘

Die Curve vierter Ordnung / zerféllt also in die Gerade R = 0 und in die
Curve III. O.

Pa axb2Tx'S2S2"'- az2bxT2T2Sx = 0.

Der Gleichung 9 = 0 wird gentigt, wenn Tx = 0 und T2 = 0, sowie wenn
N2= 0 und Sx"= 0, also geht die Curve 9 durch die Trager der beiden
Involutionen. Jede durch einen der beiden Trager gehende Gerade hat ausser
dem Trager noch zwei, im Ganzen also drei im Allgemeinen von einander ge-
trennte Punkte mit der Curve 9 gemein. Wir schliessen daher: Zwei pro-
jective Strahleninvolutionen in reducirter Lage erzeugen eine Curve
Ill. O, welche die Tréger der Involutionen zu einfachen Punkten hat.

5. Die Gerade R kann als die durch A gehende Gerade aufgefasst werden,
die unendlich nahe am Tréager B der andern Involution vorbeigeht. Sie schneidet
daher den Strahl Sx', der zu dem R T X entsprechenden Paare gehdrt, in einem
unendlich nahe bei B liegenden Punkte. Da dieser Punkt, als ein Durchschnitts-
punkt der Paare RT X und R S X, auf 9 liegt, so folgt, dass die Gerade Sx' die
Curve 9 im Punkte B berthrt. Ebenso folgt, dass 9 von Tx in A beruhrt wird.
Die beiden Strahlen Tx und Sx schneiden sich auf der Curve 9; dies ergiebt:
Die Trager zweier projectiven Involutionen in reducirter Lage haben

auf der von den luvolutionen erzeugten Curve Ill. O. denselben Be-
gleiter.
Zwei Punkte einer Curve Ill. O., die denselben Begleiter haben, werden als

correspondirende Punkte der Curve bezeichnet. Von einem Punkte P einer
Curve Ill. O., die keinen Doppel- oder Riickkehrpunkt besitzt, lassen sich (ausser
der Tangente in P) vier Tangenten an die Curve legen; zu jedem Curven-
punkte giebt es daher drei correspondirende Punkte.

Vier Curvenpunkte, die denselben Begleiter haben, die also zu je zweien corre-
spondirend sind, heissen das dem Begleiter zugehdrige Punktquadrupel.

6. Die Frage, ob je zwei correspondirende Punkte eine Curve Ill. O. als
Trager zweier projectiven Involutionen in reducirter Lage auftreten, durch welche
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die Curve erzeugt wird, wollen wir dadurch beantworten, dass wir angeben, wie
eine Curve Ill. O. aus zwei correspondirenden Punkten A und B, den
Tangenten in diesen Punkten und einer gentigenden Anzahl weiterer
Punkte durch zwei projective Involutionen construirt werden kann.

Sind Ax, A2 zwei correspondirende Punkte einer C"*, A3z ihr Begleiter, so
nehme man AXA2A3 zum Coordinatendreieck. Die Durchschnittspunkte der
Geraden A2A3 und der Curve ergeben sich aus der Gleichung
1 a222x2 -~ P@23XAX3 ~+ 3#23x 2x3 ~t'a333x3 =

Da nun von den Schnittpunkten zwei mit A2 und einer mit A3 zusammen-
fallen, so muss sich die Gleichung 1. auf x2x=2 = 0 reduciren, es ist also

a222 ~ a223 = a333~ o.

Die Verhéltnisse der Coordinaten xx:x3 fur die Schnittpunkte von AXA3
und der Curve erhdlt man aus
2. a\wx \ T- 2xxaxxx3 + 3dq3gxg#2 T- ~333"3r =z 0’

Da diese Gleichung zwei mit Ax und einen mit A3 zusammenfallenden
Schnittpunkt ergeben muss, so muss sie sich auf xxx£ = 0 reduciren; folglich
ist tigqll ~MI13 =H

Die Gleichung der Curve in Bezug auf AXA2Az3 ist daher
f = 3&XW\X2~h &\22X\X2 ~h N 23X IX2X3 ~F ~ j33XXX3 —p 3@233Xt X3

Die Verhéltnisse der funf Coefficienten in dieser Gleichung werden durch
vier weitere Punkte bestimmt. Dies ergiebt: Eine Curve Ill. O. ist durch
zwei correspondirende Punkte, ihren Begleiter und vier weitere
Punkte eindeutig bestimmt.

7. Um die C"1zu construiren, welche AXA2 zu correspondirenden

Punkten, A3 zu ihrem Begleiter hat, und durch die Punkte 1, 2, 3, 4
geht, legen wir einen
Kegelschnitt K x durch
AX, 1, 2, 3, 4 und einen
Kegelschnitt K2 durch
A2 1, 2, 3, 4
Sind J x und J 2 die
projectiven Involutionen
mit den Tragern Ax und
A2, durch welche die
Curve erzeugt wird, so
suchen wir die beiden
Strahlbuschel, die mitJ x
und J 2 zusammen die
Kegelschnitte K xund K 2
erzeugen; die Trager
dieser Blschel seien B x
und B 2. Da. AxA3, AxA2
ein Paar der Involution
J x ist, so liegt B x auf der Geraden, welche die Schnittpunkte D und E von K x
und AXA3, AxA2 verbindet; ebenso liegt B 2 mit den Schnittpunkten G und F
von K2 mit A2A3, A2AX auf einer Geraden.
Die Bischel B x und B2 sind projectiv mit den beiden projectiven Invo-
lutionen J x undJ 2, also sind sie auch unter einander projectiv, und die Schnitt-
punkte entsprechender Strahlen liegen auf einem Kegelschnitte L. Da nun in den

Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 13
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Buscheln B x und B 2 die Strahlen sich entsprechen, die nach 1, 2, 3, 4, C gehen,
so folgt, dass L durch 1, 2, 3, 4, C geht. Die Punkte B x und B2 sind daher
die Punkte, in denen der durch 1, 2, 3, 4, C bestimmte Kegelschnitt L die Ge-
raden DE und FG zum zweiten Male schneidet.

Mit Hilfe des Kegelschnitts L findet man zu einem Strahle des Buschels B x
den entsprechenden des Buschels B 2, und durch die Kegelschnitte K x und K2
ergeben sich dann aus je zwei entsprechenden Strahlen der Buschel Bxund B 2
zwei entsprechende Strahlenpaare der Involutionen J x und J 2.

Hat man auf diesem Wege zwei entsprechende Strahlenpaare der Involutionen
gefunden, etwa die, zu deren Schnittpunkten 1 gehdrt, so hat man noch ausser-
dem die beiden entsprechenden Paare AXA2, AxAa ™ A2AX A2Aa.

Die Projectivitat der Involutionen ist durch diese entsprechenden Paare und
dadurch, dass z B. das Paar, zu welchem der Strahl Ax2 gehort, dem Paare
entspricht, zu welchem A22 gehdrt, vollstandig bestimmt, und die Ergdnzung der
Involutionen kann nun ohne Benutzung der Kegelschnitte Kx, K2 und L in ein-
facherer Weise erfolgen. Man lege durch Aa eine Gerade AaH und beschreibe
die beiden Kreise AxAaH und A2AaH. Die projectiven Strahlbischel, welche
mit den Involutionen J x und J 2 zusammen diese Kreise erzeugen, haben ihre
Trager adi Aalf, und dieser Strahl entspricht sich selbst; daher sind die Buschel
perspectiv. Da aus den bekannten entsprechenden Elementen der Involutionen
/i und J 2 zwei Paare entsprechender Strahlen der beiden projectiven Buschel
folgen, so ist die Gerade M bekannt, auf der die Schnittpunkte entsprechender
Strahlen liegen. Mit Hulfe dieser Geraden M findet man je zwei entsprechende
Strahlen der Buschel, und indem man die Schnittpunkte dieser Strahlen und der
beiden Kreise von Ax und A2 aus projicirt, erhdlt man zwei entsprechende
Strahlenpaare der Involutionen J x und J 2.

Die Construction wird nur dann unbestimmt, wenn die Kegelschnitte K x
und K2 die Geraden AxAa und A2A3 in Ax bez. A2 berUhren; denn dann
fallen die Geraden DE und GE mit der Geraden AXA2 zusammen, und ihr
Schnittpunkt ist unbestimmt. Alle Curven Ill. O., welche die conjugirten Punkte
AxA2, sowie den gemeinsamen Begleiter Aa haben, und durch die Punkte 1, 2, 3
gehen, haben daher noch ausserdem den vierten Schnittpunkt der Kegelschnitte
gemein, die durch 1, 2, 3 gehen und AxAa bez. A2Aa in Ax bez. A2 berihren.

Il. Theil. Analytische Geometrie des Raumes.

§ 1. Coordinaten des Punktes.

1 Um die Lage eines Punktes P im Raume zu bestimmen, wahlen wir
einen beliebigen Punkt O, den wir als den Nullpunkt bezeichnen; durch O
legen wir drei Ebenen, die Coor- z
dinatenebenen, deren jede auf
den beiden andern senkrecht steht.

Diese Ebenen schneiden sich in
drei Geraden, den Coordinaten-
achsen, deren jede mit den beiden
andern rechte Winkel bildet. Wir
bezeichnen die Coordinatenachsen
mit OX, OY, OZ, die Coordinaten-
ebenen mit XOY, XO0Z, YOZ,
oder kurzer als die XY-, XZ- und
FZ-Ebene. Wir bestimmen nun
die Normalprojectionen P*, P", P'"
des Punktes P auf die drei Ebenen
und messen die Strecken PP, P"P, P'"P

Ueber das Vorzeichen der Strecken wollen wir in folgender Weise ent-
scheiden: Eine Schaar von parallelen Geraden durchschneiden wir mit einer
Ebene E in den Punkten Ax, A2, Aa, At . ... und bestimmen nun den positiven
sammtlicher Parallelen so, dass die auf ihnen liegen-
den positiven Strecken AX8 X A2B 2 AaB g,
auf derselben Seite der Ebene E liegen. Der positive
Sinn aller Normalen zu den drei Coordinatenebenen
ist hiernach bestimmt, wenn man Uber den positiven
Sinn der Coordinatenachsen entschieden hat. Wir
wollen festsetzen, dass OX, OY, 0 Z positive Strecken
der Coordinatenachsen sind.

Die drei Strecken P'P, P"P, P"'P bezeichnen
wir der Reihe nach mit x, y, 2\ sie sind die Coor-
dinaten, specieller die rechtwinkeligen oder
orthogonalen Coordinaten des Punktes P.

Alle Punkte, deren Coordinate x einen gegebenen
Werth a hat, liegen auf einer Ebene, die zur FZ-

Ebene parallel ist und von der X-Achse eine Strecke OQ' — a abschneidet;

13
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alle Punkte, deren Coordinate y einen gegebenen Werth b hat, sind auf einer
Parallelebene zu XOZ enthalten, die von der F-Achse eine Strecke OQ" — b
abschneidet; und der Ort aller Punkte, deren Coordinate z den gegebenen Werth
c hat, ist eine Ebene parallel zu XOY, die von der Z-Achse die Strecke
OQ'" = c¢ abschneidet.

Zu den drei Coordinaten x — a, y = b, z = ¢ gehort der Schnittpunkt der
drei Ebenen, die parallel zu den Coordinatenebenen sind und von den Achsen
der Reihe nach die Strecken OQ' — a, OQ" — b, OQ"™ — ¢ abschneiden. Die
Lage eines Punktes gegen die Coordinatenebenen ist somit, durch
seine Coordinaten eindeutig bestimmt.

Durch die drei Coordinatenebenen wird der Raum in acht dreiseitige Ecken
zerlegt. Fdr die Punkte im Innern der Ecke, welche die Kanten OX, OY, OZ
hat, sind alle drei Coordinaten positiv.

Es sei P der Punkt, dessen Coordinaten x, y, z die positiven Werthe a, b, ¢
haben. Der Punkt Px, dessen Coordinaten x, y, z der Reihe nach gleich — a, b, ¢
sind, liegt symmetrisch zu P in Bezug auf die FZ-Ebene; der Punkt P 2, dessen
Coordinaten a, — b, ¢ sind, liegt symmetrisch zu P in Bezug auf die X Z-Ebene;
der Punkt P 3, der die Coordinaten a, b, — ¢ hat, liegt symmetrisch zu P rick-
sichtlich der X F-Ebene. Der Punkt Px, der den Coordinaten a, — b, — ¢ zu-
gehort, liegt symmetrisch zu P 2 ricksichtlich der X F-Ebene und symmetrisch zu
P 3 ricksichtlich der ZZ-Ebene; der Punkt P b, dessen Coordinaten — a, b, — ¢
sind, liegt symmetrisch zu Px und P 3 in Bezug auf die ZF- und die ZZ-Ebene;

der Punkt P 6, der die Coordinaten — a, — b, ¢ hat, liegt symmetrisch zu P x
und P2 beziglich der ZZ- und FZ-Ebene. Der Punkt Pv dessen Coordinaten
— a, — b, — ¢ sind, liegt symmetrisch zu Px, Pb, P6 in Bezug auf die Ebenen

YOZ, XOZ, XOY. Es giebt also acht Punkte, deren Coordinaten gleiche
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absolute Werthe haben, in jeder der acht von den drei Coordinatenebenen ge-
bildeten dreiseitigen Ecken ist einer enthalten; sie sind die Ecken eines recht-
winkeligen Parallelepipeds, dessen Ebenen parallel den Coordinatenebenen sind,
und dessen Kanten von den Coordinatenebenen normal halbirt werden.

Alle Punkte, die gleiches x und y haben, haben dieselbe Horizontalprojection
p , liegen also auf einer durch die Coordinaten x undy bestimmten Parallelen
zur Z-Achse; die Punkte, die gleiches x und 2 haben, haben dieselbe Vertical-
projection P" und liegen auf einer Parallelen zur F-Achse; und die Punkte, die
gleiches y und z haben, gehdren zu derselben seitlichen Projection P"* und
liegen auf einer Parallelen zur Z-Achse.

Die Ebene PP'P" (Fig. 432) ist parallel zur FZ-Ebene; ihr Schnittpunkt Q’
mit der Z-Achse ist daher die Normalprojection des Punktes P auf die Z-Achse
und die Geraden P’Q’ und P" Q" sind normal zu OX. Ebenso treffen die Ebenen
PP'P" und PP"P'™ die
F- und die Z-Achse in
Punkten Q" und Q1I', die
die Normalprojectionen
des Punktes P auf diese
Achsen sind.

2. Die Strecke zwi-
schen zwei Punkten Px
und P 2 ergiebt sich leicht
aus ihren Coordinaten.

FOr die Strecke PxP2
folgt aus den Coordinaten

auf das ebene Coordinaten

system XOY:
PIP"i = (*a- *i)2+ (y2-y xy.
Ferner ist PxPf = PXP\x2 Hb (P2'P2 — P t'Pi)*, daher ist
1. PxP2 = (x2- *X)2+ (y2-y X2+ («8- *i)2-

Bezeichnet man die Winkel, welche die Strecke PXP2 mit den Achsen OX,
OY, OZ bildet, der Reihe nach mit 99 % 7, und sind QX, Qi", Q\"> bez.
Q2, Qi ' Q" d” Projectionen von Px und P2 auf die Achsen, so ist
agx'q2 = pxp 2005§, er<2?2 p Xp*costh QX"Q2™ = PxP2cesX,

Nun ist fur jeden Punkt P

oQ" — x, 0OQ" =y, oQ™
also ist QxQ2 = *2 —xi> Q1 Q2" —”2 —yl» ql"Q,™
Daher hat man, wenn man P X 2 mit d bezeichnet:

z.
2 cosy d . @R = y2d—y1‘ QSL g

Quadrirt man diese drei Werthe und addirt, so erhélt man mit Ricksicht
auf 1. die bemerkenswerthe Gleichung
3. c0s2< H cos2ty -h <w2x = 1.

3. Theilt ein Punkt P die Strecke P X2 im Verhaltnisse

PX :PP2= Xa: ,

so werden die Projectionen PXP2\ P X'P2", PX"P2" von den Projectionen
P, P", P im gleichen Verhéltnisse getheilt; die Coordinaten von P ergeben
sich daher aus den Coordinaten von Px und P2 nach den Formeln
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r—tvr tx2>> y = tui 4-T2D 2= t(* 2.

4. Die Lage eines Punktes kann man auch durch Polarcoordinaten
bestimmen. Man geht dabei von einem festen Punkte, einer durch diesen Punkt
gehenden festen Geraden, und einer durch diese Gerade gehenden festen Ebene
aus; wir nehmen dazu den Nullpunkt, die AT-Achse und die W-Ebene eines
rechtwinkeligen Coordinatensystems. Als Polarcoordinaten eines Punktes P ver-

2 wendet man nun die Strecke OP} den
Winkel <9 den die X-Achse mit der
Geraden bildet, auf welcher OP ge-
legen ist, und den Flachenwinkel o3
den die Ebene XOY und der Winkel
X OP einschliessen; die Strecke OP
heisst Radius vector des Punktes P
und wird mit r bezeichnet.

Der Zusammenhang dieser Polar-
coordinaten mit den rechtwinkeligen
in Bezug auf das System XY Z wird
durch folgende Formeln hergestelit:

X — OQ = rcos9,
L. y — Q'R" — Q'P mcosta r-sintpcosw,
z —P'P = Q'P-cos@ = r esingsinu>.
Hieraus folgt umgekehrt:

5. In vereinzelten Féallen legt man analytisch-geometrischen Untersuchungen
ein schiefwinkeliges Coordinatensystem zu Grunde, d. i. drei Coordinaten-
ebenen, die sich nicht unter rechten Winkeln schneiden. Man projicirt dann

2 jeden Punkt P gewdhnlich durch
Strahlen, die den Coordinaten-
achsen OX, OY, OZ parallel sind,
und bezeichnet als Coordinaten
des Punktes die Strecken P'P,
P"P, P™P. Es giebt auch in
diesem Falle acht Punkte, deren
Coordinaten den absoluten Wer-
then nach Ubereinstimmen und
nur nach den Vorzeichen ver-
schieden sind; dieselben bilden
die Eckpunkte eines Parallel-
epipeds, dessen Kanten den Coor-
dinatenachsen parallel sind und von den Coordinatenebenen halbirt werden.

6. Sind 9, y die Winkel, welche die Achsen eines rechtwinkeligen

=

(M. 437)
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Coordinatensystems mit dem Radius vector eines Punktes P einschliessen, so ist
1 x = rcosff, 'y = rcos<p, z = rcosy.

Werden die entsprechenden Bestimmungsstiicke fiir zwei Punkte P1( P 2 durch
die Indices 1 und 2 unterschieden, so hat man fir den Cosinus des Winkels der

Geraden OPx und OP2 die Formel
2 4+ r] * *g
cos{rxr2) = -1
2rir2
Nunist r{ = x"{-\-y2-hz\, rf = x\ ty\ + ,
PtP$ = (x2-x xy + (j;2_ji)2 -h(z2- z ty-,

daher hat man r\ -f-r|] — — AxXxH 2j2i “P2z2zx.

Da nun ferner XX = rxcos<px, YX= TrXcostyx, zZX= rXxcosy"X,

so folgt schliesslich die Formel
2. cos (rxr2) = coscpx coscp2 4- asd>X costy2 4- ~ X i -

Der Winkel zweier Geraden ist dem Winkel zweier durch einen Punkt
(z. B. durch O) gelegten Parallelen gleich; mithin giebt die Formel
3. c0s8 = c0s”™l c0s92 4- costyx costy2 4- COSyX COSy2
allgemein den Cosinus des Winkels zweier Geraden, die mit den Coor-
dinatenachsen die Winkel (fx, g~ yx bez. 42, X2 bilden.

Zwei Gerade sind daher normal, wenn ihre Richtungswinkel (d. i. ihre
Winkel mit den Coordinatenachsen) der Gleichung gentgen:
4, QCBffx COBM2 4- osA>x costy2 4- ~ X i QOSX2 =

8 2. Transformation rechtwinkeliger Coordinatensysteme.

1. Sind die Achsen O'X, O'Y', O'Z' eines rechtwinkeligen Coordinaten-
systems gleichsinnig parallel den Achsen OX, OY, OZ eines andern Systems,
und sind N*, N", N, Q\ Q", Q™, R", R", R' der Reihe nach die Projec-
tionen des Punktes O' auf OX, OY, OZ und des Punktes P auf OX, OY, 0 Z,
bez. O'X1 O'Y*", O'Z', so hat man

0Q' = ON' -
0Q" = ON" -
0Q™ = ON"' -

Nun sind OQ', OQ", 0OQ"™
die Coordinaten x,y, z des Punktes
P in Bezug auf das System XYZ]
O'R', O'R", O'R'™ die Coor-
dinaten x*, /7, z' von P in Bezug
auf das neue System X Y'Z';
ferner ON', ON", ON" die
Coordinaten des Nullpunkts O’ in
Bezug auf das System XYZ, die
wir mit a, b, ¢ bezeichnen wollen.
Daher haben wir die Trans-
formationsformeln

x=x"+a y=/ 4-b,

2. Transformation aus einem rechtwinkeligen Coordinatensysteme
in ein anderes mit demselben Nullpunkte, aber anders gerichteten
Achsen
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Die Cosinus der Winkel, welche die Achsen OX, OY, OZ des urspringlichen
Systems mit den Achsen OX', QOY', OZ' des neuen Systems bilden, mdgen
folgende tabellarisch zusammengestellte Werthe haben:

Zwischen diesen neun Gréssen bestehen sechs Gleichungen. Aus § 1, 2 folgt
al + B2+ T2
L «f + B + Ts
a2 + Rf + T332 =
Da ferner das neue System X' Y'Z' ebenfalls rechtwinkelig ist, so ist (§ 1, 6)
aia2 + RiR2+ TIT2 =0,
2- aia3+ Riks + TIT3 = O,
a2a3 + B2 + T2T3 — 0.
Auf Grund dieser sechs Gleichungen kann man die neun Cosinus durch drei
derselben, oder durch drei andere, von einander unabhéngige Gréssen ausdriieken.
Die beiden Systeme wvon Gleichungen 1. und 2. kann man durch zwei
andere Systeme ersetzen. Da die Winkel der W-Achse mit den rechtwinkeligen
Achsen OX', OY', OZ' die Cosinus 04, a2, a3 haben u. s. w.,, so ist auch
ai2 + a2 4- L = 1,
3- Ri2 + B2 + 2= 1,
T2 4- T2 + t2 ‘S le
Da ferner die Achsen des Systems XY Z rechte Winkel bilden, so ist
alBl -m a2i32 me a3f3 = 0)
4- «iTi + «2T2 + a3T3 0,

BiTi 4- R2T2 + [3T3 0.
Die sechs Gleichungen 3. und 4. kdnnen algebraisch als eine Folge der

Gleichungen 1. und 2. nachgewiesen werden; wir sehen indess davon ab, diesen
Nachweis zu liefern.

3. Sind zwei Punkte A und B durch einen aus drei Streckende, CD und
D B bestehenden gebrochenen Linienzug verbunden, und sind A', B*, C', D' die
Normalprojectionen der Punkte A, B, C, D auf eine Gerade G, sind ferner X
Ix v die Winkel der Geraden G mit AC, CD, DB, so hat man bekanntlich

A'B' = A'C 4- CD"' 4- D'B’,
mithin * A'B" = cos X*AC 4- cosja=CD 4- cosvmDB.

4. Die Projectionen der Strecke OP auf die Achsen OX', OY', OZ' sind
der Reihe nach die Coordinaten x*, y*, z'. Projicirt man statt der Strecke OP
die gebrochene Linie OQ'P'P (Fig. 432), so erhdlt man nach der vorigen Formel

X' = 04# 4- 1Yy 4- ylz,
le / Kx H By 4- y2z,
= a3x 4- B3y -h y3z.

Diese Formeln vermitteln den Uebergang aus dem Systeme XY Z in das
System X'Y'Z"\ die Formeln flr den Uebergang aus diesem in jenes erhélt man,
wenn man 1. der Reihe nach mit 04, a2, a3; dann mit 1, B2, B3; schliesslich
mit Ti> T2>:s: multiplicirt und addirt; in Ricksicht No. 2, 3 und 4 erhélt man
= 04 4-& 4-a8z',

BN 4-R2y  4-38*,
ylx' 4-Ty  4-73*-

1,
)
1 e

X
2 y
2
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5. Hat das neue System weder dieselben Achsenrichtungen, noch denselben
Nullpunkt wie das urspringliche, so kann man ein Hulfssystem einschalten, das
mit dem urspringlichen in Bezug auf die Achsenrichtungen und mit dem neuen
in Bezug auf den Nullpunkt tbereinstimmt.

Sind x,y, z, x', y' z' die Coordinaten eines Punktes P im urspringlichen
bez. im neuen Systeme, sind ferner a, b, c die Coordinaten des neuen Nullpunkts
in Bezug auf das alte System, und werden die Cosinus der Winkel der Achsen
des neuen Systems mit den Achsen des alten wie in No. 3 bezeichnet, so hat
man die Transformationsformeln

X — a4- 04# 4- a2y 4- 042,
y — b [ 2 Ra- (&
z = c4- Ti* 4- 7ZTf+ Ts2'-

6. Wenn 2zwei orthogonale Coordinatensysteme XY Z und X' Y'Z' einen
gemeinsamen Nullpunkt haben, so kann die Ebene XOY in die neue Lage
X'O Y' auf folgende Weise ubergefuhrt werden.

Wir bemer-
ken zunéchst,
dass in allen
Coordinatenebe-
nen der positive
Drehungssinn fur
Winkel so ge-
wahlt sein soll,
dass die Winkel
XY, X0z,
YO Z rechte Win-
kel (und nicht
= 270°) sind. Wir
beachten nun die
Schnittgerade
der Ebenen
X'OY"und XOY (M 430)
und entscheiden
uber ihren positiven Sinn; (93E sei eine positive Strecke dieser Geraden. Hierauf
drehen wir das Coordinatensystem XY Z um die Achse OZ, so dass die Achse
OX den Winkel XOH beschreibt; dabei komme OY in die Lage Oty. Nun be-
merke man die Schnittlinie der Ebenen X'OY" und 2)OZ', die positive Strecke
auf dieser Geraden wéhle man so, dass HO2l' ein rechter Winkel (und
nicht = 270°) ist, und drehe das Coordinatensystem H%Z um die Achse OH so,
dass 0\) den Winkel beschreibt; hierdurch komme OZ in die Lage #3-
Schliesslich drehe man das Coordinatensystem £$'3 um die Achse O3 so,
dass OH den Winkel HOX" beschreibt; dann fallt die 3E-Achse mit OX", und,
da HOtyi= X’'OY’= 90°, auch die F-Achse mit OY" zusammen.
Hat man so durch drei aufeinander folgende Drehungen um die Achsen OZ,
OH, und (73 die ATF-Ebene in die neue Lage X'OY" gebracht, so fallt die Achse
OZ entweder mit (73 zusammen, oder bildet mit (73 einen gestreckten Winkel.
Im ersten Falle kanh man das Coordinatensystem XY Z durch Drehung in die
neue Lage X'Y'Z" bringen, im andern Falle nicht; im ersten Falle bezeichnet
man die Coordinatensysteme als gleichsinnig, im andern als ungleichsinnig.



202 Analytische Geometrie.

Bei jeder einzelnen der drei Drehungen bleibt eine Achse des jeweiligen
Coordinatensystems unverandert, also auch die parallel zu ihr gemessene Coor-
dinate eines Punktes; die beiden andern Coordinaten &ndern sich infolge der
Drehung der Coordinatenebene, mit welcher sie parallel sind, fir dieselben gelten
daher die fur Coordinaten in der Ebene aufgestellten Transformationsformeln.
Bezeichnet man die Winkel XOX, 20%\ 10X "* der Reihe nach mit &, 0, ?,
und die Coordinaten eines Punktes P in den Systemen XYZ, XtyZ, £$'3, X'Y'3
der Reihe nach mitx, vy, z] z; X% 9, x\y\ 3; so hat man die successiven
T ransformationsformeln:

°0 fur den Uebergang aus dem Systeme XY Z in das System £2)Z:

1 X — costy ex — sinty ®9, 'y — sin 9 -P costy 9, z= 2\
) fur den Uebergang aus dem Systeme 1%Z in das System £$'3:
n X=X — cosd «9' — sind -3, z — sind 9" -p -3;
T) furden Uebergang aus dem Systeme £$'3 in das System X'Y'3:
3X = cosN ex' — siny &', 9" = sinftpex' -p cospey’, 3= 3.
Im Falle zweier gleichsinnigen Systeme hat man schliesslich z* — 3, im
Falle ungleichsinniger Systeme ist 2 = — 3.

Drickt man nun durch die Formeln 1., 2., 3. die urspriinglichen Coordinaten

x>y’ 2 durch d%& neuen Coordinaten x', y', z' aus, so ergeben sich die Trans-
formationsformeln:

X — (coscos siny stn*p cosd) ex' — (sintp asJ> -P cosrp sinty cosd) ey*
+  sinfpsin fl mz\
y ~ (cos@sinl]; -~ smtp cns*\>cos3) ‘jC' — (sin9 sin&>— cosa cos<4 cosd) =y
costy sind 7'
z = sin<psind ex* -p cosysinb-y' + cosd-z".

Hierbei gelten die oberen Vorzeichen fir gleichsinnige, die unteren fir
ungleichsinnige Systeme.

Vergleicht man diese Transformationsformeln mit den Formeln in No. 4, so
erhdlt man die neun Cosinus 04, a2, a3, Bx, B2, B3, yv y2, y3 durch die drei
von einander nicht abhangigen Winkel 9, < d ausgedriickt; man hat
<K= €0S@Cos* stnqstntycosX; a2= — sincpcosty— cos<gsin cosd; a3= dzsintysind;
Bx= cosystnty-+-sm<pcostycosh; B2= —sin9sin -pcos9cos cosfl; R3= cos sind]
yx= sinfsin3; y2 = cosfsind; y3=» % cosd.

8§ 3. Die Ebene, die Gerade und der Punkt.

1. Fallt man auf
eine Ebene T vom Null-
punkte O aus eine Nor-
male ON, so kann die
Ebene als der Ort der
Punkte definirt werden,
die den Schnittpunkt A
dieses Lothes und der
Ebene zur Normalpro-

N jection auf ON haben.
Ist d die positiv zu rech-
nende Strecke OA, sind
a, R ydie Winkel, welche
(M. 440.)
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OA mit den Coordinatenachsen einschliesst, und sind %, y, z die Coordinaten
eines Punktes P der Ebene, so ist die Bedingung, dass die Normalprojection
von P auf die Gerade ON mit dem Punkte A zusammenféllt:

cosa ®X + 0S8 &y H- cos7 ez = d.

Die Coordinaten jedes Punktes der Ebene genligen dieser Gleichung; und
umgekehrt, alle Punkte, deren Coordinaten dieser Gleichung geniigen, liegen auf
der Ebene; die Gleichung ist daher die Gleichung der Ebene T.

Eine Ebene, deren Normale mit den Coordinatenachsen die Winkel a, 3 7
macht und die vom Anfangspunkte um die Strecke d entfernt ist, hat daher die
Gleichung
1 cosa. X cosl ey -P cosy ez — d = O.

Diese Gleichung ist linear beziglich der Coordinaten.

Dividirt man sie durch d, so entsteht

Nun ist, wie man aus der Figur sieht,

OSt — d'.cosa.,/ OS2 — d:cos§, 0OS3 = d!cos7.

Wenn man die Achsenabschnitte OSx, OS2, OS3 der Reihe nach mit a, b, ¢
bezeichnet, so erhdlt man daher die Gleichung der Ebene in der Form:

X Y z _
2. TPy P, —1=0

Umgekehrt schliesst man: Jede lineare Gleichung zwischen den
Coordinaten eines Punktes ist die Gleichung einer eindeutig be-
stimmten Ebene. Denn dividirt man die allgemeine lineare Gleichung
3 Ax -p By -y Cz -y D = 0
durch — D, so erhalt man

A B C
—D 'X+ —D 'y + —B>'Z 1 ox
und erkennt nun durch den Vergleich mit 2., dass 3. die Gleichung einer Ebene
ist, deren Achsenabschnitte betragen
D D D
a~ ~ A’ b~— B C-~ c:

Durch Multiplication mit einem geeigneten Faktor r kann man die allgemeine
lineare Gleichung 3. auch auf die Normalform 1. bringen, und dadurch den
Abstand der Ebene 3. vom Nullpunkte und die Winkel bestimmen, die die
Normale der Ebene mit den Achsen bildet. Aus der Identitat

rAx -1- rBy -p rCz -p rp = cosa. ®X -p cos$ & -p cos7.z — d
folgen die Gleichungen
rA — cosa., rB — cosfi, rC = cos™, rD — — d.

Quadrirt man die ersten drei, addirt, und beachtet, dass
cos2a -p cos2$ -P cos27 = 1,
so erhalt man
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2. Setzt man in der Gleichung einer Ebene T:
7N X 4 % 4 2 1=0
adBie—1=

die Coordinate z = 0, so erhélt man die Gleichung fir die Coordinaten x und
y der Punkte der Ebene, welche auf der XF-Ebene liegen, also die Gleichung der
Horizontalspur S>S2 der Ebene T\ ebenso erhdlt man die Gleichung der Spuren
S1S3 und @S 3, wenn man in der Gleichung der Ebeney — 0 bez. x = 0 setzt
daher ist die Gleichung der

Horizontalspur S1S2: : 4- — | 0,
. X

Verticalspur NS3: a 1= 0,

seitlichen Spur S2S3: 3{) 1= 0.

Man kann diese drei Gleichungen auch als Gleichungen von Ebenen be-
trachten; da z B. in der ersten derselben die Coordinate z nicht vorkommt, so
wird der Gleichung von jedem Punkte des Raumes geniigt, dessen x undy diese
Gleichung erftllen, dessen Horizontalprojection P* also auf SXS2 liegt; als
Gleichung eines rédumlichen Gebilds aufgefasst, ist daher

X
% + %— Il = o
die Gleichung einer Ebene, die parallel zur Z-Achse ist. Ebenso sind
X z .y
b= 1=0 und' 1 —1=0

die Gleichungen von Ebenen, die parallel zur F-Achse, bez. parallel zur X-Achse
sind.
3. Liegen vier Punkte P, Px, P 2, P3 auf einer Ebene Ax 4-By y-Cz -\-D = 0
so bestehen die vier Gleichungen
Ax -+ By n Cz + D
AXx -+ Byx4- Czx 4~D
Ax2 -+~ By2-)- Cz2 +D ,
Ax3-(- Bys4- Czz +P) = 0.
Der Verein dieser in Bezug auf A, B, C} D homogenen linearen Gleichungen
erfordert das Verschwinden der Determinante

1
o O o

1

X y z LU’
TR P Jiozi 1 _ 0

*2 y2 2 1

*3 y3 Z3 1

Dies ist die Bedingung dafiir, dass P mit P X 2P 3 auf derselben Ebene liegt,
ist also die Gleichung der Ebene PXP2P3.

4. Der Winkel 8 zweier Ebenen
T= Ax 4-By \.-Cz + D = 0, Tx = AXX -j- By 4- Cxz 4- Dx = 0,
innerhalb dessen der Nullpunkt liegt, ist dem Winkel ihrer Normalen supplementar;
sind a, [ 7, ax 7j die Winkel der Normalen von T und Tx mit den
Coordinatenachsen, so ist

— C0s8 = cosa cosdx 4- cosf3cosBt -4 cos7 COS™X.
Setzt man hier die in No. 1, 4 gefundenen Werthe ein, so ergiebt sich
AAX+ BBX-f- CCX

1. coso = —
VA* + B* + G2 =YA? 4-B?4- CR2
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Zwei Ebenen sind daher normal zu einander, wenn
2. AAX + BBX4- CCX= 0.
Zwei Ebenen sind parallel, wenn cosa : cosfy : cosy = cosax : cos$x : cos”x,
also wenn
A:B:C = AX:B X:.CX.
5 Ist Il die Normalprojection eines beliebigen Punktes P auf die durch O
gehende Normale der Ebene
T == cosa *X 4- cos$ & 4- cosy ez —d = O,

SO ist Oll = cosa *x 4- cos$ & 4- cos7 =2.
Der Abstand p des Punktes P von der Ebene T ist
p= WA — OA — OIll = d— (cosa mx 4- cosR ¢y 4- cos7 *z) = — T.

Ist also Fss cosa =x 4- cos$ m 4- cos7 ez — d = 0 die Gleichung einer
Ebene, so ist der Werth, den das Polynom T fur die Coordinaten
irgend eines nicht auf T — 0 gelegenen Punktes annimmt, dem Ab-
stande des Punktes von der Ebene entgegengesetzt gleich; dabei wird
der Abstand positiv oder negativ, je nachdem der Punkt mit dem Nullpunkte O
auf derselben Seite der Ebene liegt oder nicht.

Der Abstand eines Punktes P von der Ebene Ax 4-By 4- Cz 4- D = 0 ist

AX 4- By 4- Cz 4- D
p = ~ YA*+ B24-C2 ‘

6. Sind AC und BD zwei Strecken einer Ebene T und normal zur Schnitt-
linie mit einer andern Ebene Tx, sind ferner A1 und B' die Normalprojectionen
von A und B auf Tx, so ist

AXCDBX= \CD <(A'C-hB'D) = \CD <(ACcos TTX4-BD cos TTX

= \CD -(AC 4-BD) cos 7 TX.

Daher hat man
1. A'B'DC— ABDC-cosa.

Projicirt man die Ecken eines
auf T gelegenen Polygons auf die
Schnittlinie von T und Tx, so
erscheint die Flache des Polygons
als ein Polynom von rechtwinkeligen
Trapezen, derart wie ABDC, und
die Projection des Polygons auf die
Ebene Tx ist das gleichgebildete M)

Polynom aus den Projectionen der

Trapeze. Wendet man auf die Projection jedes Trapezes die Formel 1. an, so
gelangt man zu dem Satze: Die Flache der Normalprojection einer
ebenen Figur ist gleich der Flache der projicirten Figur multiplicirt
mit dem Cosinus des Neigungswinkels der projicirten Figur gegen
die Projectionsebene.

Der Neigungswinkel einer Ebene gegen eine Coordinatenebene ist dem Winkel
gleich, den die Normale der Ebene mit der auf der Coordinatenebene normalen
Achse einschliesst.

Sind daher /", £+, £ die Projectionen einer ebenen Flache f auf die
Coordinatenebenen und a, B 7 die Winkel der Normalen zu f mit den Achsen,
so hat man f = fcos7, f" = fcosa, f" = fcos$.

Quadrirt man diese drei Werthe und addirt, so entsteht
y 2 y"2 y™a =/2
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Projicirt man eine ebene Flache auf die Ebenen eines orthogonalen
Coordinatensystems, so ist die Summe der zweiten Potenzen der drei
Projectionen gleich der zweiten Potenz der projicirten Flache.

7. Die Gleichung der durch die Punkte PXP 2P3 gehenden Ebene (No. 3)
giebt nach den Gliedern der ersten Zeile entwickelt

Die Coefficienten von x, y, z stimmen ricksichtlich der absoluten Werthe
mit den doppelten Flachen der Dreiecke P X"P2"'P3", Px"P2"P3", PxP2P3
Uberein; um die Gleichung 1. auf die Normalform zu bringen, hat man sie daher durch

2v W 'A'W + IW W + W W =+ 2ePPPa
zu dividiren. Bezeichnet man mit hQdie von P 0 ausgehende Hohe des Tetraeders
POPXP2P 3 und mitf 0 die Flache P XP 2P 3, so hat man daher (No. 5)

Die Determinante stimmt also dem absoluten Werthe nach mit dem sechs-
fachen Tetraedervolumen Uberein.

Um auch dem Vorzeichen eine geometrische Bedeutung zu geben, haben
wir uns Uber den positiven oder negativen Sinn von Tetraedern zu entscheiden.
Wir wollen ein Tetraeder ABCD als positiv oder negativ ansehen, je nachdem
von dem Eckpunkte A aus betrachtet das Dreieck BCD als positiv oder negativ
erscheint, vorausgesetzt, dass man fur Dreiecksflachen eine bestimmte Drehrichtung
(z. B. links herum) als die positive angenommen hat.

Die Tetraeder ABCD, ACDB, ADBC haben dasselbe Zeichen; die
Tetraeder ACBD, ABDC, AD CB haben das entgegengesetzte Zeichen; denn
die Dreiecke BCD, CDB, DBC erscheinen von demselben Punkte A aus in
gleicher Drehrichtung, die Dreiecke CBD, BDC, DCB in der entgegengesetzten.

Lasst man also die erste Ecke unverandert und permutirt die drei andern,
so haben die Tetraeder denselben Sinn, bei denen die drei letzten Buchstaben
Permutationen von derselben Klasse sind.

Das Dreieck BCD erscheint von A aus in anderer Drehrichtung als das
Dreieck ACD von B aus; die beiden Tetraeder ABCD und BACD sind daher
ungleichen Sinnes; und zugleich sind ABCD und BACD Permutationen von
verschiedener Klasse. Durch Vertauschung der ersten beiden Buchstaben und
nachmalige Permutation der drei letzten Buchstaben kann man aber alle Per-
mutationen der vier Buchstaben ABCD herstellen. Wir sehen daher: Tetraeder,
die sich nur durch die Anordnung der Eckbuchstaben unter-
scheiden, sind gleichen oder ungleichen Zeichens, je nachdem die
Folge ihrer Eckbuchstaben Permutationen von gleicher Klasse sind,
oder nicht.
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Die Determinante

hat fir zwei verschiedene Lagen IV und II" des variabeln Punktes P im All-
gemeinen verschiedene Werthe A und A", sollen diese ungleiche Vorzeichen
haben, so muss A fur einen Punkt der Strecke II'll" verschwinden. Hieraus

folgt: Die Determinante hat fur alle Punkte auf derselben Seite der Ebene
A A A dasselbe Zeichen und wechselt das Zeichen, wenn P von einer Seite
von PXP2P 3 auf die andere Ubertritt. Unter denselben Umstdnden behdalt oder
wechselt aber auch das Tetraeder PP XP 2P 3 das Zeichen; denn das Dreieck
A A A erscheint von allen Punkten aus, die auf derselben Seite von PxP 2P 3
liegen, in derselben Drehrichtung, von Punkten auf verschiedenen Seiten aus in
entgegengesetzten Drehrichtungen. Hieraus folgt, dass fur alle Lagen der Punkte
P OP XP 2P 3 die Determinante

dem sechsfachen Volumen des Tetraeders gleich oder entgegengesetzt gleich ist.
Um nun zu entscheiden, welcher von beiden Fallen gilt, genlgt es, ein Beispiel

zu untersuchen. Wir wéhlen das Tetraeder OSxS2S3 (Fig. 440). Die Deter-
minante A wird jetzt
0001

« 001

0r01 = — abc.

0 Oc 1

Rechnet man ein Dreieck ABC positiv, wenn die Drehungsrichtung von A

Uber B nach C linksum erfolgt, und ist, wie in unseren Figuren, der positive Sinn
der Coordinatenachsen so gewdhlt, dass vom Anfangspunkt aus gesehen ein
Dreieck ABC positiv erscheint, dessen Ecken auf den Achsen OX, OY, 0Oz
liegen, und die Endpunkte der positiven Strecken OA, OB, OC sind, so ist das
Tetraeder OSXS2S3 positiv. Hieraus folgt, dass auch rucksichtlich des Vor-
zeichens die Gleichung gilt

= AXxXh B xy Cxz -+~ D x 0,
T2 A2x-+ B2y -f-C2z+ D2 0,
A3X B3y +C3z+ D3 = 0.
sind die Werthe von vy, z, welche den drei Gleichungen Tx=0, T2—0,T3—0
genugen, also die Auflésungen des linearen Systems

Axx +Bxy -f- Cxz = — DX,
+ B2y f-C2z= — Dy,
A3x -+ B3y 4- C3z D.

Dieses System ergiebt
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2. (ABC)-x = — (BBC), m(ABC)-y = — (ABC), (ABC) «*= — (ABD)
wenn

Sind die drei Zeilen der Determinante (ABC) oder zwei derselben pro-
portional, so sind die drei Ebenen parallel (No. 4), oder zwei derselben sind
parallel, und die Determinante (ABC) verschwindet. Ist (ABC) = 0 und sind
zwei Colonnen proportional, so verschwindet auch eine der andern drei Deter-
minanten, die andern beiden unterscheiden sich durch einen von Null ver-
schiedenen Faktor und verschwinden daher gleichzeitig; sind diese beiden
Determinanten nicht Null, so ist eine Coordinate des Schnittpunkts unbestimmt,
die beiden andern sind unendlich gross; die Ebenen schneiden sich daher in
drei parallelen Geraden, die einer Coordinatenebene parallel sind. Ist z. B.
Ax:A2:A3 = Bx:B2:Bz, also Bx — nAx, B2 = nA2, 7?3 = nAz,
so ist (BBC) = n(BAC) = — n(ABC), und (ABD) = 0. Wenn (BBC)
nicht verschwindet, so ist auch (ABC) von Null verschieden, und die Coordinaten
des Schnittpunkts sind x — 00, y = 00, z unbestimmt. Die Ebenen schneiden
sich daher in drei zur X FEhene parallelen Geraden.

Wenn (ABC) dadurch verschwindet, dass die Glieder einer Colonne Null
sind, so sind auch zwei der drei andern Determinanten Null; die drei Ebenen
sind in diesem Falle einer Coordinatenachse parallel; wenn die vierte Determinante
nicht verschwindet, so schneiden sie sich in drei zu dieser Achse parallelen
Geraden; wenn sie verschwindet, so gehen sie alle drei durch eine zu dieser
Achse parallele Gerade. Ist z. B. Ax= A2 = A3z = 0, so haben die Ebenen
die Gleichungen
Tx= B xy-\- Cxzy-Bx=0, T2==B2y-+-C2z-\-D2=0, Tz= B 3y-\-C3z D 3= 0,
sind also parallel der X-Achse; betrachtet man ihre Gleichungen als Gleichungen
von Geraden in der FZ-Ebene, so sind dies die seitlichen Spuren der drei
Ebenen; diese drei Spuren haben einen oder keinen gemeinsamen Punkt, je
nachdem die Determinante (BCD) verschwindet oder nicht verschwindet.

Wenn die Determinante (ABC) verschwindet und weder zwei Zeilen noch zwei
Colonnen proportional sind, und wenn zugleich keine der drei andern Determinanten
(BBC), (ABC), (ABD) verschwindet, so sind die Coordinaten des Schnitt-
punkts sammtlich unendlich gross, die drei Ebenen schneiden sich also in drei
parallelen Geraden, die keiner Coordinatenebene parallel sind. Verschwindet
hingegen noch eine der drei andern Determinanten, z B. (BBC), so hat man
durch Entwicklung der Determinanten (ABC) und (BBC) die beiden Gleichungen.

3. AN — 0,
4, D, 0.
Flgt man hierzu noch eine der beiden identischen Gleichungen (BBC) — 0
und (CBC) = 0, oder entwickelt:
B2 C2 A Bx X
> B, C, BX Bx Cx °° g2 Co Bo — 0,
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B2 C2 B% Cz Bx Cx
6. Bo Co Bx Cx @ Bo @ ** 0
so folgt, indem man 3, 4., 5 und dann 3., 4., 6 zusammennimmt, noch das
Verschwinden der beiden Ubrigen Determinanten:
(ABB) = 0, (ABC) = 0.

In diesem Falle sind also die Coordinaten des Schnittpunkts sammtlich un-
bestimmt. Da (ACB) — 0 und (BCD) = 0, so verschwindet fur alle Werthe
von x undy auch die Determinante

Multiplicirt man die Glieder der zweiten Reihe mit z, und addirt dann die
dritte und die vierte Reihe zur ersten, so entsteht die ldentitat
I Axx -+ BxyH Cxzf-
1A2x 4 B &y C2zH—
| A3jc f— B 3y C3z+
Entwickelt man nach den Gliedern der ersten Reihe und bezeichnet die
drei Determinanten aus je zwei Colonnen der Elemente

X "M Q
Bx Do Do
mit mx, m2, so erhélt man
7. MXTX -~ m2T2 + m3aTz == ().

Dieser lIdentitdt zufolge wird fir jeden Punkt, fur dessen Coordinaten die
Polynome Tx und T2 verschwinden, auch das Polynom V3 gleich Null, folglich
geht die Ebene T%durch die Schnittlinie der Ebenen Tx und 72.

Umgekehrt: Wenn drei Ebenen 7= 0, T2=0, 73= 0 dieselbe
Gerade enthalten, so giebt es drei Zahlen mx, m2, m3, durch welche
die ldentitat hergestellt wird:

MxTx+ni2T2 + M3T3 = 0.

Denn sind TXJ Tz20 die Werthe, welche die Polynome Tx und T2 fir einen
ausserhalb der Schnittlinie TxT2 auf T3 gelegenen Punkt Bo annehmen, so bilde
man die Ebenengleichung.

8. B2o «Tx Txo T2 = 0.

Derselben wird von jedem Punkte gentigt, fir welchen Tx= T2= 0, d. i.
von jedem gemeinsamen Punkte der Ebenen Tx und T2 ; sowie von dem Punkte
BO0. Folglich ist die Ebene 8. identisch mit Tz, und es giebt daher eine Zahl
mx, durch welche die ldentitdt hergestellt wird

m\B% — B2gq-Tx N10-12

Dies ist aber die behauptete Identitdt, wenn man nur m2 und m3 durch —
T2q und Txo ersetzt.

9. Vier Ebenen To= 0, Tx= 0, 72=0, T3= 0 gehen durch einen
Punkt, wenn die Determinante des Systems der vier Gleichungen verschwindet,
also wenn

Unter dieser Bedingung giebt es vier Zahlen m0, mx, m2, m3, fir welche
Schiobmilch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. 14
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tno Ao 4- mMXAX -+~ m2A2 4- nisAs= 0,
wgBg + ml1Bx 4- m2B2 -I- w3i?3= 0,
moCo 4- mxCx -f- m2C2 4- Gx= 0,
»ldDq 4- mxDx 4- maD2 4- w3Z53= 0.

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit x, y, z, und addirt,

so erhélt man die Identitat
moTQ4- m\Tx 4- tn2T2 4- "33 = 0.

Wenn also vier Ebenen durch einen Punkt gehen, so giebt es
vier von Null verschiedene Zahlen, durch welche die Identitat her-
gestellt wird

plgTg 4- mxTx 4- m2T2 4- ni%w3 = 0.

Umgekehrt: Wenn es vier Zahlen m0, mx, m2, giebt, durch
welche diese Identitdt hergestellt wird, so haben die vier Ebenen
TQ Tx, T2) r 3 einen Punkt gemein.

10. Sind Tx=0 und T2 = 0 die Gleichungen zweier Ebenen in Normalform,

so sind die Abstdnde eines Punktes P von diesen Ebenenpx= — T)x>p% = T2.
Ein Punkt, der gleiche oder entgegengesetzt gleiche Abstdnde von den beiden
Ebenen hat, erfullt also die Gleichung Tx = 72, bez Tx = —T2, d i

TX — T2 = 0, bez. Tx4- T2 = 0.

Also sind Tx— T2 = 0Ound Tx4-T2 = 0 die Gleichungen der Ebenen,
welche die Winkel der Ebenen Tx und T2 halbiren; und zwar halbirt
Tx—72e=0 den Winkel, in welchem der Nullpunkt liegt, 7'14- 7'2= 0
die Nebenwinkel desselben.

Es seien Tx=0, T2= 0, 73= 0 die Gleichungen dreier Ebenen in Normal-
form. Die Ebenen Zx, £2, $3, welche die Winkel der Ecke halbiren, in welcher
der Nullpunkt liegt, haben die Gleichungen:

SIN772-r1 3=0, z2= t3—tx= o, z tx- t2=0.

Die Summe 4- 32 4- 33 verschwindet identisch; also folgt (No. 8) der
aus den Elementen bekannte Satz: Die Ebenen, welche die Winkel einer
dreiseitigen Ecke halbiren, schneiden sich in einer Geraden.

Die Ebenen, welche die Ubrigen Flachenwinkel der drei gegebenen Ebenen
halbiren, haben die Gleichungen

V -? 2+ y3=0, £227~734-71=0, — N\ 4-r,—0.

Man erhélt so fur die drei Paar Halbirungsebenen die Zusammenstellung:

Zx= T2—T3=o0, ZX'NT2y-T, = 05
S2= 7B—Tx= 0, 52'= 7B4-T1=0;
£3 —~1-r1 2=0, £3'S 7X4-72= 0.

Wie man sieht, sind folgende Identitaten erflllt:

£i’—S24-£3= 0, £2—£34-Si =10, %j—Si'-P S2~0.

Hieraus folgt: Die drei Paar Ebenen, welche die Winkel einer
dreiseitigen Ecke und deren Nebenwinkel halbiren, gehen viermal
zu je dreien durch eine Gerade.

11. Eine Ebene, die durch den Schnitt von

TN AXX4-Bw 4- Cx 4~D”= 0 und
T2 A2x4-BY 4-C2Z4-D2=0
geht, hat eine Gleichung von der Form
T3HBmMXTx4- mT2es
{MmxAx 4- m2A2)x 4- (« ™1 4- m2B2)y-F(mxCx4- m2C2)z-\r mxD x4- m2D 2 — 0.
Soll nun T normal zu einer Ebene
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Po= AOXx +~BO0Oy 4- CgZ P)g—0
sein, so muss die Bedingung erfillt sein
(mxXAx4- m2A2)A04- (mxB x4- m2B 2)B 0 4- (mxCx 4- m2C2)C0= 0,
oder MX("AA X4- B B q4- CxCq) 4~ m2(A2A04- B2B§ 4- C2CN = 0.
Man kann daher wéhlen

mM\—~"2"0+ P o+ C2Cq, WwW2—— (AXA04-B~B04-CxCQ.
Setzt man nun abkirzungsweise
20YB "B0~hC2Cq= p.j, AdAx BB x x=[12 AXA2-\-BXB 2-\-CxC2'\iQ

so sind die Gleichungen der Ebenen £t, £2, £0, die normal zu Tx, T2, 70
sind und durch die gegentberliegenden Kanten der dreiseitigen Ecke TxT2TO0
gehen

4j= P2T2 Po-"o = 0,

A2” Po0  Pif =0,

~Q EEPI-A p2 2= 0.

Die Summe £ x4- £24-S0 verschwindet identisch; also haben wir den Satz:
Die Ebenen, welche die Kanten einer dreiseitigen Ecke auf die
gegentberliegenden Seiten normal projiciren, gehen durch eine
Gerade.

12. Die Bedingungsgleichung fir die Coordinaten der Punkte, deren Ab-

stdnde von zwei Ebenen ein gegebenes Verhaltniss m2: mx haben, ergiebt sich,
wenn Tx= 0 und T2= 0 die Normalgleichungen der Ebenen sind, aus
px:p2=m2:mx, px= —7Tx, p2= —T2, zu
mj Tx— m2T2—0.

Dies ist die Gleichung einer Ebene, die
durch die Kante T X2 geht. Aus einem Normal-
schnitte der drei Ebenen ist ersichtlich, dass

P\ 'P2—89n TesnPP:>

mithin theilt die Ebene T den Flachenwinkel
TxT2 im Sinusverhdltniss d h so,
dass sin T\T:sin TT2~ m2:mx, und zwar geht
T im Falle eines positiven Verhé&ltnisses,
m2 \mx durch den Winkel, in welchem der
Nullpunkt liegt, im Falle eines negativen
durch die beiden Nebenwinkel.

13. Sind Tx=0, T2=0, TO0= 0 die Normalgleichungen der Seiten einer

Ecke, und theilt man die Winkel TxT2, T2T0, TOTx der Ecke der Reihe nach
in den Sinusverhéltnissen »x :p2, P2:po. po : \x, SO sind die Gleichungen dieser
drei Theilungsebenen:

Hieraus folgt die Identitat 3™ 4- £24-£0= 0; man hat daher den allge-
meinen Satz: Die Ebenen, welche die Winkel einer Ecke der Reihe
nach in den Sinusverhaltnissen pl:p2, p2:p0, p0:Pi theilen, gehen
durch eine Gerade.

Die Satze 10 und 11 sind als besondere Falle dieses Satzes zu betrachten.

14
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14. Sind Tx= 0, T2—0, Ts= 0, T4 —0 die Normalgleichungen der
Ebenen eines Tetraeders, in dessen Innern der Nullpunkt liegt, so haben die
Halbirungsebenen der Tetraederwinkel und ihrer Supplemente die Gleichungen:

Hieraus folgt die Identitat:

1 TiazhTB 4THA—-T14=0 .

Diese vier Halbirungsebenen gehen also durch einen Punkt; da nun be-
kanntlich T13 mit T12 und T14, sowie T24 mit T12 und T23 durch eine
Gerade geht, so folgt: Die sechs Ebenen, welche die Winkel eines
Tetraeders halbiren, gehen durch einen Punkt.

Ferner ergeben sich noch die Identitaten:

2. Ti2+ T23+T'34—T'14= 0,
N23+ TA—-T'12+ T'14=0 ,

T T12 Ti4"f-T23 r 34=0,

5. T34 Tl4 T'23+T'12s O.

Durch den Punkt 2. gehen, wie man aus Satz 10 schliesst, noch die Ebenen
T 13 (weil sie mit T12 und T23 durch eine Gerade geht), sowie T'24 (weil sie
mitT23 und T'34 durch eine Gerade geht). Ebenso findet man, dass durch den
Punkt 3. noch die Ebenen T24 und T'13; durch 4. noch die Ebenen T24 und
T'13; durch 5. noch die Ebenen T 13 und T'24 gehen; man hat daher den Satz:
Je sechs Ebenen, welche drei an einer Ebene liegende Aussenwinkel
eines Tetraeders und die drei nicht anliegenden Tetraederwinkel

die Ebenen T 14 und T 32; durch 8. noch die Ebenen T12 und T 34. Hieraus folgt:
Je sechs Halbirungsebenen zweier gegeniberliegenden Tetraeder-
winkel und der vier nicht neben diesen liegenden Aussenwinkel
gehen durch einen Punkt.
15. Die Coordinaten eines Punktes, der von den beiden Punkten P x und P 2
gleiche Abstande hat, genligen der Bedingung
{X—xx2 + {y—yx)2 + {z—zxn2 = (x—x2)2 + (y—y2)2 + {z—1z2)2.
Hieraus folgt fur x, y, z die lineare Gleichung
TA2{x2—xX)-X + 2{y2—yX).-y4- 2{z2—z2X)2—{x2—X 2+ y 22—y ®-hz2—z 2) = 0.
Dies ist die Gleichung einer Ebene. Wird die Strecke P xP 2 mit d bezeichnet,
so folgt fur die Winkel, welche die Normale dieser Ebene mit den Coordinaten-
achsen bildet (No. 1)

Dieselben Winkel (8 1, No. 2) bilden die Gerade PX2 mit den Achsen.
Ferner ist ersichtlich, dass die Gleichung T = 0 identisch erfullt wird, wenn
man fUr x, y, z die Werthe
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X = $(x2-hxx, y = ~(y2-hyt), * = +

d. i. die Coordinaten des Mittelpunkts der Strecke P xP2 einsetzt. Daher hat
man den Satz: Der Ort der Punkte, die von zwei gegebenen Punkten
Pxund P2 gleiche Abstande haben, ist die Ebene, welche die Strecke
PXP2 normal halbirt.

Die Ebenen, welche die Seiten eines Dreiecks P XP2P 3 normal halbiren,
haben die Gleichungen:
$23= 2(*2—*3)-*H -2(>2—y3) -y+ 2{z2—z3)-z - (x$ —x 2-i-y$-Tyg+z$—z$)=0,
$ 31 «=2{x,—X,)** 4- 2(jya—y t) my-+-2{z3—2zX)-z — {x2—X2 2—y|+Z$—2z2)= 0,
anB 2{xx—x2)-x-h2(yx—y2)my-h2{z1—z2)-z— (x2—x$+y%—y8y-z2—z$) = 0.

Hieraus ergiebt sich die Identitat £23 4- 231 4 £12 = 0. Dieselbe lehrt
den Satzz Die drei Ebenen, welche die Seiten eines Dreiecks normal
halbiren, schneiden sich in einer Geraden.

Die Ebenen, welche die Seiten eines unebenen Vierecks PxP2PiP4 normal
halbiren, haben die Gleichungen
$1 2= 2{xx—x2)* + 2_[X—y2)'y+ 2{zx—22)-z— {x2—xI-+y?—y$+2z?—zf) = 0,
S:23ES 2("2—X3)-X~h 2(y2—y3)-y+2(z2—z3)‘Z— (x$—xg-hy$—yg-t-z$—z9g)=0,
$34= 2(az— X4) X h-2(13—T4)-Y+ 2(r3a Zx) =2 — (X2- x2+y$—yi-hzg—z2)= 0,
$4l= 2(M—XX)-x-h2(yi—y1)-y+2 (z24—z2X)-z —(XE—x 2+ y2—y ?+z2f—2z?)= 0.

Hieraus folgt die Identitat J 12 -f-S23 -+~ 53 H 542 = 0, und daher der
Satz: Die vier Ebenen, welche die Seiten eines unebenen Vierecks
normal halbiren, gehen durch einen Punkt; dieser Punkt ist das
Centrum der dem Viereck umgeschriebenen Kugel. Durch den Punkt
geht auch die Ebene S 13, welche die Strecke P X3 normal halbirt (da sie mit
212 und £ 23 durch eine Gerade geht) und die Ebene S 24, die die Strecke P2P4
normal halbirt (da diese mit 223 und S34 durch eine Gerade geht). Man kann
daher den obigen Satz auch durch den folgenden ersetzen: Die sechs Ebenen,
welche die Kanten eines Tetraeders normal halbiren, treffen sich in
einem Punkte.

16. Die Punkte, deren Coordinaten den Gleichungen zweier Ebenen

1. AXxx Pxy Cx - D\ =0,

2. A2x 4B £+ C2Z } P2 =0;

genugen, liegen auf der Geraden, die den beiden Ebenen gemeinsam ist; eine
gerade Linie im Raume wird also durch den Verein zweier linearen
Gleichungen dargestellt. Eliminirt man aus den Gleichungen 1. und 2.
der Reihe nach die Coordinaten z, y, x, so erhélt man die Gleichungen der
Normalprojectionen der Geraden auf die drei Coordinatenebenen,
namlich

3 Horizontalprojection: (AC) x +~(BC)y .4 {PC) — 0,
4. Verticalprojection: {AB) x {CB) z 4{PB) — O,
5. Seitliche Projection: {BA)y 4-{CA)z 4 {PA) — 0,
wenn man mit {MJV) die Determinante bezeichnet:

{MN) ss M2 Nz

Von den Coordinaten der Punkte einer Ebene sind zwei willkurlich, z B.
x und y\ die dritte z ist von ihnen abhéangig; sie ergiebt sich aus der Gleichung

AX 4 By 4 Cz 4- P — 0 der Ebene zu

, AX 4- By -4 P
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Von den Coordinaten der Punkte einer Geraden ist dagegen nur eine will-
kurlich, z B. x; die beiden andern ergeben sich aus den beiden Gleichungen
einer Geraden, z B. aus 3. und 4. zu

(AC)x + (DC) (AB)x + (DB)
y = (BC) Cor— (CB)

17. Ist P ein Punkt einer Geraden G, die durch den Punkt Px geht und
mit den Coordinatenachsen die Winkel a B Yy bildet, und wird die Strecke P xP
mit p bezeichnet, so hat man

X — XX — qecoscl, Yy —yx = pcosfi, z—zx = pcosy;
eliminirt man p so erhélt man:
L. y —yl _
cosa cosp cos'{

dies sind also die Gleichungen der Geraden G. Sind die Gleichungen der
Horizontal- und der Verticalprojection einer Geraden in der Form gegeben:
2. y = Mx y- Q, 2 = Wijc+ R,
und ist jPx ein Punkt dieser Geraden, so hat man
yj — IMxx -Q, N= NxN+R,
also durch Subtraction:
y—yx= MX—xX, z—zx — N(X—"X).
Daher hat man durch Vergleich mit 1.:
cosa : cos§ : cosN = 1:Af W
Mit Hulfe der Gleichung
@ra H <w2B -+~ <w2y = 1
schliesst man hieraus
” 1 M N
-/l-yM 2y-N2 1 Y1-+M2y-W?2 _Yly-M2y-N2
Far den Winkel 8 zweier Geraden, deren Gleichungen sind
y = W/# (- Q, 2= A nh R,
Wy = + <> 2= iVjj; + Rx,
ergiebt sich hiernach
1+ MNX+ NNX
J/2+ iV2 Y1+ + N?°
Die beiden Geraden sind daher normal zu einander, wenn
1+ MMX+ NNX= 0;
sie sind parallel, wenn ihre Projectionen parallel sind, also wenn M = MXx,
N = Nx.
18. Der Winkel e einer Geraden
y = Mx + Q, z— Nx -tR

C0s8 —

mit der Ebene

Tss™M*f- Byy-Cz-\xxD —0
ist das Complement des Winkels der Geraden und einer Normalen zur Ebene T,
daher hat man

. A+ MB + NC
Sifi 0 —  — - Wit e

Die Gerade ist daher parallel zur Ebene T, wenn

2. + MB + NC = 0;
sie ist normal zu T, wenn
3. N N C= 1 :M:N.

19. Die Coordinaten des Schnittpunktes der Geraden

y= Mx +~Q, 2= Nx R
mit der Ebene
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TsAx + By y-Cz+ D = 0
sind die Losungen des Systems dieser drei Gleichungen. Man erhélt

BQy-CRy-D - M(CR + D) 4- Q(CN+A)
X = = XteeTi L RKE Y S A+ BMy- CN
- N(BQ + D) R(BMy-A)
z — A+ BMy-CN

Diese Werthe werden unendlich gross, wenn A y- BMy- CN = 0; diese
Bedingung des Parallelismus einer Geraden und einer Ebene ist schon in voriger
Nummer gefunden worden.

Wenn die Bedingungen Ay-BMy- CN —0 und BQ y- CR-t-D = 0
erfullt sind, so ist auch
—M(BQy-CRy-D) y- Q(Ay-BMy-CN) —M(CRy-D) + Q(CNy-A)= Q
-N(BQy-CRy-D) y- Q(Ay-CMy-CN)= —N(BQd D) r R(BMy- C) = 0;
die Coordinaten des Schnittpunktes sind also unbestimmt; folglich ist die Ge-
rade ganz in der Ebene enthalten.

20. Jede Ebene, die normal zu der Geraden G ist:

y = MX Q, z= -Nx -t R,

hat eine Gleichung von der Form (No. 18)

X 4- My H- Nz y- D — o,
in welcher D willkirlich ist. Geht die Ebene durch einen gegebenen Punkt P x,
so st XX -t- Myx + Nzx y- D = 0;
durch Subtraction der letzten Gleichungen wird D eliminirt; man erhélt so die
Gleichung der durch Px gehenden Normalebene zu G

T~ XxX—xx+ M(y—yx) + N(z—zx) = 0.

Die Normalprojection Il des Punktes P x auf die Gerade G ist der Schnitt
der Ebene T mit der Geraden G, also ergeben sich die Coordinaten von Il nach
den Formeln der vorigen Nummer, indem man in denselben A, B, C, D der
Reihe nach durch 1, M, N, — -+ Myxy- NzX) ersetzt:

MQ — NR y- xxy- Myx y- Nzx
L= 1+ /2 + iF2
— MNR y- Qy- QN2+ M(xx-+ Myx-h Nzx)
1+ M2 4 N2
MNQ Ry-RM2H N(xx Myx+ Nzx
I y- M2 y- N2

Der Abstand des Punktes Px von der Geraden G kann aus den Coordinaten
von Px und Il berechnet werden.

21. Zwei Gerade haben einen gemeinsamen Punkt, wenn der Verein der
Gleichungen der Geraden

y = Mx Qi z= Nx + R,
y = Mxx y- QX z= Nxx + RX
durch ein System von Werthen x, y, z erfullbar ist. Durch Subtraction ergeben
sich die beiden Gleichungen
0= (M—MxXx y- (Q—QXx), 0= (N—NxXx -h (R—RNX);
hieraus folgt als Bedingung dafur, dass sich zwei Gerade schneiden
M-Mx, Q —Qi 0
N —Nx R —RXx

22. Durch zwei Gerade, die nicht in derselben Ebene liegen, lassen sich

zwei zu einander parallele Ebenen legen. Die Gleichungen der beiden Geraden

Gi und GO seien
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y = Mxx -f- Qx, z — N xx R x\
y= M2x+ Q 2, z = N2x + R2.
Die Gleichungen der beiden Parallelebenen konnen in der Form voraus-
gesetzt werden
X -tBy-+ Cz -ffDx=0, x f~By -~ Cz -+ D2 =0.
Da Gy inTxund G2 in T2 enthaltenist, so bestehen fir B, C, Dx D2
die vier Gleichungen:

1 1+ BMy + CNy =0, 3. BQy + CRy + Dy =0,
2. 1 -f~BM2 + CN2 = 0; 4. BQ2 + CR2 + D2 = 0.
Aus 1. und 2. erhélt man:
B = My — M2
(MN) {MN)
aus 3. und 4. folgt weiter
n -Q. (N ,-N§+R,(M,-M,) -Q "-NJ+R~-M )
1 (MN)e — (MN)

Die Gleichungen der beiden Parallelebenen sind daher
Ty s {MyN2 —M2NXx -y (Ny— N2y — (Mx—M2)z + Ry (Mx— M2)
-Q x(Ny-N2 = 0,
r, = (M,N,- M N ,)x+ (i\r, -
E-AW -iV,) = 0.
Die Winkel a, B 7, welche die gemeinsame Normale der beiden Geraden
Gx und G2 mit den Achsen bildet, ergeben sich daher aus

1
cost = £, CM3 = cosH —

5 — T/(™iV2  M,N)> + (iV, - V33 + (I/, - 1/2)2.

Der kirzeste Abstand d der beiden Geraden ist dem Abstande der parallelen
Ebenen Tx und T2 gleich, also ist

i=i _d= (Q-g)W-#)-(A- - )W - m?)

2 —

23. Statt, wie bisher geschehen, den Punkt, kénnen wir auch die Ebene

als Raumelement verwenden, in &hnlicherWeise, wie wir in der analytischen
Planimetrie die Gerade verwendet haben. Als orthogonale Coordinaten
der Ebene T defmiren wir die reciproken Achsenabschnitte und setzen
1 1 1
Oosy — U 0S2 ~ v’ OSA—~w"'
Sind die Coordinaten einer Ebene durch eine Gleichung verbunden
f(u, v, w) = 0,

so sind nur zwei Coordinaten, z. B. u und v, willkurlich, die dritte folgt aus ihnen
gemass dieser Gleichung; aus den s&mmtlichen Ebenen des Raumes wird also
durch die Gleichung eine unendlich grosse Anzahl ausgewahlt. Man gebe u
einen bestimmten Werth ux und hierauf v eine Reihe um endliche Betrédge von
einander verschiedener, auf einander folgender Werthe vx, vx\ vx" u s w
und bestimme die zu ux und vx, W", vx" ... gemass der Gleichungf(u, v,w) = 0
zugehorigen Werthe wx wx\ wx "™ .. .. Hierauf nehme man fur u einen andern
Werth u2, fir v eine Reihe von Werthen v2, v2\ v2" .. . und bestimme die
zugehoérigen w2\ w2", w2 ... Dies kann man beliebig fortsetzen. Man erhalt
dadurch eine Anzahl von Ebenen, deren Coordinaten die Gleichung f (u, v, w) — 0
erfillen. Diese Ebenen bilden eine Polyeder-Schale. L&sst man nun die Differenz
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der Werthe ux> u2, ..., sowie fir jedes u die Differenz der Werthe v\ v", v'" . ..
verschwindend klein werden, so erhdlt das Polyeder unendlich kleine flachen
und die Winkel zweier benachbarter Polyederflaichen werden verschwindend klein
(oder, was auf dasselbe hinauskommt, unendlich wenig von einem gestreckten
Winkel verschieden); das Polyeder geht daher in eine krumme Oberflache Uber,
welche von den Ebenen T berthrt (umhullt) wird.

24. Alle Ebenen, die dasselbe u und v haben, haben dieselbe Horizontal-
spur; alle Ebenen, die zu demselben u und w gehéren, haben dieselbe Vertical-
spur; alle Ebenen, die in Bezug auf die Coordinaten v und w Ubereinstimmen,
haben dieselbe seitliche Spur. Die Ebenen, die dieselbe Coordinate u haben,
gehen durch denselben Punkt der A'-Achse; die Ebenen, die dieselbe Coordinate
v haben, gehen durch denselben Punkt der K-Achse; und die Ebenen, die die-
selbe Coordinate w haben, gehen durch denselben Punkt der Z-Achse. Ins-
besondere treffen die Ebenen, fur welche u = 0, bez. v — 0, oder w = 0 ist,
die Achse OX, bez. OY oder OZ, in einem unendlich fernen Punkte.

Fir die Ebenen, welche durch den Nullpunkt gehen, ist u — 00, v — 00,
w — 00; doch hat man diesen unendlich grossen Werthen fiir jede durch O
gehende Ebene bestimmte Verhaltnisse beizulegen, namlich die Verhaltnisse der
Coorlnaten- einer Parallelebene.

25. Ersetzt man in der Gleichung der Ebene

die reciproken Achsenabschnitte 1:a, 1:b, 1:c der Reihe nach durch u, v, w,
so erhélt man
ux 4-vy +~wz — 1 = 0.

Sieht man in dieser Gleichung alle sechs Coordinaten als verénderlich an,
so erscheint sie als die Bedingung, welche die Coordinaten eines Punktes und
einer Ebene erfillen, wenn der Punkt und die Ebene vereint liegen (d. i. wenn
der Punkt auf der Ebene liegt. Giebt man u, v, w bestimmte Werthe, so ist

ux H vy wz — 1

die Bedingungsgleichung fur die Coordinaten der Punkte, die auf der Ebene
liegen, die die gegebenen Werthe u, v, w zu Coordinaten hat, ist also die
Gleichung dieser Ebene. Ertheilt man hingegen den Coordinaten x, y, z
gegebene Werthe, so ist ux 4 vy Hwz — 1 =0 die Bedingungsgleichung
fir die Coordinaten aller Ebenen, die durch den Punkt P gehen, der die ge-
gebenen Coordinaten x, y, z hat; wir nennen sie daher in diesem Falle die
Gleichung dieses Punktes P.

Jede lineare Gleichung zwischen den Coordinaten einer Ebene
ist die Gleichung eines eindeutig bestimmten Punktes. Vergleicht man
die allgemeine lineare Gleichung in Ebenencoordinaten

1. Au 4-Bv + Cw 4 D = 0,

mit XU V-yv zw — 1 = 0,

so sieht man, dass 1. die Gleichung des Punktes ist, der die Coordinaten hat
x= —A:D, y——B:D, z= —C:D.

Die Gleichungen
Au -t- Bv r D = 0, Au + Cw -t-D = 0, Bv+ Cw~+~D = 0
sind die Gleichungen von Punkten, deren Coordinaten der Reihe nach sind

X = —A:D, y =—B:D, z= 0;
X = — A:D,y= 0, z= —C:D\
Xx = 0, y = —B:D, z= —C:D\
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also sind
P'= AuA-Bv-hD = o, P""Aua-Cwa-D = 0o, P""*"Bv+Cw -t-z>= o,
die Gleichungen der Projectionen des Punktes
Pss Au-pBv -pCw -pD — 0.
26. Die Gleichung des Schnittpunktes dreier Ebenen Tx, T2> T3 ergiebt

27. Die Coordinaten des Punktes Pf der die Strecke P XP 2 im Verhéltnisse

X2 : X theilt, hat die Coordinaten
_ XN -P X2 n 4- X3 2 ™2\ H X#2
Xjp-PXxX2 * ~ XX+ X2 Xj-P X vy
und mithin die Gleichung:
P= ivi + ) U+ (NG + XAy Vo (MM Kk )W — (M e ) = 0,
oder: P= xPt ~p)<2P2 = 0, wobei
P\ = x\u+ y\v+ z\w —1 =0 D2 = XeU+ )2V+ 2W—1 — 0

die Gleichungen der Punkte PX und P2 in Normalform (d. i. mit dem Absolut-
gliede — 1) sind.

Umgekehrt: Bildet man aus zwei linearen Functionen
Ple=AXu-pBXv-pcxWw-pDX und P2= AUpB& P CW-pD2
der Ebenencoordinaten eine neue lineare Function P = \A)PX-P fInN/,
so ist P — 0 die Gleichung des Punktes, der die Strecke der Punkte

PX = 0und P2 — 0 in dem Verhaltniss theilt:
Pxp :PP2 — prX:paDz.
28. Der Punkt/5 dessen Coordinaten aus den Coordinaten dreier
gegebenen Punkte PX, PZ, P3 nach den Formeln abgeleitet werden:
_ XIx1 -P X2 -P X303 + Xy2+X33 _ XX+ Xg2-hX3S3
NH2 3 ’ +X~+"N3
theilt das Dreieck P XP2P3 im Verhaltniss \x: X2 : X3, d h. es ist
P2P3P:P3PXP:PXP2P = xx:x:xs.
Bezeichnet man n&mlich mit i, k, | irgend eine Permutation der Ziffern
1, 2, 3, so hat der Punkt 1lI/, welcher PiPk im Verhéltniss X : \k theilt, die
Coordinaten:
j XA/ -1- \kXk _ hyi -P Xk _ XY -P XK
X-Plk X-P\Xk 1 X -P \k
Da nun die Coordinaten von P durch die Formeln gewonnen werden:
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_ (x-P h)\i-P hxi 0% 4- X))/ -P hyi _ («+ h)b+ A~
X-Ph PX¥ *° — XPXpX ' X-Ph -PXY

so folgt, dass der Punkt ZMie Strecke P/U/ in dem Verhaltnisse (X--P X)) : X/ theilt.
Daher hat man P/Ui: /TI/ = (P/P  /'U/): PU/ = (Xz+ X+ X): X.
Nun ist aber PPKkP/ : P/PkP = Z8/ : /TI/, also folgt
/*/*/>: PIPkP/ X e+ X-p X))
Hieraus ergeben sich die drei Formeln:
N5 2\/»/> =X (XK+ X+ X)),
P3PXP: PxX?2F3 =72 : (™"+ 2+ h)>
PXPNP e B (M+ k),
also ist wie behauptet worden war
P2P3P :P3PXP :Z1/8/>= K :”72 ;"3
29. Aus den Coordinaten dieses
Punktes P ergiebt sich seine Gleichung
sofort zu /= VP X-P X2/ 2 -I- Xg/'g= 0,
wobei Px = 0, P2 = 0, /Zg= 0 die
Normalgleichungen der Punkte PxP2P3
sind. Umgekehrt: Bildet man aus drei
linearen Functionen der Ebenen-
coordinaten (M 443)
p~ AXxu -p B xv -pCxiu pD x >
P2= A2u-pB2v  -puldw -pD3,
Ps = A3u-p B3v -pC3w -pD z,

eine neue lineare Function

P — «1ir,+ F2jp2 + (r3-73 ,
so ist P m= 0 die Gleichung des Punktes, der das Dreieck P>XP2P3 der
Punkte Px =0, P2= 0, P3= 0 indem Verhaltnisse \ixB*x : 272 : 9373 theilt.
Hieraus schliesst man weiter: Wenn man zu vier linearen Functionen
der Ebenencoordinaten PO, Px P2, P3 vier Zahlen m0, mx, m2, ms finden
kann, durch welche die Identitat hergestellt wird
HoP g -p mxPx -p maP2 -p Wg/g = 0,
so liegen die vier Punkte Po = 0, Px — o, P2 = o, P3 = o auf einer
Ebene.
Denn aus dieser Identitat folgt
m<
Pa Po - Po
also liegt Po auf der Ebene P XP2P 3.
qo  T'iic PTbotiAr) rl*rpn Pnnrrlirmtpn rPm Vpreine zweier linearen Gleichungen
gentgen
Pxs Axu-p Bxv+ Cxw-P Dx= 0, P2= az2u-p B2v-p C2w -» D2 = 0,
gehen durch die beiden Punkte Px und P2, umhillen daher die Gerade /i/Y
Eine Gerade wird also durch zwei lineare Gleichungen in Ebenen-
coordinaten dargestellt. Bildet man die Identitaten
SXx N C2ePx — Cx mP2 = (AC)u-y- (BC) v+ (DC),
N2 ~ B2ePx - Bx P2 = (AB) u -p (CB) w+ (DB),
S3 ™ A2ePx — AXx mP2 ~ (BA) v -p (CA) w+ (DA),
so erkennt man, dass Al =0,A2 =0, N3=0 die Gleichungen von Punkten
sind, die auf der Geraden P XP:2 liegen; da ferner in jeder der Functionen S
nur zwei Coordinaten Vorkommen, so folgt, dass =0 S2—0 S3=0
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die Gleichungen der Spurpunkte der Geraden auf der XY-, XZ- und
KZ-Ebene sind.

31. Unter dem Doppelverhéltniss (TXr2T3T4) von vier Ebenen eines
Buschels (d. i. von vier Ebenen, die durch dieselbe Gerade gehen) Tt, T2, T3 TA
versteht man den Quotienten

(TTTTN\ Sn M3 eSn N M
1 234 sin T3T2 *sin 7\T2 "

Hieraus folgt, dass das Doppelverhaltniss von vier Ebenen eines Buschels
gleich dem Doppelverhéltniss eines Normalschnitts derselben ist.

Eine beliebige Ebene N schneide den Trager des Buschels (d. i. die
Gerade, welche allen Ebenen des Buschels gemein ist) im Punkte A, und einen
Normalschnitt 2 des Bilschels in einer Geraden G\ ferner seien Bx, B2, B3, B4
die Schnittpunkte von G mit Tx, T2, T3, P4. Alsdann ist (TXT2T3T4) gleich
dem Doppelverhaltniss der Strahlen des Normalschnitts 2, mithin auch gleich
dem der Punkte Bx B2 B3 Bit und daher auch gleich dem der Geraden, in
welchei die Ebenen des Buschels von der Ebene N geschnitten werden. Durch
irgend eine Gerade, die die Buschelebenen in den Punkten Cx> C2> C3, Cs trifft,
und einen Punkt A des Bischeltragers ist eine Ebene S bestimmt; da nun das
Doppelverhdltniss der vier Ebenen dem der vier Geraden ACX AC2 AC3, ACs4
ist, so ist es auch gleich dem der vier Punkte Cx, C2, C3 C4. Wir haben daher
den Satzz Das Doppelverhéltniss von vier Ebenen ist gleich dem
Doppelverhéltniss von vier Punkten, in denen sie von irgend einer
Geraden geschnitten werden.

Der Begriff projectiver Gebilde kann nun auf Ebenenbischel
ausgedehnt werden. Sind Tx= 0, T2 — 0 die Gleichungen zweier Ebenen,
so ist das Doppelverhaltniss der vier Ebenen

N2 = b, Ta = ax7\ 4- a2T2 = (), T = WaxTx -t- ‘a2T2 = 0
(TxT2T3T) = X :X2.

Sind Rx— 0, R2—0, R3 = bxRx bh2R2 = 0, die Gleichungen der den
gleichbezifferten Ebenen entsprechenden Punkte einer Geraden, oder Ebenen
eines Bischels, oder Strahlen eines Buschels (in irgend einer Ebene, bezogen
auf ein in derselben liegendes Coordinatensystem), oder Kegelschnitte eines
Buschels, oder Punkt- oder Strahlenpaare einer quadratischen Involution, so ist

die Gleichung des der Ebene T entsprechenden Elements des projectiven Ge-
bildes:
P = “bxRx -(- Xb2R2 = 0.

§ 4. Die Kugel.

1 Sind a, b, ¢ die Coordinaten des Kugelcentrums und ist p der Kugel-

radius, so ist ein Punkt B auf der Kugel gelegen, wenn seine Coordinaten der
Gleichung gentigen
X —a24- (y—b24 z— 02 _ p2;

oder entwickelt:
1. X2 -+y2 -h z2 — 2ax — 2by — 2cz 4- a2 4- b2g-c2—p2 = 0.

Dies ist daher die Gleichung der Kugel in Punktcoordinaten.

Sie ist vom zweiten Grade in den Coordinaten X, y, z. Eine allgemeine
Gleichung zweiten Grades hat die Form:
2. AX24-2Bxy -t-2Cxz 4- Dy24- 2Eyz 4- Fz24- 2Gx 4- 2J7y-\-2/z 4- K = 0.
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Von derselben unterscheidet sich die Kugelgleichung dadurch, dass die
Glieder x2, y2, z2 denselben Coefficienten haben, und dass keine Glieder vor-
handen sind, die die Produkte zweier Coordinaten enthalten. Umgekehrt sieht
man leicht, dass jede Gleichung zweiten Grades in Punktcoordinaten, in welcher
A—D=F, undB = C= E = 0 ist, die Gleichung einer eindeutig bestimmten
Kugel ist. Denn nach Division durch A erhalt die Gleichung die Form:

3. X2 4-y2 4- z2 4- 2L x 4- 2My 4- 2Nz 4- Q = 0.

Durch Vergleich mit 1. sieht man, dass 3. die Gleichung einer Kugel ist
mit den Centrumscoordinaten und dem Radius.

a——1L, b= —M, c= — N, p= -j/Z24- M24- N2— Q.

Ist L24- M24-N2— Q <.0, so schreibe man die Gleichung 3.

(x +~L)24-(y 4- M)24- (z4- N)24-(KR—L2—M2— N2 = 0.

Unter der Voraussetzung L2 4- M24- N2 — Q < 0 sind alle vier Glieder
dieses Polynoms bei realen Werthen von x, y, z positiv; also wird die Gleichung
durch reale Werthe der Coordinaten nicht befriedigt. Man kann in diesem Falle
die Gleichung als die einer Kugel mit realem Centrum und mit imagindrem
Radius

p= iyQ —L2— M2—N2
auffassen.

2. Legt man durch einen Punkt Il eine Gerade, die mit den Achsen
Winkel a, R 7 bildet, und ist P ein Punkt dieser Geraden, so hat man fur die
Coordinaten von P (nach No. 17) die Formeln

X — $4-rcosa, y = f4-rcos$, z— ~-\-rcos”.

Liegt der Punkt P auf der Kugel

K == x24-y24- 22— 2ax — 2by — 2cz 4-a24- b24-c2—p2 =0,
so hat man:

(E 4-rcosa)24- (A 4- rcoss)2 4- (( 4-rcosy)2 — 2a(\ 4- r cosa.) — 2b(t] 4- rcosfi)
— 2¢ (C4- rcosf) 4- a2 4- b2 4- c2 — p2 = 0.

Ordnet man diese Gleichung nach Potenzen von r, so erhdlt man in Rick-
sicht auf die Formel cos2a 4- cos2§ 4- cos2™ — 1 die Gleichung:

rz 4- 2[(5—a)cosd 4- () — b)cos§ 4- (C—c)cos™)\-r 4- 72 4- )2 4- C

— 2a\ — 2bA\ — 2cl, 4- a2 4- b2 t- c2 — p2 = 0.

Diese Gleichung liefert zwei Werthe r’ und r™ fir r\ das Produkt der-
selben ist
L orr = \2 4- N2 4- £2 — 2a\ — 2b’\ — 2c¢£ 4- a2 4 b2 4- ¢c2 — p2;
dasselbe ist unabhangig von der Richtung der durch Il gezogenen Geraden und
hangt nur von den Constanten der Kugelgleichung und den Coordinaten von Il
ab. Wir haben daher den Satz: Wird ein Strahlenbtndel (d. i. die Gesammt-
heit aller durch einen Punkt gehenden Geraden) von einer Kugel geschnitten,
so sind die Produkte der Strecken, die auf jedem Strahle vom Trager
des Bundels (II) bis an die Kugel reichen, einander gleich.

Dieses constante Produkt heisst die Potenz des Punktes Il in Bezug
auf die Kugel. Wie man aus 1. sieht, ist die Potenz eines Punktes in Bezug
auf eine Kugel dem Werthe gleich, den die Gleichung der Kugel (in der Form
No. 1, 1) fur die Coordinaten des Punktes annimmt. Die Potenz des Punktes
Il in Bezug auf die Kugel ist positiv oder negativ, je nachdem Il von der Kugel
ausgeschlossen wird, oder nicht; im ersteren Falle ist die Potenz gleich dem
Quadrate der von 11 an die Kugel gelegten Tangenten, im zweiten gleich dem
Quadrate des Halbmessers des auf derKugel gelegenen Kreises, dessen Centrum Il ist.

die
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3. Fiur die Coordinaten der Punkte, die zwei Kugeln gemeinsam sind, be-
steht der Verein der Kugelgleichungen

1 KX s=x2 -+-y2 -t- 22 — 2axx — 2by — 2cxz +dx= 0,
2. K2 = x2 -+-y2-h z2 — 2a2x — 2b2y —2c2Z -\d2= 0,
wobei dx und d2 abkirzungsweise fur  -\-b? + — plundag + bg +~c2 p2

gesetzt worden sind.

Durch Subtraction erhdlt man aus 1 und 2
L™ Kx—K2= 2(a2—ax)x + 2(b2—bx)y + 2{c2- ¢ x)z — (d2—dt) = 0.

Dies ist die Gleichung einer Ebene, die normal zu der Geraden steht,
welche die Centren der beiden Kugeln verbindet; man nennt diese Ebene die
Chordalebene der beiden Kugeln. Wenn die Kugeln sich schneiden oder
berthren, so ist Z = 0 die Gleichung ihrer Schnittebene bez. ihrer gemeinsamen
Tangentenebene; und wenn die Chordalebene von den beiden Kugeln nicht
getroffen wird, so haben dieselben keinen realen Punkt gemein.

FUr jeden Punkt der Chordalebene ist Kx — K2 = 0, also Kx = K2\ dies
ergiebt den Satz: Jeder Punkt der Chordalebene zweier Kugeln hat
far beide Kugeln gleiche Potenz. Umgekehrt sieht man leicht, dass jeder
Punkt, der fur beide Kugeln gleiche Potenz hat, auf der Chordal-
ebene liegt.

4. Die Chordalebenen der drei Kugeln Kx= 0, K2 = 0, A3 = 0 haben
die Gleichungen:

Lx2SS Kx—K2 — 0, 23= -2 N3 = 0) dXx — KA Kx 0.

Hieraus folgt die Identitdt Lx2 + A23 + Z3l =0, und daher der Satz:
Die drei Chordalebenen dreier Kugeln schneiden sich in einer Ge-
raden; diese Gerade ist normal zur Ebene der Kugelcentren und geht
durch den Chordalpunkt der drei Kreise, welche diese Ebene mit
den Kugeln gemein hat; sie ist der Ort der Punkte, die gleiche Potenz
fur die drei Kugeln haben. Diese Gerade wird als die Chordalachse der
drei Kugeln bezeichnet.

Vier Kugeln Kx, K2, KA Kx, deren Centren die Ecken eines Tetraeders
bilden, lassen sich zu sechs Paaren ordnen und ergeben daher sechs Chordal-
ebenen; die Gleichungen derselben sind

L\2==Kx d2= 0, L23= A2 A3= 0,
Z13 N~ Kx- W3 = 0, Z24N K2- A4 =0,
Z14 N~ Kx--A4= 0, zZ4N K,- A4=0.

Aus ihnen folgt die ldentitat Z12 A23 + Z34 —Z14 = 0. Da nun Z23
mit L xg und Z 23, sowie Z34 mit Z23 und Z34 eine Gerade gemeinsam hat, so
folgt der Satz: Die sechs Chordalebenen je zweier von vier Kugeln
gehen durch einen Punkt; dieser Punkt hat gleiche Potenz fur die
vier Kugeln; er heisst der Chordalpunkt der vier Kugeln.

Legt man von einem Punkte A aus eine Tangente an eine Kugel K und
beschreibt eine Kugel K x, welche A zum Centrum hat und durch den Berihrungs-
punkt der Tangente geht, so schneiden sich die Kugeln K und K x unter rechten
Winkeln. Damit ein Punkt A das Centrum einer Kugel sei, welche gegebene
Kugeln Kx, K2, zZf3. . .. normal schneidet, miussen die Ld&ngen der von A aus
an die Kugeln gelegten Tangenten, von A bis zum Berthrungspunkte gerechnet,
gleich sein. Wir schliessen daher aus den obigen Satzen: Der Ort der
Centren der Kugeln, welche zwei gegebene Kugeln normal schneiden,
ist die Chordalebene der beiden Kugeln; der Ort der Centren der
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Kugeln, welche drei gegebene Kugeln normal schneiden, ist die
Chordalachse der drei Kugeln; es giebt eine Kugel, die vier gegebene
Kugeln normal schneidet, ihr Centrum ist der Chordalpunkt der vier
Kugeln.

5. st KX- X2Hvy24-12—2axx —2bxy — 1CXZ + dx und

K2= X2+y2'h22— 2tf2r — 2"2y— 2C22 d2, SO ist
K xK; .« XK 2=0
die Gleichung einer Kugel; das Centrum hat die Coordinaten
X.a. —|-Xoz X bi -P \eb2 ~b MG
* o= X+ Xa * b= X, HXa = X4+ X2 5
dasselbe liegt daher auf der Geraden der Centren CX und Cs der Kugeln Kx- o
und K2 —0 und theilt die Strecke KXK2 im Verhaltniss X2 : xr

Durchlauft das Verhdltniss X, : X2 alle Werthe, so erhdlt man eine unend-
liche Folge von (realen und imaginédren) Kugeln; die Gesammtheit dieser Kugeln
heisst ein Kugelblschel.

Durch jeden Punkt jPo des Raumes geht eine Kugel eines Kugel-
bischels. Denn bezeichnet man mit AT10, KZO die Werthe, welche die Poly-
nome KX und K2 annehmen, wenn man in ihnen X, Y, Z durch die Coordinaten
xo> 30> L0 ersetzt, so geht K durch PQ wenn die Bedingung erfillt ist

NNO S xzro = 0

Man kann daher Xt = KZO, x2 = — KX0 wahlen und hat somit als

Gleichung der gesuchten Kugel
éJdZOKX KXOA 2 = 0.

Diese Gleichung wird nur dann unbestimmt, wenn Af10 = KN = 0, d i
wenn Pl auf den Kugeln KX und K2 zugleich liegt. Punkte, die KX und K2
gemeinsam sind, gehodren allen Kugeln des Bluschels an.

Da es in der Gleichung einer Buschelkugel K s= XUATL -+ X2A2 = 0 nur
auf das Verhdltniss der Zahlen Xl:X2 ankommt, so kann vorausgesetzt werden,
dass Xj + X2 = 1 sei, so dass dann K — 0 in der Normal form erscheint (d. i
so, dass X2, y2 und Z2 den Coefficienten 1 haben).

6. Die Chordalebene zweier Kugeln K, K" der Biischels KX, K2

K= xtam +\K2= 0, K ~ iixA\ H pow2 = 0
hat die Gleichung
zB K-K"'"~ 4-f1Kx+ (@-[i2id2 = 0.

Da vorausgesetzt wird, dass XxH-Xg= 1, jxx-t-p-2= 1> so folgt, dass

XA—1[{ = — (X2— (), also ergiebt sich
ZN X—,9(Kx-K 2 = 0.

Mithin ist Z mit der Chordalebene der Kugeln KX und K2 identisch. Die
Kugeln eines Buschels haben also eine gemeinsame Chordalebene.
Aus jedem Punkte der Chordalebene eines Kugelblschels als Centrum
lasst sich daher eine Kugel construiren, die alle Kugeln des Buschels
normal schneidet.

Sind 2X 82, S3, 64 . . . die Chordalebenen, welche eine nicht zum Buschel
gehorige Kugel A = 0 mit den einzelnen Kugeln des Biischels K X, K2 a3 Kx...
bestimmt, und ist
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Hieraus folgt

S3 = (Xj3 X4)Kx + (X23 X4)K2.
Da nun Xl3—X4= — (X23 — X4), so folgt die ldentitat
0,-»m,, - X 1-Q -u-K *)L,

wobei L = Kx— K2 = 0 die Gleichung der Chordalebene des Buschels ist.
Dies ergiebt den Satzz. Die Chordalebenen, die die Kugel eines Blischels
mit einer nicht zum Blschel gehdrigen Kugel bestimmen, treffen die
Chordalebene des Buschels in derselben Geraden.

7. Um den Schnitt einer Ebene E mit einem Kugelbischel zu untersuchen,
nehmen wir die Ebene E zur WK-Ebene eines Coordinatensystems. Setzen wir
nun in den Gleichungen der Buschelkugeln z — 0, so erhalten wir die Gleichungen
der Schnittlinien derEbene E mit den Kugeln des Buschels. Die Schnitte mit
den Kugeln Kx K2,K dnd daher die (realen oder imagindren)Kreise:

kx e=x2 y2 —2alx — 27jjv4-dx — 0,
k2 = x* -hy2 — 2a2x — 2b2y 4- d2 = 0,
k -1 Xjki 2a- Xkz2 0.

Eine Ebene E schneidet die Kugeln eines Buschels in Kreisen,
die ein Kreisbuschel bilden; die Chordale dieses Kreisbuschels ist
der Schnitt der Ebene E mit der Chordalebene L des Kugelbilschels.

Wenn das Kreisbischel, in welchem das Kugelbiischel von der Ebene E
geschnitten wird, keine realen Schnittpunkte hat, so giebt es bekanntlich auf der
Buschelcentralen zwei Punkte, die als Buschelkreise mit verschwindend kleinem
Radius zu betrachten sind. In diesen beiden Punkten wird die Ebene E
durch je eine Kugel des Buschels berthrt.

8. Eine Gerade G wird von den Kugeln eines Bluschels in Punkte-
paaren einer quadratischen Involution getroffen; denn eine durch G
gelegte Ebene durchschneidet das Kugelbischel in einem Kreisblschel. Die
Asymptotenpunkte dieser Involution sind die BerUhrungspunkte der Geraden mit
Kugeln des Buschels. Es giebt also zwei Kugeln eines Buschels, die
eine gegebene Gerade berihren; sie sind beide real oder beide
imagindr; geht die Gerade durch einen gemeinsamen Punkt aller
Bischelkugeln, so fallen die beiden berihrenden Kugeln in eine
zusammen.

9. Die gemeinsamen Punkte dreier Kugeln K1=0, K2= 0, K3= 0, die
nicht demselben Buschel angehdren, liegen auf den drei Chordalebenen der drei
Kugeln, mithin auf ihrer Schnittlinie, der Chordalachse. Drei Kugeln haben
also hochstens zwei reale Punkte gemein, dieselben liegen sym-
metrisch zur Ebene der drei Centren; wenn die Schnittpunkte nicht
real sind, so ist doch die Gerade real, auf der sie liegen.

10. Die Gesammtheit aller Kugeln
1 K = XjAfj 4- XA 4- X3w3 = 0,
die man aus drei Kugeln Kx= 0, K2= 0, K3= 0, die nicht demselben Bischel
angehoren, erhdlt, indem man die Verhéltnisse Xx: X2:X3 in jeder moglichen
Weise abandert, nennt man ein Kugelbtindel. Da es in der Gleichung K — 0
nur auf die Verhéltnisse Xj : X : X3 ankommt, so kann man voraussetzen, dass
X -p X 4- X3= 1 ist, so dass die Gleichung K — 0 in der Normalform erscheint.

Die Punkte, fir welche Kx = K2 = K3 = 0, genigen auch der Gleichung
K — 0; die Kugeln eines Buschels haben also zwei gemeinsame (reale
oder imaginare) Schnittpunkte.
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Die Chordalebene zweier Kugeln des Bundels
K = XWj 4 XxW24 X3A3 = 0 und K' = jaXK X4- X2W2 4- f.3Ks = 0
hat die Gleichung

2= K K'e=(Xj MH)Kx+ ("2 P2)K24- (X3—(3)Ks = 0.

Da nun vorausgesetzt wird, dass Xx 4- X2 4- X3 = ], (XAHxX2 jx3= 1,
so folgt (Xj — M) 4- (2 —ja2) 4- (X3— jx3) = 0. Hiernach erhalt man

8= (X —fjj) (A —K3) 4- 2— ) (K2 —K3).

Bezeichnet man die Chordalebenen von Kx, K3 und K2, K3 mit $13 und
$23, so hat man 813 = Kx—Ks3 =0, $23 = K2 — K3 =0, und daher
8= (X ) ?13 4- (X2 jx2) 623.

Hieraus folgt: Die Chordalebenen je zweier Kugeln eines Kugel-
bindels gehen durch eine Gerade; oder: Die Kugeln eines Bundels
haben eine gemeinsame Chordalachse.

11. Soll die Kugel K durch einen gegebenen Punkt Eo gehen, der nicht
mit den beiden Tragern des Bundels zusammenfallt, so hat man die Coordinaten
s0>Jo> zo des Paktes Eo in das Polynom XWj 4- X2W2 4- X3W3 einzusetzen
und Xj, X, X3 so zu bestimmen, dass das Substitutionsresultat verschwindet.
Bezeichnet man mit K 10, K 20, K 30 die Werthe, welche die Functionen Kx, K2, K 3
fur die Coordinaten des Punktes Eo annehmen, so sind die Xdaher der Gleichung
unterworfen  XjW10 4- X2A'20 4- X3W30 = 0.

Man erhélt hieraus
1 0 r ~20
Lo Wao ~ 200
und nachdem man dies in K eingesetzt hat

N30 — M (™30 K10-K3) 4- X2{K30*K2 — K20 =K 3).
In dieser Gleichung ist noch das Verhéltniss Xj : X2 willkirlich. Nun sind
N30 mn-1 ~10 mAN3 = 0 und ~30"'NA2 — ~N20°-N3 = 0

die Gleichungen zweier bestimmter Kugeln des Biindels, ndmlich die Gleichungen
der durch Eo gehenden Kugeln der beiden Blschel Kx, K3 und K2, K3\daher
folgt: Durch einen gegebenen Punkt gehen einfach unendlich viele
Kugeln eines Biundels; diese Kugeln bilden ein Kugelblschel, ihre
Chordalebene ist die durch diesen Punkt und die Chordalachse des
Bundels bestimmte Ebene.

Durch jeden Punkt des Raumes geht eine Kugel eines Kugelblschels; wir
schliessen daher: Durch zwei Punkte des Raumes ist eine Kugel eines
Kugelbindels im Allgemeinen eindeutig bestimmt.

Nur dann, wenn das Biindel zwei reale Trager hat, und wenn dieselben mit
den beiden gegebenen Punkten auf einem Kreise liegen, gehen durch die beiden
Punkte unzéhlig viele Kugeln des Bindels, ndmlich alle Kugeln, die diesen Kreis
gemein haben, also alle Kugeln eines Buschels.

12. Der Mittelpunkt der Kugel K = XjKx 4- X2W2 4- XBW3 = 0 hat die
Coordinaten
a= Xj#j 4- XH2 1- X@C, Mo ~or) KPgs ¢ — 4- X272 4- ngrgg
wir schliessen daher (§ 3, 28): Die Mittelpunkte der Kugeln eines Biindels
liegen auf einer Ebene; der Mittelpunkt von K theilt das Dreieck
der Centren der Kugeln Kx K2, K3 im Verhé&ltnisse Xx:X2:X3.

Ferner folgt hieraus: Jeder Punkt der Centralebene eines Bindels
(d. i. der Ebene, welche die Centren der Kugeln des Bundels enthélt) ist der
Mittelpunkt einer (realen oder imaginaren) Kugel des Bilindels.

Schioemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. Il. ig
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13. Jeder Punkt der Chordalen eines Kugelbindels hat gleiche Potenz fir

alle Bundelkugeln; aus jedem Punkte der Chordalachse als Centrum
lasst sich also eine Kugel construiren, die alle Kugeln des Bundels
unter rechten Winkeln schneidet. Um die Kugel des Bindels zu erhalten,
die einen gegebenen Punkt C der Centralebene zum Centrum hat, construire
man daher von einem Punkte A der Chordalachse aus eine 4 angente an eine
Kugel des Blindels, und mit dieser Tangente als Radius beschreibe man um A
eine Kugel diese Kugel trifft die gesuchte Kugel unter rechten Winkeln, der
Halbmesser der letzteren ist daher die von C an | gelegte Tangente.

Die Kugeln A heissen die Orthogonalkugeln des Bindels. Da von
jedem Centrum C aus nur eine Kugel des Bundels construirt werden kann, so
folgt, dass von jedem Punkte der Centralebene aus gleich lange Tangenten an
alle Orthogonalkugeln gelegt werden koénnen. Die Punkte der Centralebene
des Biundels haben also fur alle Orthogonalkugeln desselben gleiche
Potenz. Wenn die Kugeln des Bindels keine gemeinsamen Punkte haben, so
lassen sich vom Schnittpunkte Q der Chordalachse und der Centralebene aus
Tangenten an die Kugeln des Bundels legen. Construirt man von Q mit diesei
Tangentenldnge als Radius eine Kugel, so trifft diese die Centralebene in einem
Kreise; die Bundelkugeln, deren Centren auf der Peripherie dieses
Kreises liegen, haben einen verschwindend kleinen Radius. Durch
diesen Kreis, den wir den Nullkreis des Blndels nennen, gehen folglich auch
alle andern Orthogonalkugeln, und wir schliessen daher: Die Orthogonal-
kugeln eines Bundels bilden ein Kugelbischel, dessen Kugeln den
Nullkreis gemein haben.

Der analytische Beweis dieses Satzes, der zugleich den Fall umfasst, wenn
die Kugeln des Biindels reale gemeinsame Punkte haben, gestaltet sich folgender-
maassen.

Wenn sich zwei Kugeln rechtwinkelig schneiden, und man einen Schnittpunkt
mit den beiden Centren verbindet, so erhdlt man ein rechtwinkeliges Dreieck,
dessen Katheten die Radien der Kugeln und dessen Hypotenuse die Strecke
zwischen den Centren ist. Sind p und p die Radien und < b, ¢ bez. a, b, ¢
die Coordinaten der Centren, so ist daher die Bedingung daftir, dass die Kugeln
sich normal schneiden

p2+ p2 = (a-a'y + {b-by + (~-02;
wenn man dies entwickelt und die Abkurzungen benutzt
d m=az2-Pb2-Pc2—p2, d — a2+ b2-Pc2—p2,
so erhalt man die Bedingung in der Form d -p d" = 2 (aam-p bb" -P cc').
Wenn nun die Kugel
$ == x2 -py2-Pz2—2a*—2hy —2cz-pb=0
die Kugeln Kx = 0, K2 = 0, K3 = 0 unter rechten Winkeln schneidet, so
gelten die Gleichungen

1. b-P dx= 2acdy -p2 -p 2ccex,
2. b-p d2= 2aa2 -p2hb2-p2cc2,
3. b-p di= 2a8 -p28£3-p2L3.
Durch Subtraction folgt
4. dx — d2 = 2a(@x—#2) -P 2b(bx—b2) + 2c (cx c2),
5. dy — d3 = 2a(ax—a3)-p 2b (by —c2) -P 2c (cx c¢2).

Durch diese  Gleichungen sind a, b, c¢ nicht vollstindig bestimmt. Sind
a', b, ¢ und a", b", c" zwei Werthsysteme, die diesen Gleichungen gentigen, und
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erfullen die Zahlen p' und p.* die Bedingung p' -p p." = 1, so kann jedes Werth-
system, das den Gleichungen genugt, durch geeignete Wahl von p/ und p." in
der Weise hergestellt werden
6. a= pVv-pp"a', b= pb+ pb, c= pvV+ pV,
denn diese Gréssen genuigen den Gleichungen 4. und 5. und enthalten eine un-
bestimmte Grosse (/ oder p”). Ferner folgt aus 1.
b = 2aax+ 2b'~ -p 2¢ cx — dx,
b" = 2a”ax-p 2h"by -p 2c¢"ct — dx,
p'b’ -p p"b" = 2(p'a’ + p"a”)ax+ 2 (p/b -p p"b") N + 2 (p.Y -p p"c”) cx—dx.
Somit hat man nach den Formeln 6.
p'b' -p p"b" = 2aax-p 2hbx+ 2¢N —dx, d. i. p'b' -p p"b" = b.
Die Gleichung der Kugel A ergiebt sich daher zu
Il s~ +y + 22_2 (pa"-P p"a") x — 2 (p'b’" -p p"b") y — 2(p'c’ -p p"c") 2
-p p'b’ -p p"b" = 0.

Fiigt man zu den drei ersten Gliedern den Faktor p' -p p" = 1, so erhalt man
7 A= pA+ p"t" = 0,
wobei A ="+y2-pz2_ 2a* —2by—2cz-pb =0
und g" = x2 z2 _ 2a"x —2b>—2c'a+ b"= 0

die Gleichungen zweier Orthogonalkugeln des Bindels sind; also bilden alle
Orthogonalkugeln des Bundels ein Buschel.

Umgekehrt weist man leicht nach: Alle Orthogonalkugeln der Kugeln
eines Buschels bilden ein Kugelblnde], dessen Kugeln durch die
beiden Nullpunkte des Buschels, d. i. durch die Punkte hindurchgehen,
die als verschwindend kleine Kugeln anzusehen sind.

14. Um uUber die Kugeln eines BuUndels urtheilen zu kdénnen, die eine ge-

gebene Ebene E beridhren, wahlen wir ein Coordinatensystem, dessen X F-Ebene
in diese Ebene fallt. Die Gleichungen des Schnittkreises k der Ebene E mit
einer Kugel K = ~ Kx-p \2K2 -P "3W3 = 0 des Biundels erhalten wir, indem
wir in der Function K die Coordinate z durch Null ersetzen. Hierdurch entsteht
r k = ~h NNQ F AN — 0,

wobei kx — 0, k2 = 0, & = 0 die Gleichungen der Kreise sind, in denen
die Ebene E von den Kugeln Kx, K2 Kz geschnitten wird.

Die Gesammtheit aller Kreise k, deren Gleichung aus den Gleichungen
dreier gegebener Kreise kx, k2, k3 linear nach der Formel 1. abgeleitet werden,
nennt man ein Kreisbundel.

Eine Kugel, deren Centrum auf der X F-Ebene liegt, hat die Gleichung

K = x2 -Pjy2 -h z2 — 2ctx — 28y + a2+ p2-p 2 =0,
wenn a, R die Coordinaten des Centrums und p der Kugelradius sind; der
Schnittkreis dieser Kugel mit der X F-Ebene hat die Gleichung
k = x2-hy2 —2ax — 2@p-Pa2-pR2—p2 =0,
man hat also die Beziehung K = «k + z2.
Die Kugeln A2, A3, A welche kx, k2, k3, k zu grossten Kreisen haben,
haben also die Gleichungen
= ky -hz2, M2 ~ k2 -hz2, n k3 ~hz2, M= ~-h Z2,
oder wenn man fir k den Werth aus 1. setzt und an z2 den Faktor \x -p \2 -p X3
= 1 anbringt
A == "P AN ~F ABN3 - (Xj -p X2-p X3)Z.

Hieraus folgt

2 XA] + Xr2 P X3A3.
15+
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Die Kugeln, welche die Schnittkreise einer Ebene E mit den
Kugeln eines Blndels zu grdossten Kreisen haben, bilden also wieder
ein BuUndel. Dieser Satz ist ein besonderer Fall eines allgemeineren, auf
dessen Beweis wir hier nicht eingehen wollen. Die Kugeln, die durch die
Kreise eines Kreisbindels gehen und deren Centra in einer Ebene
liegen, bilden ein Kugelbtndel.

Die Chordalachse des Bindels 2. geht durch den Punkt, in welchem die
Ebene E von der Chordalachse des gegebenen Bundels der Kugeln K getroffen
wird, denn dieser Punkt hat fir die Kreise k, mithin auch fir die Kugeln
gleiche Potenz.

Construirt man nun den Nullkreis des Biindels & so sind die Punkte des-
selben Kreise des Bundels k mit verschwindendem Radius, und die Kugeln K,
welche durch diese Punkte gehen, berUhren die Ebene E. Wir haben daher.
Die Punkte, in denen eine Ebene E von den Kugeln eines Bundels
berthrt wird, liegen auf einem Kreise; das Centrum desselben ist der
Schnitt der Ebene E mit der Chordalachse des Bundels, der Halb-
messer ist die Lange einer von diesem Punkte an eine Kugel des
Bindels gelegten Tangente.

15. Um die Kugel K eines Bundels zu construiren, die durch
zwei gegebene Punkte A und B gebt, lege man durchs/ eine Hulfskugel H,
welche eine Kugel K[ des Blindels schneidet, und suche den Punkt C auf, in
welchem die Ebene dieses Schnittkreises die Chordalachse des Bundels trifft.

Verbindet man nun C mit A, so ist der Punkt D, in welchem CA die
Hulfskugel zum zweiten Male schneidet, ein Punkt der gesuchten Kugel. Denn
C hat gleiche Potenz fur K*' und H und gleiche fur K' und K, folglich auch
gleiche fur K und H\ folglich treffen K und H den Strahl CA, mit dem sie den
Punkt A gemein haben, noch in einem zweiten gemeinsamen Punkte D.

Die Gerade, die durch das Centrum des durch A, B und D gehenden
Kreises normal zur Ebene ABD gelegt wird, trifft die Centralebene des Biindels
im Mittelpunkte der gesuchten Kugel.*)

16. Um die Kugel K eines Bundels zu erhalten, die durch einen
gegebenen Punkt A geht und eine gegebene Ebene E berdhrt, be-
stimme man zu A nach der vorigen Methode noch einen Punkt B der Kugel K,
und schneide die Centralebene T des Biindels durch die Ebene, welche AB
normal halbirt; die Schnittlinie a ist dann der Ort der Centra aller Biindelkugeln,
die durch A (und B) gehen.

Die Kugeln, deren Centra auf a liegen und welche die Ebene E berthren,
haben ihre Berlihrungspunkte auf der Normalprojection a' der Geraden a auf
die Ebene E.

Construirt man nun in E den Kreis k der Punkte, in denen E von Kugeln
des Biindels berthrt wird, so sind die Punkte C' und D\ in welchen « und k
sich schneiden, die BerUhrungspunkte der gesuchten Kugeln, und die Centren
sind die Punkte C und D, in welchen die Centralebene F von den durch C*
und B> gelegten Normalen zu E getroffen wird.

*) Die Ausfuhrung dieser und der folgenden Constructionen uber Kugelbtundel nach den
Methoden der descriptiven Geometrie kann dem Leser als nitzliche Uebung empfohlen werden;
man wird dabei mit einer Projectionsebene arbeiten und hierzu am besten die Centralebene
des Bundels wéhlen.
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17. Die Kugeln, welche zwei sich schneidende Ebenen E und E berihren,
haben ihre Mittelpunkte auf den Ebenen, welche die vier von E und F einge-
schlossenen Flachenwinkel halbiren. Die Mittelpunkte der Kugeln eines
Bindels, welche die zwei Ebenen E und F beridhren, liegen also auf
den Geraden B und 7, in denen die Centralebene des Bilindels von den beiden
Halbirungsebenen geschnitten wird. Die Construction der Centren der gesuchten
Kugeln erfolgt wie bei der vorigen Aufgabe, wenn man a der Reihe nach durch
 und 7 ersetzt. Es giebt also vier Kugeln eines Biundels, die zwei
gegebene Ebenen berthren.

18. Um dber die Mittelpunkte der Kugeln eines Bundels Auskunft zu
erhalten, die eine gegebene Gerade G berthren, wahlen wir die Centralebene zur
X K-Ebene des Coordinatensystems, legen den Anfangspunkt in die Spur der
Geraden G und die W-Achse in die Projection von G auf die X F-Ebene.

Ein Punkt P der ATF-Ebene ist dann Centrum einer die Gerade G berihren-
den Kugel des Bindels, wenn der Abstand d des Punktes P von der Geraden G
gleich dem Radius der Bundelkugel ist, die P zum Centrum hat, das ist also
gleich der von P an eine Orthogonalkugel gelegten Tangente; also wenn das
Quadrat des Abstandes d gleich der Potenz des Punktes P in Bezug auf eine
Orthogonalkugel gleich ist.

Ist die Gleichung einer Orthogonalkugel

N =*2 + + N2 2ax —2%y — 272 8= 0,
so ist die Potenz von P der Werth, welchen annimmt, wenn man die Coor-
dinaten von P (d. i. x, y, 0) einsetzt, also gleich
*2 y2_ 2ax —2ByH 8= 0.

Die Projection von P auf die X-Achse sei Q. Der Abstand d ist die Hypo-
tenuse eines rechtwinkeligen Dreiecks, von dem die eine Kathete PQ, die andere
der Abstand des Punktes Q von der Geraden G ist. Ist nun @ der Winkel, den
G mit der WE-Ebene bildet, so ist die Entfernung des Punktes Q von G gleich
OQ esiny) daher hat man

— pQi _p OQ2 =sin29 = y2 + x2sin2y.
Dies soll der Potenz von P fir die Orthogonalkugel gleich sein, daher hat
man fir die Coordinaten von P die Gleichung
*2 + j2_ 2ax —20@p4 S = x2sin2y -hy2.
Hieraus folgt
X2c0s2¢p 2ax — 2@p-+S = 0.

Hierfir kann man schreiben
( « \2 ( 8cos29 — &2\

2Bcos2y J - ° -

Dies ergiebt: Der Ort der Mittelpunkte aller Kugeln eines Bundels,
die eine gegebene Gerade berthren, ist eine Parabel, die Achse der-
selben ist normal zu der Geraden, die Coordinaten des Scheitels
und der Parameter sind der Reihe nach

a 8C0S2p — a2 3
c0s9 * 2Bcrn29 c0s29

Es giebt daher vier Kugeln eines Bundels, die zwei gegebene
Gerade berihren; ihre Centra erhalt man als die Schnittpunkte
zweier Parabeln.

Es mag noch bemerkt werden, dass die Centra aller Kugeln eines Bundels,
die eine gegebene Ebene E berthren, auf einer Ellipse liegen, namlich auf der

Cos
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Ellipse, deren Normalprojection auf E der Kreis ist, der die BerUhrungspunkte
aller die Ebene E berthrenden Kugeln des Bundels enthdlt. Es giebt mithin
vier Kugeln eines Blundels, die eine gegebene Gerade und eine ge-
gegebene Ebene beruhren; ihre Centra erhé&lt man als die Schnitt-
punkte einer Parabel und einer Ellipse.

19. Die Chordalebene L einer beliebigen Kugel A und der Kugel des Biindels

K = VK X4 K2 4- XBAB — 0
hat die Gleichung L = St — K — 0.
Setzt man (Xj + 12+ X3)$ statte, und fur ATden obigen Werth, so erhélt man
L~ \ + x2(j? - a2) + x3(a- at3).

Nun sind Lx= A Kx= 0, L2~ASt-K2=10, Z3= A—AB=0
die Gleichungen der Chordalebenen der Kugel A und der Kugeln Kv K2, K 3.
Diese drei Chordalebenen gehen mit den drei Chordalebenen der Kugelpaare
K\K2, KxK 3 K2K3 durch einen Punkt (No. 4), schneiden sich daher auf der
Chordalachse des Biindels. Wir erhalten hieraus: Die Chordalebenen, die
eine Kugel St mit den Kugeln eines Blindels bestimmt, gehen durch
einen Punkt A, der auf der Chordalachse des Bindels liegt; dieser
Punkt hat gleiche Potenz fir alle Kugeln des Bindels und fir die
Kugel &

Legen wir durch A Tangenten an so berthren diese ™ entlang eines
Kreises, dessen Ebene normal auf der Geraden steht, die A mit dem Centrum
von &t verbindet. Sind B und C zwei Punkte dieses Kreises, also AB = AC,
und construirt man die durch B und C gehende Kugel K des Biindels, so berihrt
dieselbe AB in B und AC in C; denn die Potenz des Punktes A in Bezug auf
die Kugel K ist gleich dem Quadrat von AB oder AC. Die Kugeln K und A
haben folglich den Kreis gemein, der AB in B und AC in C berthrt. Ruckt
nun C immer ndher an B} so wird dieser Kreis immer kleiner und zieht sich zu
einem Punkte zusammen, wenn C mit B zusammenfallt. Wir schliessen hieraus:
Die Kugeln eines Bundels, die eine gegebene Kugel A berihren,
haben ihre Berihrungspunkte auf einem Kreise K\ entlang dieses
Kreises wird die Kugel A von den Tangenten beriihrt, die durch den
Punkt der Chordalachse des Bindels gehen, der gleiche Potenz fir
$ und die Kugeln des Bundels hat.

Die Geraden, welche das Centrum Q der Kugel & mit den Punkten des
Kreises k verbinden, sind die Mantellinien eines Rotationskegels. Wie wir in
der descriptiven Geometrie bereits erfahren haben, ist der Schnitt einer Ebene
mit einem Rotationskegel eine Curve zweiten Grades. Die Mittelpunkte der
Kugeln eines Bilndels, die eine gegebene Kugel berthren, liegen
also auf einer Curve zweiten Grades.

Hiermit sind die Aufgaben im Prinzip gelést: Die Kugeln eines Bundels
zu linden, die zwei Kugeln, oder eine Kugel und eine Gerade be-
rihren, es giebt vier Losungen zu jeder dieser drei Aufgaben, und die Mittel-
punkte der vier Kugeln werden als die Schnittpunkte zweier Kegelschnitte erhalten.

§ 5. Tangentenebene und Tangentialpunkt an Flachen zweiten Grades.
Cylinder, Kegel und Grenzflache zweiten Grades.
h Die allgemeine Form einer Gleichung zweiten Grades inPunktcoordinaten ist
le f=AXx*-+- 2Bxy 4- 2Cxz 4- Dy*-(- 2Eyz + Fz* -f- 26T + 2A"™4-2Jzy-K = 0.
Die Schnittpunkte der Flache / = 0 und der Ebene

§ 5. Tangentenebene und Tangentialpunkt an Flachen zweiten Grades etc. 231

2. T=3ux -t-vy 4-wz—1= 0

geniigen den beiden Gleichungen 1 und 2. Berechnet man aus 2. die Coordi-
nate 0 = (1 — ux — vy) : w und setzt diesen Werth in 1. ein, so erh&lt man eine
Gleichung, durch welche die Coordinaten x undy der Schnittcurve mit einander
verbunden sind, also die Gleichung der Horizontalprojection der Schnitt-
curve; dieselbe ist vom zweiten Grade. Eliminirt man in gleicher Weise
aus 1. und 2. der Reihe nach y und x, so erhdlt man die Gleichungen der
Verticalprojection und der seitlichen Projection der Schnittcurve; diese sind
ebenfalls vom zweiten Grade.

Um nun Uber die Natur der Schnittcurve selbst urtheilen zu kénnen, wahlen
wir auf der Horizontalspur der Ebene T einen Punkt O' zum Anfangspunkte
eines auf T liegenden ebenen Coordinatensystems; die Abscissenachse O a legen
wir auf die Horizontalspur; OY sei die Ordinatenachse, O'T ihre Honzontal-
projection. Die Geraden O'Z und O'V bilden ein in der Ebene XOY liegendes
rechtwinkeliges Coordinatensystem; transformiren wir die Gleichung der Honzontal-
projection der Schnittcurve auf dieses System, so erhalten wir eine Gleichung
zweiten Grades zwischen den auf dieses System bezuglichen Coordinaten
3. a\* 4- 2b\r{ 4- cr{* + 2d\ 4- 2er{ + /7 = 0.

Ein Punkt P der Schnittcurve und sein Grundriss P haben dieselbe Ab-
scisse U und zwischen der Ordinate 7) des Punktes P und der Ordinate 4 seiner
Projection besteht die Gleichung N\ =» r\cosa. Wir erhalten also die Gleichung
der Schnittcurve in Bezug auf das Coordinatensystem ST, wenn wir in 3. V
durch i)cosa. ersetzen; die resultirende Gleichung ist vom zweiten Grade. Dies
zeigt: Eine Flache zweiter Ordnung wird von einer Ebene in einer
Curve zweiter Ordnung geschnitten.

2. Um duber die Schnittpunkte einer Flache zweiter Ordnung/ = 0 und einer
Geraden Auskunft zu erhalten, kénnen wir folgenden Weg einschlagen.

Ziehen wir durcheinen Punkt Po eine Gerade, die mit den Achsen die
Winkel a, B 7 bildet,so hat ein PunktP dieser Geraden, der von PQum die
Strecke PP = ” entfernt ist, die Coordinaten
2. X = X0 4- rcosa., Yy = yo 4-rcos$, z = zo 4- rcos~\

Soll P auf/ liegen, so mussen diese Coordinaten der Gleichung / = 0 ge-
nugen; hieraus folgt fur r die quadratische Gleichung

rcosa)* + 2B (xo -+~ r cosa) (yo -h r cos$) 4- 2U (0 + r cosa) (zo + r cosi)

H Dg g+ rcos8)* + ~P{ya + rcos$) (zo + rcosi) + E(zo -+~r cosi)*

4 2G (Xo h- rcosa) + 2EI(y0 rcos§) 4- 2°/(™0 4-r cosi) 4- K = 0,
oder, nach Potenzen von r geordnet:

yo + 2{~x0'cosa 4- fyo'cosl 4- /V cosi)r 4- (Acos*a 4- %Bcosacos$
3- 4- ZCcosa cosi 4- Dcos*$ 4- <IEcos$cos~\ 4- Fcos*i)r* = 0.

Wenn man abkirzungsweise setzt

fx'= Ax 4- By 4- Cz 4- G,
4, fi Bx 4- Dy 4- Ez 4- H,

fz Cx 4- Ey 4- Pz 4- ] ,
und durch angehéngte Nullen, 7/, fXQ@, fyo', fo> bezeichnet, dass in der be-
treffenden Function statt x, y, z die speziellen Werthe x0, y0, zo gesetzt werden
sollen.

Aus 3. folgt zunéchst: Eine Flache zweiter Ordnung wird von einer

Geraden in zwei (realen oder imaginaren) Punkten getroffen.
3. Nehmen wir an, dass Po auf der Flache liegt, so ist fo =0, die qua-
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dratische Gleichung fur r hat jetzt die Wurzel r = 0, welche dem Punkte PO
entspricht; der zweite Schnittpunkt der durch P Q gehenden Geraden G und der
Flache bestimmt sich aus der linearen Gleichung
\ *cosa + fyo 'cos$ + fzo'‘cosf 4- (A cos2* 4- 2B cos* cosf

-f- 2Ccos* cos™ 4- D cos2B 4- 2Ecosficosy -f- Ecos2fr = 0.

Wii fragen nun nach den durch FO gehenden Geraden, die die Flache
berihren, d. i. deren beide Schnittpunkte mit der Flache in den Punkt FO
fallen. Ist G Tangente der Flache, so muss auch der aus 1. sich ergebende
Werth von r gleich Null sein; die nothwendige Bedingung hierfir ist, dass das
von r freie Glied der Gleichung 1. verschwindet, also dass

2- fx f cos* -h fyf cos$ f- f 2f acs; = 0.
Ausser dieser Gleichung besteht noch zwischen cos*, cos§, cos~{ die Gleichung:
3 cos2* -~ cos2R 4- cos2j = 1.

Durch die Gleichungen 2. und 3. sind cos*, cos§, cos< noch nicht bestimmt;
man kann einen Werth, z B. cos'i beliebig annehmen und dann die zugehdrigen
Werthe von cos* und zwfR aus 2. und 3. ableiten. Durch einen Punkt einer
Flache zweiter Ordnung lassen sich also unendlich viele Tangenten
an die Flache legen.

Denkt man sich 7 stetig geandert, so andern sich auch * und R und damit
die Lage der zugehdrigen Tangente stetig; die Tangente beschreibt daher eine
bestimmte Fldche. Um die Gleichung dieser Flache zu erhalten, haben wir die
Winkel *, R 7 aus der Gleichung 1. zu entfernen und dafir die Coordinaten

eines Punktes P einer Tangente einzuftihren. Nun ist, wenn p den Abstand P OP
bezeichnet:

Setzt man diese Werthe in 2. ein und unterdriickt dann den gemeinsamen

Divisor p2, so erhélt man die Gleichung
. f*o'{* —*0) + fyo' (y—Jo) + '/*</(*” z0) = O.

Diese Gleichung ist linear fur x, y, z; wir schliessen daher: Die Tangen-
ten, welche eine Flache zweiter Ordnung in einem gegebenen Punkte
derselben beridhren, liegen auf einer Ebene.

Diese Ebene heisst die Tangentenebene der Flache im Punkte PO.
Lost man die Klammern in 4. auf, so ergiebt sich
5 fxf ex 4-fyo'.y + fzf .z — {fxf «*04-fyf -y0o+ f,f «z0) = 0.

Aus den Formeln No. 2, 4 schliesst man sofort
6- fXQ x0 4-fyo' &0 4-fzf «z0 = /0— (GxQ4- Hy0 4-fz 0 4- K).

,Da nunf 0= 0, so erhadlt man
f*0 x + fyo 'y + fzo'ez - — {Gxg4 Hy04-]Jz0 4- K)\
man hat daher die Gleichung der Tangentenebene

N = fxo *x + fyo 'y + fzf 'z 4. Gx0 4- jffy0 + J zq 4- K = 0.

4. Die Gleichung der Tangentenebene ist nur dann unbestimmt, wenn
sammtliche Coefficienten verschwinden, wenn also

fx0 == Axq 4- Py0 4- Cz0 4- G = 0,

1 fyo' — Bx0 4- Dy0 4- Fz04- H — 0,
fzo s CxQ4- Eyq4- Fz04-J —O0,

Gx0 4. HyO JU 4. K —0.

Der Verein dieser vier linearen Gleichungen wird durch das Verschwinden
ihrer Determinante bedingt
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Diese Determinante ist symmetrisch, d. h. sie &ndert sich nicht, wenn man
die Colonnen mit den Zeilen vertauscht.

Wir werden nun zeigen, dass unter der Voraussetzung A— 0 die vier Ebenen

fx =0, =0, t22=0, Gx4-Hy4-/2 4-K = 0

nur dann einen einzigen im Endlichen liegenden Schnittpunkt haben, wenn die
drei Ebenent x*= 0, fy — 0, t z — 0 nicht mehr als einen Punkt gemein haben.

Denn sind zwei der Ebenen identisch, so sind zwei von den ersten drei
Zeilen und die entsprechenden’' Colonnen in A proportional. Der gemeinsame
Punkt PO der vier Ebenen bestimmt sich aus einer der beiden zusammenfallenden
Ebenen und den beiden andern; die Determinante dieser drei linearen Gleichungen,
welche der gemeinsame Nenner der Losungen ist, hat alsdann zwei proportionale
Colonnen, verschwindet also identisch, PO ist also unendlich fern oder unbestimmt.

Ist zB. fx'= fy\soist B= mA, D= mB, E= mC, H—mG, und
wo>y o> zo ergeben sich aus

Axq 4- mAy0 4- Cz0 = —G,
Cx0 4- mCy0 4-Fz0 = —1J ,
Gxqg 4- mGy0 4-JzQ = —K.

Enthalten ferner die Ebenen s+ — 0, 1t — 0, ff+ = 0 eine Gerade, ohne
dass zwei derselben identisch sind, so besteht fir zwei Zahlen m und n die
Identitat

ff = m ff 4- n ff.

Hieraus folgt C= mA 4- nB, E —mB 4- nD, F = mC4- nE, J] — mG 4- nH.
Der Punkt P 0 bestimmt sich ausff —O0, ff = 0 und Gx 4- Hy 4-fz 4-K — 0,
d. i. aus

AXc 4- By0 4- (mA 4-nB)zQ- G,

Bx0 4- Dyl 4- (mB 4- nD) z0

Gxd 4- Hy0 4- (mG 4- nH) z0
Die Determinante

H,
K

verschwindet identisch; folglich sind die Lésungen des Systems unendlich gross
oder unbestimmit.

Umgekehrt ist einleuchtend, dass wenn die drei Ebenen r+ = 0, rf — 0,
ff — 0 nicht mehr als einen Punkt gemein haben, dies der einzige dem
Systeme 1. genugende Punkt ist.

Wenn daher ein einziger im Endlichen liegender Punkt das System 1. erfullt,
so kann derselbe aus den drei Gleichungen gefunden werden

Ax0 ByO CZg — G,
3 Bx0 Dy0 4- Ez0 = — H,
CX, Eyo 4- Fz0 — — J
und es ist
A B C
B D E 0
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5. Wenn Ax von Null verschieden ist, so ist PO weder unbestimmt noch
unendlich fern. Bezogen auf ein Coordinatensystem, dessen Nullpunkt mit dem
Doppelpunkte zusammenféllt, mussen die Coefficienten der Flachengleichung
solche Werthe haben, dass die Gleichungen No. 4, 1 durch x —y = z = 0
erfullt werden; hieraus folgt

G=H=J =K = 0.

Die Flachengleichung lautet daher jetzt
1 AX2 -+ 2Bxy -+ 2Cxy Dy2 + 2Eyz H Fz2 = 0.

Sind xXx, yX, zx die Coordinaten eines Punktes der Fldche, und rx sein Ab-
stand vom Anfangspunkte, so sind die Cosinus der Winkel, die rx mit den Coor-
dinatenachsen bildet

Daher gelten fur die Coordinaten jedes Punktes P der Geraden OPx die
Formeln

wenn r die Strecke OP bezeichnet. Setzt man diese Werthe in die Flachen-
gleichung 1. ein, so erhélt man als Bedingung dafur, dass P auf der Flache
liegt

2. —g (AxX 2Bxxyx -t- 2Cxxzx + DyX -+~ 2Eyxzx + Fz®) = 0.

r\
Da nun Px der Flache angehoért so verschwindet der Klammerinhalt; also

wird der Gleichung von jedem Werthe von r genugt. Wir sehen daher: lJede
Gerade, die ausser dem Doppelpunkte noch einen Punkt mit der
Flache gemein hat, liegt ganz auf der Flache.

Jede durch den Doppelpunkt gehende Ebene E schneidet die Fléche in
zwei im Doppelpunkte sich treffenden Geraden, die real und von einander
verschieden, oder real und vereint, oder imagindr sein kdnnen. Jede Ebene,
die den Doppelpunkt nicht enthalt, schneidet die Flache in einer eigentlichen
Curve zweiter Ordnung; die Flache erscheint somit als die Bahn einer
Geraden, die durch den Doppelpunkt geht und entlang einer Curve
zweiter Ordnung gleitet. Die Flache ist daher eine Kegelflache.

6. Wenn die vier Ebenen

fx1= 0, fy — 0, fz — 0, Gx +~Hy +Jz + K= 0
einen unendlich fernen Punkt gemein haben, also derselben Geraden parallel
sind, so kann man das Coordinatensystem so wéhlen, dass die Achse OZ dieser
Richtung parallel ist. Die Gleichungen No. 4, 1, bezogen auf dieses System,
entsprechen dann verticalen Ebenen, haben also die Form

mx -b ny Hp — 0.
Hieraus folgt
C=E=F =/ =0.

Die Gleichung der Flache ist daher
1 Ax2 + 2Bxy -~ Dy2 -t- 2Gx -+ 2Hy + K = 0.

Diese Gleichung enthalt z nicht mehr; sie wird von jedem Punkte erfillt,
dessen Horizontalprojection ihr genligt. Betrachtet man 1. als die Gleichung
einer auf der ATF-Ebene gelegenen Curve zweiter Ordnung k, so ist die Flache
die Bahn einer Parallelen zur Z-Achse, die entlang der Curve k sich bewegt.

Hierdurch wird die Flache als Cylinderflache charakterisirt. Je nachdem
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die Curve k eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel ist, bezeichnen wir die Flache
als elliptischen, hyperbolischen oder parabolischen Cylinder. Zerféllt
die Curve k in zwei ungleiche lineare Faktoren, oder ist sie die zweite Potenz
eines linearen Faktors, so artet der Cylinder in zwei getrennte oder zusammen-
fallende Ebenen aus. Die Bedingungen dafir, dass die quadratische
Gleichung f = 0 einen eigentlichen oder ausartenden Cylinder dar-
stellt, sind also (No. 4 und 5)
A= 0 und Ax = 0.

7. Sind Tx=0, T2= 0, T3 = axTx + a2T2= 0, und Tx = 0,
T2 = 0, Tf 5= bxTx" -~ b2T2 — 0 die Gleichungen von drei Paar ent-
sprechenden Ebenen zweier projectiven Bischel, so werden die Gleichungen je
zweier entsprechenden Ebenen in der Form erhalten (8 3, 30)

T es IxaxTx + \2a2T2 =0, T = = °-

Die Punkte, in welchen sich entsprechende Ebenen schneiden, erftllen die
Gleichung, welche durch Elimination von Xj und X2 aus T —0 und T" = 0
entsteht,

a\T \
vt b2t 0

Diese Gleichung ist vom zweiten Grade.

Wenn die Trager der beiden Bischel auf einer Ebene TO liegen, und diese
Ebene in beiden Bulscheln sich selbst entspricht, so bezeichnen wir die Bischel
als perspectiv. Man kann dann 7'0 an die Stelle von Tx und Tx in 1 treten
lassen und erhélt
a2To NQND .

KT* es Tn : = 0;

die Flache zweiter Ordnung zerfallt in die beiden Ebenen 70 = 0 und
axb2T2 — a2bxT2 = 0. Zwei perspective Ebenenbischel erzeugen
zwei Ebenen, deren eine die selbstentsprechende Ebene ist.

Wenn die Trager der beiden Blschel auf einer Ebene liegen, ohne perspectiv
zu sein, so lasst sich aus 1. ein linearer Faktor nicht absondern, die Gleichung
gehort also zu einer eigentlichen Flache zweiter Ordnung. Schneiden sich die
Tréger in einem Punkte 2, so gehen die Schnittlinien je zweier entsprechenden
Ebenen durch 2 und jeder auf der Flache liegende Punkt bestimmt mit 2 eine
Gerade, die ganz auf der Flache liegt; die Flache ist daher eine Kegelflache.
Zwei projective Ebenenbischel, deren Trager sich schneiden,
erzeugen einen Kegel zweiter Ordnung, der den Schnittpunkt der
Tradger zur Spitze hat. Sind die Tréger zweier projectiven Bischel parallel,
so sind auch die Schnittlinien je zweier entsprechenden Ebenen parallel, und die
von ihnen beschriebene Flache ist mithin ein Cylinder.

8. Eine Kegelflache, sowie eine Cylinderflache Il. O. sind durch
funf Mantellinien (d. i. auf der Flache enthaltene Gerade) bestimmt. Um
die Flachen zu construiren, durchschneide man die Mantellinien durch eine
Ebene, welche keine von ihnen enthdlt. Diese Ebene trifft die Mantellinien in
funf Punkten und die gesuchte Flache in einer Curve Il. O., die durch die finf
Punkte geht, und mithin construirt werden kann. Legt man nun durch die
Punkte dieses Kegelschnitts Gerade, die durch den gemeinsamen endlich oder
unendlich fernen Punkt der Mantellinien gehen, so liegen diese ganz in der Flache.

Es ist ersichtlich, wie man eine Reihe von auf Kegelschnitte bezlglichen
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Satzen und Constructionen zu entsprechenden Sitzen und Constructionen fir
Kegel und Cylinder Il. O. umarbeiten kann.

9. Fur die Gleichung einer Cylinderflache 1I. O.

/ = Ax2 f 2Bxy 4- Dy2 4- 2Gx 4- 2Hy K —0
sind die abgeleiteten Functionen
fx ~ Ax 4- By 4- G, ff = Bx Dy H, /' = 0.

Daher ist die Gleichung der Tangentenebene eines Punktes x0, y0, z0

dieser Flache (No. 3):
{Ax0 4- Byo 4- G)x 4- Bx04-B>04-H)y - Gx0 4- Hy04- K = 0.

Dies ist die Gleichung einer Ebene, welche parallel zu den Mantellinien
des Cylinders ist und die Gerade enthalt, die die Horizontalspur (den Normal-
schnitt) des Cylinders in der Horizontalprojection des Punktes P berihrt.

Die Gleichung der Horizontalspur des Cylinders in Liniencoordinaten ist
bekanntlich

Die Ebenen, deren Coordinaten u, v dieser Gleichung genligen, und die
parallel der Z-Achse sind, deren Coordinate w also gleich Null isf, sind Tan-
gentenebenen des Cylinders. In Liniencoordinaten wird daher der
Cylinder durch zwei Gleichungen

9 = auz 4- 28uv 4- 4- 20u 4- 2zv 4-x= 0, und w = 0
dargestellt. Wir werden noch wiederholt der Thatsache begegnen, dass einem
Gebilde im Raume eine Gleichung in Punktcoordinaten und zwei Gleichungen
in Ebenencoordinaten, oder umgekehrt eine Gleichung in Ebenencoordinaten
und zwei Gleichungen in Punktcoordinaten zugehoren.

10. Fir die Gleichung der Kegelflache

f == Ax2 -t 2Bxy 4- 2Cxz 4- Dy2 4- 2Eyz 4 Fz2 = 0
hat man
ff = AxfBy 4-Cz, ff = Bx FDy4-Ez, ff = Cx-tEy4- Fz,
und erhalt hieraus die ldentitat
fX -x 4.fy -y 4-fz -z = /.

Ist daher Po ein Punkt der Kegelflache, so ist die Gleichung der Tangenten-

ebene in diesem Punkte
AQ' ex + fy* ey + /*0'®2 = 0=

Jede Tangentenebene eines Kegels Il. O. geht durch die Spitze,
und berihrt den Kegel entlang einer Mantellinie. Die Tangentenebenen
eines Kegels sind daher diejenigen durch die Kegelspitze gehenden Ebenen,
deren Horizontalspuren die Horizontalspur des Kegels berUhren. Ist

9 >=au2 4- 2Buv 4- yv2 4- 28v + 2sw -+ x = O
die Gleichung der Horizontalspur eines Kegels in Liniencoordinaten, und
2 = axu + H 7xw H =0
die Gleichung der Kegelspitze, so wird der Kegel in Ebenencoordinaten
durch den Verein von Gleichungen dargestellt
9= 0 und 2 = 0.

11. FUOr die Coordinaten u, v, w der Tangentenebene der Flache II. O.
f = 0 im Punkte Po derselben ergeben sich aus der Gleichung der Tangenten-
ebene (No. 3, 7) die Gleichungen
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L Axg Byo ++~ Czq -+ G = k =u,
2. BXag-f- Dyg+* Ezg-4 H = k.v,
3. Cx0 4 Eyo 4 Ezo 4 / = kew,
4. Gxo4- Hyo 4- JzQ4- K —— k.

Reducirt man diese Gleichungen auf Null, und figt noch die Gleichung des
Tangentialpunktes Po hinzu
5. uxQ -+~ vyo 4. wzQ— 1= 0,
so kann man aus diesen funf Gleichungen die Grossen x0, yQ z0, k eliminiren,
und erhélt als nothwendige Bedingung dafiir, dass die Ebene u, v, w die Flache
/ = 0 beruhrt,

Umgekehrt erkennt man leicht, dass jede Ebene T} deren Coordinaten der
Gleichung 9 = 0 genigen, eine Tangentenebene der Flache / = 0 ist. Denn
ist 9 = 0, so giebt es vier Zahlen, x0, y0> z0, k, die den Gleichungen 1. bis 5.
gentigen. Setzt man nun die Werthe fur ku, kv, kw und fir (— k) aus 1 .. 4
in die mit k erweiterte Gleichung 5. ein, so erhélt man

fx0 *~0 "#fyf eyo -t-fzf *z0 4- Gxo 4- HyQ4-fz Q4- K = 0.

Nun ist, wie man durch direkte Multiplication sieht (vergl. auch No. 3, 6)
die linke Seite identisch mit f 0, und da dieselbe verschwindet, so sieht man,
dass x0,y0, zo die Coordinaten eines Punktes Po der Flache / = 0 sind. Ver-
gleicht man nun die Gleichung der Tangentenebene der Flache f im Punkte Po
mit der Gleichung der Ebene T} so sieht man aus den Gleichungen 1, bis 4.,
dass diese Tangentenebene mit T identisch ist.

Die Gleichungen
/ s=AX24- 2BXy 4- 2Cxz 4-Dy2-\-2Eyz4-Ez24-2Gx4-2Hy 4-2fz 4- K = 0,
und

gehéren daher zu derselben Flache; f = 0 ist die Bedingungsgleichung, welche
die Coordinaten der auf der Flache gelegenen Punkte erflllen und 9 = 0 die
Gleichung, der die die Flache tangirenden Ebenen geniigen. Es ist hervor-
zuheben, dass die Gleichung 9 = 0 vom zweiten Grade in den Ebenen-
coordinaten ist.

12. Wir wenden uns nun zu den Untersuchungen Uber die Gleichung

zweiten Grades in Ebenencoordinaten, die den bisher fur die Gleichung

in Punktcoordinaten durchgefiihrten analog sind. Die allgemeine Gleichung

zweiten Grades in Ebenencoordinaten ist

1 cpNau2 2buv -\x2cuwdv2-\-2evw 4 fw 24. 2gu-\-~hv 4- 2iw 4- k= 0.
Die Ebenen, welche 9 bertihren, und zugleich durch einen Punkt P gehen,

genugen ausser der Gleichung 9 = 0 noch der Gleichung des Punktes P\ dieselbe sei

2 P= au 4- 2 4- \w4-8 = 0.
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Aus diesen beiden Gleichungen kann man eine der Coordinaten, z B. w
eliminiren; man erhélt aus 2.

w = — {au 4- iz 4- 8): t.

Setzt man dies in 1 ein, so erhdlt man eine Gleichung in u und v, also
die Gleichung, welche von den Horizontalspuren der durch P gehenden Tangenten-
ebenen der Flache 9 = 0 erfullt wird.

Diese Gleichung ist vom zweiten Grade. Da nun die Ebenen, welche durch
einen Punkt P gehen, und deren Horizontalspuren eine Curve zweiten Grades
berUhren, die Tangentenebenen eines Kegels zweiter Ordnung sind (No. 10), so
folgt: Die Tangentenebenen einer Flache zweiter Klasse (d. i. einer
Flache, deren Gleichung in Ebenencoordinaten vom zweiten Grade ist), die
durch einen gegebenen Punkt gehen, umhullen einen Kegel zweiter
Ordnung. Diesen Kegel bezeichnen wir als den Tangentenkegel des
Punktes P fur die Flache 9.

13. Bei den weiteren Untersuchungen werden wir von folgendem Satze
Gebrauch machen: Bildet man aus den Coordinaten ux, vv wx und

u2, v2, zweier Ebenen Txund mit Hulfe zweier Zahlen Xx und X2
die Coordinaten einer Ebene T nach den Formeln
\Uux4- X&2 Xyl 4-X 242 _ Xjwx 4- Xw?2

u XX+ X2 : v + X2 , + X2

so geht T durch die Schnittlinie TXr2] und umgekehrt: die Coordinaten
jeder Ebene des Buschels TXT2 kdnnen bei geeigneter Wahl des Ver-
héltnisses Xx: X2 durch diese Formeln gewonnen werden. Denn die
Gleichung der Ebene T ist

ux H vy +~wz — 1 = 0;

wenn man mit \x -(- X2 multiplicirt, und u, v, w aus 1 substituirt, so erh&lt man
7 = {Ixux 4- X«2) X 4- (XNi 4- X2R)y 4- {MWX +Xxf2)z — (Xx4- X) = 0.

Hieraus folgt
T ss=s XXTx 4 XR72,

wenn TXx =5 uxx 4- vxy 4-wxz — 1, T s= u™X+ Z2y + wz 1*
Da nun Tx = 0, T2 = 0 die Gleichungen der Ebenen Tx und 7 2 sind,
so folgt, dass T die Schnittlinie von Tx und 772 enthalt.

Um den zweiten Theil des Satzes zu beweisen, hat man nur zu beachten
dass die Gleichung jeder Ebene des Buschels TXT2 in der Form erhalten wird
T = X7\ 4- X72 = 0.

14. Wir fragen nun nach den Ebenen $ eines Buschels ToT' die eine
Flache zweiter Klasse 9 = 0 berthren.
Die Coordinaten von & seien
X"p 4- Xo& _ Ixv0 4- Xz _ Ixw04- \w
Xj 4- X2 XX 4- X2 Xx 4- X2
oder, wenn man Zahler und Nenner in den drei Formeln durch Xx dividirt und

X2 : XX mit ja bezeichnet:
un 4- \u v0 4- w0 4- |xw

U= 14-x * *7 14-%x * * ~ 14- |
Multiplicirt man nun die Gleichung
9==a#24-2%uv 4- 2cuw 4- dv24- 2cvw 4-fw 24- 2gu -h 2hv -h 2iw -h h = 0
mit (1 4- ja)2 und substituirt dann
(14-XYu= ud4-wu, @14-O0= v04-\wv, (L4-]® = wQ4- \w,
so erhalt man
1.904- 2 (9*0 eu 4- 9*0" ev 4- 9WO' »w + gu0 4- hv0 4-iw0 4- £)-j*-t- 9'P2="°
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Hierin ist gesetzt

2. 9« = anN-1-"4-N4-n
3. 9» = bu 4-dv 4- ew 4- h,
4. 9« ss cu 4-ev 4-fw 4- i,
und 90 , ., 9»0\ 9wo' bedeuten die Werthe, welche die Functionen 9, 9«,

9»t 9? fiUr die Coordinaten der Ebene To annehmen.

Die Functionen 9./, 97 9] genlgen der ldentitat
5. 9« eu 4- 9»' ev 4- 9) ew 4-gu 4- hv 4- iw 4- k s= 9.

Die Gleichung 1. ist zweiten Grades fur ja. Wir erfahren daher: Durch
eine Gerade gehen zwei (reale oder imagindre) Tangentenebenen einer
Flache zweiter Klasse.

15. Es sei nun TO eine Tangentenebene von 9. Dann ist 90 = 0 und die
Gleichung No. 14, 1 hat eine Wurzel = = 0, welcher die Ebene To zugehdrt;
die andere Wurzel ergiebt sich aus der linearen Gleichung
1 2(9*0' mu 4- o' =V 4- 9 W 4- guo 4- hvo 4- iwQ4- k) 4- 9 ejx = 0.

Soll T so gelegen sein, dass beide durch die Schnittlinie TOT gehende
Tangentenebenen der Flache 9 mit To zusammenfallen, so muss die Gleichung 1.
die Wurzel .. = 0 haben, es missen die Coordinaten der Ebene T also die
Gleichung erfillen
2. 9u0"eu H 9V 'v 'w+ Suo + hv04-iwQ4-~ = 0.

Dies ist die Gleichung eines Punktes. Wir schliessen daher: Alle Geraden
auf einer Tangentenebene To einer Fldche zweiter Klasse, durch
welche ausser Z0 noch eine mit To zusammenfallende Tangenten-
ebene der Flache geht, gehen durch einen Punkt.

Dies ist der Punkt, in welchem eine Tangentenebene der Flache 9 von den
unendlich nahe benachbarten getroffen wird, mithin der Punkt, in welchem 9
von To berihrt wird. Die Gleichung des Punktes, in welchem eine
Tangentenebene To die Flache zweiter Klasse 9= 0 berthrt, ist daher

P — 9«0'-u -+ 9*0' *v + 9«V *w -+~guQ4- hv0 4- iwQ4-~ = 0.

Nach der Identitdt No. 14, 5 hat man, da 90 = 0

— (9«0' =u0 + 9™0'm20 + 9770 *®0) = Sua + hvO04- iw0 4- k,
und kann daher die Gleichung des Punktes P auch in der Form schreiben
p== 9*0'(* —«0) + 0 —»0) + 0" fw—w0) = 0.

16. Der auf einer Tangentenebene To gelegene BerUhrungspunkt wird nur
dann unbestimmt, wenn in der Gleichung P = 0 alle vier Constanten zugleich
verschwinden, also wenn die Coordinaten von To den vier Gleichungen genligen

bVC Cwr + g = 0,
| P2/ == bun 4- dvc 4- ewQ4-~ = 0,
' 9wo' cu, ev. 4- fwo 4- i = 0,

guo 4- hvO0 4- iwo k —0
Die Bedingung fiur den Verein dieser vier fur u0, v0, wo linearen Gleichungen ist

a b cg
oD
c e f i

h i k

Ebenso, wie in No. 4, erkennt man: Soll das System 1. eine eindeutig be-
stimmte Losung haben, so missen die Gleichungen

2.
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von einander unabhdngig und die Determinante

a b cj
A/ ss b d e\
lc e f I

von Null verschieden sein. Die Coordinaten von TO werden daher aus 2. be-
rechnet. FUr jede auf TO gelegene Gerade G fallen alsdann die durch G gehen-
den beiden Tangentenebenen der Flache gmit TO zusammen; aus diesem Grunde
wird TO als Doppelebene der Flache @ = 0 bezeichnet.

17. Die Coordinaten der Doppelebene erhalten die bestimmten Werthe
_ V’]== W = 0, die Doppelebene ist also unendlich fern, wenn, wie die

Gleichungen No. 16, 1 4. lehren

« = .= =k 0
Die Gleichung der Flache @ vereinfacht sich in diesem Falle zu
1, P==au24-2buv 4- 2cuw 4- dv2 4- 2evu -t-fw 2 = 0.

Diese Gleichung ist homogen, d. h. sie enthalt nur Glieder zweiten Grades.
Wird der Gleichung durch die besonderen Werthe u = ux, v = vx, w = wx
genugt, so wird sie auch von den Werthen u —neux, V= nevx, W = newx
erfullt, wobei n unbestimmt bleibt, mithin von allen Ebenen, deren Coordinaten
die Verhdltnisse haben u\v\w — ux\vx\wx. Diese Ebenen sind der Ebene
Tx parallel. Die Gleichung 1. wird also von Schaaren paralleler
Ebenen erfiallt. Um uber die Anordnung derselben eine deutliche Vorstellung
zu erhalten, greifen wir aus jeder Schaar eine Ebene heraus, z B. die, fir welche
die Coordinate w einen bestimmten Werth wx hat; diese Ebenen gehen durch
den Punkt S der Z-Achse, fur welchen OS = 1:wx ist. Die Coordinaten u} v
dieser Ebenen geniigen der Gleichung

au2 H 2buv 4- dv2 4- 2cwxeu 4- 2ewxev 4-fw? = 0,
ihre Horizontalspuren umhllen also die durch diese Gleichung bestimmte Curve
zweiten Grades. Die Ebenen umhillen daher einen Kegel Il. O., der die Spitze
S hat. Die Gleichung

@==au2 4- 2buv 4- 2cuw 4- dv2 4- 2evw 4-fw2 = 0
wird also von den Schaaren von Ebenen umhillt, die den Tangenten-
ebenen des Kegels parallel sind, der die Gleichungen hat

W = WX, au* 4- 2buv 4- dv2 + 2cwxeu 4- 2ewxev 4-fw? = 0,

wobei w x willktrlich angenommen werden kann.

18. Ist die Doppelebene nicht unendlich fern, so nehmen wir sie zur
ATF-Ebene eines Coordinatensystems. Alsdann werden die Gleichungen No. 16,

1. . . 4. von unbestimmten Werthen von u0 und vO und von w0 = oo erfillt;
die nothwendige und ausreichende Bedingung hierfur ist
c=e=f= 1i—0.
Die Gleichung der Flache @ wird daher
1. $==au2 4- 2buv 4- dv2 4- 2gu 4- 2hv 4-~ — 0.

Diese Gleichung enthélt nur die Coordinaten u, v] ihr genigen also alle

Ebenen, deren Horizontalspuren die Gleichung erfillen
au2 4- 2buv 4- dv2 4- 2gu 4- 2hv 4- £ = 0.

Hat eine Flache zweiter Klasse eine im Endlichen liegende
Doppelebene, so wird sie von unendlich vielen Blscheln von Ebenen
berthrt; die Trager aller dieser Buschel von BerUhrungsebenen
liegen auf einer Ebene und sind die Tangenten einer Curve zweiter
Klasse. Eine solche Flache wird als Grenzflache II. Kl. bezeichnet.
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19. Ist @ = 0 die Gleichung einer Grenzflache II. KL, so ist
/= au 4- bv 4-g, W ss=bu 4- dv 4- h, <POe 0.

Die Gleichung des auf der Tangentenebene TQ dieser Flache gelegenen
Tangentialpunktes ergiebt sich daher zu (No. 15)

P mm (au0 4- bv0 4-g) u 4- (bu0 4- dv0 4- h)v 4- gu0 4- hv0 4- £ = 0.

In dieser Gleichung fehlt das Glied mit wir schliessen daher: Die
Punkte einer Grenzflache IlI. KIl. liegen alle auf der Doppelebene
und sind die Punkte eines Kegelschnitts.

Die Grenzflache spielt bei den Flachen zweiter Klasse dieselbe Rolle, welche
der Kegel bei Flachen zweiter Ordnung hat. Dem Cylinder als dem Kegel mit
unendlich ferner Spitze entspricht die in No. 17 behandelte Grenzflaiche mit
unendlich ferner Doppelebene.

20. Sind x, y, z die Coordinaten des Punktes, in welchem die Ebene TO
die Flache o= 0 berthrt, so muss die Gleichung dieses Punktes

p HQ =u 4- I»0' sV + <P ew + £uo + bv0 4- iw0 4-i = 0
bis auf einen constanten Faktor m mit der Gleichung

Ubereinstimmen. Wir erhalten hieraus die Beziehungen

Figt man hierzu noch die selbstverstéandliche Gleichung
xu0 4- yv0 4- zwQ— 1 =0,
so kann man aus diesen funf Gleichungen die Grdssen u0, v0, w0, m eliminiren;
als nothwendige und ausreichende Bedingung dafir, dass P ein Punkt der Flache
$= 0 ist, erhdlt man die Gleichung

Diese Gleichung ist vom zweiten Grade. Jede Flache zweiter Klasse
ist daher von der zweiten Ordnung; fruher (No. 11) haben wir gefunden,
dass jede Flache zweiter Ordnung von der zweiten Klasse ist. Es ist daher
nicht nothig, die Bezeichnung zweiter Klasse und zweiter Ordnung getrennt
weiter zu flhren; man fasst beide unter der gemeinsamen Bezeichnung: Flachen
zweiten Grades, zusammen.

Eine Grenzflache zweiter Klasse kann nicht durch eine einzige Gleichung in
Punktcoordinaten dargestellt werden. Da die Punkte der Grenzflaiche einen
Kegelschnitt bilden, so ist die Horizontalprojection ebenfalls ein Kegelschnitt,
und die Punkte der Grenzflache sind daher die Punkte des Raumes, welche der
Gleichung dieser Horizontalprojection und ausserdem der Gleichung der Doppel-
ebene gentigen. Die Grenzflache wird also in Punktcoordinaten durch
eine quadratische Gleichung z B. zwischen x undy

atx2 4- 2bxxy 4- cxy2 4- 2dxx -h 2exy 4-f x 0
und durch eine lineare Gleichung, die Gleichung der Doppelebene,
tx 4- By 4- 72 4- 8= 0
charakterisirt.
Schloemilch, Handbuch der Mathematik. Bd. Il. 16
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Wir erinnern daran, dass in gleicher Weise der Kegel in Ebenencoordinaten
durch den Verein einer Gleichung zweiten Grades und einer linearen Gleichung,
der Gleichung der Kegelspitze, dargestellt wird.

21. Wir untersuchen nun den Ort der Geraden, die durch den Schnitt-
punkt zweier gegebenen Geraden gehen und fur welche die Summe
der Winkel, die
sie mit diesen
beiden Geraden
bilden, eine ge-
gebene Grosse
2a hat.
Die beiden ge-
gebenen Geraden
seien f und f x,
und ffx =2if.
Wir wahlen die
Ebene der beiden
Geraden zur XZ-
Ebene eines Coor-
dinatensystems,
ihren Schnittpunkt
zum  Nullpunkte,
unddie Halbirungs-
linie des Winkels
27 zur Z-Achse, so
dassfz = zfx= 7.
Es sei g eine
durch O gehende
Gerade, flr welche
1. gf+ gfi = 2a-
Die Gerade g
mache mit den
Achsen die Winkel
@ 7, so dass fur die Winkel der Geraden /, f x und g mit den Richtungen
OX, 0Y, OZ die Zusammenstellung gilt:

z

Aus & 1, No. 6 erhalt man
2. cosgf = sin7cos@ -I- cos~\cos7, cosgf\ — — sm\cosy = cosy cosy.

Aus 1. folgt

cosgf-cosgfx — singf -singf x = cos2v., daher
/(1 _ @s2g/)(1 — coszg fX) = cosgf-cosgfx — cos2a, woraus folgt
1 _ cos2g f — cos2g fx = cos22a — 2cosgf-cosgfx =cosz2 a,

3. cos2gf -b cos2g fx — 2cos2a- cosgf ecosgfx — sin22a = 0.

In diese Gleichung fuhren wir nun die Werthe 2. ein; wir erhalten
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4, cos2g f 4- coseg fx — 2 (sin2ycos2  -b cos2”cos27) ,
5. cosgf-cosgfx — c0s2"(cos27 — sin27 =cos2 .
Durch diese Werthe erhalt man aus 3.
2sin27cos2@-b 2c0s27c0s27 — 2cos2a (cos2”cos2  — sin2 cos2q) — sinzza = 0.

Hieraus folgt weiter

2sin2” (1 + cos2a) cos2y -b 2<w27 (1 — cos2d) cos27 — sinz2<«— 0,
oder einfacher
6. jfA27 By2a cos2p  cos2f sinzd cos21 — sinzacosza = 0.

Statt der Winkel @ und 7 fihren wir nun die Coordinaten der Punkte der
gesuchten Flache ein. Ist P ein Punkt auf g, so ist bekanntlich

cos@= x:r, cosi—z:r, r = ~[/x-by2 -b a2;
daher erhélt man aus 6.

Sin27 ec<G2a *x2 H- oH,27 «~2a *z2 — sinzaw 2a(h2+_y2+ a2 = 0,
oder, geordnet:

7. cos2a (27— «V/z2a) X2 — sin2acos2a *y2 + sinza(cos27— 2a)z2 = 0.

Diese Gleichung ist homogen quadratisch fur die Coordinaten, sie ist daher
die Gleichung eines Kegels zweiter Ordnung, der den Nullpunkt zur
Spitze hat.

Da die Gleichung rein quadratisch fiur alle drei Coordinaten ist, so folgen
fur gegebene Werthe zweier Coordinaten zwei entgegengesetzte gleiche Werthe
der dritten; zu jedem Punkte einer Coordinatenebene, als Projection eines Kegel-
punktes auf eine der Coordinatenebenen betrachtet, gehdren also zwei symme-
trisch zu dieser Ebene liegende Punkte des Kegels. Wir schliessen hieraus, dass
der Kegel 7. alle drei Coordinatenebenen zu Symmetrieebenen hat.

Man kann die Gleichung des Kegels noch etwas vereinfachen, wenn man
statt 7 den Winkel B einfihrt, den die in der YOZ-Ebene liegenden Mantel-
linien b und bx des Kegels mit der Z-Achse bilden. Nach den Formeln fur das
rechtwinkelige sphérische Dreieck hat man namlich

cos bf — cos bz - cosfz.

Nun ist bf = a fz — 7, bz — R daher hat man cosa = cos$ - cos~\
Hieraus folgt sofort
€0s27 — c0s2a = — (Sin27 — sin2a) = sin28§cos27.

Setzt man dies in 6. ein und ersetzt im Faktor von y2 die Grdsse cosz2a
durch cos28cos27, so haben alle Glieder der Gleichung den gemeinsamen Faktor
cos2y; dividirt man durch — sinzasin2Rcos27, so folgt
8. cotza -x2 ri- cot2R-y2 — z2 — 0.

22. Man uberzeugt sich leicht, dass es in jedem Kegel zweiter Ordnung, der
drei auf einander senkrechte Symmetrieebenen hat, zwei durch die Spitze gehende
Focalstrahlen f undf x giebt, derart, dass die Summe der Winkel die sie mit
jeder Mantellinie des Kegels bilden, constant ist.

Wahlen wir die Symmetrieebenen zu Coordinatenebenen, so muss die
Gleichung des Kegels fur alle drei Coordinaten rein quadratisch sein, und da
der Schnittpunkt der Symmetrieebenen mit der Kegelspitze zusammenfallen muss,
also die Kegelgleichung von den Coordinaten x = y = z = 0 des Nullpunktes
befriedigt wird, so kann die Kegelgleichung kein von den Coordinaten freies
Glied haben. Die allgemeine Form der Kegelgleichung ist daher unter diesen
V oraussetzungen

Ax2 -+~ By2 4- Cz2 — 0.
Die drei Zahlen A, B, C konnen nicht alle dasselbe Zeichen haben, da
- 16*
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sonst die Gleichung nur von den realen Werthen x = y = z = 0 befriedigt
wird, der Kegel also ausser der Spitze keine realen Punkte enthdlt. Man kann
die Bezeichnung der Coordinatenachsen so wahlen, dass A und B positiv sind
und C negativ ist; und so, dass A nicht grosser ist als B\ dann kann man
durch (— C) dividiren und erhalt so eine Gleichung von der Form
1. max2'-f- nzy2 — z2 = 0.

Vergleicht man dies mit der Gleichung

cot2a ex2 4- cot2R-y2 — z2 = 0,

so folgt cotd = m, cot$ = n, und daher

Da m<Cn, so ist auch m~V1 4- n2:nj/l 4-m2< 1, also 7 ein realer
Winkel. Ist m — n, so ist 7 = 0, und die Kegelgleichung ist
z2
X2 4-y2 — a,a = 0.
Setzt man fir z einen gegebenen Werth z0, so erhdlt man fir die Horizontal-
projection der Kegelpunkte, die in der Hohe zo Uber der XY - Ebene liegen, die
Gleichung

Dies ist die Gleichung eines Kreises, der um den Nullpunkt mit dem
Halbmesser zo : m beschrieben ist; hierdurch erweist sich der Kegel als
Rotationskegel.

23. Um Uber den Ort der Geraden g Auskunft zu haben, die durch den
Schnittpunkt zweier Geraden f und /' gehen und fur welche die Differenz der
Winkel f g —f'g oder f'g — fg einem gegebenen Winkel 28 gleich ist, ver-
langern wir die eine der gegebenen Geraden, z. B. die Verlangerung sei/G
dann ist

fg = 180° —f\g~*

Setzt man dies infg —fg =28 ein, so entsteht

fg — (180° — fxg) = 28, mithin
fg f xg — 180° 4- 28.

Wir erhalten den Kegel, wie in der vorigen Untersuchung, wenn wir nur
2a durch 180° H 28 ersetzen.

Es ist bemerkenswerth, dass der Kegel daher in gleicher Weise als
das rdumliche Analogon der Ellipse und Hyperbel auftritt.

Diese Analogie wird noch anschaulicher, wenn man einen Kugelschnitt
des Kegels bildet, d. i. wenn man den Kegel mit einer Kugel durchschneidet,
deren Centrum die Kegelspitze ist.

Diese Kugel durchschneide die Schenkel f und f in den Punkten F und
F x; die Gegenpunkte dieser Punkte seien F' und Fx Ist nun P ein Punkt des
Kugelschnitts und bezeichnet man fir zwei Kugelpunkte A und B mit AB den
sphérischen Abstand, d. i. den von A nach B sich erstreckenden Bogen
eines grossten Kreises, so gelten fur P die Beziehungen

PF 4- PFt = 2a, PF" 4 PFX = 360° — 2a
PF —PFf = + (180 — 2a), PF - PFX= = (180 — 2a).

Die Paare von Kugelpunkten F und Fx sowie F' und F x haben also den
Charakter von elliptischen Brennpunkten, wahrend die Paare F ' und F X, sowie
F und F'x den Charakter hyperbolischer Brennpunkte haben.
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Aus zahlreichen Satzen Uber ebene Kegelschnitte erhdlt man mit leichter
Muhe Sétze Uber diese sphérischen Kegelschnitte und damit auch Séatze
Uber den Kegel zweiter Ordnung.

24. Um Uber den Ort der Punkte zu entscheiden, deren Abstand
von einer gegebenen Geraden f zum Abstande von einer die Gerade
/schneidenden Ebene D ein gegebenes Verhéltnis s e hat, nehmen wir
den Schnitt der Geraden und g
der Ebene zum Nullpunkte un-
seres Coordinatensystems, legen
die Z-Achse in die Gerade und
die Ebene ZOX normal zur
Ebene D \OD sei die Vertical-
spur von D, und DOZ = 8.

Ist PO ein Punkt der Flache,

so liegt auch jeder Punkt der

Geraden OPo auf derselben,

da fir alle diese Punkte die

Abstande von der Geraden OZ X
und von der Ebene D gleiches

Verhaltniss haben. Wir sehen

daraus, dass die Flache eine

Kegelflache ist, deren Spitze in O liegt.

Der Abstand p eines Punktes P von der Z-Achse ist
p = fx2 Hy2.
Der Abstand g von der Ebene D ist gleich dem Abstande der Vertical-
projection P" des Punktes von der Geraden OD. Man hat
qg= OP"sin{XOP" — XOD) = OP"sin (XOP" —90° 4- 8
— OP" cos {XOP" + 8 = OP"sin XOP" sinh — OP" cos XOP" cosh
= sinh ez — cosh ex.
Ist nun verlangt, dass p :q = s, so folgt
x2 Hy2 = e2{sinh ®z — cosh =x)2.

Lost man die Klammern auf und ordnet, so erhalt man
1. C s= (I —e2coszh)x2 + 2s2sinh cosh exz 4-y2 — e2sin28 «z2 = 0.

Diese Gleichung ist zweiten Grades und homogen; die Flache ist daher ein
Kegel zweiter Ordnung. Da die Gleichung rein quadratisch fir y ist, so
folgt, dass die Ebene XOZ eine Symmetrieebene des Kegels ist.

Die Analogie mit den Kegelschnitten legt die Vermuthung nahe, dass dieser
Kegel C mit dem in No. 21 gefundenen identisch, und dass die Z-Achse eine
Focallinie von C ist. Um dartber zu entscheiden, transformiren wir die Gleichung
des Kegels
2. cot2a *x2 4- co2R-y2 — z2 = 0
auf ein neues Coordinatensystem, welches dieselbe Y-Achse, und die Gerade /
zur Z-Achse hat; dann erscheint nur die Ebene XOZ um den Winkel (— 7)
gedreht, und man hat daher (nach den Transformationsformeln ebener Systeme)
dieCoordinaten x und z in 2. durch dieWerthe @\ ex-\-sin~\ ®z, —sin7 «* 4-"7 ez
Zu ersetzen.

Hierdurch erhalt man aus 2.

cotza {oos7 *x 4- sim\*z)2 4- cot23 &2 — (— Sin7 *x 4- cos7 »z2 = 0
oder, besser geordnet,
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(cot2a ecos2y — sin2y)x2 4- 2cosysiny (cot2a-h 1) xz H cot2R-y2
4- (cot2a sin27 — c0s27)z2 «= 0.
Da cot2a cos27 — sin27 = cot2a cos27 — 1 4- cos27 = (cot2a4- 1) cos27 — 1
c0s27 — sin2a

so gent aie transtormirte JAegelgleichung Uber in

(w87 — 1282 %- cosy sitiy =xz 4- _.?12?-?-9-9-53‘3"_72_ [222a —sin27)22= 0.
1 T22a — «2227 v (
Bemerkt man noch, dass
(cos27 — sin2d) (sin2a — sin2y) — (I — «2227 — sin2d) (sin2a — sin2y)
= sin2a *£W2a — sin2ycos27,
so erhalt man schliesslich
3. («22aco0s2a — « 227 c0s27) X2 4- 2 <WT «227 ("Z22a — sin27) #£ 4- 522a <w2ay?2
— (sin2a — J227)222 = 0.
Soll nun diese Gleichung den Kegel C darstellen, so muss die Gleichung

C = 0 durch Multiplication mit einem Faktor k mit 3. identisch werden; es
ist also

4. k(l — e2c0s28) = sin2acos2a — sin27cos27,

5 k 527228~ 8 = cosy siny (sin2a—sin27) ,
6. k — sin2acos2<x
7 kz2sin28 — (sin2a — "227)2 =

Aus 6. folgt der Werth fur / hierauf aus 7. und 5. durch Division tangh,
durch Substitution z B. in 7. schliesslich e

Zwischen den Grossen k (1 — z2c0s28), kz2sin8cos8, kz2sin28 besteht
die Identitat

e (1 — 2z2c0520) — K\ ek ®z2sin20 = — (kz2sinh cos0)2.
Die nothwendige und ausreichende Bedingung fiir den Verein der Gleichungen

4., 5, 6., 7. ist, dass dieselbe Identitdt von den rechten Seiten der Gleichungen
erfullt wird.

Nun hat man aus 4. und 6.

A1 — Z2c0s28) — k = sin2acos2a — sin2ycos2y — sin2acos2a = — sin2ycos2y .
Mithin aus 7.
[E(l — z2c0s8) — /] =kz2s5in28 = — sin27 = 27 =(sin2a — sin27)2.

Dies ist aber in der That entgegengesetzt gleich der zweiten Potenz der
rechten Seite von 5.

Die Ebene D heisst Directrixebene des Kegels; aus den Symmetrie-
verhéltnissen des Kegels folgt, dass zwei Directrixebenen existiren, die normal
zu der Symmetrieebene sind, welche die Focalstrahlen enthélt und symmetrisch
zu jeder der beiden Symmetrieebenen.

An einer spateren Stelle werden wir nachweisen, dass jeder Kegel zweiter
Ordnung drei auf einander senkrechte Symmetrieebenen hat; daher kommen
jedem Kegel zweiter Ordnung die auf die beiden Focallinien und
Directrixebenen bezliglichen Eigenschaften zu.
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8 6. Das Ellipsoid, die beiden Hyperboloide und die beiden Paraboloide.

1. Um uns Uber die Formen der Flachen zweiter Ordnung zu unterrichten,
wollen wir folgenden Weg einschlagen: Wir betrachten zunéchst die Flachen,
welche drei aufeinander senkrechte Symmetrieebenen haben; hierauf die, welchen
nur zwei aufeinander senkrechte Symmetrieebenen zukommen; und dann werden
wir untersuchen, ob es Flachen zweiter Ordnung giebt, die nur eine, oder die
keine Symmetrieebene haben.

Soll die Ebene XOY eine Symmetrieebene einer Flache Il. O./ = 0 sein,
so mussen zu jedem Punkte F der Ebene XOY 2zwei Punkte P der Flache
gehdren, die entgegengesetzt gleiche Werthe der Ordinate z haben. Denkt man
sich also in 7/ = 0 die Coordinaten .* und y gegeben, so muss diese Gleichung
zwei entgegengesetzt gleiche Wurzeln fur 2 ergeben, mithin fur z rein quadratisch
sein. In gleicher Weise schliessen wir, dass die Gleichung /7 = 0 rein qua-
dratisch fur * und y ist, wenn die Ebenen YOZ und XOZ Symmetrieebenen
sind. Die Gleichung einer Fléache IlI. O., die drei auf einander senkrechte
Symmetrieebenen hat, ist daher in Bezug auf dieselben

Ax2 4- Dy2 f- Pz2 4- K = 0.

2. Wir betrachten zunachst die Féalle, dass ein oder mehr als ein Coefficient
gleich Null ist.

a) Sind drei Coefficienten gleich Null, z B. £)= P = X = 0, so
reducirt sich die Gleichung auf Ax2 = 0, die Flache degenerirt daher zur
(doppelt zu denkenden) Ebene YOZ. Ist A= F = X = 0, so giebt die Gleichung
die Ebene XOZ; ist A= D = A==0, so giebt sie die Ebene XOY.

B) Sind zwei Coefficienten gleich Null, so ist zu unterscheiden, ob K
verschwindet oder nicht.

Ist K = 0 und noch ausserdem z B. F — 0, so geht die Gleichung/ = 0
uber in

/ =3 Ax2 4- Dy2 = O;
durch Zerlegung findetjnan - _ _
;- (YAm 4 Y—d -y)(Yamx —Y—D .y)-

Die Gleichung /7 = 0 stellt daher zwei durch die Z-Achse gehende
Ebenen dar, deren Winkel von den beiden verticalen Coordinatenebenen halbirt
werden; hatien A und D dasselbe Vorzeichen, so sind die Ebenen conjugirt
complex, und enthalten nichts Reales ausser ihrer Schnittlinie, der Z-Achse.

Ist K von Null verschieden, und z. B. D = F =

/ == Ax2 4- K = 0,
mithin =V K\A.

Die Gleichung ergiebt zwei reale oder imagindre Ebenen, die in entgegen-
gesetzt gleichen Abstéanden parallel zur Ebene YOZ sind.

7) Ist ein Coefficient gleich Null, so ist wieder zu unterscheiden, ob
K verschwindet, oder einer der drei andern Coefficienten.

Verschwindet z. B. P, so ist

f Ax2 4" Dy2 4* K = 0.

Sind A, D und K von gleichem Zeichen, so wird der Gleichung durch keine
realen Werthe von X und y genugt. Sind nicht alle Zeichen gleich, so sind zwei
gleiche vorhanden; man kann dann die Coordinatenbezeichnung immer so wéhlen,
dass A und K ungleiche Zeichen haben; durch Division der Gleichung durch

0, so hat man
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( efhalt dann a einen positiven Coefficienten a2. Je nachdem nun D mit
A gleiches Zeichen hat, oder nicht, kénnen wir D : (— K) durch B2 oder — R2
ersetzen, unter R eine reale Zahl gedacht. Die Gleichung erhélt somit eine der
beiden Formen

a2x2 dr B3y2 — 1 = 0.

Wir sehen, dass sie in beiden Fallen einen Cylinder darstellt, dessen
Mantellinien parallel der Z-Achse sind. Wir bezeichnen die Z-Achse als die
Achse, die Ebenen XOZ und YOZ als die Hauptebenen des Cylinders.
Der Cylinder

a2x2 H Rqy2 — 1 = 0
hat zum Normalschnitt eine Ellipse mit den Halbachsen I:a und 1 :RB; der
Cylinder

ax2 - Ry2_- 1=0
hat zum Normalschnitt eine Hyperbel, deren Hauptachse 1:a und deren
Nebenachse 1 : R ist.

Ist K — 0, so haben wir
/ = Ax2 + Dy2 + Fz2 —0.

Haben A, D und F dasselbe Zeichen, so wird der Gleichung ausser durch
X Yy z  ® durch keinen realen Werth genigt. Haben die Coefficienten
nicht dasselbe Zeichen, so stellt/= 0 einen Kegel zweiter Ordnung dar (85, 5),
Die Coordinatenachsen werden als die Hauptachsen, die Coordinatenebenen
als die Hauptebenen des Kegels bezeichnet.

3. Ist keine der Zahlen A, D, F, K gleich Null, und haben alle dasselbe
Zeichen, so giebt es keinen realen Punkt, der der Gleichung /7 = 0 genigt.

Haben nicht alle dasselbe Zeichen, so dividire man/ durch — K und ersetze
nachher die Coefficienten durch a, B T, die Gleichung wird dann

/ == ax2+ (24 7z2— 1= 0.

Es sind nun entweder a, 8 und 7 positiv, oder es sind zwei der Coefficienten
positiv, der dritte negativ, oder es sind zwei negativ, der dritte positiv. Wir
kénnen in den beiden letzteren Fallen die Bezeichnung so wahlen, dass a und
positiv, oder bez., dass a positiv ist. Bezeichnen wir daher mit a, b, ¢ drei
reale positive Strecken, so haben wir folgende Formen der Gleichung zu unter-
scheiden:

4. Wir fragen zunachst nach den Punkten, in denen die Flache f die Achsen
OX, QOY, OZ schneidet. Die Coordinaten $ v, £ dieser Punkte erhalten wir aus
der Gleichung f — 0, wenn wir in derselben der Reihe nach y —z — 0,
x=12z= 0, x=y = 0 setzen; dies ergiebt

$= <+ a, N= zhb, £E£=+<:.

Die hierdurch bestimmten drei Paar Schnittpunkte AAX BB X CCX der

Flache mit den Achsen OX, OY, OZ werden als die Scheitel, die Geraden
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AAX BB X CCXals die Achsen der Flache bezeichnet; a, b, ¢ sind daher die
Halbachsen.

‘As Hauptschnitte der Flache werden die Curven bezeichnet, in denen
-:ie die Hauptebenen (d. i. die Symmetrieebenen) schneidet. Die Gleichungen
dieser Curven erthalten wir, indem wir in/ = 0 der Reihe nach z= 0, y — 0,
x = 0 setzen; daher ist die Gleichung

des horizontalen Hauptschnitts :
,, verticalen » »

,, seitlichen - »

Die Hauptschnitte der Flache sind also Ellipsen, welche je zwei
der Strecken a, b, ¢ zu Halbachsen haben.

Eine Ebene T, die parallel der AfF-Ebene ist und von ihr den Abstand k
hat, hat die Gleichung z — k. Die Gleichung der Horizontalprojection des
Schnittes.der Ebene T mit der Flache f erhalt man daher, wenn man z — k inf
einsetzt. Da T parallel der Ebene XOY ist, so ist diese Horizontalprojection
mit der auf T liegenden Schnittcurve congruent. Die Substitution z = k ergiebt
die Gleichung

und diese zeigt, dass die Schnittcurve nur so lange real ist, als k2:¢2 < 1,
also so lange k zwischen — c und + c liegt. Die Flache liegt daher zwischen
den beiden durch C und Cx gehenden Horizontalebenen. Ist k = + ¢, so wird
die Gleichung 1.

und dieser wird nur durch die realen Werthe x —y — Q genlgt; diese Schnitt-
ebene hat also mit der Fldche nur den Punkt * = 0, vy = 0, z»— *: ¢, d. i
C oder Cx gemein.
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Hieraus folgt ax \bx — a: b. Die Schmttellipsen sind daher dem horizon-
talen Hauptschnitte dhnlich*). Die Halbachsen ax und cx sind die Abscissen
DE und DF, welche in den beiden verticalen Hauptschnitten zu der Ordinate
OD = k gehdren. Unsere Flache wird somit beschrieben, wenn sich eine
(veranderliche) horizontale Ellipse so bewegt, dass ihr Mittelpunkt {D) aul der
Z-Achse und ihre Scheitel (E und E) auf den beiden Ellipsen AC und EC
fortriicken.

Diese Flache fuhrt den Namen Ellipsoid.

Eine Ebene, die zu XO Z parallel ist, und fur welche y = kx ist, schneidet
das Ellipsoid in einer Curve, deren mit ihr congruente Verticalprojection die

Gleichung hat
X2 k? . z2

29 Efj«r -E 2 — 1 —0-
Die Schnittcurve ist daher imaginér, sobald k? > b2) ist kx = %+ b, so
geht ihre Gleichung Uber in
X9 Z2
N2+ T2 = °»
sie hat also nur einen realen Punkt, dessen Coordinaten sind x = 0, y — + D,
z = 0; hierzu gehdren die Punkte B und B ,.
Ist k2 < b2, so ist die Schnittcurve eine Ellipse, deren Halbachsen die
Werthe haben

a2 = c2 = jYb2— &i-

Diese Ellipse ist dem verticalen Hauptschnitte &hnlich. Die Halbachsen a2
und b2 sind, wie die dafir gefundenen Formeln zeigen, die Coordinaten G H und
GJ, welche in dem horizontalen und im seitlichen Hauptschnitte zu der Coor-
dinate OG = kx gehoren.

Durchschneidet man das Ellipsoid mit einer zu YOZ parallelen Ebene, fiur
welche x = k2 ist, so hat man fur die Schnittcurve

*) Zwei Curvenf = 0 und @= 0 heissen ahnlich, wenn sich ihre Punkte P auf fl so auf
einander beziehen lassen, dass bei einem fur jede Curve geeignet gewdhltem Coordinatensysteme
die Proportion gilt x : £ = y :tj. Zwei Ellipsen oder Hyperbeln sind ahnlich, wenn
ihre Halbachsen gleiche Verhé&ltnisse haben. Denn bezogen auf die Hauptachsen ist
z. B. fur zwei Ellipsen

— —jla2 — x2, = — Ja2—€£2.
%’ a ! q aj 1

Wahit man nun zu P den entsprechenden Il so, dass £ = axx:a, so ergiebt sich

— — +— J/a2— x2.
" oaxa!

Ist nun a:b = ax:bx, so folgt y: 4 = b\bx —a:al= x:£.

Je zwei Parabeln sind ahnlich. Denn wird jede auf ihre Symmetrieachse und Scheitel-
tangente bezogen, so ist y — ]/2p x, 7 = j/2?£. Paart man nun je zwei Punkte, fur

welche x : £ = p:q, so folgt rj = (q:p) ]/2g>x, also x :£= "y :7).
Zwei Geradenpaare sind &hnlich, wenn sie gleiche Winkel einschliessen. Je zwei Paare
oarallele Gerade sind &hnlich.
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k 2 y2 z2
a5 EGP B — 10
Diese Curve ist imaginar, wenn > a2; hat den einzigen realen Punkt
A oder Ax, wenn k2 — rh a\ und ist, wenn k$ < a2, eine Ellipse mit den
Halbachsen

= 7Y«2. > 3= TIH/«2—k2

Diese Ellipse ist dem seitlichen Hauptschnitte &hnlich. Ist OK = k2, so
sind die zugehdrigen Hauptschnittsordinaten KL und KM die Halbachsen b3 und c3.

5. Wir legen nun eine Schnittebene T durch eine Achse, z. B. durch die
X-Achse und fragen nach dem Schnitte derselben mit dem Ellipsoide. Die Achse
OX und die seitliche Spur 0% der Schnittebene wahlen wir zu Achsen eines
in T gelegenen Coordinatensystems. Der Winkel XO$ sei a

Die Strecke OD finden wir, wenn wir in der Gleichung des seitlichen
Hauptschnitts

y?2 z2
72+ 72 - 1=0
die Werthe einsetzen
y = OD' = ODcosn, z = D'D = ODsino.\
es ergiebt sich
N (cos2 sin2a\
OD = 1:7~n72% + j -

Zwischen den Coordinaten y und z eines Punktes P der Schnittebene und
der auf das System X<9$ beziglichen Coordinate 9 dieses Punkts bestehen die
Beziehungen

y = fcosa, z — Xsind.

Setzt man diese Werthe in die Gleichung des Ellipsoids, so ergiebt sich die

gesuchte Gleichung der Schnittcurve, bezogen auf das Coordinatensystem XOty:

X2 (cos2a sin2a\ ,,
72 + (-72-+ -72-J 9 -1 = 0.

Dies ist die Gleichung einer Ellipse, die OA und OD zu Halbachsen
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hat. Man kann daher auch das Ellipsoid durch eine wverdnderliche Ellipse
erzeugen, deren Ebene sich um OA dreht, und von welcher ein Scheitel unver-
andert der Punkt A ist, wahrend der andere auf der aus den Halbachsen b und ¢
in der Ebene YOZ beschriebenen Ellipse BC gleitet.

Ist b — ¢, so ist auch OD = b, und die Schnittellipse APD ist den Haupt-
schnitten AB und AC congruent. Das Ellipsoid entsteht jetzt durch Drehung
einer unverdanderlichen Ellipse um die Achse OA, es ist ein Rotations-
ellipsoid. Je nachdem a”b, bezeichnet man die Flache als ein gedricktes
oder als ein gestrecktes Rotationsellipsoid.

6. Da kein Punkt eines Ellipsoides unendlich fern liegt, und jede Ebene
dasselbe in einer Curve zweiten Grades schneidet, so folgt, dass ein Ellipsoid
von jeder Ebene in einer Ellipse geschnitten wird.

7. Die abgeleiteten Functionen (§ 5, No. 2 und 3) der Function

Zo
B2 " — b2’ e*
Die Coordinaten des Berthrungspunktes folgen daher aus den Coordinaten
der Tangentenebene zu

4, X0 = B2u, vyo = ba2v, zo = c2w.
Setzt man dies in die von x0,yQ zo und u, v, w erflillte Gleichung ein
uxo + Vyo -t- wzo — 1=0,
so erhdlt man die Gleichung des Ellipsoids in Ebenencoordinaten
5. $= RB2B2 4 b2v2 h c2w2 — 1= 0.
Die abgeleiteten Functionen der Function ¢ (85, No. 14 und 15) sind
''SS az2u, qZ= bav, (fj =c2w, gu -\xhv iw+ £=—1,

daher ist die Gleichung des Punktes P, in welchem die Ebene To das Ellipsoid
berthrt

6- P = a2u0u + b2vOv + cowQv — 1 = 0.
. . oc* y2 z* .
Die Gleichung: — _1=0,
8. Setzt man der Reihe nach y = z= 0, x=2z= 0, x=y = 0, um

die Strecken $ 1j, £ zu erhalten, welche die Flache von den Coordinatenachsen
abschneidet, so ergiebt sich
$= + r, N= dzb, z= rtcy—1.
Die Flache schneidet daher die Z-Achse nicht. Die Schnittpunkte auf der
X- und E-Achse (A, Ay und B, B X) werden die Scheitel der Fldche genannt.
Die Gleichungen der Hauptschnitte sind

N\

. 1. N
Horizontaler Hauptschnitt: +yp —1 = 0;
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. R X2 Z2
Verticaler Hauptschnitt: N — 1= 0;

s 2 72
Seitlicher i, i, y N — 1= 0.

Die AfF-Ebene wird daher von der Flache in einer Ellipse mit den
Halbachsen a und b; die XZ-Ebene in einer Hyperbel mit den Halb-
achsen B und c; und die EZ-Ebene in einer Hyperbel mit den Halbachsen
b und c geschnitten.

Eine Ebene parallel zur X E-Ebene, fur welche z — k, schneidet die Flache

in der Curve
X2 y2 k2

» + b2 c2 1 — °-
Dies ist eine Ellipse mit den Halbachsen

B N b
Bt = —ykz2-hcz, K=~ V*1+

Dieselben haben das Verhdltniss a : b, also ist jeder horizontale Schnitt der
Flache dem horizontalen Hauptschnitte &hnlich. Ist OD = k, so sind Bx und bx
die Coordinaten x — DE, bez.y = DF, welche im verticalen und im seitlichen
Hauptschnitte zu der Coordinate z — OD gehéren. Wéchst k, so wachsen auch
ax und bx, und erhalten unendlich grosse Werthe, wenn k unendlich gross ist.
Die Flache wird daher beschrieben, wenn sich eine horizontale Ellipse so bewegt,
dass ihr Centrum auf der Z-Achse und ihre Scheitel auf zwei in der XZ- und in
der EZ-Ebene liegenden Hyperbeln gleiten, die das Centrum O haben, deren
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Achsen mit den Coordinatenachsen zusammenlallen, und weicne aieseiDe aer
Z-Achse parallele Nebenachse (2c) haben.

Man bezeichnet diese Flache als einschaliges Hyperboloid.

9. Wir legen eine Ebene E durch die Z-Achse und benutzen die Horizontal-
spur OH der Ebene E und OZ als Coordinatensystem fir die Schnittcurve dieser
Ebene mit dem Hyperboloide. Bezeichnet a den Winkel HOX, so ist fur jeden
Punkt dieser Ebene

X = yet0sa, Yy = V’sinab
die Gleichung der Schnittcurve in Bezug auf das Coordinatensystem HOZ wird
daher erhalten, wenn wir diese Werthe in die Gleichung des Hyperboloids ein-

setzen; es entsteht
0s2a  sin2a\ ,, zé
-jr + -W)* -1

Die Schnittfigur ist eine Hyperbel, deren Achsen auf OH und OZ liegen,
deren halbe Hauptachse die Strecke
1 /cos2a  sin2a
0G=1:V a +
ist, und die mit den beiden verticalen Hauptschnitten in Bezug auf die Neben-
achse Ubereinstimmt.

Wir konnen hiernach das einschalige Hyperboloid auch durch eine ver-
anderliche Hyperbel erzeugen, die sich um ihre Nebenachse OZ dreht, indem
ihre Scheitel auf der Ellipse AB gleiten und ihre Nebenachse unverdndert bleibt.
Ista= b, so ist OG von derselben Lange und die Hyperbel &ndert bei der
Drehung ihre Gestalt nicht. Die Flache

x2-hy2 z2 1 n
a2 c2 — 1
wird daher von einer unveranderlichen Hyperbel beschrieben, die sich um ihre
Nebenachse (OZ) dreht; diese Flache bezeichnet man demgeméss als ein-
schaliges Rotationshyperboloid.

Die Gleichung des Vereins der beiden Asymptoten der Schnitthyperbel 1.

ist im Coordinatensysteme HOZ, wenn man die halbe Hauptachse des Schnittes

mit ax bezeichnet

Multiplicirt man aus und setzt den Werth fur al ein, so entsteht
0s2a  sin2a\ z2 _ N
{’\2~+ ~w)r —c2~ '

Ersetzt man hier ?cdsa durch x und ysina durch y, so erhdlt man die
Bedingungsgleichung dafirr, dass ein Punkt im Raume auf einer Asymptote irgend
eines dieser Schnitte gelegen ist; mithin ist die Gleichung der von diesen
Asymptoten gebildeten Fléache

X2 y2 z2
N+ Y2 “oe-

Dies ist die Gleichung eines Kegels Il. O. Man bezeichnet ihn als den
Asymptotenkegel des Hyperboloids.

10. Die abgeleiteten Functionen der Function

X2 y2 z2
mAN 4+ p2 ~"c2 ~ |
sind
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vz
(M 409)
Die Flache wird daher von der K-Achse und der Z-Achse nicht in realen Punkten
geschnitten; nur die Schnittpunkte mit der X-Achse sind real; sie werden als
Scheitel der Flache (A und AX) bezeichnet.
Die Hauptschnitte haben die Gleichungen

. . X2
Horizontaler Hauptschnitt: —y-ZB — 1=0,

n2 g2
Verticaler " o n N — 1= 0,
2 o #
Seitlicher - w . —B- =B — 1= 0.
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Die Flache wird daher von der Ebene YOZ in einer imagindren Curve
geschnitten; die andern beiden Hauptschnitte sind reale Hyperbeln mit gemein-
samer Hauptachse (2a) und verschiedenen Nebenachsen.

Eine Ebene, die parallel der FZ-Ebene ist, und fur welche x = k, schneidet
die Flache in der Curve

Dieser Schnitt ist imaginar, wenn k2 < a2 ist; zwischen den Ebenen,
die YOZ im Abstande * a parallel gehen, liegt also kein realer
Punkt der Flache. Ist k — £ a, so geht die Gleichung 1. Uber in

und dieser Gleichung wird nur durchy — z = 0 genlgt, d. i. durch die Scheitel
A und Ax. Ist k2 > a2, so ist die Schnittcurve eine Ellipse, deren Halbachsen
auf den Spuren der Schnittebene liegen und die Langen haben

Ist OD = k, so sind ax und cx die Ordinaten D F und DE, die in den
Hauptschnitten zu der Abscisse OD gehoren. Die Flache wird daher durch
eine veranderliche Ellipse beschrieben, die normal zur X-Achse sich so bewegt,
dass ihr Centrum auf der X-Achse und ihre Scheitel auf den beiden Haupt-
schnitten der Flache sich bewegen. Wie die Formeln 2. zeigen, bleibt das Ver-
haltniss der Halbachsen der bewegten Ellipse unveranderlich b : c.

Diese Flache heisst zweischaliges Hyperboloid. Sie besteht aus zwei
von einander getrennten Schalen, die auf beiden Seiten der FZ-Ebene liegen.

12. Durchschneiden wir das Hyperboloid mit einer Ebene X0%), die mit
der XF-Ebene den Winkel a bildet, so erhalten wir die Gleichung der Schnitt-
linie in Bezug auf das Coordinatensystem XO%), indem wir in der Gleichung
der Flache setzen

y — pecosa, z — Xesina.

Hierdurch entsteht die Gleichung

Der Verein der beiden Asymptoten dieser Hyperbel hat im Coordinatensystem
XOty die Gleichung
2 (x D\ (x

Fihrt man die Multiplication aus und setzt den Werth fir bx ein, so erhalt man
X2 cos2a sin2v\
7A- (HJT- + . J.o. . .
Setzt man hieriny fur Xcosa und 2 fUr 9sin a, so erhdlt man die Gleichung
der von den Asymptoten aller dieser Schnitthyperbeln gebildeten Flache
X2 y2 z2
8 42 ~~b2 ~~'c2 0-
Diese Flache ist ein Kegel Il. O., der Asymptotenkegel des zwei-
schadigen Hyperboloids.
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Ist b = ¢, so sind die beiden Hauptschnittshyperbeln congruent; da alsdann
m 1. auch bx = b ist, so wird in diesem besonderen Falle das Hyperboloid
durch eine unveranderliche Hyperbel erzeugt, die sich um ihre Hauptachse dreht.
Diese bléche ist daher als zweischaliges Rotationshyperboloid zu be-
zeichnen. Die Gleichung desselben ist
X2 y2 z2

Daher ist die Gleichung der Ebene, die das einschalige Hyperboloid
im Punkte Fo berthrt.

cmren Einsetzung der hieraus folgenden Werthe xo = az2u, yo = — b2y,
z0 — — c2#/ in die Gleichung
xou A-yO0v z0w — 1 = 0
erhédlt man die Gleichung des Hyperboloids in Ebenencoordinaten

4. $s= a2u2 — ba2vz — coaw2 — 1 = 0.
Die abgeleiteten Functionen von < sind
5 <, = azu, ¥ = —b2v, 9« =s —c2w, gu -(-hv + iw + k =—1];

hieraus folgt die Gleichung des Punktes P, in welchem das Hyperboloid
von der Ebene To berudhrt wird.

6- F= a2u0u — b2vQy — cowOw — 1 = 0.

14. Nachdem wir nun einen Ueberblick Gber die Flachen zweiter Ordnung
gewonnen haben, die drei zu einander senkrechte Symmetrieebenen besitzen,
deren Gleichungen in Bezug auf die Symmetrieebenen daher von der Form sind
L Ax2 -b Dy2 + Fz2 + K = 0,
wenden wir uns zui Charakteristik der flachen zweiter Ordnung, die nur zwei
auf einander senkrechte Symmetrieebenen haben.

Wahlt man diese beiden Symmetrieebenen zu den Ebenen XOZ und YOZ
eines Coordinatensystems, so ist die Gleichung einer solchen Flache rein qua-
dratisch fur x undy, dagegen gemischt quadratisch fur O, also von der Form
2- Ax2 + Dy2 + Fz2 + 2Jz + K = 0,
wobei J von Null verschieden ist. Verschieben wir den Nullpunkt entlang der
Z-Achse um die Strecke 7, so erhalten wir die Gleichung der Flache im neuen
Systeme, indem wir in der Gleichung 2. die Coordinate z durch z + 7 ersetzen;
hierdurch entsteht
3. Ax2 H Dy2 H Fz2 + 2("7T +~/)2+ (i"2+ 2/7 + Z) = 0.

Kann man nun fur 7 einen endlichen Werth bestimmen, der die Gleichung
erfallt
4 FYi rJ — 0,
so geht die Gleichung 3. durch diese Wahl von 7 in eine Gleichung von der

Schioemitch, Handbuch der Mathematik. Bd. II. * a_
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Form 1. {ber; wenn also die Flache 2. nur zwei Symmetrieebenen haben soll,
so muss Fy -+J fur einen endlichen Werth 7 unerfullbar sein, es ist folglich in

diesem Falle F = 0. Unter dieser Voraussetzung wird die Gleichung der
Flache in Bezug auf das neue System
5. Ax2 +~ Dy2 2/2 + 2/7 + K — 0.
Nehmen wir 7 = — K : 2y, so vereinfacht sich die Gleichung zu
6. Ax2 + Dy2 + 2/~ = 0.

Betreffs der Vorzeichen kann vorausgesetzt werden, dass A positiv ist; dann
ergeben sich fur die Vorzeichen der zwei Gréssen D undJ folgende Combinationen
Vorzeichen von D\ 4, t-, —, —,

0 » 7y e we 7 7
Da es freisteht, welche Seite der Z-Achse man als die positive annehmen
will, der Wechsel des positiven Sinnes der Z-Achse aber als ein Vorzeichen-
wechsel des letzten Gliedes der Gleichung 6. sich &ussert, so folgt, dass wir den
Coefficienten / ohne Beschrankung der Allgemeinheit negativ voraussetzen kénnen.
Dividiren wir durch den absoluten Werth von J, und ersetzen die neuen Coeffi-
cienten von x2 und y?2 durch passend gewdhlte andere Zeichen, so sind also nur

A2 y2
Die Gleichung — + — 2z = 0.
15. FiUr die Strecken £ und rj, welche diese Flache von den beiden Coor-
dinatenachsen OX und OY abschneidet, ergeben sich aus der Gleichung der
Flache durch Einsetzung vony — z = 0, bez. x = z = 0 die Gleichungen

L 2-0 ¥=0

Jede der beiden Achsen OX und OY schneidet also die Flache in zwei
mit dem Nullpunkte zusammenfallenden Punkten; beide Achsen sind daher
Tangenten der Flache, und mithin wird die Fldche von der Ebene XO Y im
Punkte O bertihrt. Setzt man in die Gleichung der Flache x = y = 0, so folgt
2. 2z = 0.

Hieraus ergiebt sich zundchst z — 0. Da aber bewiesen worden ist, dass
im Allgemeinen eine jede Gerade mit einer. Flache zweiter Ordnung zwei
Schnittpunkte hat, so ist die Gleichung 2. als eine quadratische Gleichung auf-
zufassen, in welcher der Coefficient von z2 verschwindend klein ist; die Gleichung
hat daher, als quadratische Gleichung betrachtet, ausser der Wurzel z — 0 noch
die zweite Wurzel z = 00. Die Flache hat mit der Z-Achse ausser dem
Nullpunkte noch einen unendlich fernen Punkt gemein.

Die Gleichungen der Hauptschnitte sind

. ) X2 y2
Horizontaler Hauptschnitt: — -+ -y = 0,
"2
Verticaler ” . —-22= 0,
- y2
Seitlicher » » — 22 = 0.
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Die erste Gleichung wird nur von einem realen Punkte, dem Nullpunkte,

erfullt, und bestétigt, dass die Flache wvon der Ebene XOY

berUhrt wird.

Die beiden andern Haupt-
schnitte sind Parabeln, deren
gemeinsamer Scheitel der Null-
punkt, deren gemeinsame Achse
die Z-Achse ist, und deren Para-
meter die Strecken a und b sind.

Eine Ebene, die im Abstande
z — k parallel zur AF-Ebene ist,
schneidet die Flache in der Curve,

X y _

a + "bl’ — 2k =0

Dies ist eine Ellipse mit den
Halbachsen ax = y~ka ,

bx = y 2kb .

Ist OD = k, so sind ax und
bl die Coordinaten DE und D F
der Hauptschnittsparabeln, die zu
der Coordinate z — OD gehdren.
Die Flache wird also durch eine
veranderliche Ellipse erzeugt, die
sich normal zur Z-Achse so bewegt,
dass ihr Centrum auf der Z-Achse

und ihre Scheitel auf den beiden Hauptschnittsparabeln gleiten.
so werden auch beide Halbachsen dieser Ellipse unendlich gross.

Die Flache fiuhrt den
Namen elliptisches Para-
boloid.

Die Ebene y = kx schnei-
det das elliptische Paraboloid
in der Curve

X2 k?

a t v 28 — 0.

Diese Curve ist eine mit
dem verticalen Haupt-
schnitte congruente Para-
bel, welche die seitliche Spur
D D Xder Schnittebene zurAchse
und den Schnittpunkt E der-
selben mit dem seitlichen
Hauptschnitte der Parabel zum
Scheitel hat. Das elliptische
Paraboloid wird also auch von
einer unverénderlichen Parabel
beschrieben, die sich so be-
wegt, dass ihre Ebene parallel
der AZ-Ebene, ihre Achse

(M. 450,

(M. 451)

im Punkte O

Wird k

17!
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parallel OZ und ihr Scheitel auf dem seitlichen parabolischen Hauptschnitte

bleibt.
Der Durchschnitt der Flache mit der Ebene x — % hat die Gleichung

ng + X —2z =0,

Dieser Schnitt ist eine mit dem seitlichen Hauptschnitte congruente und
gleichgerichtete Parabel, deren Achse die verticale Spur GG X der Schnittebene,
und deren Scheitel H ist*). Das elliptische Paraboloid kann also auch von
einer unveranderlichen Parabel beschrieben werden, die parallel zur Ebene YOZ
sich so bewegt, dass ihre Achse parallel OZ und ihr Scheitel auf dem verticalen
parabolischen Hauptschnitte bleibt.

16. Durchschneidet man die Flache (Fig. 450) mit einer Ebene HOZ, die
mit der Ebene XOZ den Winkel a bildet, und bezieht die Schnittcurve auf das
Cordinatensystem HO Z, so hat man x = ycosa, Yy = ysina, und die Gleichung
der Schnittcurve ist daher

/cos2a N sin2a\ ,,

Dies ist eine Parabel, die mit den Hauptschnitten den Scheitel und die
Achse gemein hat und deren Parameter die L&nge hat
cos* @ sin2a\
P a - bY
Ist 2 = b, sind also die beiden Hauptschnitte congruent, so ist auch p = a]
diese Flache ist daher ein Rotationsparaboloid, d. h sie wird von einer un-
veranderlichen Parabel beschrieben, die sich um ihre Achse dreht. Die Gleichung

PinPC P nfohnnonoroKnimrle icf

Die Coordinaten x0, y0, z0 des Berthrungspunktes ergeben sich hiernach zu
1 u v
3. "o — w X 66 — a{}v> i'o = — 7 hd
Setzt man diese Werthe in die Gleichung ein
uxo vy0 + wz0 — 1 =(),
so erhédlt man die Gleichung des elliptischen Paraboloids in Ebenen-

coo rdinaten
4, = au2 H bv2 — 2u = 0.

9 In der Figur ist von dieser Parabel nur die vordere Halfte aufgezeichnet worden.
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Die abgeleiteten Functionen von < sind
£/ = au, = by, oqow= —1, gu hv MV iw -k = — w.
Die Gleichung des Punktes P, in welchem das Paraboloid von
der Ebene TO beruhrt wird, ist demnach

7. P = aulu + bv —w — wQ=0.
* *
Die Gleichung ); yb — 2z = 0.

18. Die Strecken $ 1], welche die Fldche von den Achsen abschneidet,

ergeben sich aus
£2 n2
7-°* T=° -2C=a

Hieraus folgt, dass die W-Achse und die F-Achse die Fldche im Punkte O
berGhren, und dass die Z-Achse ausser dem Punkte O noch einen unendlich
fernen Punkt mit der Flache gemein hat. Die Gleichungen der Hauptschnitte

sind
Horizontaler Hauptschnitt:

Verticaler ’ ”

Seitlicher . »
Die Gleichung des horizontalen Hauptschnitts lasst sich schreiben
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dieser Hauptschnitt besteht daher aus den beiden durch den Anfangs-
punkt gehenden Geraden

X ¥ X y

ya i’b -[/a yi>

Wir bemerken, dass dies Auftreten von Geraden, die auf einer Flache zweiter
Ordnung liegen, nicht vereinzelt ist; wir werden im folgenden Abschnitte hier-
Uber weitere Untersuchungen mittheilen.

Der verticale Hauptschnitt ist eine Parabel, deren Achse in der Z-Achse,
deren Scheitel im Nullpunkte liegt, und die sich in der Richtung der Z-Achse
erstreckt; der Parameter ist a. Der seitliche Hauptschnitt ist eine Parabel vom
Parameter b, deren Scheitel im Nullpunkte, deren Achse in der Z-Achse liegt,
und die sich in der Richtung der negativen Z-Achse erstreckt.

Die Ebene x — k schneidet die Flache in der Curve

k2 y?2

= - ¥ — 2z = 0,
also in einer Parabel, die dem seitlichen Hauptschnitte congruent ist; sie hat
zur Achse die Verticalspur F F X der Schnittebene und zum Scheitel den Schnitt-
punkt G der Geraden F F X und des verticalen Hauptschnitts. Die Flache wird
daher von einer unverénderlichen Parabel beschrieben, die sich parallel zur
Ebene YOZ so bewegt, dass ihre Achse parallel OZ und ihr Scheitel auf dem
verticalen parabolischen Hauptschnitte bleibt.

Setzt man in der Gleichung der Flache y = kx, so erhélt man

a —2(*+ T = °-

Dieser Schnitt ist eine mit dem verticalen Hauptschnitte congruente Parabel,
welche die seitliche Spur D D, der Schnittebene zur Achse, den Punkt E zum
Scheitel hat und sich in der Richtung der positiven Z-Achse erstreckt. Hiernach
wird die Flache auch durch eine unverdnderliche Parabel erzeugt, die parallel
zur ZZ-Ebene sich so bewegt, dass ihre Achse parallel OZ und ihr Scheitel
auf dem seitlichen Hauptschnitte bleibt.

Der wesentliche Unterschied dieser Erzeugung mit der analogen Erzeugung
eines elliptischen Paraboloids besteht darin, dass bei letzterem die bewegliche
erzeugende Parabel und die Hauptschnittsparabel, auf welcher ihr Scheitel gleitet,
die Achsen nach derselben, nicht nach entgegengesetzten Seiten wenden, wéhrend
bei der gegenwartigen Flache das Gegentheil statt hat.

Um die Gleichung des Schnittes der Flache mit einer Ebene zu erhalten,
die parallel XO Y ist, setzen wir in der Flachengleichung 2 = k2; wir erhalten
dadurch

Ist k2 positiv, so ist dies eine Hyperbel mit den Halbachsen ax = /*2ak?2,
b\ = ]/2bk2, wobei die Hauptachse auf der Z-Achse liegt. Ist hingegen k2
negativ, etwa k2 = — / wo nun | > 0, so haben wir die Gleichung
X2 y2
_ T + J — 2/ = O,
mithin eine Hyperbel, deren Hauptachse auf der Y-Achse liegt, und welche die
Halbachsen hat ax = ]/2a/, bx = y~bl.
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Da fur die Grundrisse aller dieser Schnitthyperbeln das Achsenverhéltniss
constant ist, ndmlich ax:bx = ya :yb, so haben sie alle die Asymptoten
F—y== 0, und r u-
ya b ya
haben also alle den horizontalen Hauptschnitt zu Asymptoten.

Die Asymptoten der Schnitthyperbeln selbst liegen daher auf den
beiden Ebenen, die durch die Z-Achse und die beiden Geraden be-
stimmt sind, die den horizontalen Hauptschnitt bilden. Diese Ebenen
bezeichnet man als die Asymptotenebenen der Flache.

Wir koénnen uns hiernach die Flache durch eine veradnderliche Hyperbel er-
zeugt denken, die parallel zur ZK-Ebene sich so bewegt, dass ihre Achsen auf
den Ebenen XOZ und YOZ, ihre beiden Scheitel auf einem der beiden verti-
calen Hauptschnitte der Flache und ihre Asymptoten auf den beiden Ebenen
bleiben, die durch die Z-Achse und die Geraden des horizontalen Hauptschnitts
gehen.

Im Zusammenhénge mit dieser Entstehungsweise der Flache fuhrt dieselbe
den Namen hyperbolisches Paraboloid.

10. Die abgeleiteten Functionen der Function

Setzt man diese Werthe in die Gleichung ein
ux0 H vy0 + wzQ— 1 = 0,

so erhélt man die Gleichung des hyperbolischen Paraboloids in Ebenen-
coordinaten
4, $==au2 — bv2 H 2w — 0.

Die abgeleiteten Functionen von 9 sind

' =—au, (fz1s=83 — bv, 9% = 1, yu H hv 4- iw H k = wA\
daher ist die Gleichung des Punktes P, in welchem das hyperbolische
Paraboloid von der Ebene TO beruhrt wird:
5. P auQu — bvOv t- w + wQ=20.

20. Wir untersuchen nun, ob es Flachen zweiter Ordnung giebt, die nur
eine Symmetrieebene haben.

Nehmen wir die Symmetrieebene zur KZ-Ebene des Coordinatensystems, so
ist die Gleichung der Flache rein quadratisch fiir x, dagegen gemischt firy und z,
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also von der Form
1 / = Ax2 4 Dy2 4- 2Eyz 4- Fz2 4- 2A> 4- 2Jz + K = 0.

Wir suchen nun diese Gleichung dadurch zu vereinfachen, dass wir den
Nullpunkt in der FZ-Ebene verlegen und der Z-Achse und der K-Achse neue
geeignete Richtungen geben. Dabei bleibt die Coordinate x ungeandert und
die Coordinaten y und z andern sich geméss der Formeln fir die allgemeine
Coordinatentransformation rechtwinkeliger Systeme in der Ebene. Hierbei andert
sich also nur der Ausdruck
2- Dy2 4- 2Eyz 4- Fz* 4- 2Hy 4- 2/2 + K,
und geht in eine quadratische Function der auf das neue System beziglichen Coor-
dinaten t) und 1 Uber.

Wenn die Gleichung f = o ausser Ax2 noch quadratische Glieder hat, wenn
also nicht zugleich D = E = F = 0, so kann, wie in der analytischen Geo-
metrie der Ebene bewiesen worden ist, durch Verschiebung und Drehung des
Coordinatensystems immer ein Coordinatensystem erreicht werden, durch welches
aus der Function 2. die transformirte Function hervorgeht: entweder
3- Mty2 4- W32 4- R, oder 4. Mtz t- P\.

Die Gleichung

Dy2 4- 2Eyz 4- Fz2 + 2Hy 4-2Jz 4- K = 0
geht aus 1. hervor, wenn man x = 0 setzt, ist also die Gleichung der Curve, in
der die Flache von der Symmetrieebene geschnitten wird; die Félle 3. oder 4.
treten daher ein, je nachdem diese Schnittcurve einen Mittelpunkt hat (Ellipse
oder Hyperbel ist) oder keinen (Parabel). Bezogen auf das neue Coordinaten-
system lautet die Gleichung der Flache entweder
5. Ax2 4- Mtz + W32 4-R = 0, oder 6 Ax2 4- MHh2 -h P$ = 0.

Wenn also nicht zugleich D = E = F — 0, so hat die Flache entweder
noch zwei, oder noch eine Symmetrieebene, die auf der vorausgesetzten senkrecht
stehen.

Wenn D = E = F = 0 ist, so vereinfacht sich die Gleichung der
Flache zu

7- /=* Ax2 4- 2Hy 4- 2]z 4-K = 0.
Der Schnitt dieser Flache mit der KZ-Ebene hat die Gleichung
8- 2Hy A- "Nz %K — 0

ist also eine Gerade. Wahlt man diese Gerade zur Z-Achse des Coordinaten-
systems, so vereinfacht sich die Gleichung 8. zu

2Hy = 0,
es ist also dannJ = K = 0, und die Gleichung der Flache ergiebt sich zu
9 Ax2 4- 2Hy = 0.

Als Gleichung im Coordinatensystem XO Y betrachtet, stellt sie eine Parabel
dar, deren Scheitel im Nullpunkte und deren Achse auf der Y-Achse liegt.
Da jeder Punkt der Gleichung 9. geniigt, dessen Horizontalprojection auf dieser
Parabel liegt, so folgt, dass die Gleichung 9. einen Cylinder darstellt, dessen
horizontaler Querschnitt eine Parabel ist, und dessen Mantellinien
der Z Achse parallel sind. Wir bezeichnen diesen Cylinder als parabo-
lischen Cylinder.

Jede zu den Mantellinien normale Ebene kann als Symmetrieebene dieses
Cylinders gelten.

21. Nun bleibt uns noch Ubrig, zu untersuchen, ob es unsymmetrische
Flachen I1. O. giebt.
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Hierzu haben wir die Bedingungen aufzusuchen, an welche die Existenz einer
Symmetrieebene gebunden ist, und nachzusehen, ob diese bei jeder Flache
zweiter Ordnung erfllt werden.

8 7. Symmetrieebenen der Flachen zweiter Ordnung.

1. Zieht man durch einen Punkt 11 eine Gerade G, die mit den Coordinaten-
achsen die Winkel a, B 7 bildet, so sind die Strecken r, welche von P bis an
den Schnittpunkt der Geraden G mit der Flache II. O.
f=Ax2-+-2Bxy + 2Cxz-hDy2-h2Eyz-hF12A-2GXx-h2Hyy-23z a K=o
reichen, die Wurzeln der Gleichung (8 5, No. 2, 3)

j /& 0 + ytcosa 4- ff cosB —+~ft cosfr
+ (Acos-a4- BcosQ cos$-+- 2 Ccosa cos 7-\-Dcos B4- 2EcosRcos 7-\-Fcosfra= 0.

Wenn der Coefficient von r verschwindet, so ist diese Gleichung rein
quadratisch; die Gleichung hat dann zwei entgegengesetzt gleiche Wurzeln, und
der Punkt Il ist die Mitte zwischen den Schnittpunkten der Geraden G und der
Flache f.

Die Gleichung
2- fz’cosa + flcos$ + cos7 =0

ist also die Bedingung dafir, dass /~die Mitte der unter den Richtungs-
winkeln a B 7 durch Il gehenden Sehne der Flache /7 = 0 ist.

Es giebt unzéhlig viele Sehnen einer Flache f, die in einem gegebenen
Punkte Il halbirt werden. Um die Gleichung der Flache zu erhalten, auf der
alle diese Geraden liegen, haben wir cosv., cosfi, cosy in 2. durch die Coordinaten
eines Punkts von G auszudrtcken.

Ist P auf G gelegen und von Il um p entfernt, so ist

Xx— $= pcosv, y—\ = pecosfi, z—C= pcos-;;
man gewinnt daher aus 2. die Gleichung der gesuchten Flache
8- 1= x £ +Jn(y—r) 4- z—2 = 0.

Wir haben daher: Die Sehnen einer Flache Il. O, die einen ge-

gebenen Punkt Il zum Mittelpunkte haben, liegen auf der Ebene

T2 A x—2HNy—mHnec—0=o;
liegt der Punkt Il auf der Flache f so geht diese Ebene in die Tan-
gentenebene im Punkte Il Uber. Dieser Satz kann auch folgende Fassung
erhalten: Jeder Punkt im Raume ist das Centrum eines durch ihn
gehenden (realen oder nicht realen) ebenen Schnittes einer Flache II. O
die Gleichung der Ebene dieser Schnittcurve ist Zl= 0.

Es verdient hervorgehoben zu werden, dass die Ebene T fur alle Punkte I
des Raumes real ist, also auch dann, wenn keine durch Il gehende reale Sehne
der Flache f in Il halbirt wird.

2. Die Gleichung der Ebene 7' wird nur dann unbestimmt, wenn die Coor-
dinaten des Punktes Il solche Werthe haben, dass die Functionen ff ff ft
zugleich verschwinden, wenn also

A\ 4-Brt+ CZ = —G,
F B\ 4-Dr\4- EZ = —H,
Cc aEfa Ft — - T
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von Null verschieden ist, so wird diese Gleichung von einem Systeme endlicher
Werthe i, 1), £ genligt. Fir den hierdurch eindeutig bestimmten, nicht unendlich
fern liegenden Punkt verschwindet der Coefficient von r in der Gleichung No. 1, 1
unabhangig von den Winkeln a,  y;, dieser Punkt halbirt daher alle durch
ihn gehenden Sehnen der Flache; aus diesem Grunde heisst er das Cen-
trum der Flache. Das Centrum einer Flache zweiter Ordnung ist zugleich das
Centrum fir jeden durch dasselbe gehenden ebenen Schnitt.

Die Bedingung dafltr, dass eine Flache zweiter Ordnung ein

3 Ist G—H =1J =0, und A4 von Null verschieden, so verschwinden
i, yund £ Das Centrum der Flache

f = Ax2 4- 2Bxy 4- 2Cxz 4- Dy2 4- 2Eyz 4- Fz 4- K = 0
fallt also mit dem Nullpunkte zusammen.

Die Gleichungen des Kegels zweiter Ordnung, des Ellipsoids und der beiden
Hyperboloide haben die Form

Ax2 4- Dy2 4- Fz2 4- K = 0,
wobei A, D, F von Null verschieden sind; in der Determinante A4 verschwinden
in diesem Falle alle ausserhalb der Diagonale stehenden Glieder, sie reducirt
sich daher auf das Produkt A4 = AFF, und ist mithin von Null verschieden.
Der Kegel, das Ellipsoid und die beiden Hyperboloide haben daher
ein Centrum, und zwar ist dasselbe der Schnittpunkt der drei
Symmetrieebenen.

4. Die Gleichungen der beiden Paraboloide haben die Form

/ = Ax2 + Dy2 + 2z =0.

Fir das Centrum gelten jetzt die Gleichungen Ai = 0, Dt\ — 0; bemerken
wir noch, dass Ax= 0 und A = A D) ist, so folgt Das Centrum eines
Paraboloids liegt auf der Durchschnittsachse der Symmetrieebenen,
von dem Schnittpunkte derselben mit der Flache unendlich weit
entfe rnt.

Die Gleichungen des elliptischen und des hyperbolischen Cylinders
fallen unter die Form

Ax2 + Dy2 4- K — 0.

Fir das Centrum hat man Ai = 0, Fr\ = 0, A= A4= 0; mithin ist
$= VY= 0und £ unbestimmt. Jeder Punkt in der Durchschnittsachse
der Symmetrieebenen eines elliptischen oder hyperbolischen Cylinders
kann also als Centrum der Flache angesehen werden.

Die Gleichung des parabolischen Cylinders ist

Ax2 4- 2Hy — 0.
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Hier hat man Ai= 0, A= Ag= A4= 0, mithin i = 0, § unendlich
gross, £ unbestimmt.

Die Gleichung, aus welcher 7) zu bestimmen ware, reducirt sich auf0 = — H\

betrachtet man diese Gleichung als lineare Gleichung fur ] mit einem unendlich
kleinen Coefficienten von 1), so folgt, dass ihr nur durch einen unendlich grossen
Werth von 1j genligt werden kann.

Jeder unendlich ferne Punkt auf der Symmetrieebene eines para-
bolischen Cylinder kann als Centrum desselben betrachtet werden.

Da bei den Paraboloiden und den Cylindern von einem Centrum im eigent-
lichen Sinne des Wortes nicht zu reden ist, so werden diese Flachen als nicht-
centrale Flachen den centralen Flachen, nédmlich dem Ellipsoid, den Hyper-
boloiden und dem Kegel gegentiibergestellt.

5. Haben in der Gleichung No. 1, 2

ff cosa 4-ff cosB 4-ff A5, = 0
die Winkel a [ y gegebene Werthe, so ist diese Gleichung die Bedingung fur
die Coordinaten der Mitten der Sehnen der Flache f = 0, welche die durch die
Winkel a, B y vdrgeschriebene Richtung haben, sie ist also die Gleichung der
Flache, auf welcher die Mittelpunkte paralleler Sehnen liegen.

Die Function T = ff cosa 4-ff cosf3 4- ff cosy ist linear bezuglich der
Coordinaten X, y, a; wir schliessen daher: Die Mitten paralleler Sehnen
einer Flache zweiter Ordnung liegen auf einer Ebene; haben die
Sehnen die Richtungswinkel a B y, so ist die Gleichung dieser Ebene
1 T = OBx-fj 4- QOB «ff 4- CBi-f*J] — 0.

Fir die Sehnen, die der Reihe nach der X-Achse, der Y-Achse, der Z-Achse
des Coordinatensystems parallel sind, haben a,  y die Werthe a= 0, R= y= 90°;
bez. = 0, a—y= 90° bez. a= B= 90°, y= 0; die Ebenen, welche
die Mitten der den Achsen parallelen Sehnen enthalten, haben daher
die Gleichungen
2- ff =0, ff=0, /'=0.

Die Gleichung 1 lehrt, dass jeder Punkt, der diesen drei Ebenenff = 0,
ff = 0, ff — 0 gemein ist, auch auf der Ebene T liegt.

6. Beim Ellipsoid, den beiden Hyperboloiden und dem Kegel haben
diese drei Ebenen nur einen Punkt gemein, das Centrum; die Ebenen, welche
die Mitten paralleler Sehnen eines Ellipsoids, Hyperboloids oder
Kegels enthalten, gehen also durch das Centrum der Fldche, und
werden daher als Diametral ebenen bezeichnet.

Jede Diametralebene halbirt eine bestimmte Schaar paralleler Sehnen; denn
die Gleichung jeder Diametralebene kann in der Form geschrieben werden
le AN = a\ff + #2xf 4- cinff — 0.

Sind a, R y die Richtungswinkel der von T halbirten Sehnen, so muss diese

Gleichung mit No. 5, 1 gleichbedeutend sein; es muss also eine Zahl n geben,
fur welche
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Wenn der Diameter d der Flache den Sehnen parallel ist, die von einer
Diametralebene T halbirt werden, so heissen die Ebene T und der Diameter
d einander conjugirt.

7. WahIlt man das Centrum der Flache zum Nullpunkte, so ist die Gleichung

Sind olt, B die Richtungswinkel eines Diameters dx, der auf der Diametral-
ebene T liegt, die dem Diameter d mit den Richtungswinkeln a, g, 7 conjugirt ist,
und ist P ein Punkt des Diameters dx, r sein Abstand vom Centrum, so hat man

X = rcos04, y = rcos$x, z = rcos7®

Da P auf T liegt, so ist T = 0 erflllt; setzt man nun diese Werthe in T

ein, so haben alle Glieder den Faktor r] unterdriickt man denselben, so bleibt
(Acos 4 -p B cosRBl -p Ccosff) cos a

3. -y (BcosO4 -hDcos”™ -P E cos 7X cos
(Ccos4 -p Ecos$x H Fcos ff) cos7 = 0.

Wenn also die Cosinus von sechs Winkeln a £ 7 und 04, gt, 7j
dieser Gleichung gentigen, so liegt der Diameter, dessen Richtungs-
winkel 04, rif 7t sind, auf der Ebene, welche dem Diameter mit den
Richtungswinkeln a [ 7 conjugirt ist.

Nimmt man die Glieder der Gleichung 3. zusammen, die in derselben
Verticalreihe stehen, so erhélt man

(Acosa -P B cos 3 -p Ccos 7) cos 4
-y (Bcosa -p D cosf3 -y E cos 7) cos 3
-y (Ccosa -p Ecos$ -p Fcos 7)cos7t = O.

Dies ist dieselbe Gleichung wie 3., nur sind die Winkel a, B 7 gegen 04,
R1, 7j vertauscht; mithin ergiebt sich: Ist der Diameter dx in der Ebene
enthalten, die dem Diameter d conjugirt ist, so ist auch d in der
Ebene enthalten, die dx conjugirt istt — Die Ebenen, die allen in
einer Diametralebene T liegenden Diametern conjugirt sind, bilden
ein Buschel, dessen Trédger der zu T conjugirte Diameter d ist.

8. Die Gleichung der Ebene T, deren Schnitt mit der Flache

f & Ax2-p2Bxy -t-2Cxz -pDy2-P2Eyz-yEz2-yK = 0
sein Centrum in einem gegebenen Punkte Il hat, ist (No. 1, 3)

1. ff @& p ff ey p frl -z — OV «5p ff fpfr! «0 = 0.
Die jetzt geltenden Werthe vonff ff, ff (No. 7, 2) erfiillen die ldentitét
2. ff ex -yff my -yff ez = f K,
daher kann man in 1 das letzte Glied einfacher schreiben und erhalt
3. ff -x Pff ey P frl -z —ffi, ¥, 0 + K = 0.

Multiplicirt man die Functionen
ff Al +~B1j -+~ Ct,
ff= B\ -yDri + Et,
ff B a P Er! p Ft,
der Reihe nach mit x, y, z und addirt, indem man die Glieder jeder Vertical-
reihe zusammennimmt, so erhalt man die ldentitat
4, ff ex 4-ff .y -Pff @z = ff o5+ ff o) + ff ot-
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Hiernach erhalt die Gleichung der Ebene T die Form
5 ff -ZP ff e -Pff -t - /($, 4, ) P K = 0.
Sind a, B 7 die Richtungswinkel des Diameters, der durch & geht, und ist p

der Abstand des Punktes fl vom Centrum, sokann man $ 1, t durch pcos a,
pcos B pcos 7 ersetzen; nachdem man durch pdividirt hat, erhalt man

T=ff eaa + ff ecosR + ff -cosj— - [/($, 1, ) — K\ = 0.

Diese Gleichung stimmt in den variabeln Gliedern mit der Gleichung der
dem Diameter a, R 7 conjugirten Diametralebene
T =ff ecosa -pff ecosB -Pff "Cos7 = 0
Uberein, und weicht nur durch das Vorhandensein eines constanten Gliedes ab, die
Ebenen T und T sind daher parallel. Wir schliessen hieraus: Die Centra aller
parallelen ebenen Schnitte einer centralen Flache zweiter Ordnung
liegen auf einem Diameter; dieser Diameter ist der zu dieser Schaar
paralleler Ebenen gehdrigen Diametralebene conjugirt.

9. Wir wenden uns nun zu entsprechenden S&tzen Uber die Flachen II. O,
die kein im Endlichen liegendes, eindeutig bestimmtes Centrum haben, und zwar
zunéchst zu den Paraboloiden.

Die abgeleiteten Functionenff, ff, ff der Function

f =s Ax2 -p Dy2 -p 2fz
sind ff == Ax, ff = Dy, ff ==f. Die Ebene T, welche die Sehnen von
der Richtung a, 3 7 halbirt, hat daher die Gleichung
T = Acosoex -p DcosRey -pfcos7 = 0.

Alle Ebenen, welche die Mitten paralleler Sehnen eines Para-
boloids enthalten, sind daher der Achse des Paraboloids parallel.

Der elliptische und der hyperbolische Cylinder haben in Bezug auf
ein Coordinatensystem, dessen Verticalebenen mit den Symmetrieebenen zusammen-
fallen, Gleichungen von der Form

/ == Ax2 -P Dy2 + K = 0.

Jetzt ist ff == Ax, ff = Dy, ff = 0, daher ist

T = A cosot ®X -p Bcosfi y — 0.

Die Ebenen, welche die Mitten paralleler Sehnen eines ellip-
tischen oder hyperbolischen Cylinders enthalten, gehen durch die
Achse des Cylinders

Aus der Gleichung des parabolischen Cylinders

f = Ax2-p 2Hy = 0
folgtff = Ax, ff = H, ff =0, Daher erhalt man
T = Acosaex -p Hcos$ — 0.

Die Ebenen, welche die Mitten paralleler Sehnen eines para-
bolischen Cylinders enthalten, sind der Symmetrieebene des Cylinders
parallel.

10. FUr die Gleichung der Ebene, deren Schnitt mit der Flache einen ge-
gebenen Punkt Il zum Centrum hat, (No. 1, 3.) ergiebt sich
1. bei den Paraboloiden: AN ex -p D\ -pJz — (A\2+ Drf -pJt) — 0,
2. beim ellipt. und hyperb. Cyl.: Af ex -p DI\ &v — (Al2 -p Drf) 0,
3. beim parabol. Cylinder: Al ex -y Hy — (AI2 -p H-tj) 0.

Sind a, B 7 die Stellungswinkel der Ebene 1, so hat man
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cosi:cos$ :cos7 = A%: D\ :J ,
woraus sich ergiebt
£ = Jcoso : Acosy, r, = Jeosty : Dcos'(.

Die Coordinaten der Horizontprojection des Centrums eines ebenen Schnittes
in einem Paraboloide sind also nur von der Stellung der Schnittebene abhangig.
Hieraus folgt: Die Centra paralleler Schnitte eines Paraboloids liegen
auf einer Geraden, die zur Achse des Paraboloids parallel ist.

Die Ebene 2. ist parallel der Cylinderachse und schneidet daher den
Cylinder in zwei Mantellinien, die gleichweit von Il entfernt sind. Fur einen
Punkt, der auf der Achse des Cylinders liegt, ist $= j — 0, und hierfir wird die
Gleichung 2. identisch erfullt. Wir haben daher: Fur alle ebenen Schnitte
eines elliptischen oder parabolischen Cylinders, welche die Achse
treffen, ist der Schnittpunkt mit der Achse das Centrum.

11. Die Ebene
1 T EEf x"QB0 + fy ecosk + fz *QBl = 0,
welche die der Richtung o, B 7 parallelen Sehnen der Flache Il. O.f = 0 hal-
birt, ist Symmetrieebene der Flache, wenn sie rechtwinkelig zur Richtung der
von ihr halbirten Sehnen ist. Jede Ebene, die zur Richtung a, B 7 rechtwinkelig
ist, hat eine Gleichung von der Form
2. cosM ®x 4- cos$ &y 4- cos7 ez — d — 0,
wobei d den Abstand der Ebene vom Nullpunkte bezeichnet; also muss die
Gleichung 2. durch Multiplication mit einer Zahl p mit 1. identisch werden, wenn
T Symmetrieebene sein soll. Ordnet man T nach den Coordinaten, so entsteht:

T = (Aco0so4- Bcosl -+ Ccos~()x 4- (Bcoso 4- DcosB4- Ecos)y
4- (Ccos74- Ecosfi 4- Ecos7)z 4- Gcoso 4- HcosR4- Jcos~( = O.
Der Vergleich mit
ixcosa ®X 4- \xcos$ & 4- pcos7 £ — fid = 0

ergiebt die Gleichungen

3. Acoso 4-Bcos$ 4- Ccos7 = \icoso,
4, Bcoso 4- Dcos§8 4- Ecos7 = M\cos$ ,
5. Ccosa 4- Ecosfi 4- Fcos-\ = Xcos7,
6 Gcoso. 4- Hcos§ 4- Jcos7 = — \xd.

Fagt man hierzu noch
7. c0s20 4- cos2$ 4- cos27 = 1,
so hat man funf Gleichungen fur die finf Unbekannten o, B 7, p, d. Um die-
selben zu ermitteln, bemerken wir, dass dieGleichungen 3., 4., 5. und 7. nur
a, R7, [xenthalten; sind diese gefunden, so erhdlt man aus 6. die letzte Unbe-
kannte d. Den Gleichungen 3., 4, 5 kann man die Form geben:

(A — Ycoso 4- BcosQ 4- Ccos§ — 0,
8. Bcoso 4-{D —\i)cos$ 4- Ecos'i = O,
Ccoso 4- EcosQ 4- (E—[l)cos? = 0;

Ihr Verein erfordert das Verschwinden der Determinante

Dies ist eine Gleichung dritten Grades fir p; hat man dieselbe aufgeldst,
so setzt man eine Wurzel jx in die Gleichungen 8. ein. Berechnet man das
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Verhéltniss coso : <wi :cos7 aus je zweien der Gleichungen, so erhdlt man die
in Folge der Gleichung 9. gleichbedeutenden Proportionen
cosd:cos$:cost = [(E>—n)(E—x) —E 2]:[CE — B (E — )]:[BE — C(E>— K],
10. =( CE - B(F - rillp-nX-F-MO-C»]-.[CB - E{A - p)]
= [BE - C(D- v)]-{CB-E(A - V)I{(A-p.)(Z>-p.)-B*].
Haben die Zahlen L, M, N dasselbe Verhéltniss, wie je drei zu derselben
Zeile gehorige Subdeterminanten der Determinante R, so ist
coso : cosft : cos7 = L : M : N\

unter Rucksicht auf die Gleichungen 6. und 7. hat man alsdann die Ldsungen
des Problems

Die cubische Gleichung R — 0 hat mindestens eine reale Wurzel; diese ist
von Null verschieden, wenn Ax ™ 0.

Unter der Voraussetzung Aj N 0 bezeichne PO eine reale Wurzel von
R = 0. Alsdann sind die Werthe No. 11, 11 und 12 real und d nicht unend-
lich gross; sie sind eindeutig bestimmt, ausser wenn fur 0 alle neun auf der
rechten Seite von No. 11, 10 stehende Subdeterminanten der Determinante R
verschwinden. Wenn letzteres nicht der Fall ist, so entspricht der Wurzel
PO eine reale, nicht unendlich ferne Symmetrieebene. Nach den Entwicklungen
des letzten Abschnitts gehort die Flache f = 0 alsdann zu den dort aufgezahlten
Flachen; da Ax ™ 0, hat sie ein eindeutig bestimmtes Centrum, das nicht un-
endlich fern ist, sie ist daher ein Kegel oder ein Ellipsoid, oder ein Hyper-
boloid. Diese Flachen haben drei (oder, wenn sie Rotationsflachen sind unzéhlig
viele) Symmetrieebenen; folglich sind in diesem Falle auch die andern Wurzeln
der Gleichung R = 0 real.

13. Wenn Ax”™ 0 und fur eine reale Wurzel jx0 der Gleichung
R = 0Oalle Subdeterminanten von R verschwinden, so sind die Gleichungen
No. 11, 8 gleichbedeutend, und mithin ihre Coefficienten der Reihe nach ein-
ander proportional,
1 {A—jx0):B:C= B\(D- jxX0):E = C:E :(F— x0).
Sind B, C E von Null verschieden, so schliesst man hieraus
. BC n BE CE
Po= A = D = F )
~B
Umgekehrt, wenn B, C, E von Null verschieden sind, und wenn
BC BE _ ~ CE

A £ P cC ~F B~’
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und man nimmt den gemeinschaftlichen Werth dieser Differenzen fur p0, so sind,
wie man sofort erkennt, die Proportionen 1. erfullt und jx0 ist eine Wurzel von
R = 0. Multiplicirt man in diesem Falle die Gleichungen No. 11, 8. der Reihe
nach mit E, C, B und ersetzt E{A — jx0), C(D — ;x0), B (E — PO) durch die
aus 1. sich ergebenden Werthe BC, BE, CE, so gehen die drei Gleichungen
Uber in

2. BCcosa 4- BEcos§ 4- CEcos7 = 0.
Durch die Formeln
BC BE
cos*1= Yb*C*'+B*E* + C*E*’ CS*X_ yR*C* 4- 4- C2E2”’
CE

CoS'l _ ywc* 4- B*E* 4- c2E>2
ist eine Richtung eindeutig bestimmt. Ersetzt man die Gréssen BC, BE, CE
in 2. durch die proportionalen Werthe cosax, cos$x, cosjx, so entsteht

3. cosaxcosa + cosf3xcosfi 4- *W7i as\ = 0.

Hieraus folgt, dass alle der Wurzel PO zugehdrigen Symmetrieebenen der
Richtung ax, , 7t parallel sind. Vergleicht man die Gleichung einer Symmetrie-
ebene

cosa -X 4- cos$ &y 4- cos7ez — d = 0
mit No. 11, 6.

cosa *G 4- costy eH 4- cos7.) 4- pod — O,
so ist ersichtlich, dass alle diese Symmetrieebenen durch den Punkt PO gehen,
fur welchen
*0 =~ G:Po» A0o= — H:Po> zo = —/ :Po-

Folglich sind alle Ebenen Symmetrieebenen, die den Punkt Po und die
durch PQ gehende Gerade g enthalten, die mit den Achsen die Winkel ax, R1,
7X bildet.

Durch dieses Verhalten ist die Flache als Rotationsflache, und q als
Rotationsachse gekennzeichnet; da Al ~ 0, so entsprechen den Voraussetzungen
der Rotationskegel, das Rotationsellipsoid und die Rotationshyperboloide, wenn
deren Rotationsachse mit keiner Coordinatenebene parallel ist, also w aj, cos$x,
cos7j nicht verschwinden.

Wenn B verschwindet, so folgt aus No. 13, 1, dass entweder noch C
oder E verschwindet. Ist B = C = 0, so folgt, dass auch A — x0 = 0;
daher ist

cosa — 0, cos$:cos7 = (Z2— PO:E = E :{F — (0).

Ersetzt man hier pO durch A, so ergiebt sich die Bedingung
3. (D - A):E = E:(F - A).

Wenn E nicht verschwindet, so kann A weder gleich D noch gleich F sein.

Umgekehrt: Wenn 3. erfillt und B = C = 0 ist, wéhrend E ™ 0, so ist
ilu = A eine Wurzel von R = 0; das System No. 11, 8. geht Uber in
4. (D — A)cos§ 4- Ecos~{ = 0, Ecos§ 4- (E — A)cos7 = 0,
und diese beiden Gleichungen fallen infolge 3. zusammen. Aus 4. folgt, dass alle
Ebenen Symmetrieebenen sind, die der durch

cos*' = °' = yﬂDATA) o QO0SIx = V(d - Ay~+7
bestimmten Richtung parallel sind und P Q enthalten.

Wir kommen daher wieder auf den vorigen Fall, nur dass die Rotations-
achse normal zur W-Achse ist.
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